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COLLARES ARITMETICOS

Fijemos un alfabeto. Un collar (n, k)-perfecto es una secuencia circular de simbolos del alfabeto
donde cada bloque de longitud n ocurre k veces, pero en posiciones con distinta congruencia
modulo k, para cualquier convenciéon de la posicién inicial. Una clase particular de collares
perfectos es la de los collares aritméticos. Son collares (n,n)-perfectos generados a partir de
una progresion aritmética. En esta tesis nos concentramos en collares aritméticos en el alfabeto
de dos simbolos e investigamos cuan balanceados estan los dos simbolos en distintas partes
del collar. Identificamos el collar aritmético magico que admite una particién en segmentos
totalmente balanceados. Damos una formula cerrada para el maximo desbalance en el collar
aritmético ordenado. Ademés damos propiedades que cumplen todos los collares aritméticos.

Palabras claves: collares aritméticos, collares perfectos, secuencias De Bruijn, progresiones
aritméticas, discrepancia discreta.
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1. INTRODUCCION

Esta tesis forma parte de las investigaciones sobre la equidistribucion de simbolos y de bloques
de simbolos en secuencias sobre un alfabeto dado. Por ejemplo, las secuencias pueden ser
codigos de la teoria de la informacién, o representaciones de nimeros en bases enteras. Las
investigaciones en la década de 1970 mostraron que es imposible una distribucién totalmente
justa: fijado un alfabeto, es imposible que una secuencia infinita de simbolos tenga en sus
segmentos iniciales, todos los simbolos del alfabeto con exactamente la misma frecuencia, y
todos los bloques de simbolos de igual tamafio con exactamente la misma frecuencia. Sin
embargo, es posible construir secuencias con una distribucién casi justa y es un problema de
investigacion construir secuencias con la distribucion mas justa posible, ver [3, [5].

En el caso de las secuencias finitas también es necesario dar construcciones donde los simbolos
del alfabeto estén equidistribuidos y los distintos bloques de simbolos de cada tamafo también
lo estén. Nos interesa dar construcciones donde sepamos cuanto es el maximo desbalance que
se puede alcanzar a lo largo de la secuencia.

En esta tesis nos dedicamos a los collares aritméticos, que son un subconjunto propio de los
collares perfectos definidos en [1], que a su vez son variantes de las clésicas secuencias de
Bruijn [7, 9} [13].

Comencemos con la definicién de las secuencias de Bruijn y algunos de sus aspectos salientes.
Fijemos un alfabeto finito A. Una palabra es una secuencia finita de simbolos del alfabeto A.
Una palabra circular, o collar, es la clase de equivalencia de una palabra bajo rotaciones. Una
secuencia de Bruijn de orden n es un collar tal que todas las palabras de longitud n ocurren
exactamente un vez. Por ejemplo,

0000111101100101

es una secuencia de Bruijn de orden 4 en el alfabeto A = {0,1}. Nicholaas de Bruijn [7]
demostré que hay una correspondencia uno a uno entre secuencias de Bruijn y ciclos eulerianos
en los llamado grafos de Bruijn. Para una presentacion de la secuencias de Bruijn ver el libro
de Knuth [I2].

Para enteros positivos n y k, un collar es (n,k)-perfecto si cada palabra de longitud n
ocurre exactamente k veces en posiciones con distinta congruencia médulo k, para cualquier
convencion de posicion inicial. Los collares (n, 1)-perfectos son exactamente las secuencias de
Bruijn de orden n. Los collares (n, k)-perfectos se corresponden con los ciclos eulerianos en los
grafos que son el producto entre el grafo de Bruijn y un ciclo simple. Los collares perfectos
fueron definidos por Alvarez, Becher, Ferrari y Yuhjtman en 1.

En lo que sigue, dado un alfabeto A, llamamos b a su cantidad de simbolos. Sin périda de
generalidad todo alfabet de b simbolos se puede representar como {0,1,...b— 1}.

Los llamados collares perfectos anidados son un conjunto particular de collares perfectos que
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tienen un balance sorprendente tanto de simbolos, como de bloques de simbolos. Un collar
es (n, k)-perfecto anidado si » = 1 o es la concatenacion de b collares (n — 1, k)-perfectos
anidados. Por ejemplo, este es un collar (2, 2)-perfecto anidado en el alfabeto A = {0, 1},

(1,2)-perfecto

~ =
0011 0110
~—~

(1,2)-perfecto
Los collares perfectos anidados fueron concebidos por Becher y Carton en [4].

Los collares aritméticos de orden n son collares que se construyen concatenando uno tras otro
los b™ bloques de longitud n que surgen de los términos sucesivos de una progresion aritmética
de diferencia coprima con la cardinalidad del alfabeto. Cada término debe ser escrito como un
nimero entero en base b en un bloque de n simbolos.

Un collar aritmético de orden n es la concatenacién de b bloques de longitud n, el j-ésimo
bloque es la representacion en base b del numero dj mdd b", para un valor de d coprimo
con b. En [II Teorema 5| se demuestra que los collares aritméticos de orden m son collares
(n,n)-perfectos.

Asi, para todo entero positivo n, la concatenaciéon de todas las palabras de longitud n en orden
lexicogréafico es un collar aritmético que proviene de la progresion aritmética de diferencia 1.
Por ejemplo para el alfabeto de A ={0,1} es 000 001 010 011 100 101 110 111. A este collar
lo llamamos el collar ordenado.

Nos interesa aqui una propiedad de las secuencias de Bruijn y en los collares perfectos llamada
discrepancia discreta, que mide cuénto difiere la secuencia de ser completamente balanceada
respecto de las ocurrencias de distintos simbolos y los distintos bloques de simbolos de la
misma longitud [3]. Hasta el momento s6lo se conocen la minima y la méaxima discrepancia
discreta alcanzables de secuencias de Bruijn, cuando contamos solamente simbolos [6l, 8, 2], En
cambio, si se conoce la discrepancia discreta de los collares perfectos anidados |14}, 1T, 10, [4].

Esta tesis da un primer paso en el problema de determinar la discrepancia discreta de los
collares aritméticos.
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Sea A un alfabeto finito. Una palabra es una secuencia finitas de simbolos. Escribimos A*
para el conjunto de todas las palabras sobre A, y A’ para el conjunto de palabras de longitud
exactamente /.

Sea s € A® una palabra , numeramos sus posiciones desde 1 hasta |s|. Para 1 < M < N < |s],
denotamos por s[M, N] al substring (intervalo) de s comprendido entre las posiciones M y N
(ambos inclusive).

Para una palabra s € A* y otra palabra B € A*, denotamos por |S|p la cantidad de ocurrencias
de B en S. Por ejemplo, |0001|pp = 2.

Definiciéon (Collares aritméticos). Sea A un alfabeto finito y sea b su cardinalidad. Sea d un
entero positivo coprimo con b. La secuencia aritmética generada por d es

0,d,2d,3d,... (méd b™).

Llamamos collar aritmético de orden n de diferencia d a la secuncia circular que resulta de la
concatenacion de b"™ bloques de longitud n, el j-ésimo bloque es la representacion en base b del
nimero d j méd b".

En [Il Teorema| se demuestra que para todo entero positivo d coprimo con |A| la secuencia
aritmética generada por d induce un collar perfecto. En particular, los collares aritméticos son
collares (n,n)-perfectos.

Para estudiar el desbalance en collares perfectos usamos la nocién clasica de discrepancia
discreta.

Definiciéon (Discrepancia discreta). Sea s € A* y sean M,N € N, 1 < M < N < [s].
D(s,M,N) = max <méx |s[M,N]|p — min |5[M,N]|B> ,
1<¢<n \ BeA? BeAt

D(s) = max D(s,M,N)
(M,N):1<M<N

Definiciéon (Discrepancia de simbolo).

A(s,M,N) = méax |s[M,N]|, — min |s[M, N]|q,,
acA acA

Es la discrepancia discreta para £ = 1 y nos da la diferencia entre la cantidad de veces que
aparece el simbolo que mds aparece y el que menos, en las posiciones desde M hasta N .

A(s) = max A(s,M,N)
(M,N)1<M<N

En particular A = {0,1}:
A(s, M, N) = [|s[M, Nllo — [s[M, N1 |
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3. EL COLLAR ARITMETICO ORDENADO

Llamamos collar ordenado de orden n, al collar aritmético de orden n con diferencia d = 1. .

Teorema 1. Sea s el collar ordenado de orden n para el alfabeto {0,1}. Entonces, para n - q
con1<qg<2" es

[logs q]—1
A(s,Ln-q) = (n—logaal)g + > (2'=|(gméd 2+ —2'|) .
=0

Corolario 1. (n—[logyq])g < A(S,1,n-q) < (n+2—[logyql)q

Del Teorema (1| deducimos que el maximo valor de A(s,1,n - q) es 2"~1 y se alcanza con
q = 2", es decir, exactamente ¢ es el bloque que esta en la mitad del collar aritmético
ordenado.

3.1. Demostracion del Teorema

Dados n >0y q con 1 < g < 2" tenemos:
A(s,1,n-q) = |s[l,n-q]lo — |s[l,m-q]|1

donde |s[1,n-q]|o v |s[1,n-¢]|1 denotan, respectivamente, la cantidad de ceros y unos que hay
hasta la posicién n - ¢ de S. Por lo que:

n-q=|[s[l,n-qllo +[s[l,n-qlh

Ademas, como el collar ordenado es el orden lexicografico, vale que s[1,n - ¢]lo > s[1,n - ¢]|1,
luego:
As,1n-q) = 2Jsln-glly — n-q.

Fijado un bit ¢ entre 0 y n — 1, al enumerar 5 = 0,1,2,... en binario usando n bits si en cada
bloque miramos el bit en la posicién i, se observa el patrén

00---011---1
—_—— ——

2% veces 2% veces

Es decir, si miramos la posiciéon i de cada bloque de longitud n , vemos que aparece el cero 2°
veces y luego el uno 2* veces, y esto se repite indefinidamente.

Definimos, para cada i entre 0 y n — 1,

q o :
¢ = leJ vyt = qméd 2+l e {0,1,..., 21+ — 1},
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Es decir, ¢; es la cantidad de veces del patron 0212 dentro de los primeros g valores de j, y
t; es el resto que queda al final.

En resumen, hay exactamente 2" ceros si contamos la posicion ¢ de cada bloque, lo que produce
un aporte de ¢; 2* ceros. En el resto de longitud ¢;, el conteo adicional de ceros es:

t;, sit; <2' (todo dentro del bloque de ceros);

ceros extra = { : )
2", sit; > 2" (se cubre todo el bloque de ceros y se entra en unos).
Esto se resume como un minimo:
ceros extra = min(2', ;).
Luego, el nimero exacto de ceros en el bit ¢ entre 0 < j < q es

Zi(q) = ¢ 2 + min(?i, ti).

Sumando sobre todos los bits:

n—1
Is[Lin-qllo = Y Zi(q).
i=0
Por definicion,
n—1
A(s,1,n-q) = (2Zi(q) — q).
i=0

usando ¢ = ¢; 277! 4+ ¢; y la formula de Z;(q),
27i(q) = ¢; 2" +2min(2',t;)) =  2Zi(q) —q = 2min(2',t;) —t,.

Por lo tanto,
n—1

A(s,1I,n-q) = Z (2 min(2°, ;) — ti).

1=0

Observacion: para cada 4, el término esta acotado por 0 < 2min(2’,t;) —t; < 2°, con maximo
ent; = 2"

En la suma que define A(s,1,n - q),

|
—_

n
A(s,1,n-q) = (2 min(2%,t;) — ti), con t; =qméd 27

%

Il
o

aparece un fenémeno que simplifica el célculo para los bits de indice grande.

Idea: si i es suficientemente grande como para que 2° > ¢, el bit i nunca cambia a 1 en los
bloques correspondientes a j con 0 < j < ¢g. En otras palabras, los 2" ceros que forman parte
del patron 021" son mas que todo el rango considerado. Por lo tanto:

Zi(q) = q,



3.2. Demostraciéon de Corolariom 7

ya que para todos esos j el bit ¢ vale 0.

Sea
m = [logy q.

Entonces:

Para i > m, se cumple 2° > ¢, por lo que bit i es siempre 0.

Para i < m, el bit alterna entre 0 y 1 dentro del rango 0 < j < g, y requiere el cilculo general.
Sii > m tenemos t; = q (ya que ¢ < 2°71) y, por ende,

2min(2%,t;) —t; =2¢ —q = q.
Esto significa que cada bit alto (i > m) aporta exactamente ¢ a la suma.

Podemos entonces separar la contribucién de los bits altos de la de los bits bajos:

m—1

A(S,n-q)=(n—m)-q + Z (2 min(Qi,ti) — ti)
=0

Aqui:

El término (n —m) - g corresponde a la suma de todos los bits altos, que aportan ¢ cada uno.

La suma de ¢ = 0 a m — 1 corresponde a los bits bajos que si alternan y cuyo aporte depende
de ti.

Dado que . ' '
2min(2,t;) —t; = 2° —|t; — 2|,

obtenemos

m—1 . )

A(s,I,n-q) = (n—m)q + Z(Zlf ’ti—T’) :

i=0

Es decir,
[logy q]—1 ) ) )
Als,ln-q) = (n—[logaql)a + > (2% — | (g méd 21y — 2 \) .
i=0

Queda demostrado el Teorema O

3.2. Demostracién de Corolario [1l

Demostracion. Sea q entre 1y 2". Para 0 < i < [log, ¢] — 1 tenemos

0 <2 —|(gmoéd 2 —2¢| < 20
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Por lo tanto,
[logy q]—1

3 (21' — | (g méd 21y — 2 \)

=0

se acota por abajo con 0 y por arriba con ollog2a] _ 1 1, cota superior se obtiene observando
que cada término de la suma cumple

2° — |(g méd 201y — 27| < 21,

Al sumar estos valores para i =0, ..., [logy q] — 1, se tiene
[logs q]—1 ' A A [log, g]—1 ‘
> (2 —|(gméd 2ty —21) < Y 2=l
=0 i=0

por ser una suma geométrica.

Luego,

(n—[logoql)g < A(s,1,n-q) < (n— ﬂog‘2cﬂ)c]+(2“‘)g2‘ﬂ —1)
(n—[logyql)g < A(s,1,n-q) < (n—[logaq])q+2q
(n—[logyql)g < A(s,1,n-q) < (n+2—[logyql)q



4. EL COLLAR ARITMETICO MAGICO

Fijamos el alfabeto {0,1}. Para n par definimos el collar mdgico orden n, como el collar
aritmético de orden n y diferencia d = 2"/2 4 1.

Sea k un entero positivo, sea n = 2k, y sea d = 2 + 1. Sea S = (dz méd 2")g<gcon.

A continuacion definimos una particion del conjunto {0, ...2"—1} en d conjuntos S(0), ..., S(d—1)
a los que llamamos segmentos. Para i =0,...d — 1,

d

Asociamos cada S(i) con un segmento del collar S, identificando cada elemento de S(i) con
un bloque binario de longitud n.

S(i) = {(d z) méd 2"

Teorema 2. Sea n par. El collar mdgico de orden n tiene d = 2"/2 41 segmentos, y cada uno
tiene exactamente la misma cantidad de ceros que de unos.

Ejemplo Caso mégico k = 2, por lo que n = 4 y d = 5. Sea f(z) = 5x méd 16 para
x=0,...,15. La secuencia generada es:

0,5,10,15, 4,9,14, 3,8,13, 2,7,12, 1,6, 11.

Segmentos S(i) = {5z mdd 16 : [5x/16] = i}:

S(0) = {0,5,10, 15},
S(1) = {4,9,14},
S(2) ={3,8,13},
S(3) ={2,7,12},
S(4) ={1,6,11}.

Segmento ‘ Valores en binario (4 bits) ‘ #1 = #0

S(0) 0000, 0101, 1010, 1111 8=38
S(1) 0100, 1001, 1110 6=6
S(2) 0011, 1000, 1101 6="6
S(3) 0010, 0111, 1100 6="6
S(4) 0001, 0110, 1011 6="6

Tabla 4.1: Segmentos S(i) para n = 4, d = 5. En cada segmento, el total de unos y ceros (sumando
los 4 bits de todos sus elementos) es el mismo; por tanto la discrepancia de simbolo es 0.
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4.1. Demostraciéon del Teorema 2|

Sea un entero positivo k, sea n = 2k y sea d = 2¥ + 1. Sea S = (d x méd 2")p<gcon. El
tamafio de S(0) es 2% y para i = 1,...,2F el tamafio de S(i) es 2F — 1. Demostramos aqui
que para cada 7, el niimero total de ceros en las representaciones binarias en n de todos los
elementos de S(7) es igual al namero total de unos.

La estrategia de la demostracion consite en expresar cada S(i), para i = 1,..., 2 — 1, en
funcién de conjuntos T'(i) , D(i) y D(i — 1), y S(2%) = D(2F — 1). Mostraremos que estos
conjuntos tienen balance de ceros y unos. Dado que S(i) de define a partir de estos conjuntos
mediante operaciones de union y diferencia que preservan el balance, concluiremos que S(7)
esta balancedo. Damos un ejemplo de como se ven los conjuntos antes de comenzar:

Para cada i, 0 <1 < 2% definamos
TGE)={2" (i +j) méd2¥)+5:0<j <2k}
Proposiciéon 1. Parai=0,...28 — 1, #ceros(T(i)) =#unos(T(i)).

Demostracion. Sea k > 0 entero, i € {0,1,.. .,2k —1}. Cada t € T'(4) se escribe en binario
con 2k bits (con ceros a la izquierda si es necesario). Sea C(i) el conjunto de estos strings.

Cada t € T(i) corresponde a un par (m,j) con m =i+ j (méd 2%), m,j € {0,...,2 =1}, y
t = 2%m + j. En binario, ¢ es la concatenacion de los bits de m (mitad izquierda) y los bits de
j (mitad derecha). Definimos la funcion f : C(i) — C(i) como la composicion de:

» s: intercambiar las dos mitades de 2k bits: s(28m + j) = 2¥j + m.

» ¢: complemento a 1 (invertir todos los bits).

Es decir, f(t) = c¢(s(t)).

Verifiquemos que f(t) € T'(3):
m+j, m=i+j (méd2¥),

) =c(st)) =252% =1 —j) + (2" — 1 —m).
Sean M = 2F —1 —j, J = 2% — 1 — m. Entonces f(t) = 2°M + J. Queremos M = i + .J
(méd 2F):
M=2_-1—j=-1—j (méd 2),
i+J=i+2~1—-m=i—1—m (méd 2%).
De m =i+ j tenemos i —m = —j, luego i — 1 —m = —1 — j. Asi, M =i+ J (méd 2¥), por
tanto f(t) € T'(7).

Claramente f es una involucion (f(f(t)) = t) y biyectiva. Ademés, f intercambia Os y 1s en
cada string. Luego, al sumar sobre todos los elementos de C(i), el numero total de 0s coincide
con el total de 1s. O
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Proposicién 2. Para todo i =0,...2F — 1,

1. T(G) C S(t)uS(E+1).

Demostracion. Por la definicion de S(£), un elemento de S(¢) es de la forma (d - y) méd 2"
con |(d-y)/2"| =¢. Sea y = 264 + v (con 0 < u,v < 2%) y usando d = 2% + 1,

(d-y) méd 2" = 2% ((u+v) méd 2%) +v € T(u), (4.1)
k
dy| _ wio | ) s v<2 —u
IR I S, 4

Item 1. Por (4.1) y (4.2) T'(u) C S(u) U S(u+1).

Item 2. Sea x € S(¢) con ¢ < i. Entonces existe y tal que
z = (dy) méd 27, {%J — 0

Escribimos y = 2¥u 4 v con 0 < u,v < 2% y usamos d = 2F + 1, n = 2k y por {&.1) y ({@.2)
¢ e {u,u+1} y por tanto u € {¢,¢ — 1} (si £ = 0, forzosamente u = 0).

l i
Luego, z € T(u) CTU)UT(H{ —1) C U T(m) C U T(m). Como z € S(¢) con £ < i,
m=0 m=0
concluimos ' '
Usw® < Jrw
=0 =0
O
Para cada i = 0,...,2" — 1 definamos

p@={ J 7o\ U s

0<0<i 0<(<i
Proposicion 3. Sean k, n =2k yd =2 +1. Parai=0,...,2 — 1 se cumple

D) = {Qk((i+j)méd2k)+j: 2’“—z’§j<2k}.

Demostracion. (Pertenencia). Sea z € D(i). Luego, = = 2%((i 4 j) méd 2¥) 4 j con 28 — i <

j < 2%, Claramente = € T(i). Debemos ver que z ¢ U S(L).
=0
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Si ¢ < i: entonces T'(i) N S(¢) = @ por Proposicién 2} Entonces z ¢ S(¢).

Sit=irx € Sl) < [%JZO — i+j<2¥ — j<2f¥ i Dado que z € D(i)

entonces x = 27((i + j) méd 2%) + j para 2% — i < j < 2% por lo que = ¢ S(3).
(Cardinalidad). El conjunto de indices {j : 2F —i < j < 2¥} tiene exactamente i valores. La

aplicacion j — 2 = 2%((i + j) méd 2F) + j es inyectiva (los k bits bajos de x son exactamente
los de j), asi que la imagen tiene i elementos. Por otra parte,

= (i+1)2" (los T(¢) son disjuntos y cada uno tiene 2* elementos),

=0
O S| =1S(0)| + Z S| =2 +i (2" —1)=(i+1)2% —4,
=0 /=1

pues los segmentos S(¢) son disjuntos y sus tamanos son 2F para £ =0y 2F —1 para1 < ¢ <.
i i
Por Proposicion [2| tenemos que U S(¢) C U T(¢), por lo tanto
£=0 =0

i

SEG

=0

=(i+1)2" — ((i+1)2F —4) =

Hemos probado que todo elemento de la formula pertenece a D(i) y la formula produce i
elementos, que coincide con |D(i)|. Por lo tanto, la formula describe exactamente D(i). [

Volviendo al Ejemplo Caso mégico k = 2, por loquen =4y d =5. Sea f(x) = 5z méd 16
para z = 0,...,15. La secuencia generada es:

0,5,10,15, 4,9,14, 3,8,13, 2,7,12, 1,6, 11.

Segmentos S(i) = {5z mdd 16 : [5x/16] = i}:

S(0) = {0,5,10,15},
S(1) ={4,9,14},
S(2) = {3,8,13},
S(3) =1{2,7,12},
S(4) ={1,6,11}.

Segmentos T(i) = {2°((i +j) méd 2¥) +j:0<j < 28 1.

T(0) = {0,5,10,15},
T(1) = {4,9,14, 3},
T(2) = {8,13,2,7},
T(3) = {12,1,6,11}.
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Segmentos (D(i) = U T()\ U 5(0)):

0<i 0<i
DO)=2, DQ1)={3}, D2)={27}, D@B)={1,611}.
Proposicion 4. S(28) =D(2" - 1) y para i =1,...,2% — 1,

S(i) = (D(i — 1) UT(i)) \ D(i).

Demostracion. Denotemos

Por definicion de D(i),

D(i) =T<i\S<i <= S<i=T<i\D(i)
Caso S(2%) = D(2* — 1). Como {T(0),...,T(2" — 1)} particiona U := {0,...,22* — 1}, se
tiene Tor_y = U; ademdas Scor = U (los S(¢) también particionan U). Luego

S(Zk) = ngk \S§2k71 =U \ S§2k71 = ng’ul \S§2k71 = D(Qk - 1)'

Caso 1 <i < 2% — 1. Escribimos S(i) = S<; \ S<;_1 y sustituimos:
S(i) = (T<i\ D)) \ (T<i-1\ D(i - 1)).
Notar que:
(i) = (T(0) U Tei1) \ Ssi
Usando (AUB)\C = (A\C)U (B\C(0),

D) = (T()\S<i) U (Tzinr \ S<i)-

Para cada £ < i ya vimos que
T) Cc SE)USHE+1)C S«
luego T'(¢) \ S<; = @. Por tanto,

D) =T@)\ S<i C T(i).

Aplicamos la identidad:

(A\NC)\(B\D)=((A\B)\C) U ((AnD)\C), valida cuando B C 4,
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con A="7T<;, B=T<i—1,C=D(i), D= D(i — 1) (ndétese que B C A). Obtenemos
S(i) = (T<i \ T<i-1) \ D(i)) U ((T<in D(i — 1))\ D(7))

~~

= T()\D() = D(i—1)

donde usamos que T<; \ T<;—1 = T'(i) (los T's son disjuntos), que D(i — 1) C T<;—1 C T<;, v
que D(1 —1)ND(i) =@ (pues D(i — 1) CT(i— 1)y D(i) CT(i),con T(i—1) = Q)
Finalmente, dado que los Ds son disjuntos entre si:

S(i) = (T(i)\ D()) U D(i—1)= (D(i—1)UT()) \ D(i).

Dado un entero m entre 0 y ok 1, #ceros(m) es la cantidad de ceros en la representacion
binaria de m en k digitos y analogamente definimos #unos(m).

Proposicion 5. Parai=0,...2F — 1, j= 0,...28—1,

k_j—1 k_j—1

i—1
Z #ceros(m Z #ceros(j Z #unos(m Z #unos(j
m=0

Demostracion. Definimos
A={0,1,...,i—1},
B={iji+1,...,28—i—1},
C={2F—i, ... 2" -1}

Notemos que A U B = {(),1,...,2’“ — 4 — 1}. Para cualquier x € {0,1,...,2’“ -1}, la
representacion binaria de 2F — 1 — z intercambia de ceros y unos de la de z. Por lo tanto

Z #ceros(z) = Z #unos(x)

€A zeC

Z #unos(x) = Z #ceros(x)

€A zeC
2k—1 2k—1

Z #ceros(x) = Z #unos(z) = k- 2871,
=0 =0

Expresando en términos de A, B, C,

Z #ceros(z) + Z #ceros(z) + Z #ceros(z) =k - ok—1,

xcA zeEB zeC
Z #unos(z) + Z #unos(x) + Z #unos(z) = k- 2871,
€A reB zeC

Restando

<Z #ceros — Z #unos) + (Z #ceros — Z #unos) + (Z #ceros — Z #unos) =0.
A B C

A B C
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Usando la simetria

Z #£ceros — Z #unos = — (Z #ceros — Z #unos) .
C C A A

Sustituyendo

(Z #ceros — Z #unos) + (Z #ceros — Z #unos) - (Z #ceros — Z #unos) =0,
A A B B A A

lo que implica

Z #£ceros = Z #unos.
B B

Por lo tanto se cumple la igualdad. O

Escribamos #£ceros(D(i)) para la suma de la totalidad de ceros necesarios para escribir cada
elemento de D(i) en n bits. Analogamente definimos #unos(D(7)).

Proposicion 6. Para todo i = 0,...2% — 1, #ceros(D(i)) = #unos(D(i)).

Demostracion. Para i =0,1,..., ok _ 1,
D(i)={2% - ((i+j) méd2~)4j:28 —i<j <2k}

Cada a € D(i) tiene forma a = 2% - aj, + ay, con aj, € {0,...,i — 1}, ag € [2F —i,2F —1].

i—1 2k —1
#ceros(D(1)) = Z #ceros(m) + Z #ceros(j),
m=0 j=2k—i
i—1 2k—1
#unos(D(i)) = Z #unos(m) + Z #unos(j).
m=0 j=2k—i
Usando el balance de {0,...,2% — 1} es decir, usando que

2k—1 2k—1
#ceros(j) = Z #unos(j) = k- 21
0 =0

j=

tenemos que

ok_q 2k _j—1

Z #ceros(j) =k - o1 Z #ceros(7),
j=2k—3 Jj=0

2k —1 2k —i—1
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Luego,
i—1 2F—i—1
#ceros(D(i)) = Z Heeros(m) + k- 2871 — Z #ceros(7),
m=0 j=0
i—1 2k —ji—1
#unos(D(i)) = Z #unos(m) + k- 2871 — Z #unos(j).
m=0 j=0
Por Proposicion
i—1 2k—i—1 i—1 2k—i—1
Z #ceros(m) — Z #ceros(j) = Z #unos(m) — Z #unos(j
m=0 j=0 m=0 j=0

Concluimos que #ceros(D(i) = #unos(D(i)).

Demostracion del Teorema[d Decimos que un conjunto de ntimeros es balanceado si al re-
presentar cada nimero en n bits, la cantidad total de ceros es igual cantidad total de unos.
La unién de conjuntos balanceados es balanceada y que la diferencia de conjuntos balanceado
también es balanceada. Las Proposiciones y@ nos dicen que, parat =0,... ok _ 1, tanto D(1)
como T'(i) son balanceados. Por lo tanto cada S(i) lo es. Concluimos que para i = 0,...2"

#ceros(S(i))=#unos(S(i)).



5. SOBRE COLLARES ARITMETICOS

5.1. Los collares aritméticos son un juego de opuestos

Sea n un entero positivo y sea d impar entre 1 y 2" — 1. Sea S el collar aritmético de orden n
y diferencia d. Para i = 0,...,d — 1 definimos los segmentos

d
0<z<2, {;J :i}.

Asociamos cada S(i) con un segmento del collar S. El orden en que aparecen los segmentos
en el collar S se puede escribir facilmente. Llamamos cabeza del segmento S(i) al elemento

d
(d ) méd 2" donde x = min {yJ = 1.
0<y<2n | 27"

S@) = {(d z) méd 2"

Si escribimos r = 2" mdéd d, entonces las cabezas de los segmentos van recorriendo los residuos
de a pasos de —r moédulo d. Es decir, el primer segmento arranca en 0, el segundo en d —r, el
siguiente en d — 2r, y asi sucesivamente hasta recorrer exactamente todos los niimeros entre 0
y d — 1, siempre tomando médulo d.

Decimos que dos segmentos {ug,...un} vy {v1,...vn} son opuestos cuando para cada ¢ =
0,...,m,
n
up =2" —1—vpy_y.

Dado S(i) = {uo, ... um}, definimos
S ={2" =1 —up_; : 0 < j < m}.
A continuacién demostramos que cada segmento tiene un segmento opuesto. Primero mostra-

mos que si un segmento tiene cabeza s entonces termina con 2" — k con k entre 1 y d y el
opuesto empieza en k — 1.

Proposicion 7 (Orden de los segmentos). Sea 7 = 2" méd d. Entonces las cabezas de los
segmentos forman la sucesion

so =0, Sit1 =8; —r (méd d),

Y en consecuencia
si=—ir (méd d), i=0,1,...,d—1.

Es decir, las cabezas recorren los residuos de a pasos de —r mddulo d:
0, d—r,d=2r, ..., d—(d—1)r (méd d),
hasta cubrir exactamente todos los nimeros de 0 a d — 1.

17
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Demostracion. Cada elemento consecutivo de la secuencia aritmética suma d modulo 2™. Por lo
tanto, cada vez que la suma parcial d- 2 pasa un multiplo de 2", el cociente |d /2" | aumenta
en 1 y comienza un nuevo segmento. El residuo al dividir 2" por d es 7, de modo que el
desplazamiento entre cabezas consecutivas es exactamente —r (moéd d). Iterando, obtenemos
s; = —ir (méd d), lo que recorre una permutaciéon completa de {0,...,d — 1} porque 7 es
coprimo con d. O

Lemma 1 (Forma interna de un segmento). Sea n € N y d impar. El segmento S(i) es una
progresion aritmética modulo 2™ con razén d y longitud L; € {Qk -1, Qk}. Si s es la cabeza de
S(i), entonces el dltimo elemento de S(i) es s+ (L; — 1)d y s+ (L; — 1)d = 2" — k (méd 2")
conl<k<d, yk=2"—s (méd d).

Proposicion 8 (Opuesto por complemento y orden inverso). Sea S un collar aritmético de
orden n y diferencia d. Para todo i tal que 0 < i < d — 1 existe £ tal que 0 < £ < d—-1y
S(i)E = S(0).

Demostracion. Escribamos S(i) como en el Lema
yj =s+jd (méd 2"), j=0,1,...,L; — 1,
conyr,—1 =2" —k (méd 2") y 1 < k < d. Consideremos ahora la sucesion
y; = 2" —=1—-yr,—1-j, j=0,...,L; — 1.
Tenemos, modulo 27,
yp=2"-1—-yp,1=2"-1-2"-k)=k -1,
y para todo 7,
Yin—yi= 2" —1—yr,25) — (2" —1—yr,—1-j) =yr,—1-j — yr,—2—j = d.

Es decir, (yg) es también una progresién aritmética modulo 2" con la misma razon d y
cabeza k — 1,

y;- =(k—1)+jd (mdéd 2").
Como la aplicacion x — (dz) méd 2" es una permutacion de {0, ...,2" —1} (pues ged(d, 2") =
1), toda progresion de razon d y longitud L; con cabeza entre 0 y d — 1 coincide con un inico

segmento. Por lo tanto, S (z)E coincide con el segmento S(¢) cuya cabeza es k — 1 y cuya
longitud es L;. O

Corolario 2 (Segmentos auto-opuestos y discrepancia nula). En el contexto de la Proposi-
cio’n@ puede ocurrir que un segmento S(i) sea opuesto de si mismo, es decir,

Esto ocurre exactamente cuando el ultimo elemento del segmento es 2" — 1 — s, siendo s la
cabeza del segmento. Es decir, el segmento termina en el complemento de su punto inicial.
Como, por definicion, el dltimo valor de S(i) cumple

s+ (Li—1)d=2"—k (mdd 2"),
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ademds
s+ (Li—1)d=2"—-1-—s (mdbd2"),

por lo que k = 2" — s (méd d), es decir, s = k — 1 (méd d). En tal caso, la cabeza del
segmento y la de su opuesto coinciden, por lo que ambos comienzan en el mismo valor y
recorren exactamente la misma progresion. El segmento es entonces su propio opuesto y su
discrepancia de simbolo es 0.

Demostracion. Si un segmento coincide con su complemento, entonces invertir el orden y
cambiar 0 por 1 no altera su secuencia de simbolos. Esa simetria s6lo es posible si el segmento
contiene la misma cantidad de Os y 1s, de modo que toda contribucién positiva y negativa a
la discrepancia se anula. Por lo tanto, su discrepancia de simbolo es nula. O

Corolario 3 (Paridad y discrepancia nula). Como d es impar, el numero de segmentos es
mmpar y el emparejamiento por opuestos deja un segmento sin pareja. Por lo que hay siempre
al menos un segmento que es opuesto de si mismo (ya que todos los segmentos tienen opuesto).

Ejemplo |Orden y opuestos para n =4, d = 5|
Tenemos 2" = 16 y r = 2" méd d = 1. Por la Proposicién (orden), las cabezas recorren
si = —ir (méd d), es decir:

8020, 8124, 8223, 8322, 84:1,

el orden de segmentos es

S(0), S(4), S(3), S(2), S(1).

Cada segmento es progresion de razon d mdd 2" dentro de su tramo (Lema):
S(iE)={(s+jd)méd 16 : 7 =0,...,L; —1}.

En Tabla[5.T]listamos sus valores en binario (4 bits). Ademaés, para una cabeza s, el opuesto
comienza en

s*=k—1 (mdd d), k=16 —s (mod 5).

Segmentos (valores en binario) y sus opuestos: En la Tablavemos que S(0) es auto-
opuesto; S(4) y S(1) son opuestos y, S(3) y S(2) son opuestos. Notemos que la discrepanca
de simbolo de la concatenacion de opuestos es nula. ya que complementar intercambia Os y 1s
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Segmento ‘ Valores S(7) ‘Final / k Opuesto S(i)G

S(O) 0000, 0101, 1010, 1111 final = 1111 =16 —1 0000, 0101, 1010, 1111
k=1

5(4) 0100, 1001, 1110 final = 1110 = 16 — 2 0001, 0110, 1011
k=2

5(3) 0011, 1000, 1101 final = 1101 =16 — 3 0010, 0111, 1100
k=3

5(2) 0010, 0111, 1100 final = 1100 =16 — 4 0011, 1000, 1101
k=4

S(l) 0001, 0110, 1011 final = 1011 =16 -5 0100, 1001, 1110
k=5

Tabla 5.1: Relacion entre segmentos S(4), su valor final y sus opuestos S (z)c



6. EXPERIMENTOS SOBRE DISCREPANCIA DE COLLARES
ARITMETICOS

En este capitulo mostramos varios computos de discrepancia de collares aritméticos. Como se
aprecia en la Figura la discrepancia D(S) no presenta un comportamiento uniforme en
funcion de d. Luego de un valor inicial muy alto para d = 1 —registrado explicitamente en la
Tabla la discrepancia cae de manera abrupta y se mantiene relativamente baja para la
mayoria de los valores de d, con picos pronunciados en posiciones muy especificas.

La Tabla muestra que los valores minimos de discrepancia se repiten en varios d distintos
para un mismo n, lo que indica que hay multiples configuraciones que generan collares alta-
mente balanceados. Por otro lado, la Tabla destaca una familia particular de d de la forma
d=2F4+1 (con n = 2k), que produce discrepancias intermedias con un patrén muy regular.

Ademas, al superponer distintos valores de n, estos picos se repiten en escalas sucesivas,
sugiriendo una estructura similar o semi-fractal: los maximos para n = 10 aparecen cerca de
los mismos d que para n = 9, y asi sucesivamente, manteniendo su forma y altura relativa.
Este patréon indica que ciertos d actiian como resonancias para la secuencia, mientras que la
mayoria de los d produce collares mucho més equilibrados.

Maés allé de la similitud visible en la Figura y en las Tablas se observan ciertos
patrones empiricos que ayudan a caracterizar la aparicién de picos y valles en la discrepancia:

= Simetrias aproximadas en d. Para médulo 2", los collares generados por d y por 2" —d
no son idénticos pero presentan una estructura muy similar: ambos comienzan en 0 y
sus segmentos se recorren en oOrdenes casi opuestos. Empiricamente, esto hace que sus
discrepancias D(Sg) y D(Son_4) tengan magnitudes muy parecidas, con picos y valles que
aparecen en posiciones especulares respecto de d = 2771,

= Escalamiento con n. Si se fija d y se aumenta n, las posiciones relativas de los picos se
replican a escalas 2-adicas: lo que es un pico para (n — 1) reaparece cerca de d y de d+ on—1
para n, conservando la forma (auto-similitud observada en las superposiciones).

» Caida inicial. D(S;) para d = 1 es e maximo. Refleja que d = 1 recorre los bloques
en orden lexicografico puro (maxima alineacién de patrones) mientras que d > 1 rompe
alineaciones y mezcla bloques, por lo que D(S;) es menor que D(S1).

= Los d “magicos” no son éptimos. Aunque los valores d = 2¥ 4+ 1 (caso magico) tienen la
propiedad teorica de balance perfecto por segmento, las tablas muestran que su discrepancia
D(S4) no necesariamente es la minima global: otros valores de d dan discrepancias més bajas.

= Multiples minimos posibles. En algunos n distintos valores de d alcanzan la misma
discrepancia minima lo que indica que no existe un tdnico generador sino posiblemnete
varios.

21
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s Crecimiento en d = 1. Con los resultados que obtenemos de la Tabla la discrepancia
para d = 1 parece ser del orden de O(2").

» Conjetura sobre la discrepancia minima D(Sy). A partir de los valores presentados
en la Tabla conjeturamos que la minima discrepancia de un collar aritmético de orden
n D(Sq) es O(nlogn).

n | d que alcanzan la discrepancia minima | D(S;) Discrepancia minima
4 |5, 13 )
5 | 27,29 6
6 | 41 8
7 | 83 9
8 | 231 11
9 | 157, 165, 181, 217, 437, 467 14
10 | 143 16

Tabla 6.1: Para cada n, listamos d tal que tal que para todo d’, D(S4) < D(Sa).

D(Sq=1)

11
22
43
86
171
342
683

—
S0 ooe |3

Tabla 6.2: Discrepancia D(S) para d =1 en cada n.

n=2k d=2+1 D(S) A(S)

4 5 7 5
6 9 13 11
8 17 27 21
10 33 93 43

Tabla 6.3: Discrepancia D(Sg) y A(Sy) para el caso “magico” d = 2% + 1 con n = 2k.
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Figura 6.1: D(S) para n =7,8,9,10 en funcion de d.
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6. Experimentos sobre discrepancia de collares aritméticos
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Figura 6.2: Grafico D(S;) n = 8, para todos los d.
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