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RESUMEN

Resumen

En esta tesis se presenta un modelo matematico hidrodindmico uni-
dimensional de aguas poco profundas con superficie libre y fondo movil
que utiliza un esquema numeérico implicito resuelto mediante el método de
diferencias finitas; el mismo se basa en un modelo desarrollado previamente
por Jacovkis. Este nuevo modelo fue implementado en el lenguaje de pro-
gramacion Java, junto con una rutina de graficacion que permite visualizar
con facilidad los fenémenos fisicos que ocurren sobre un flujo en un intervalo
de tiempo determinado.

Se plantean distintos experimentos numéricos para estudiar el funcio-
namiento del modelo y la robustez del mismo bajo distintos regimenes del
flujo, ya sea subcritico, supercritico o transicional; y utilizando distintas
combinaciones de condiciones de contorno que resulten aceptables en dichos
regimenes. Se muestran diversas pruebas para alcanzar flujos en estado
permanente, tanto en régimen subcritico como supercritico, de forma de
obtener pendientes estacionarias; y posteriormente, su comparacion con sus
respectivas pendientes estacionarias calculadas analiticamente. También se
presentan experimentos para simular fenémenos que ocurren con frecuencia
en la naturaleza, como una antiduna en régimen supercritico o tener un
dique de material no erosionable en una secciéon transversal de un tramo,
es decir, que se comprob6 el funcionamiento del modelo como modelo de
fondo fijo local y de igual forma se plantea su funcionamiento como modelo
de fondo fijo global, mediante la comparacion de los resultados con los de
un modelo de fondo fijo, desarrollado con anterioridad por Jacovkis; éstos
iltimos dos experimentos se realizaron con el fin de analizar la sensibilidad
del modelo a las variaciones en la tension de corte critica (a partir de la cual
el modelo comienza a funcionar como de fondo movil).



ABSTRACT

Abstract

In this thesis we show a mathematical one-dimensional hydrodynamic
model of shallow waters over a free surface with mobile bed that uses an
implicit numerical schema solved by a finite difference method, which is
based on a model previously developed by Jacovkis. This new model was
implemented in the Java programming language, together with the graphical
routines that allow to easily visualize the physical phenomena that occur
over a flow in a particular period of time.

Several numerical experiments are proposed to study the behavior and
robustness of the model under different flow conditions, namely subcriti-
cal, supercritical or transitional regime; and using several combinations of
boundary conditions that are admissible on those types of flow. We show
different tests to reach a steady state flow, under subcritical and supercritical
regimes, getting their correspondent steady state slopes; and subsequently,
comparing them with their respective analytical steady state slopes. We also
present some experiments to simulate phenomena that occur frequently in
nature, like antidunes in supercritical flow or having a dam of non-erodible
material in a cross-section of a reach, that is, we verify that the model could
work as a locally fixed bed model, and in the same way, we propose that it
could work as a globally fixed bed model, by means of the comparison of
the numerical results with those of a fixed bed model previously developed
by Jacovkis; these two last experiments were carried out with the objective
of analyzing the sensitivity of the model to variations in the threshold shear
stress (from which it starts working as a mobile bed model).
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1. INTRODUCCION

1. Introducciéon

Los rios y canales aluviales son auto-reguladores, es decir, ajustan sus
caracteristicas en respuesta a cualquier cambio en el ambiente. Estos cambios
modifican el cuasi-equilibrio natural de un rio; por lo tanto, en el proceso
de restauracion del equilibrio, el rio se ajustard a las nuevas condiciones
cambiando su pendiente, rugosidad, tamano del material del lecho, forma de
la seccion transversal o morfologia.

Dentro de las restricciones existentes, cualquiera de las caracteristicas
mencionadas puede ajustarse a medida que el rio intenta mantener el
equilibrio entre su capacidad de transportar el sedimento y la carga de
sedimento proporcionado. Y entre dichas restricciones figuran los principios
de continuidad, de resistencia del flujo y de transporte del sedimento en
relacion con el tiempo y variaciones espaciales de las configuraciones del
canal. Por lo general, ocurren ajustes en el ancho simultaneamente con
cambios en el lecho del rio, pendiente, morfologia y rugosidad. Estos cambios
se encuentran fuertemente relacionados y se ajustan delicadamente para
establecer o mantener el estado dindmico del equilibrio.

1.1. Clasificacién de un Flujo

Para determinar cuales son los principios que se aplican en una situaciéon
particular en la mecanica de rios, primero es necesario clasificar correctamen-
te un flujo. Las distintas categorias en las cuales puede clasificarse un flujo
favorecen diversas suposiciones, datos requeridos y métodos de andlisis; una
vez (ue se asumen estas caracteristicas, es posible identificar los datos, condi-
ciones de contorno y técnicas de simulaciéon apropiadas para dicha situacién.
A continuacion se presentan los distintos criterios para clasificar un flujo.

Efectos de los bordes del canal El agua puede ser transportada en
dos tipos de conductos: canales abiertos y tuberias. La medida en la cual
la geometria de los bordes confina el flujo es una base importante para
clasificar los problemas hidraulicos. El flujo en canales abiertos se caracteriza
porque la superficie del agua es libre (sujeta a la presion atmosférica); en
cambio, en el flujo transportando en conductos, tuberias y alcantarillas, la
presion ocurre dentro del conducto y el agua fluye llenando por completo
el mismo; por lo tanto, no tienen superficie de agua libre. Sin embargo, el
flujo en un conducto cerrado no es necesariamente un flujo de tuberia. Si
el mismo se encuentra fluyendo por el conducto completandolo de forma
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parcial, entonces debe ser clasificado y analizado como un flujo en canal
abierto.

El anélisis del flujo en canales abiertos es mas complicado debido a que
la superficie del agua estéd libre de cambiar con el tiempo y espacio; por lo
tanto, la altura del agua desde el fondo del canal, el caudal, la velocidad y
la pendiente del lecho se encuentran todos interrelacionados. También, las
condiciones fisicas (rugosidad y morfologia) de canales abiertos varian mucho
més (en espacio y tiempo) que las de las tuberias, las cuales generalmente
tienen una morfologia y rugosidad constantes.

Por otro lado, el flujo en un canal aluvial (un canal con limites moviles) se
comporta de forma diferente a un flujo en un canal de limites rigidos. En los
canales aluviales (la mayoria de los rios naturales) las relaciones rigidas en
los bordes se aplican solamente si el movimiento en el lecho es insignificante
durante el periodo del interés. Una vez que ocurre la movilizacion de los
materiales del lecho, las caracteristicas del flujo, su comportamiento y la
forma de los limites del canal se encuentran correlacionados, con lo cual
requieren métodos mucho més complejos para el andlisis de flujo.

Flujo permanente e impermanente FEl flujo permanente, también
llamado flujo estacionario, se caracteriza porque las condiciones de velocidad
del flujo en cualquier punto no cambian en magnitud o direccién con el paso
del tiempo, o sea que permanecen constantes con el tiempo o las variaciones
en ellas son muy pequenas con respecto a los valores medios. Asimismo, en
cualquier punto de un flujo permanente, no existen cambios en la densidad,
presion o temperatura al pasar el tiempo. El flujo impermanente, también
llamado flujo no estacionario, se caracteriza porque las propiedades del fluido
y las caracteristicas mecanicas del mismo seran diferentes de un punto a otro
dentro de su campo; en otras palabras, se dice que es un flujo no permanen-
te si las caracteristicas en un punto determinado varian de un instante a otro.

Los métodos para analizar problemas de flujo impermanente toman
explicitamente al tiempo como variable, mientras que los métodos de flujo
permanente no incluyen al tiempo como variable. Obviamente, la situacion
del mundo real es el flujo impermanente; las observaciones desde la orilla
de una corriente pequetnia por un perfodo de tiempo significativo muestran
variaciones en la profundidad y velocidad; sin embargo, los cambios para
estas variables en un punto dado, por lo general, ocurren de forma muy
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lenta, incluso durante una inundacién. El cambio lento en estas variables
a menudo brinda soluciones satisfactorias a problemas hidraulicos de canal
abierto, asumiendo que el flujo es permanente.

Flujo uniforme y variado El flujo uniforme raramente ocurre en rios
naturales debido a que, por definicién, el flujo uniforme implica que la
profundidad del agua, la velocidad y el caudal no cambian con la distancia a
lo largo del canal. Esto también implica que para un flujo uniforme la linea
de energia, la superficie del agua y el lecho del canal son todos paralelos.
Por linea de energia se interpreta a la linea que representa la cantidad
total de energia disponible en un punto cualquiera del canal; su calculo se
realiza sumando la energia potencial (altura con respecto a un punto fijo de
referencia u origen) y la energia cinética del agua en un punto cualquiera del
canal. En los puntos donde el agua se encuentra inmoévil esta linea coincide
con la superficie libre del agua.

La profundidad asociada a flujo uniforme se llama “profundidad normal”.
El flujo uniforme se puede considerar solamente como flujo permanente, ya
que el flujo impermanente uniforme es casi imposible de demostrar fuera
de un laboratorio. Solo un flujo corriendo durante mucho tiempo en un
canal prismatico de gran longitud, de aspereza uniforme y que no ha sido
perturbado en los bordes del canal podria ser considerado como un flujo
uniforme.

En la mayoria de los rios y canales naturales el flujo caracteristico es el
flujo no uniforme o espacialmente variado. Aqui, el término “espacialmente
variado” debe ser interpretado en el sentido unidimensional; es decir, las
variables hidraulicas varian solamente a lo largo de la longitud del rio.
Incluso si el flujo es permanente, la variacion en el espacio puede darse a
partir de cambios que ocurren en los bordes del canal (por ejemplo, cambios
en la geometria del canal), a partir de afluencias laterales al canal, o de ambos.

A pesar de que el flujo uniforme raramente ocurre en realidad en canales
artificiales o naturales, la suposicion de que el flujo es uniforme es a menudo
adecuada, dado que la misma entrega una estimaciéon razonable del caudal
transportado para un sistema de condiciones geométricas y de rugosidad del
canal dados. Sin embargo, no resulta en una solucion tan exacta o defendible
como la suposicion de que el flujo es permanente variado. Las estructuras
més pequenas, tales como alcantarillas de tormenta y conductos de desagiie
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de una autopista, se pueden disenar adecuadamente suponiendo que el flujo
es uniforme. Para estructuras mas grandes, y relativamente méas costosas,
como por ejemplo el canal de San Luis en California, es necesario suponer
que el flujo es gradualmente variado para diseniar una estructura adecuada
con un costo minimo.

Flujo gradual y rapidamente variado Un flujo puede ser clasificado
como gradual o rapidamente variado dependiendo del grado de variacion
con respecto a la distancia. Un flujo se dice rapidamente variado cuando
los cambios en él ocurren de forma brusca en la profundidad y/o en la
velocidad y la distribuciéon de la presién no es hidrostatica. Este tipo de
flujo generalmente es un fenémeno local. Tipicamente ocurre en estructuras
hidraulicas como desbordes en diques, en los cuales la profundidad y velo-
cidad del flujo cambian de forma repentina sobre distancias relativamente
pequenas. La apertura de compuertas que contienen fuertemente el agua
también pueden provocar un flujo rapidamente variado. La ocurrencia de un
salto hidraulico, donde el flujo cambia de forma brusca de una alta velocidad
y una profundidad relativamente pequena a una profundidad mayor, es
posiblemente el ejemplo méas notorio de un flujo rapidamente variado.

En un flujo gradualmente variado, los cambios en la profundidad y
velocidad son relativamente pequenos y se dan en forma gradual con la
distancia. Como regla general, si la pendiente de la superficie del agua de
superficie es imperceptible al ojo humano, entonces, el flujo es considerado
como gradualmente variado. El flujo impermanente en un canal abierto (en
contraste con el caso de una tuberia rigida cerrada que fluye por completo)
implica la no uniformidad del mismo, dado que las perturbaciones en el
flujo siempre se propagan como ondas. En principio, en cualquier instante,
un cierto punto del flujo es influenciado por una perturbaciéon, otros puntos
todavia no han sido alcanzados, y por lo tanto, se cumplen las condiciones
para un flujo variado. De igual forma, cualquier caracteristica no uniforme
del canal (por ejemplo, expansiones y contracciones en la forma de la seccion
transversal, asi como también cambios en la pendiente o rugosidad) produce
que el flujo se acelere y desacelere como respuesta.

La influencia de estas dos caracteristicas en la no uniformidad del flujo,
en la impermanencia del mismo, y en la geometria irregular del canal, se
relaciona con la posibilidad de aplicar una de las varias técnicas existentes
para simular flujos en rios. En general, el flujo en un rio que esta sujeto
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a variaciones en afluencia, salida o a la accién de marea, debe suponerse
como impermanente y no uniforme. El flujo gradualmente variado impli-
ca que las lineas de corriente son practicamente paralelas (por ejemplo,
la distribuciéon de la presién hidrostatica se da por completo en la sec-
cion del canal). En el cuadro [l| puede observarse la clasificacion del flujo
en funcion de la variacion de la velocidad con respecto al tiempo y al espacio.

Uniforme Clasico en canales “Flujo uniforme”
Flujo No Uniforme .
) . Gradualmente variado
Permanente o Variado
Rapidamente variado
Uniforme Teorico, no ocurre generalmente
Flujo .
) Ondas de crecida
Impermanente .
. Gradualmente variado i
No Uniforme Flujo
o Variado uniformemente
progresivo
Réapidamente variado
P Olas

“Flujo discontinuo”

Cuadro 1: Clasificacion de un flujo en funcién de la variacion de la velocidad
con respecto al tiempo y al espacio

Flujo subcritico y supercritico Un flujo puede ser clasificado como sub-
critico o supercritico comparando la relacién entre las fuerzas gravitacionales
e inerciales en una seccién determinada de un canal. Las fuerzas de inercia
se caracterizan por el factor de velocidad u (medida en m/s), mientras que
las fuerzas gravitacionales estan representadas por los factores de gravedad
g (constante gravitacional 9,81 m/s?) y altura h (o profundidad) del agua
desde el lecho (medida en m). Esta relacion adimensional entre las fuerzas
de inercia y gravedad es representada por el nimero de Froude F'r:

Cuando Fr > 1, el flujo es supercritico y las fuerzas inerciales son las
dominantes. Como resultado, la velocidad del canal es alta y la profundidad
es pequena, con el flujo descrito como rapido. El flujo supercritico gene-
ralmente es asociado con pendientes empinadas; por lo general, ocurre en
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canales hechos por el hombre, asi como también el flujo sobre un rio de una
montana empinada. El flujo sobre una cuneta durante una precipitacion es
con frecuencia supercritico, dada la usual poca profundidad (solo unos pocos
centimetros de agua) combinada con una velocidad de 0,3 — 0,6 m/s. Para
Fr < 1, el flujo es considerado subcritico, con las fuerzas gravitacionales
dominando. Consecuentemente, el flujo tiene una velocidad relativa baja y
una profundidad alta, por lo que este flujo puede ser descrito como calmado
o tranquilo. Este tipo de flujo es generalmente asociado a canales de llanuras
con pendiente pequena; éste es el tipo de régimen mas comln en canales
naturales. Sin embargo, el flujo puede tener una velocidad promedio de
3 m/s y el mismo seria subcritico si la profundidad del agua fuese de 1 m o
més. Para F'r = 1, tanto la profundidad como el flujo se consideran como
criticos.

El régimen critico es un estado tedrico en canales, donde ninguna de
la fuerzas (gravitacionales e inerciales) es la dominante. S6lo un pequeinio
cambio en la velocidad o profundidad del agua puede causar que el flujo
cambie a subcritico o supercritico; en otras palabras, representa el punto de
transicion entre dichos regimenes. En el mundo real, el régimen de un flujo
es normalmente subcritico y en la mayoria de los rios el ntimero de Froude
es menor a 0,5, inclusive durante grandes inundaciones. De forma similar,
los canales hechos por el hombre normalmente tiene un régimen subcritico
del flujo.

Profundidad critica

Supercritico
Subcritico

Salto hidraulico

Figura 1: Salto hidraulico cuando un flujo cambia de régimen supercritico a
subcritico.
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Cuando un flujo en régimen supercritico se encuentra con una corriente
subcritica, se presenta un choque. El paso de un régimen de flujo al otro se
realiza mediante un fendémeno de transicion conocido como “salto hidraulico”
como se puede apreciar en la figura [Il Este fenémeno se observa con mucha
frecuencia en flujos sobre canales abiertos. Cuando el liquido a alta velocidad
se descarga en una zona de velocidad menor, se produce una elevacion
algo brusca en la superficie del liquido (es decir, una elevacién o una ola
sobresaliente).

Este fenomeno depende de la velocidad inicial del flujo. Si la velocidad
inicial del mismo se encuentra por debajo de la velocidad critica, entonces
el salto no es posible. Mientras que para un flujo cuya velocidad esté relati-
vamente por sobre la velocidad critica aparece una ola ondulada. A medida
que la velocidad del flujo aumenta, la transicion crece de forma brusca; y a
velocidades lo suficientemente altas, el frente se romperd y formara una ola
hacia atras, que luego caera sobre si mismo. Este aumento de la velocidad
puede estar acompanado por turbulencia violenta, remolinos, arrastre del
aire y ondulaciones superficiales.

En esta tesis se analizaran los flujos hidrodindmicos impermanentes
unidimensionales de aguas poco profundas y canal abierto de morfologia
prismética con fondo movil. Veremos que estos tipos de flujos se rigen por
un sistema cuasi-lineal de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden.
Se realizaran distintos ensayos para estudiar el funcionamiento del modelo
en régimen subcritico, supercritico y transicional; para esto utilizaremos
distintas condiciones de contorno en régimen subcritico y supercritico;
pendientes estacionarias en régimen subcritico y supercritico; simularemos
el fenomeno de antiduna en régimen supercritico y verificaremos la robustez
del modelo en el sentido de que pueda funcionar como modelo de fondo fijo
de forma local o globalmente. Como primera medida, comenzaremos por
introducirnos en el modelo hidrodindmico unidimensional de fondo fijo.

2. Modelo Hidrodinamico Unidimensional de
Fondo Fijo

Los conocimientos fundamentales y las hipotesis utilizadas en los modelos
matematicos de rios son formalizados en las ecuaciones de flujo variable
en canales abiertos. Estas ecuaciones son simples modelos de un fenémeno
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extremadamente complejo. Las mismas incorporan sélo las influencias mas
importantes de la vida real que afectan a un flujo, desechando aquéllas que
se consideran de segunda importancia en vista del proposito del modelado.
A lo largo de esta secciéon y las subsiguientes supondremos que el flujo sobre
un canal es estrictamente unidimensional, a pesar de que el verdadero flujo
unidimensional no exista en la naturaleza.

El flujo impermanente unidimensional sobre canales se puede describir
con dos variables dependientes, suponiendo que la densidad es constante; por
ejemplo con las variables de la cota Z y del caudal () en cualquier secci6n
transversal del rio dada. Estas variables dependientes definen el estado del
movimiento del fluido a lo largo del curso del agua y del tiempo; es decir,
en funcion de las dos variables independientes x para la distancia y t para el
tiempo. Dependiendo de la naturaleza del problema uno podria definir otros
pares de variables dependientes, por lo cual las ecuaciones seran diferentes,
pero las suposiciones fisicas seran las mismas. Ya que solo dos variables de-
pendientes son suficientes para describir un flujo unidimensional se necesitan
solo dos ecuaciones, de forma tal que cada una de ellas represente una ley
fisica.

El modelo méas general de aguas poco profundas utilizado para el anélisis
de secciones transversales irregulares, es decir para el modelado de rios y
canales, es descrito aceptablemente por dos ecuaciones diferenciales parciales
conocidas cominmente como “ecuaciones de Saint-Venant” en honor a quien
las formul6 en 1871. Estas ecuaciones son denominadas individualmente
“ecuacion de continuidad” y “ecuacion de cantidad de movimiento”.

Existen distintos modos de deducir estas ecuaciones. En el caso de la
ecuacion de continuidad, ésta se desprende a partir del principio de con-
servacion de la masa, mientras que la ecuacién de movimiento puede ser
deducida a partir de la aplicaciéon directa de la segunda ley de Newton, a
partir del principio de conservacion de la energia o a partir del principio de
conservacion de la cantidad de movimiento (ver [CHV /80]).

Normalmente se realizan algunas simplificaciones previas, a fin de facilitar
el proceso deductivo, sin que por ello se afecte la validez de las mismas en la
mayoria de los casos. Estas hipotesis son las siguientes:

» El flujo es unidimensional (en el sentido del eje longitudinal del rio).
La velocidad sobre la seccién es uniforme y el nivel del agua que cruza
la misma es horizontal.
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= La curvatura de la linea de corriente es pequena y las aceleraciones
verticales son despreciables; por lo tanto la presion es hidrostatica.

= Los efectos de friccion y turbulencia en los bordes pueden ser tenidos
en cuenta como leyes de resistencia anédlogas a las que se utilizan para
el estado de flujo estable.

= La pendiente del fondo del canal es pequena en promedio por lo que el
coseno del &ngulo que se forma con la horizontal puede ser reemplazado
por la unidad.

Las ecuaciones que generalmente se utilizan son las siguientes:

ou ou  O(h+e) QIQ|

aJru%Jrg o +g 2 =0, (1)
95 0Q
E‘F%—Oa (2)

donde t es el tiempo, x es la variable de espacio sobre el eje longitudinal
del canal, u = u(t,z) es la velocidad longitudinal del flujo, h = h(t,z) es
la profundidad del agua (o altura de la misma; los ingenieros hidraulicos
utilizan la denominacion “tirante”), e = e(x) es la elevacion del fondo
medida desde un nivel de referencia fijo, g es la aceleraciéon de la gravedad,
S = S(h(t,x),x) es la seccion transversal mojada, Q = Q(t,x) = uS es el
caudal, y D = D(h(t,x),x) es el coeficiente de conduccion.

La figura |2) muestra un corte longitudinal de un rio o canal. Se observa
que las secciones transversales del canal que transporta el flujo son de
figura arbitraria (ver figura |3)) y pueden variar a lo largo del eje del canal,
aunque esta variacion estd limitada por la condiciéon de que la curvatura
aerodinamica es pequena.



2. MODELO HIDRODINAMICO UNIDIMENSIONAL DE FONDO FLJO

Figura 2: Flujo unidimensional sobre un canal.

Figura 3: Geometria de una seccion transversal irregular.
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2. MODELO HIDRODINAMICO UNIDIMENSIONAL DE FONDO FLJO

2.1. Condiciones Iniciales y de Contorno

Ya hemos descrito en forma general las ecuaciones que rigen el flujo
impermanente en canales y cauces con fondo fijo; a continuacién nos intro-
duciremos, de forma muy intuitiva, en la teoria de las caracteristicas, la cual
es muy util para el entendimiento de las condiciones iniciales y de contorno
requeridas, asi como también para el comportamiento de las soluciones de
las ecuaciones diferenciales.

Figura 4: Rango de influencia de una perturbacion en el punto Q).

Cualquier perturbacién que ocurre en algin punto en el tiempo t = 0
en flujos de canales abiertos se propaga a lo largo del canal en el tiempo y
en dos direcciones. Por lo tanto, la perturbacion que tiene lugar en el punto
@, como se puede ver en la figura [4] tiene influencia en la regién sombreada
limitada por las curvas C* y C~, las cuales representan los caminos por
donde se propaga la perturbaciéon. De forma inversa, tomando un punto P,
uno puede definir hacia atras en el tiempo el dominio en el cual las perturba-
ciones pueden influenciar las condiciones en el punto P, como se puede ver
en la figura [5| Cualquier cosa que sucede por fuera de la regién sombreada
no afectard el estado en el punto P. Si las perturbaciones forman olas de
una pequena amplitud en aguas poco profundas, las lineas que forman el
contorno de estas regiones son llamadas “caracteristicas”. Estas pueden ser
definidas como lineas en el plano (z,t) a lo largo del cual las perturbaciones
se propagan. Mateméaticamente, podemos definir las perturbaciones como

11



2. MODELO HIDRODINAMICO UNIDIMENSIONAL DE FONDO FLJO

discontinuidades en la primera derivada y las siguientes de las variables de-
pendientes y de los pardmetros fisicos que aparecen en las ecuaciones del flujo.

Figura 5: Dominio de influencia determinado por el punto P.

Dependiendo de la direccion de las dos caracteristicas, uno puede distin-
guir tres diferentes estados del movimiento del fluido. En un flujo subcritico,
las fuerzas gravitacionales \/gh son mayores que el valor absoluto de la
velocidad del flujo |u|; por lo tanto, las dos caracteristicas tiene signos
opuestos y el estado en cualquier punto P es influenciado por ambas desde
las condiciones aguas arriba y aguas abajo, como se puede ver en la figura
6] En un flujo critico v/gh = |u| y una de las velocidades caracteristicas
de la propagacién se convierte en cero; por ejemplo, como se muestra en la
figura |7} la caracteristica negativa C'~ se transforma en una linea vertical,
donde z = z, = constante. En un flujo supercritico v/gh < |u| y las dos
caracteristicas tienen el mismo signo (figuras[§]y [9). En los tltimos dos casos
el estado en el punto P no depende de las condiciones del flujo aguas abajo.
Estas afirmaciones sobre la dependencia de las condiciones de flujo del punto
P se refieren solo a un entorno del punto P. Resumiendo lo anterior, puede
verse que, para un modelo de fondo fijo, se necesitan dos condiciones de
contorno aguas arriba cuando el flujo es supercritico, y una aguas arriba y
la otra aguas abajo cuando el flujo es subcritico.

12
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Ct C-

y
\

Figura 6: Caracteristicas de un fluyjo Figura 7: Caracteristicas de un flujo
subcritico. critico.

Figura 8: Caracteristicas de un fluyjo Figura 9: Caracteristicas de un flujo
supercritico en direccién positiva. supercritico en direccién negativa.
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2. MODELO HIDRODINAMICO UNIDIMENSIONAL DE FONDO FLJO

Si queremos explicar con mayor formalidad esta tltima definicion, pode-
mos escribir el sistema de ecuaciones (I]), en forma vectorial (como un
sistema no homogéneo de leyes de conservacion); de esta forma, obtenemos

ow OF(w
— + L — d’
ot ox
_ t o (L u? b (—eulul e
donde w = (u, h)", F = (2+gh,uh) ,d (h_g% ,0)%
Si ahora tomamos A = %, estas ecuaciones también puede ser escritas
de la siguiente forma:
ow ow

Hay que remarcar que el sistema de ecuaciones ([1]) y (2)) forman un sistema
estrictamente hiperbélico de ecuaciones en derivadas parciales; por lo tanto,
el mismo tiene dos caracteristicas reales, es decir, los autovalores de la matriz

A=Y
h u
son reales (de hecho, los mismos son \; 2 = u & 1/gh, como es bien conocido;
entonces, los mismos son distintos -suponemos h > 0- y el sistema , es
estrictamente hiperbolico). Si los autovalores tienen distinto signo, el flujo
es subcritico, y, para el problema de las condiciones de contorno se necesita
una condicion de contorno en cada extremo del tramo en cuestiéon; si los
autovalores tienen el mismo signo el flujo es supercritico, y ambas condiciones
de contorno son necesarias en uno de los puntos extremos (el izquierdo, si u
es positivo, y el derecho, si u es negativo). Ocurre una transicion cuando el
flujo pasa de un régimen supercritico a uno subcritico o viceversa. Como ya
hemos visto, cuando se mantiene u = £1/gh el flujo es critico. En este caso,
ocurre un fenémeno especial; en particular, uno de los autovalores es cero, y
la matriz A es singular.

Desde el punto de vista experimental y numeérico, una transicion de un
flujo subcritico a uno supercritico (o de uno supercritico a uno subcritico)
modifica el namero de condiciones de contorno en un punto extremo de
una a dos o de una a cero (o de cero a una o de dos a una), con lo cual
este fendomeno aparenta ser muy inconveniente. Por un lado, si uno, con un
método numeérico lo suficientemente bueno, esta tratando de modelar un rio
o canal en régimen “casi” critico, no conociendo, a priori, si el tipo de flujo
cambiard o no, y, si el régimen se modifica, tener certeza de cudndo sucederd
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este cambio, resulta muy dificil implementar un conjunto de condiciones de
contorno distintas durante la ejecuciéon de una simulacién en modo automa-
tico. Por otro lado, la construccién de tales condiciones de contorno puede
resultar poco trivial y generalmente se hace dificil obtener datos realistas.

3. Modelo Hidrodinamico Unidimensional de
Fondo Mbévil

El transporte del sedimento y el flujo del agua estan interrelacionados
de forma tal que no pueden ser completamente disociados. Existen nume-
rosas formulaciones que expresan la interrelacion de estos dos fendémenos
en situaciones de inestabilidad; la descripcién matematica més simple para
representar el flujo de aguas poco profundas unidimensional inestable gra-
dualmente variado sobre canales prisméticos rectangulares de ancho unitario
con superficie libre (ver figura es la que se resume en el siguiente sistema
de ecuaciones:

ou ou  O(h+e) u|ul
- T u—x +9 . + =

0, (3)

ot 0 0 h
oh  Ouh
Fn + or 0, (4)
de 0G

donde ahora G = G(u(t,x),h(t,x)) es el caudal solido por unidad de ancho
y ¢ es un coeficiente de resistencia adimensional, el cual depende de la

rugosidad del fondo y se relaciona convenientemente con D, como se podré
ver en la subseccion

Las ecuaciones y (4) representan la conservacion de cantidad de
movimiento y de continuidad, respectivamente, para un canal prisméatico
rectangular y se obtienen realizando unos pocos cambios algebraicos en las
ecuaciones (1) y (2)), mientras que la ecuacion (B representa la conservacion
de la masa solida.

El conjunto de ecuaciones (B)-(5) une las tres funciones de incognitas

u(t,z), h(t,x) y e(t,x) con las variables independientes x y ¢. Las mismas
incorporan una serie de hipoétesis que involucran tanto al transporte del

15
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-
¥

Figura 10: Seccion transversal de un canal rectangular.

flujo del agua (hipotesis de Saint-Venant presentadas en la seccion anterior)
como del sedimento. El fenémeno de la erosion y el deposito del material
solido son de naturaleza tridimensional debido a las corrientes secundarias,
pero la simulacion de este fenémeno es compleja, por lo que el transporte
del sedimento, asi como el del flujo de agua, es esquematizado como un
fenémeno unidimensional para el proposito del modelado.

Se puede observar que si el canal es rectangular, pero no necesariamente
prismatico, las ecuaciones se mantienen con una leve modificacién originada
en la introduccion en la seccion transversal de B(x), el ancho del canal, en
las ecuaciones (4) y (B)); mas concretamente, tenemos

8Bh+8Buh_0
ot or
@+0BG_O
ot or

A pesar de que este caso es més general, vamos a utilizar la forma mas
simple , , para facilitar los calculos. Si el canal no es rectangular
(representado por las ecuaciones y )7 la situacién es mas complicada.
Hay que tener en cuenta que este sistema de ecuaciones asume que las
particulas no pueden estar en suspension, ni pueden ser resuspendidas o
depositarse; tal modelo necesita una ecuacion adicional para la difusion de
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particulas suspendidas, como se puede ver en [GRJ/84].

Existen varias formulas empiricas para GG, ya que la fisica de la interfaz
entre el liquido y el lecho del canal atin no ha sido totalmente comprendida;
en términos de ingenieria, estas ecuaciones reciben el nombre de “bedload
equations”; basicamente toman en consideraciéon que hay un umbral de ten-
sion de corte en el lecho del canal, debajo del cual el fondo es fijo, y que el
caudal solido aumenta de forma mondétona cuando esta tension se encuentra
por sobre dicho umbral. Ademas, el caudal solido y la tension de corte tienen
el mismo signo que el de la velocidad. Una ecuaciéon de transporte simple y
cominmente utilizada es la ecuacion de Meyer-Peter y Miiller

G = x(r| - 7'0)% signo 7 si |1| > 7o, (6)
G =0 si |7] < 7o,
donde Y = ——, p es la densidad del agua, Ap = p, — p, pp y p son la
(902 App)

densidad y porosidad del material del lecho, respectivamente, 7 es la tension
de corte transmitida por el fluido hacia el lecho y 7y el umbral de tension de
corte del material del lecho. 7 es computado de la siguiente forma:

T = pcyulul.

Para el coeficiente de resistencia ¢, se puede utilizar la formula de Stri-
ckler, la cual es

e = A(5)5,

donde A = ;% es una constante empirica adimensional, y d,, es el didmetro
representativo de las particulas del lecho. Meyer-Peter y Miiller [MPM /48]
desarrollaron en 1948 esta ecuacion de tranporte de sedimento basandose
en datos experimentales utilizando sedimentos uniformes y heterogéneos con
didmetros comprendidos entre 0,4 mm y 28,65 mm. Dicha féormula se dedujo

a partir de la siguiente

N

Qs =8(7" —72)2,

donde los términos y factores estin adimensionalizados y donde Q% es el
caudal sélido por unidad de ancho adimensionalizado; 7 es la tensién de
corte adimensionalizada, 7 es la tensiéon de corte critica adimensional a
partir de la cual comienza el movimiento del suelo. Meyer-Peter y Miiller
asignan a 7. el valor 0,047.
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La adimensionalizaciéon del caudal sélido por unidad de ancho )y se
obtiene, segin la propuesta de Hans Albert Einstein |EIN/42|, |EIN/50],
dividiendo por (&)%g%dm%, donde Ap = p, — p es la diferencia entre la
densidad del material sélido y la densidad del agua; en nuestro caso incor-
poramos también el factor p, porosidad del material, para tener en cuenta

dicha porosidad (ver [GRA/68]).

La adimensionalizacion de la tension de corte se obtiene, segin propu-
so Shields, dividiendo la tension de corte por Apgd,,. Por consiguiente, la
formula de Meyer-Peter y Miiller, escrita ya en unidades SI, es

_ 8(Ap)lg%dm%< T
pp Apgdyy,

—0,047)2,

O sea

_8(Ap)igidy:, T Apgd,y,

3
— 0,047)2,
pip (Apgdm Apgd,n )

y tomando factor comin tenemos

A
A

_ 8(Ap)
-3 (Ap)

finalmente simplificando tenemos

njw|  Nlw

(1 — Apgd,0,047)2

njw|  Nl=

p

njw

8
— (7 — Apgd,,0,047)z.

Qs -
Apgpzp

Si ahora escribimos el sistema de ecuaciones , , en forma vecto-
rial,

ow ow
e + A(w)% = ¢(w), (7)

donde w = (u(t,z), h(t,x),e(t, z))", es el vector de funciones incognita, con
condicion inicial
w(to, ) = wo(x), (8)

donde ahora wq(z) = (ug(z), ho(x), eo())*, se quiere probar que el sistema
es hiperboélico, es decir que los tres autovalores de la matriz A son reales, con
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u g g
A= h u 0 9)
G, G O
El sistema también puede ser escrito en forma de ley de conservacion,
ow  OF(w)
ot e W)

donde ahora F = (“72 + g(h + e),uh,G)". El lado derecho c es (_C”Tuh", 0,0)".

En [JAC/96] puede verse que el sistema (7)), es estrictamente hiper-
bolico y su matriz (@ siempre tiene dos autovalores positivos y uno negativo,
cualquiera sea el tipo de flujo (subcritico, critico o supercritico), y la matriz
A nunca es singular. Como siempre hay dos autovalores positivos y uno
negativo, son siempre necesarias dos condiciones de contorno en el punto
extremo izquierdo y una en el punto extremo derecho (suponiendo que el
flujo va de izquierda a derecha), y no es necesario un cambio en el namero de
las condiciones de contorno al cambiar el tipo de flujo, ya sea de subcritico
a supercritico o de supercritico a subcritico. Por lo tanto, se puede utilizar
el mismo modelo numérico para los modelos subcritico, supercriticos y de
transicion, siempre que exista movimiento en el lecho, es decir, siempre y
cuando la tension de corte transmitida por el fluido hacia el lecho sea mayor
que el umbral.

4. Los Métodos en Diferencias Finitas

El origen del método de diferencias finitas es el siguiente: las funciones de
argumentos continuos que describen el estado de un flujo son representadas
por funciones definidas en un numero finito de puntos de una grilla dentro
del dominio considerado. Las derivadas son reemplazadas por divisiones
de diferencias. Asi las ecuaciones diferenciales, como por ejemplo las leyes
que describen la evolucion de la ley de continuidad, son reemplazadas por
relaciones algebraicas de diferencias finitas. Las diferentes maneras en las
cuales las derivadas y las integrales son expresadas por funciones discretas
son llamadas esquemas de diferencias finitas. La “grilla computacional” es un
conjunto finito de puntos que comparten el mismo dominio en el plano (z,t)
como argumentos de las funciones continuas. Este conjunto es el dominio de
los argumentos discretizados de las funciones a las que llamamos funciones
de grilla. Una grilla computacional tipica para problemas unidimensionales
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simples es la que se muestra en la figura[I1] Esta grilla computacional puede
ser equiespaciada (a lo largo del eje z) en cuyo caso hay N — 1 intervalos
de espacio Ax iguales. Si la grilla no es uniforme, los intervalos de espacio
Az; = x; — x;—1 son de longitud variable. En general la discretizacién a
lo largo del eje x puede ser descripta simbolicamente por el conjunto de
puntos w; = {zr; = jAz,j = 1,2,...,N;Az; = x;41 — x;}. De la misma
forma la discretizacion en el tiempo esta definida por el conjunto de puntos
w, = {t, = nAt,n = 1,2,...;At, = t,11 — t,}. La grilla computacional
en el plano (x,t) para el problema unidimensional de flujo impermanente
estd entonces definida por el conjunto w = w; x w, = {(z;,t,);Tj41 =
r; + Azt = t, + Aty;j = 1,2,...,N;n = 1,2,...; }. Este conjunto
define los puntos de discretizacién. Una grilla computacional no uniforme es
conveniente cuando uno desea refinar la representacion de un fenémeno de
interés en ciertas partes del dominio donde los parametros del flujo y/o la
geometria del canal pueden variar més rdpidamente.

Figura 11: Grilla computacional de diferencias finitas.

Mateméticamente la definicién de la derivada de una funcién continua

f(z,t) es

of .. flx+Axt)— f(x,t)
oz = 2, Az | 1o
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Sin embargo, en diferencias finitas, Az nunca es infinitamente pequeno;
de hecho éste representa una longitud fisica finita de cierta importancia.
El reemplazo de las expresiones diferenciales por sus andlogas diferencias
finitas es una aproximacioén; el grado de dicha aproximacién es el usualmente
llamado “error de truncamiento” u “orden de aproximacion”. Consideremos la
funcién suficientemente derivable f(x,t); utilizando el desarrollo de la serie de
Taylor hasta el tercer orden con resto de cuarto orden, uno puede encontrar
el valor de la funcion en el punto z; + Az conociendo su valor en el punto
.CEJ

af Pf Ax®  OPf Ax?

r;+ Az, t,) = f(x;, t,) + =—Ax +
f(@; ) = Flwsta) Ox ox? 2 Ox3 3!
donde O(Az*) agrupa todos los términos restantes, el primero de los cuales
(intuitivamente el mas grande) es una derivada de la funciéon f multiplicada
por Az?. Llamamos a estos términos “términos de mayor orden”, en este

caso “términos de cuarto orden”.

+0(Az?), (11)

2 H ] " 2 X

Figura 12: Derivada de una funcién y sus distintas aproximaciones.
La idea detras de las aproximaciones de diferencias finitas es toma-
da directamente de la definicion de la derivada . Una interpretacion

geométrica es la que se puede apreciar en la figura [I2] donde la primera
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derivada % es la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el punto
J; graficamente es la linea marcada como “exacta” en la figura. Su pendiente
puede ser aproximada por la pendiente de la linea que pasa a través de dos
puntos cercanos en la misma curva. La derivada en x; es aproximada por
la pendiente de la linea que pasa por el punto x; y por el punto z; + Ax
(representado por la linea de nombre “hacia adelante” en la figura). De la
misma forma, la linea de nombre “hacia atras” tiene como segundo punto
x; — Ax. Mientras que la linea de nombre “central” utiliza la pendiente de
una linea que pasa por dos puntos ubicados en lados opuestos al punto sobre
el cual la derivada es aproximada. Se hace evidente en la figura (12)) que unas
aproximaciones son mejores que otras; también es notorio que la calidad de
la aproximacion mejora cuando los puntos adicionales estan cerca de z;.

Para formalizar las aproximaciones antes mencionadas de la primera de-
rivada en el punto z;, se realiza una manipulaciéon algebraica del desarrollo
de la serie de Taylor descrito en la ecuacion , obteniendo las siguientes
ecuaciones:

of _ flain,t) = f(z,1)

Ox Tiv1 — T4 ’

g ~ f(i[fl,t) B f(miflat)

ox T; — Xi—1 ’

of _ [(ixt) = f(wi,t)

Oz Tit1 — Ti—1

Y

las cuales representan las aproximaciones de diferencia hacia adelante (de
orden O(Ax)), hacia atras (también de orden O(Ax)) y centrales (de orden
O(Ax?)), respectivamente.

5. El Método de Preissmann

Entre los métodos en diferencias finitas implicitas se destaca el esquema
de Preissmann |[PRE/61]; un esquema de cuatro puntos, extensamente
utilizado en rios desde su formulaciéon en los anos 60. Es un esquema que
proporciona resultados extraordinariamente precisos en régimen lento, con
una gran velocidad de calculo, y que permite utilizar grandes incrementos
de espacio y de tiempo. Los esquemas implicitos se han utilizado también
para flujo rdpidamente variable, aunque entonces el incremento de tiempo
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debe reducirse hasta valores similares a los de los esquemas explicitos pa-
ra representar las discontinuidades. De todos modos, no es recomendable
utilizar métodos en diferencias finitas implicitas cuando se quiere modelizar
discontinuidades (por ejemplo, una onda de choque en el caso de rotura de
brusca de dique), dado que los métodos implicitos suavizan discontinuidades.

Sea f]' la aproximaciéon de una funcion suficientemente derivable f en el
punto (z;,t") de una grilla. El método de Preissmann consiste en discretizar
una funcion y sus derivadas del siguiente modo:

n+1 n+1 . n n n 0
Fla )~ O I A= OURE ) O\ gy U T
2 2 2 9
of _O(fER — £ (=0 (fny — 1) ) Afn - AfEfh = fT
or Ax + Ax =0( A )+ Ay

ﬂ% e A TR i _ AffL AL
ot 2At 2At ’

donde AfP = f — fry0<60<1.

Teniendo en cuenta que si uno tiene una funciéon no lineal de la incognita
f dada por g(f) uno puede hacer un desarrollo de Taylor de primer orden,
entonces se puede reemplazar Ag(f)? por (g—?)?Afi”; si la funcion es de dos

variables, por ejemplo g(f,h), se tendra Ag(f,h)" = (g—?)?fi” + (%)rhy.

Para sistemas hiperbolicos lineales discretizados de acuerdo con el mé-
todo de Preissmann puede probarse que 6 debe ser mayor o igual que 1/2
de forma de garantizar la estabilidad del método, la demostracion puede
verse, por ejemplo, en [JAC/88|. Este argumento se extiende a los sistemas
hiperbolicos lineales de cualquier nimero de variables. A pesar de que para el
caso general no-lineal la estabilidad del método de Preissmann con 6 > 1/2
no esta asegurado, sin embargo, existe evidencia empirica que muestra que
en la mayoria de los casos normales el método es estable para las ecuaciones
de Saint-Venant con 6 > 1/2.

Dado que tenemos un sistema hiperbélico con valores de condiciones de
contorno, resulta Gtil mencionar algunos comentarios sobre las caracteristicas
de un método numérico de diferencias finitas utilizado como método implici-
to y su relacion con las condiciones de contorno. Un esquema de diferencias
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finitas lineal para un sistema mixto de valores de contorno iniciales de ecua-
ciones diferenciales parciales puede ser representado por medio de un sistema
lineal de la forma

Bn+1wn+1 — ann +pn 192
1 0

donde w™ es el vector de variables conocidas (en nuestro caso, e, h?' y ul' en
los puntos de discretizacion x; donde los estamos computando) en el tiempo
actual t", B = BI(Ax, At) y By = B}(Awx, At) son funciones lineales
originadas del reemplazo de las derivadas por diferencias finitas, y p" es un
vector conocido que incluye la discretizacion de las condiciones de borde y
el lado derecho c¢(w) de la ecuacion (7)) (en nuestro caso, el término de resis-
tencia). Se utilizo la notacion de Richtmyer y Morton [RIM/67]. El sistema
es definido como explicito si B = I, la matriz identidad, para todo n e
implicito si B # I. Generalmente, para un método implicito es necesario
resolver un sistema lineal de ecuaciones en cada paso del tiempo (el sistema
(12)) y este inconveniente es compensado con el hecho de que la condicion de
Courant |[CFL /67 se satisface; por lo tanto, podemos utilizar un intervalo de
tiempo mayor que con un método explicito. Pero la condicién de Courant no
se satisface necesariamente para el problema de valores de contorno iniciales,
a pesar de que el método sea implicito: se debe tener cuidado en considera-
cion a las condiciones de contorno. Si, por ejemplo, tenemos una ecuacion
escalar lineal

ou ou

5 + am = 0, (13)
con a > 0, la condiciéon de contorno debe darse en el punto extremo izquierdo,
por que las caracteristicas van hacia la derecha cuando el tiempo incrementa.
El método de Preissmann es implicito, con la definicién usualmente aceptada;
aplicada a la ecuacion obtendremos

n 200At, 2a0At n 2aAt, 2aAt
uiff(H Az )+“z‘+1(1_ Az )Zui—&-l(l_(l_g) Az )+Ui(1+(1_9> Az )

Con una condicién de contorno dada en el punto de borde derecho
podriamos resolver el problema numérico utilizando el final aguas abajo xy,
donde el valor es la condicién de contorno impuesta, recursivamente para los
valores de i decrecientes. Pero el esquema seria inestable, ya que el dominio
de dependencia del punto dado (z;,t") (el cual es, en nuestra ecuacion
escalar ([L3)), la caracteristica z — x; = a(t — ") con © < z;, tp < t < t")
no estaria incluido en el dominio numérico de dependencia, el cual es el
rectangulo x; <z < xpn, to <t < 1"
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Para un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, diagonalizamos el
sistema: las condiciones de contorno deben ser dadas en los puntos extremos
adecuados en teoria; si no, tendriamos el mismo problema que tuvimos con
la ecuaciéon . El anéalisis no lineal es en general muy dificil, sobre todo
para sistemas con mas de dos ecuaciones, como el nuestro. (en los Lemas
1 y 2 citados en [JAC/91], se garantiza cuéntas condiciones de contorno
son necesarias en los puntos extremos aguas arriba y aguas abajo, pero no
dicen nada al respecto de cuéles son esas condiciones, dado que no todas
las condiciones de contorno son necesariamente admisibles). Por esta razon,
nuestra aproximacién es numeérica: se desarroll6 un esquema numérico que
admite diferentes condiciones de contorno y se analizaron los resultados
numéricos.

6. Discretizacion de las Ecuaciones de Saint-
Venant

Utilizando el método de Preissmann descrito en el apartado anterior,
podemos discretizar las ecuaciones de Saint-Venant para fondo movil; por
consiguiente la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

ou ou  O(h+e) N u|u

o Ve T T o TOT

con ¢y = A(d,,/h)'/3, se discretiza como

0

Auiy + Auit0(2uly Ay — 2ui Auy) n (uf1)?® — (uf)?

2AL Az Ax +
ARh} — Ah} + Aejl | — Ae}
gl
Azx
Dy =W ey —ep | OAdys iAo | 2| M
Az 2 (hp)4/3 (hiq)t/3
%u?\uﬂﬁh? éu?+1|u?+1|Ah?+1) n
3R 3 ()T
l n n n n
Adys  ullu] ui+1‘ui+l’) —0.

> (s * ()
De la misma forma, la ecuaciéon de conservacion de la masa liquida

Boh N dBuh
ot or

0,
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se discretiza como

Bij1Ahiy 1 + BiAh;

Bipahi' Audy, — Bibi Aujf I

2 O Az
Bipuiy Ahjy, — BiU?Ah?) Binui hilyy — Bihi'u? —0.
Ax Ax
Anéalogamente la ecuacion de conservacion de masa solida
JBe N 0BG 0
ot Ox '

se discretiza como

BZ‘+1A€Z‘+1 + Berz Bi+1AG?+1 - BIAG?

9Nt +0( Az )+
BinAGE, — BAGE
Az

y como G = G(u(t, ), h(t,z)), esta altima ecuacion se puede reescribir de la
siguiente forma

Bii1Aei1 + BilAe; Bi+1(?9€)i+1ﬁu?+1 — Bi(g%)iAU?
oA +6( Az
Bi1(55)i1ARE, — Bi(%)iﬁh?) L BinAGh, - BAGY
Ax Ax
donde en todas las ecuaciones Ax representa la distancia entre los puntos
Tiy1 v x;, v At es el intervalo temporal entre los instantes ¢, v t,.

+

0,

Las incoégnitas a resolver al pasar del tiempo t" al tiempo t"*! son
entonces Aul, AR, Ael’, para todos los valores i. Para cada intervalo
i,i 4+ 1 hay tres ecuaciones (las discretizaciones de las ecuaciones de con-
servacion de cantidad de movimiento, de conservacion de masa liquida y
de conservacion de material de fondo) que involucran las seis variables
Auj, Ah, Ae, Au , Ab}, Aelly . Por lo tanto, si ahora multiplicamos
por 2At estas tres ecuaciones discretizadas, de forma de disminuir el error
numérico que se puede producir al dividir un nimero muy grande por otro

muy pequeno, al reagruparlas nos quedan las siguientes ecuaciones:

a;1100e; + a; 01 Al + a; 31 AU + a;a108€i11 + a5 10k + a1 AU = ai7,
a;120e; + a;20Ah; + a; 300U + a; 100611 + ai500hi1 + a; 62U = ai79,

a;n30e; + a;230h; 4 a; 330U + a;430€41 + a5 5301 4 a5 630U 41 = 473
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donde los valores de los coeficientes a; ; son, por ejemplo, para la segunda
ecuacion (o sea los coeficientes a; x2):

;12 = 0,

debido a que Ae no figura en el desarrollo,

At
aiz2 = (1 =2 0uj)
y continuando
At
iz2 = —2—0h!'B;,
a2 = TN

y asi sucesivamente para el resto de los coeficientes.

7. Resolucion del Método de Preissmann Me-
diante Generaciéon de una Matriz Banda

En este tipo de aplicaciones, con frecuencia hay que resolver sistemas li-
neales de gran dimension, donde la matriz del sistema suele ser una matriz
rala (con muchos ceros). En ocasiones, ademas, la matriz tiene todos sus ele-
mentos nulos fuera de una estrecha banda en torno a la diagonal principal; es
decir, los elementos no nulos se encuentran en la diagonal principal y en las
diagonales proximas por encima y por debajo; este tipo de matrices recibe el
nombre de “matrices banda”. Es el caso de la matriz B{"*! de la ecuacion (12)),
la cual posee una estructura simple de bloques diagonales: cada bloque con-
tiene 3 filas y 6 columnas, con la excepcidon del primer bloque que contiene 4
columnas (dadas por el hecho de que hay dos condiciones de contorno corres-
pondientes a dos columnas), y del altimo bloque, el cual contiene 5 columnas
(dado por el hecho que solo hay una condicion de contorno, correspondiente

a una columna); por lo que, B! tiene la forma
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r r *r T
r r Tr X
r r Tr X
r r r r T X
r r r r T X
r r r r Tr X
r r r r T X
B?+1: r r r r T X
r r r *r T X

8 8 8
8 8 8
8 8 8
8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 &8
8 8 8 8 8 8

8 8 8

ST S

14)

El método de Preissmann para las ecuaciones de fondo fijo en aguas
poco profundas en régimen subcritico tiene 2 x 4 bloques, y resolver el
correspondiente sistema lineal es sencillo ya que, las experiencias muestran
que el pivoteo diagonal es suficiente. Por esta razén, se supuso que el pivoteo
diagonal también deberia ser suficiente para resolver un sistema lineal
originado en el modelo de fondo mévil en aguas poco profundas. Este fue
realmente el caso, y la solucion de este sistema de bloques diagonal no ofrece
dificultades.

Cada bloque 7 tiene la forma
AiriAe; + Ao Al + Ajs Ay + AjaNeiq + Aips Al + Aigg At = Agr,

con k = 1, 2, 3 correspondientes a una de la tres ecuaciones discretizadas
@), @ o (), donde aqui Ae, Ah, Au significan e"+! — e, At — pn, gt —
u™, respectivamente; ¢ significa que la discretizacion se corresponde con el
intervalo de espacio (4,74 1), y los coeficientes A;x; se originan en el método
numérico empleado. Si los puntos de discretizacién son numerados 0, 1,...,
N +1, 0 denotando el punto extremo aguas arriba y N + 1 el punto extremo
aguas abajo, el primer bloque tiene la forma

Agsy + Aokaler + Agis Ay + AgsAug = Ay,
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donde y denota una de las incognitas en el punto 0 no dada como condiciéon
de contorno, y Ay v Ay, dependen de las condiciones de borde utilizadas.
Analogamente, el ultimo bloque tiene la forma

AnriAen + AnAhy + AnksAuy + A/Nk4y1 + A,Nk:SyQ = AINW’

donde v, v 2 denotan dos incognitas no dadas como condiciones de contorno
aguas abajo v Ay.s, Ans ¥ Angr dependen de las condiciones de borde
aguas abajo utilizadas.

7.1. Tratamiento Numeérico de las Condiciones de Con-
torno

Podemos apreciar como fueron introducidas las diferentes condiciones de
contorno en las ecuaciones linearizadas . Si, por ejemplo, las condiciones
de contorno son e y h aguas arriba y u aguas abajo, no es necesaria ninguna
modificacion de la matriz en las primeras tres y ultimas tres filas; los
valores de las variables conocidas estén incluidos en el lado derecho. Para las
otras combinaciones de variables, se hace necesaria alguna manipulacién; por
ejemplo, si las condiciones de contorno dadas aguas arriba son e y @), donde
el caudal @ esta dado por la formula Q (¢, x) = u(t, x)h(t, z), su aproximacion
de primer orden es de la forma

AQ = ulAh + hAu

de modo que Ay, = Agpr— Aok AQ /u, Ags = Aoks— AgrahAu/u. Se procede

de la misma forma para otras condiciones.

8. Implementacién Computacional

Se realiz6 un programa en lenguaje de programacion Java version
1.6.0_01, el cual resuelve las ecuaciones de Saint-Venant para fondo movil
utilizando el método de Preissmann expuesto en las secciones anteriores, da-
das unas condiciones iniciales, unas condiciones de contorno, una rugosidad
y unos pardmetros de calculo. Luego, con los resultados obtenidos se genera
una visualizacién que permite apreciar graficamente la simulaciéon del mo-
delo para cada una de las variables calculadas a lo largo del tiempo de célculo.

En lineas generales el programa cuenta con 2 rutinas principales:
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I. Rutina de resolucién computacional;
1I. Rutina de graficacion.

Haciendo una breve mencién sobre Java, podemos decir que el mismo
es un lenguaje de programacion orientado a objetos desarrollado por Sun
Microsystems a principios de los anos 1990. El lenguaje en si mismo toma
mucha de su sintaxis de otros lenguajes como son C y C++. Pero Java se
distingue de éstos tltimos, ya que posee un modelo de objetos mas simple y
no hace uso de herramientas de bajo nivel como punteros.

Las aplicaciones Java estan tipicamente compiladas en un bytecode
(un codigo intermedio méas abstracto que el codigo maquina), aunque la
compilacion en coédigo méquina nativo también es posible. En tiempo de
ejecucion, el bytecode es normalmente interpretado o compilado a codigo
nativo para su ejecucioén por una “maquina virtual”, es decir, un software que
crea un entorno virtual entre la plataforma de la computadora y el usuario
final, permitiendo que se ejecute un software determinado.

8.1. Rutina de Resolucién Computacional

Esta rutina estd basada en el modelo matematico hidrodindmico uni-
dimensional de aguas poco profundas con superficie libre y fondo movil
desarrollado por Jacovkis [JAC/96] y [JAC/00]. El mismo resuelve las ecua-
ciones de Saint-Venant para fondo maovil , , mediante el esquema
implicito de Preissmann ya descrito en secciones anteriores. La estructura
de calculo puede verse en la figura

Entre los parametros de entrada mas relevantes que recibe el programa
para realizar los cdlculos se puede mencionar: tiempo inicial y final de calcu-
lo, intervalo de tiempo At, nimero de puntos de discretizacion, es decir, la
cantidad de secciones transversales del canal; y por cada una de éstas, se
tiene:

Posicion (en km)

Velocidad (en m/s)

Tirante o altura desde el lecho hasta la superficie libre (en m)

Cota de fondo (en m)
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= Ancho del canal (en m)
= Umbral de tension critica de corte (en N/m?)

Esta forma de representar el tramo del canal que se desea estudiar (por
medio de cortes transversales) nos brinda la posibilidad de tener un Ax
variable, utilizando la posiciéon de cada seccién en el tramo, sin la necesidad
que las distancias entre dichas posiciones sean siempre las mismas.

Los archivos que contienen estos parametros de entrada, asi como tam-
bién los archivos que contienen los resultados de la simulacion (que luego
seran leidos en la rutina grafica), han sido estructurados cumpliendo el
estandar XML, sigla en inglés de eXtensible Markup Language (lenguaje de
marcas extensible); es un metalenguaje extensible de etiquetas desarrollado
por el World Wide Web Consortium (W3C). El mismo no es realmente un
lenguaje en particular, sino una manera de definir lenguajes para diferentes
necesidades.

Para trabajar con estos archivos de forma maés sencilla se ha utilizado
una biblioteca de cédigo fuente llamada JDOM (http://www.jdom.org/),
desarrollada por el JDOMT™™Project, y cuya funcionalidad principal es la
manipulacién de datos XML optimizados para el lenguaje Java, es decir, se
utiliza para el modelado de documentos XML en objetos de Java y puede
por lo tanto beneficiarse de las caracteristicas dicho lenguaje, incluyendo
sobrecarga de métodos, colecciones, etc. De esta forma, JDOM proporciona
una manera simple de representar dicho documento para una lectura, mani-
pulaciéon y escritura eficientes.

Esta biblioteca nos facilit6 el anélisis sintactico o “parsing” de los archivos
de entrada, los cuales contienen las condiciones iniciales del sistema, condi-
ciones de contorno, intervalo de tiempo, etc. ya mencionadas anteriormente.
De igual forma, se utiliz6 esta biblioteca para la escritura del archivo XML
con la salida de la simulacion.

Para la construccion de los archivos de entrada se utilizé el programa
Microsoft Excel, donde a partir de los datos de una corrida madre y la
utilizacion de féormulas propias de dicho programa que hacian referencia a
otras celdas, se obtuvo la salida en formato XML. Esto también nos facilito
la construcciéon de corridas para las cuales se necesitaba insertar puntos
intermedios, con una técnica de interpolacion lineal, para lograr una mejor
resolucion alrededor del fendmeno que se deseaba observar, como es el caso
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de la antiduna o de la prueba del funcionamiento del modelo como modelo
de fondo fijo local.

Este archivo de salida contiene los datos que luego podrén ser leidos por
la rutina de graficacion. Entre los datos que contiene este archivo se destaca
cada uno de los intervalos de tiempo de simulacion (desde el tiempo inicial
hasta tiempo final de calculo o hasta el tiempo en el que el sistema finalice
porque se volvio inestable), donde cada uno de ellos contiene, por cada punto
de discretizacion las siguientes variables:

» Posicion (en km)

» Velocidad (en m/s)

» Tirante (en m)

» Cota de fondo (en m)

» Caudal (en m?/s)

» Cota (en m)

» Caudal s6lido por unidad de ancho (en dm?/s)
» Numero de Froude (adimensional)

» Tension critica de corte (en N/m?)

Por otro lado, este archivo también incluye los valores méximos y mini-
mos para cada una de las variables antes mencionadas a lo largo de todo el
tiempo de simulacién. Estos se utilizan para optimizar la visualizacidon que
se realiza en la rutina de graficacion.
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Lectura de datos de enfrada:
caracterislicas fisicas y geoméincas del tramo
ded rio a modelizary condiciones imciales

contomo en & instante t

l

Calculo del estado del
sistena en o instantet
a partir ded estado antenor

‘ Leer condiciones de ‘

;

Figura 13: Diagrama de flujo mostrando los pasos principales de la rutina de
resoluciéon computacional.
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8.2. Rutina de Graficacién

El objetivo de la rutina de graficacion es generar una visualizacion que
permita apreciar y analizar graficamente los resultados de la simulacion para
cada una de las variables calculadas, que fueron mencionadas en la seccién
anterior. El resultado de esta rutina puede apreciarse en la figura
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Figura 14: Imagen de la ventana que es resultado de la rutina de graficacion.

A diferencia de la rutina de resolucion computacional, donde los archivos
de entrada con formato XML no resultaban complejos para su lectura, y
donde las necesidades de memoria y tiempo de respuesta no eran funda-
mentales, en la rutina de graficacién estos aspectos resultan primordiales
para la interaccion con el programa, més aun cuando el tamano fisico de
los archivos que se deben leer superan con amplitud a los anteriores. Por
este motivo, se debi6 analizar la posibilidad de basarse en una biblioteca
de codigo fuente distinta para la manipulacién de archivos XML, que nos
brinde el rendimiento esperado.

El framework que nos permitié alcanzar este objetivo fue VTD-XML

(Virtual Token Descriptor, http://vtd-xml.sourceforge.net/), creado por
XimpleWare, cuyo diseno inicial surgié para mejorar significativamente el
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rendimiento de proceso de archivos XML para que los routers y switches
puedan inspeccionar a una alta velocidad el contenido XML.

El primer paso de la mayoria de los algoritmos que procesan XML
generalmente extrae el contenido del documento fuente en muchos objetos
discretos de secuencias de caracteres (en términos de un lenguaje de pro-
gramacion, en objetos de tipo String). En cambio, este framework propone
una solucién “no-extractiva” del contenido, la cual mantiene el documento
fuente intacto en memoria. Utilizando una especificacién de codificacion
binaria llamada “Virtual Token Descriptor” (VTD), este modelo representa
cada extracto del documento exclusivamente usando la posiciéon del texto en
documento y su longitud, creando un estructura de indices por jerarquia de
los extractos encapsulados en el documento XML.

Se ha utilizado, como soporte a la rutina de graficaciéon, un conjun-
to de bibliotecas que facilitan el tratamiento de imégenes e interaccion
con las mismas. El framework utilizado recibe el nombre de “Piccolo”
(http://www.cs.umd.edu/hcil/jazz/). Un conjunto de herramientas desa-
rrollado por el Human-Computer Interaction Lab de la Universidad de
Maryland-EEUU, las cuales brindan soporte en el desarrollo de programas
graficos estructurados en 2D y con una interfaz de usuario capaz de hacer
“zoom in y zoom out” de la imagen, es decir, permite acercar y alejar el foco
de la misma. Este framework de basa en un modelo de “grafico-escénico”;
esto significa que se mantiene una estructura jerarquica de los objetos y
camaras, permitiendo agrupar y manipular los mismos de forma significativa
para esta funcionalidad.

El resultado del método descrito en el apartado anterior es una grilla
de puntos para cada una de las variables (velocidad, tirante, cota de fondo,
etc.). Cada punto representa una coordenada en los ejes horizontal y vertical
para un determinado instante de tiempo; por ejemplo, en el caso del caudal,
en cada instante de tiempo tenemos una coordenada por cada punto de
discretizacion, las cuales indican la posicion en el eje horizontal (espacio) y
su respectivo valor en el eje vertical (en este caso, el valor de dicho caudal
en ese punto medido en m?/s).

Finalmente, se utiliz6 una técnica de interpolaciéon para estimar los valo-
res intermedios entre los valores de los puntos conocidos. La técnica utilizada
fue interpolar por medio de splines cibicos, debido a que la misma pro-
porciona una excelente aproximacion a los puntos discretizados y su calcu-
lo no resulta excesivamente complejo. Sobre cada intervalo Ax; es decir,
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[0, x1], [x1, 22], .. ., [Tn_1, %], €l polinomio S esta definido por un polino-
mio cibico diferente. Sea S; el polinomio cubico que representa a S en el
intervalo [x;, z;41], por tanto:

So(z) x € [z, 1),
S(x) Sl(f) T € [ﬁ'l,l‘g),

Sn_1<l') MRS [xn—hmn)?

Los polinomios S; 1 y S; interpolan el mismo valor en el punto x;, es
decir, se cumple:

Si—1(z;) =y, = Si(x;),1 <i<n—1

por lo que se garantiza que S es continuo en todo el intervalo. Por otro lado,
se tiene que S;_, y S; tienen el mismo valor en el punto z;, por lo cual S’
también es continua en todo el intervalo [zg, x,], de forma que el polinomio
S no tenga esquinas puntiagudas. Con estas dos propiedades se consigue que
los segmentos ctibicos representen una funcién continua suave; ver figura

05 10 15 20 25 30
Figura 15: Spline ciibico natural con S”(0) =0y S"(3) = 0.

. . . 1 1/ ., .
Por ultimo, se tiene que S,_; y S; también poseen el mismo valor en el
" 11
punto z; exceptuando los puntos extremos o y x,, en los cuales S; = S, =0,
. . 11 . . .
lo cual implica que S es continua en todo el intervalo y el radio de curvatura

esta definido sobre cada punto de discretizacion.
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Es decir, un spline ctibico es C? en todo el intervalo de trabajo y C® en
cada subintervalo (z;_1, ;).

Existen dos formas diferentes de visualizar los resultados de los archivos
de entrada. La primera de ellas es ejecutando una corrida a partir de los
datos de entrada, mencionados en la rutina de resolucién computacional
(condiciones iniciales, condiciones de contorno, At, etc.), y luego tomando el
resultado de la misma para mostrarlo por pantalla; mientras que la segunda
opcion es tomar uno de estos archivos de salida generados por la rutina de
resolucion computacional y mostrarlo por pantalla.

Por otro lado, se disenaron distintas opciones para el anélisis de los
resultados. Se puede elegir visualizar una sola variable o muchas de éstas a
la vez, como se puede apreciar en la figura Si la primera es la opciéon
seleccionada, es decir la visualizacion de una tunica variable a la vez, se
habilitan distintas opciones; como por ejemplo, si se desea ver las etiquetas
con los valores de los puntos, si se desea que el grafico esté dentro de una
grilla, y para estas ultimas dos opciones se puede definir si los valores y
lineas estaran distanciadas por un valor especifico (en funcion de los valores
del grafico en cuestion) o si estaran equiespaciados por un numero fijo de
puntos (ver figura . También se cuenta con una barra desplazable, la
cual representa el tiempo de simulacion. Esta permite “avanzar y retroceder”
en el tiempo (por cada intervalo At), con el fin de analizar los resultados
obtenidos a lo largo del mismo con total libertad.

También se han desarrollado “etiquetas flotantes o tooltips”, las cuales se
hacen visibles cada vez que uno se sitiia en un punto del grafico por un pe-
queno intervalo de tiempo. En las mismas se puede apreciar las coordenadas
del punto en funcion de la posicion del punto en el canal (eje horizontal) y
su valor en relacion a la variable que se esté visualizando en ese momento
(eje vertical), como se puede ver en la figura (18]

Por 1dltimo, cabe mencionar que cada vez que se selecciona una variable
para su visualizacion (con la opciéon de una tnica variable seleccionada) o
cuando se modifica el tamano de la ventana, se realiza un calculo que ajusta
el grafico a los valores maximos y minimos obtenidos para dicha variable en
la rutina de resolucién computacional, de forma de obtener una resolucién
lo méas ajustada posible a las dimensiones de la ventana del programa.

En el caso de que la opcidén de multiples variables sea la seleccionada, el
grafico de cada una de las variables seleccionadas toma un color diferente,
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Figura 16: Grafico con una grilla fija de 21 lineas que cortan el eje horizontal
y 10 lineas el eje vertical.

los cuales también “pintan” sus respectivos nombres en la lista de variables;
de esta forma se consigue mantener una referencia con el grafico de cada
una de éstas. Por otro lado, se realiza un calculo para escalar los graficos
de todas las variables seleccionadas y que se puedan visualizar todas juntas
en el mismo grafico, sin que ninguna de éstas quede fuera del mismo. Si las
variables seleccionadas tienen todas las mismas unidades, siguen habilitadas
las opciones de visualizacion (etiquetas y grilla), como en el caso de una sola
variable.

38



8. IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL
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8.3. Eficiencia Computacional

Si bien hemos mencionado que las necesidades de memoria y los tiempos
de respuesta no son un aspecto importante para la rutina de resoluciéon
computacional y en cambio si resultan fundamentales para la rutina de
graficacion, es bueno mencionar cémo se comportan estas dos rutinas en
ambos dmbitos.

Cuando la capacidad de memoria de las computadoras era significativa-
mente menor que la de las computadoras actuales, el procedimiento para
manipular las condiciones de contorno era ir leyéndolas de memoria secun-
daria a medida que se necesitaban. No tiene sentido en este momento, al
menos para modelos unidimensionales, ese tipo de enfoque, pues la memoria
ha dejado de ser un recurso escaso. Sin embargo, en una generalizacion de
este modelo en dos dimensiones, o eventualmente en tres dimensiones, no
esta claro si no se tiene que usar dicho procedimiento.

Este comentario vale para la rutina de resolucién computacional, pero no
para la rutina de graficacién, donde los archivos pueden llegar a alcanzar,
incluso en los modelos sencillos utilizados en esta tesis, los 100 MB de
tamano en memoria secundaria; y como dijimos, la lectura eficiente y veloz
de estos archivos juega un aspecto fundamental a la hora de interactuar con
el programa.

En cuanto a la memoria consumida por la rutina de resoluciéon compu-
tacional, resulta complejo poder medirla mediante algin utilitario, debido
a que el lenguaje de programacion Java posee una herramienta encargada
de la administracion de la memoria llamado “Garbage Collector”, su nom-
bre surge debido a que el mismo intenta recoger la “basura” (garbage), es
decir, la memoria utilizada por los objetos que no volverédn a ser accedidos
o nuevamente reutilizados por la aplicaciéon. El principio basico sobre el que
funciona el Garbage Collector es: determinar cudles son los objetos de un
programa, que no se accederan en el futuro y recuperar los recursos utilizados
por dichos objetos. De esta forma, se hace innecesaria la liberacién manual
de la memoria, permitiendo al programador despreocuparse de liberar los
objetos que ya no son necesarios, de lo contrario significaria un gran esfuerzo
de diseno. También se puede decir que colabora con el programador en su
esfuerzo de realizar programas més estables, ya que previene distintos tipos
de errores en tiempo de ejecucion. Por ejemplo, previene tener errores por
punteros invalidos, donde se mantiene una referencia a un objeto que ha sido
liberado (el puntero todavia hace referencia a una posicion de memoria donde
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se encontraban los objetos, a pesar de que los mismos hayan sido eliminados
y la memoria puede estar siendo utilizada para otros propdésitos). Es por es-
to que, ante distintas ejecuciones de la misma corrida, se obtuvieron valores
diferentes para la memoria utilizada por dicha rutina. De todas formas, es
bueno realizar una estimacion de la memoria consumida como si la memoria
de nuestro sistema fuese lineal; por lo tanto, tenemos una suma de los espa-
cios de memoria utilizados por las variables (reales, enteras, booleanas, etc.)
que se necesitan a lo largo de toda una corrida, planteadas en funcién de
las condiciones iniciales, datos de cada una de las secciones, condiciones de
contorno y las matrices utilizadas en el método numérico. Considerando que
en Java las variables reales tienen 8 bytes y las variables enteras consumen 4
bytes, tenemos:

76 bytes} Datos Iniciales
+ 152 bytes x pts} Datos de una seccion xpts
32 bytes x ncond} Datos de cond. de contornoxncond
(96 bytes x pts) + 168 bytes} Método numeérico
(248 bytes x pts) + (32 bytes x ncond) + 244 bytes

donde pts es el ntimero de puntos de discretizacion utilizados en la corrida
y ncond es el nimero de tiempos en los que se dan condiciones de contorno.
Entonces, si por ejemplo tenemos una corrida con 101 puntos de discre-
tizacion y damos las respectivas condiciones de contorno en los tiempos
0, 10 y 60, la memoria estimada que consumird la rutina de resoluciéon
computacional es 24,8 K B.

Si ahora analizamos los tiempos de respuesta de ambas rutinas basando-
nos en algunos de los experimentos que se podran ver en la siguiente seccion,
podemos apreciar, en lineas generales, que el rendimiento del programa es
muy bueno, como se puede ver en el cuadro [2]

Experimento | pts inter | M. Num. | Grafico | Total Tamano
1 149,0 | 100,0 1,2 seqg | 0,6 seg | 1,8 seqg | 3134 KB
2 40,0 40,0 0,3 seg | 0,2 seg | 0,5 seg 335 KB
3 21,0 | 6000,0 | 6,0 seg | 0,8 seg | 6,8 seg | 13022 KB
4 101,0 | 720,0 | 5,0 seg | 1,6 seg | 6,6 seg | 7614 KB

Cuadro 2: Caracteristicas y tiempos de ejecuciéon de algunos experimentos
numeéricos.
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donde pts es el numero de puntos de discretizacion utilizados en la corrida,
inter representa el numero de veces que entra el intervalo At entre el
tiempo inicial y final de simulacion, las columnas siguientes del cuadro
representan el tiempo consumido por el método numérico (en seg), el
tiempo consumido para la lectura y preparacion del grafico (en seg), el
tiempo total de calculo del programa (en seg), y finalmente, el tamano
fisico en memoria secundaria del archivo de salida del método numérico
(en K B), respectivamente. Los experimentos 1, 2, 3 y 4 representan las
pruebas realizadas de antiduna, del funcionamiento del programa como
modelo de fondo fijo local, una transicion de régimen supercritico a régimen
subcritico y el experimento de un régimen subcritico sin transicién, respec-
tivamente, y los mismos seran analizados en detalle mas adelante. Todas las
ejecuciones fueron llevadas a cabo en una computadora con las siguientes
caracteristicas: CPU - Intel Pentium 4 2,80 GHz, Memoria - 1 GB RAM y
Sistema Operativo - Windows XP Service Pack 2, y donde en cada caso, el
tiempo que se muestra es el promedio de 8 ejecuciones para la misma corrida.

Como podemos apreciar en dicho cuadro, los tiempos de ejecucion estéan
relacionados directamente con la cantidad de puntos de discretizacion y la
cantidad de intervalos de tiempo. Uno de los puntos destacables es el tiempo
que demora la rutina de graficacion en la lectura del archivo de memoria
secundaria y la posterior preparacion del grafico final, el cual representa
aproximadamente entre el 20 % y el 30 % del total del tiempo consumido.

9. Experimentos Numeéricos

A continuacion describiremos los distintos ensayos realizados para es-
tudiar el funcionamiento del modelo utilizando distintas condiciones de
contorno en régimen subcritico, supercritico y transicional; estados de
flujo con pendientes estacionarias tanto en régimen subcritico como en
régimen supercritico; la simulacion del fenémeno de antiduna en régi-
men supercritico y la verificacion de la robustez del modelo en el sentido de
que pueda funcionar como modelo de fondo fijo de forma local o globalmente.

En el cuadro|3|se pueden apreciar todas las combinaciones de condiciones

de contorno aguas arriba y aguas abajo que se probaron en los distintos
experimentos como se verd més adelante.
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En los experimentos donde se probé mas de una combinacién de condi-
ciones de contorno, de modo de asegurarnos que las corridas con diferentes
combinaciones representan el mismo experimento fisico, el procedimiento que
se adopto fue el siguiente: dadas dos corridas con diferentes condiciones de
contorno la segunda corrida utilizé6 como valores para las nuevas condiciones
de contorno los resultados obtenidos en la otra (por ejemplo, supongamos
dos corridas que difieren en que la condicion de contorno aguas abajo son
u 'y h, respectivamente: por lo tanto, los resultados que se obtuvieron para
h en el punto extremo aguas abajo con la primer corrida fueron utilizados
como datos para h en la segunda corrida).

9.1. Transicién de Régimen Subcritico a Supercritico

Uno de los experimentos realizados consistié6 en comenzar con un flujo
en régimen subcritico y luego arribar a un flujo en régimen supercritico. Se
pudo apreciar que, con las condiciones iniciales y de borde adecuadas, la
transicion de un flujo subcritico a uno supercritico fue posible para todas las
combinaciones que se probaron, como veremos mas adelante. En particular,
se prob6 el modelo con todas las combinaciones “béasicas”, es decir, las
combinaciones cuyas condiciones de contorno son dos de las tres variables
u, h, e aguas arriba y una de ellas aguas abajo, es decir, las combinaciones
que se utilizaron en este experimento son las combinaciones 8, 10 y 18 del
cuadro Bl

El modelo considerado consiste en un tramo de 1100 metros de longitud,
9o =0 < x < xp = 1100. Cada seccion transversal es rectangular, con un
ancho unitario de 1 metro. La densidad relativa p,/p del material solido es
2,65, la porosidad del material es 0,6 y el diAmetro principal de las particulas
del fondo es 0,6 mm. El parametro A fue tomado como g/441, como ya fue
mencionado. Las condiciones iniciales para todos los puntos de discretizacion
en el régimen subcritico fueron:

» velocidad inicial: 0,4 m/s,
= altura inicial: 0,1 m,

» pendiente inicial: ésta se tomo6 de acuerdo a la formula —0e/0x =
Ad}/3u?/(gh*/?), la cual representa la pendiente de equilibrio para unos
valores de v y h dados; en este caso, la pendiente utilizada fue 6,5927
x107%; con 10 metros de cota de fondo en el punto extremo aguas arriba.
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El valor del umbral de tensiéon de corte critico utilizado fue el sugerido
por Meyer-Peter y Miiller 7o = 0,45646 N/m?. Los valores de las condiciones
iniciales fueron elegidos asi, ya que de esta forma la tensién de corte ejercida
sobre el lecho supera el umbral definido, y por lo tanto, la simulacion
comienza con un fondo maovil.

Cada ejecucion consistioé primero en alcanzar un estado de flujo subcritico
estacionario (en 20 dias), y a partir de alli se modificaron las condiciones
de borde con el objeto de eventualmente alcanzar un flujo supercritico. La
corrida madre tenia a la velocidad u y a la cota de fondo e como condiciones
de contorno aguas arriba y a la altura del agua h como condicién de contorno
aguas abajo. Se mantuvo fijo el valor de e(t,zo) = 10 m y de h(t,z1) = 0,1 m
durante toda la ejecucion, y se mantuvo u(t, zo) = 0,4 m/s por 20 dias. Este
tiempo es suficiente para verificar que con la pendiente inicial utilizada se
alcanza un estado de flujo subcritico estacionario. Luego, a partir de alli, se
increment6 gradualmente el valor de u aguas arriba hasta alcanzar el valor
de 2 m/s al final del tiempo de simulacion.

Ejecuciones exitosas requirieron de un tiempo de simulacién total de
un minimo de 122 dias, por el hecho de que, para probar que el modelo es
posible, los estados inicial (subcritico) y final (supercritico) estaban muy
lejos del régimen critico. Las combinaciones 8 y 18 resultaron satisfactorias,
es decir, se alcanz6 una transicion del flujo. Las mismas utilizaron 12 puntos
de discretizacion (Ax = 100 m), un tiempo total de simulacion de 240 dias
y un intervalo de tiempo At = 0,5 dias.

Como se puede apreciar en el cuadro {4, los resultados para estas dos
combinaciones son muy similares en el tiempo final de simulacién en el punto
de discretizacion x = 500 metros.

Comb. h u Z e Q Qs Froude
(m) | (m/s) | (m) | (m) | (m’/s)|(dm?/s)| -
8 0.1095 | 2.0589 | 2.8312 | 2.7217 | 0.2254 | 1.6922 | 1.9866
18 0.1092 | 2.0494 | 2.9116 | 2.8024 | 0.2238 | 1.6706 | 1.9801

Cuadro 4: Estado final para algunas corridas en x = 500 metros.

En cambio, para la combinacién ntimero 10 el modelo fall6 con las
condiciones iniciales dadas. Sospechamos que esta falla se debe al hecho de
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que las condiciones iniciales representan una pequena perturbacién de un
modelo de fondo fijo, por lo cual la cota de fondo e no es aceptable como
condicion de contorno aguas abajo (el flujo inicial es subcritico). Para esta
combinacién se cambiaron las condiciones iniciales a nuevas condiciones para
las cuales no podamos decir que representan una perturbaciéon de un modelo
de fondo fijo, v los resultados fueron satisfactorios para las condiciones ini-
ciales modificadas: se obtuvo la transicion deseada. Como nuevas condiciones
iniciales se tomaron, para todos los puntos de discretizacion, la velocidad u y
la altura del agua h como 1 m/s y 0,2 m, respectivamente; para la pendiente
del lecho se utilizo nuevamente la formula —de/0x = Ad/3u?/(gh*/?),
es decir, el correspondiente estado de pendiente estacionario. El nivel del
lecho e decrecié linealmente desde 10 m a 8,2 m, para estos datos. Se
utilizaron 45 puntos de discretizacion y el intervalo de tiempo At fue 0,01
dias. La simulacion fue ejecutada por un lapso de 240 dias y como valores
de condiciones de contorno en el tiempo final, se utilizaron los valores
obtenidos a partir de la combinaciéon numero 9. Finalmente, se obtuvo
la transicion de régimen subcritico a supercritico. En la figura puede
apreciarse el grafico del nimero de Froude a los 240 dias, y como todos los
puntos de discretizacion superan la unidad; con lo cual el flujo es supercritico.
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Figura 19: N° Froude a los 240 dias.

9.2. Régimen Supercritico Estacionario

Otra de las pruebas realizadas consistio en probar que el modelo pueda
alcanzar un estado supercritico estacionario; para ello se utilizd6 la com-
binacion de condiciones de contorno nimero 8 (descrita en el cuadro [3).
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Para llevar a cabo este experimento se continu6 con la simulacién realizada
con dicha combinacién en la seccién (transicion de régimen subcritico a
supercritico). La misma se ejecuté por un periodo de 330 dias, manteniendo
constante las condiciones de contorno a partir del dia 240 en adelante.
En la figura se puede ver que la pendiente del lecho ha convergido
a una pendiente constante, la cual es la pendiente de equilibrio para un
flujo supercritico estacionario con h = 0,10 m y u = 2 m/s. De hecho, la
pendiente computada fue 1,6482 x1072, y el estado estacionario teérico que
se obtiene para la pendiente al aplicar la formula —de/dx = AdY/*u?/(gh*/?)
es 1,6481 x1072. El ntimero de Froude es 2,0193 para todos los puntos de
discretizacion. El nimero de Froude inicial era 0,4039 para todos los puntos
de discretizacion.
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Figura 20: Cota de fondo con pendiente estacionaria para un régimen super-
critico.

9.3. Régimen Subcritico sin Transicién

Este experimento consistio en comenzar todas las corridas en régimen
subcritico y luego modificar las variables necesarias para que el nimero de
Froude aumente, pero manteniendo el mismo por debajo de la unidad; es
decir, no se las hizo transicionar a un régimen supercritico.

El tramo analizado tenia una longitud de 10 kilémetros, y cada seccion
transversal consistia en un ancho de 100 metros; el umbral de tension de corte
critico utilizado fue el sugerido por Meyer-Peter y Miiller 7o = 0,45646 N/m?.
La velocidad y altura del agua iniciales tenfan un valor de 0,8 m/s y 1 m,
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respectivamente, para todos los puntos de discretizacion, y cuya pendiente
inicial era la pendiente de equilibrio para dichos valores, es decir, 1,224
x107%, con una cota de fondo de 10 metros de altura en el punto extremo
aguas arriba. Para estos valores iniciales, el nimero de Froude tenfa un valor
aproximado de 0,2554 en todos los puntos de discretizacion.

Todas las combinaciones que se probaron se basaron en una corrida
inicial, cuyas condiciones de contorno eran la altura del agua y la cota de
fondo aguas arriba y la velocidad aguas abajo, es decir, la combinacion
nimero 18 del cuadro |3| Dicha corrida consistié primero en alcanzar un
estado de flujo subcritico estacionario por un periodo de 10 dias, y luego,
a partir de alli, se aumento el valor de la velocidad (u) aguas abajo, hasta
alcanzar los 2 m/s a los 360 dias de simulacion, manteniendo constantes los
valores de la cota de fondo y altura del agua aguas arriba.

Se utilizaron 21 puntos de discretizacion para todas las combinaciones
(Az = 500 metros), y exceptuando las combinaciones 2, 11, 13 y 25, para
las cuales fue necesario utilizar un intervalo de tiempo de At = 0,01 dias, se
utilizé un intervalo de tiempo de At = 0,5 dias.

Salvo para la combinaciéon de condiciones de contorno ntumero 10 del
cuadro |3 para todo el resto de las combinaciones se obtuvieron resultados
satisfactorios, como puede observarse en el cuadro [5l En dicho cuadro se
han ordenado los resultados de las combinaciones en distintos grupos, de
acuerdo a las variables que las mismas tienen en el punto extremo aguas
abajo; por ejemplo, las combinaciones 2, 11, 13 y 25 tienen a la cota de fondo
e como variable en dicho extremo o las combinaciones 3, 14, 18, 21, 22 y 26
tienen a la velocidad u en el punto mencionado. Se puede ver, que dentro
de cada grupo, los resultados obtenidos son muy similares, es decir, que
los mismos se rigen por la variable utilizada en el punto extremo aguas abajo.

48



9. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Comb. h U Z e Q Qs Froude
(m) | (m/s) | (m) (m) | (m?/s) | (dm®/s)

2 0.7135 | 1.1429 | 9.6641 | 8.9506 | 81.5439 | 9.0059 | 0.4320

11 0.7895 | 1.2464 | 9.7037 | 8.9142 | 98.4021 | 11.5423 | 0.4479

13 0.7895 | 1.2464 | 9.7037 | 8.9142 | 98.4021 | 11.5423 | 0.4479

25 0.7535 | 1.1978 | 9.6844 | 8.9309 | 90.2467 | 10.3096 | 0.4406

0.8727 | 0.9846 | 10.1607 | 9.2880 | 85.9303 | 4.5356 | 0.3365

0.8796 | 1.0261 | 10.1443 | 9.2648 | 90.2468 | 5.2994 | 0.3493

0.8792 | 1.0265 | 10.1443 | 9.2651 | 90.2468 | 5.3086 | 0.3495

0.8727 | 0.9846 | 10.1607 | 9.2880 | 85.9303 | 4.5356 | 0.3365

OO ~I| O O] ¥~

0.8744 | 1.0665 | 10.1076 | 9.2333 | 93.2507 | 6.1631 | 0.3641

9 0.8270 | 0.9085 | 10.1338 | 9.3068 | 75.1293 | 3.3964 | 0.3189

12 0.8727 | 0.9846 | 10.1607 | 9.2880 | 85.9303 | 4.5356 | 0.3365

16 0.8796 | 1.0261 | 10.1443 | 9.2648 | 90.2468 | 5.2994 | 0.3493

17 0.8796 | 1.0261 | 10.1443 | 9.2648 | 90.2468 | 5.2994 | 0.3493

15 0.9532 | 0.9467 | 10.2784 | 9.3252 | 90.2451 | 3.6519 | 0.3096

23 0.9589 | 0.9411 | 10.2876 | 9.3287 | 90.2452 | 3.5493 | 0.3068

3 0.8184 | 1.0998 | 9.9826 | 9.1643 | 90.0050 | 7.2034 | 0.3882

14 0.8163 | 1.1055 | 9.9795 | 9.1632 | 90.2473 | 7.3541 | 0.3907

18 0.8139 | 1.1088 | 9.9765 | 9.1626 | 90.2457 | 7.4476 | 0.3924

21 0.8140 | 1.1085 | 9.9770 | 9.1630 | 90.2322 | 7.4415 | 0.3923

22 0.8165 | 1.1053 | 9.9793 | 9.1629 | 90.2471 | 7.3479 | 0.3905

26 0.8165 | 1.1053 | 9.9793 | 9.1629 | 90.2471 | 7.3479 | 0.3905

1 0.7269 | 1.1427 | 9.7139 | 8.9870 | 83.0626 | 8.8998 | 0.4279

19 0.7878 | 1.2243 | 9.7550 | 8.9672 | 96.4426 | 10.8509 | 0.4404

20 0.7600 | 1.1874 | 9.7357 | 8.9757 | 90.2469 | 9.9455 | 0.4349

24 0.7600 | 1.1875 | 9.7357 | 8.9757 | 90.2465 | 9.9485 | 0.4349

Cuadro 5: Estado final para algunas corridas en x = 5000 metros.
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9.4. Régimen Supercritico sin Transicién

Este experimento es un caso inverso al que se pudo observar en la secciéon
9.3} es decir, el mismo consisti6 en comenzar todas las corridas en régimen
supercritico y luego modificar las variables necesarias para que el niimero de
Froude aumente, y la simulacién finalice en un régimen supercritico con un
numero de Froude mayor.

El tramo analizado posee las mismas caracteristicas del experimento
antes mencionado (seccion , es decir, el mismo tenia una longitud de 10
kilometros y cada secciéon transversal consistia en un ancho de 100 metros; el
umbral de tension de corte critico utilizado fue el sugerido por Meyer-Peter y
Miiller 7o = 0,45646 N/m?. La velocidad y altura del agua iniciales tenian un
valor de 3,5 m/s y 1 m respectivamente, para todos los puntos de discretiza-
cion, y su pendiente inicial era la pendiente de equilibrio para dichos valores,
es decir, 2,3428 x1073, con una cota de fondo de 10 metros de altura en el
punto extremo aguas arriba. Para estos valores iniciales, el nimero de Frou-
de tenia un valor aproximado de 1,1174 en todos los puntos de discretizacion.

Todas las combinaciones que se probaron se basaron en una corrida
inicial, cuyas condiciones de contorno eran la altura del agua y la cota de
fondo aguas arriba y la velocidad aguas abajo, es decir, la combinacion
nimero 18 del cuadro |3| Dicha corrida consisti6 primero en alcanzar un
estado de flujo supercritico estacionario por un periodo de 10 dias, y luego,
a partir de alli, se aumento el valor de la velocidad (u) aguas abajo, hasta
alcanzar los 6 m/s a los 360 dias de simulacion, manteniendo constantes los
valores de la cota de fondo y altura del agua aguas arriba. Se utilizaron 21
puntos de discretizacion (Az = 500 metros) y un intervalo de tiempo de
At = 0,5 dias para todas las combinaciones.

Salvo para la combinacion de condiciones de contorno nimero 9 del
cuadro |3 para todo el resto de las combinaciones se obtuvieron resultados
satisfactorios, como puede observarse en el cuadro [6 En dicho cuadro, se
pueden apreciar diferencias en los resultados obtenidos, los cuales posible-
mente se deben a la pérdida de precision en la linearizaciéon de ecuaciones
no lineales. Por ejemplo, puede observarse que las combinaciones 11, 13 y
19 son practicamente iguales, y en ellas las variables que se intercambian
son la cota de referencia 7, la altura del agua h y la cota de fondo desde un
plano de referencia e, las cuales se encuentran linealmente relacionadas por
la ecuacion Z = h + e.
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Comb. h u A e Q Qs Froude
m) | m/s) | m) | m) | (m¥fs) | (dmfs) | -
1 0.8787 | 5.0137 | -14.6318 | -15.5105 | 440.5748 | 887.8039 | 1.7076
2 0.8783 | 5.0131 | -14.6477 | -15.5260 | 440.3259 | 887.7008 | 1.7078
3 1.0647 | 5.0689 | -8.6539 | -9.7186 | 539.6982 | 833.0927 | 1.5684
4 0.9429 | 4.1458 | -4.7280 | -5.6709 | 390.9054 | 481.2270 | 1.3631
5 0.9378 | 5.0638 | -7.7378 | -8.6756 | 474.9088 | 885.4246 | 1.6695
6 0.9571 | 4.9620 | -10.1708 | -11.1279 | 474.9106 | 824.0744 | 1.6193
7 0.9429 | 4.1458 | -4.7280 | -5.6709 | 390.9054 | 481.2270 | 1.3631
8 0.9114 | 5.0464 | -13.3755 | -14.2869 | 459.9200 | 888.9525 | 1.6877
10 0.9186 | 5.1700 | -14.4174 | -15.3360 | 474.9073 | 952.7713 | 1.7223
11 0.9483 | 5.2884 | -14.7721 | -15.7204 | 501.4976 | 1,004.0924 | 1.7339
12 0.9429 | 4.1458 | -4.7280 | -5.6709 | 390.9054 | 481.2270 | 1.3631
13 0.9483 | 5.2884 | -14.7721 | -15.7204 | 501.4976 | 1,004.0924 | 1.7339
14 0.9419 | 5.0419 | -11.4901 | -12.4320 | 474.9103 | 871.9655 | 1.6586
15 1.0370 | 4.5795 | -6.8927 | -7.9297 | 474.9066 | 620.5067 | 1.4358
16 0.9378 | 5.0638 | -7.7378 | -8.6756 | 474.9088 | 885.4246 | 1.6695
17 0.9378 | 5.0638 | -7.7378 | -8.6756 | 474.9088 | 885.4246 | 1.6695
18 0.9259 | 5.1291 | -12.8710 | -13.7969 | 474.9068 | 926.3935 | 1.7019
19 0.9478 | 5.2875 | -14.7541 | -15.7019 | 501.1318 | 1,003.8592 | 1.7341
20 0.9183 | 5.1717 | -14.7203 | -15.6386 | 474.9083 | 953.8300 | 1.7231
21 0.9259 | 5.1291 | -12.8710 | -13.7969 | 474.9068 | 926.3935 | 1.7019
22 0.9279 | 5.1182 | -9.3488 | -10.2767 | 474.9084 | 919.4422 | 1.6964
23 1.0392 | 4.5698 | -2.1414 | -3.1807 | 474.9068 | 615.8629 | 1.4312
24 0.9183 | 5.1715 | -14.3795 | -15.2978 | 474.9073 | 953.7175 | 1.7230
25 0.9183 | 5.1715 | -14.7347 | -15.6530 | 474.9083 | 953.7226 | 1.7230
26 0.9279 | 5.1182 | -9.3488 | -10.2767 | 474.9084 | 919.4422 | 1.6964

Cuadro 6: Estado final para algunas corridas en x = 5000 metros.
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9. EXPERIMENTOS NUMERICOS

9.5. Transiciéon de Régimen Supercritico a Subcritico

Un caso inverso ha sido incluido en las simulaciones, es decir, una transi-
cion desde un flujo supercritico a uno subcritico. Para el primer experimento
se tom6 como condicion de contorno aguas abajo la cota de fondo, ya
que en régimen supercritico la caracteristica de pendiente negativa estéa
asociada a dicha variable. La combinacion seleccionada fue la combinacion
de condiciones de contorno nimero 10 (descrita en el cuadro [3).

El tramo considerado consiste en una longitud de 10 kilometros; cada
seccion transversal consiste en un ancho de 100 metros y el umbral de
tension de corte critico utilizado es el sugerido por Meyer-Peter y Miiller
70 = 0,45646 N/m?. Para comenzar esta corrida en régimen supercritico se
utilizé en todos los puntos de discretizacion un valor inicial para la velocidad
de 4 m/s y el valor de la altura del agua era de 1 m. La pendiente inicial
era la pendiente de equilibrio para dichos valores, es decir, 3,06 x10~2, con
una cota de fondo de 10 metros de altura en el punto extremo aguas arriba.
Por lo tanto, el nimero de Froude tenia un valor aproximado de 1,2771 en
todos los puntos de discretizacion.

La simulacién consistié primero en alcanzar un estado de flujo super-
critico estacionario por un periodo de 10 dias, y luego, a partir de alli, se
aument6 el valor de la velocidad (u) aguas abajo, hasta alcanzar los 6 m/s
a los 360 dias de simulacion, manteniendo constantes los valores de altura
del agua aguas arriba y de la cota de fondo aguas abajo. Los graficos para la
cota de fondo y para el nimero de Froude en el tiempo ¢ = 360 dias se puede
observar en las figuras 2I] y 22] respectivamente. Desde el tiempo ¢ = 360
dias hasta t = 1000 dias se redujo el valor de la velocidad aguas arriba
hasta el valor de 0,8 m/s (ver figuras y [24)), nuevamente, manteniendo
constantes los valores de altura del agua aguas arriba y de la cota de fondo
aguas abajo. Luego se mantuvieron todos los valores de las condiciones de
contorno estables hasta los 3000 dias (ver figuras y para conseguir
la transicion a un flujo subcritico, el cual se alcanz6 a los 1580 dias. Es
interesante observar que se pudo llegar a régimen subcritico con utilizando
la cota de fondo como condicion de contorno aguas abajo, lo cual indica una
gran robustez del modelo.
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Figura 26: N° Froude a los 3000 dias.
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9. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Este mismo experimento también fue llevado a cabo con la combinacién
nimero 5 (descrita en el cuadro [3). Primeramente, se alcanz6 una transicion
desde un régimen subcritico a uno supercritico con un tramo de las mismas
caracteristicas que las de la simulacion realizada con la combinacién de
condiciones de contorno namero 8 del cuadro [3| en la secciéon 0.1} De igual
forma, las condiciones iniciales son las mismas que se utilizaron en dicha
simulacion; mientras que los valores de las condiciones de contorno en el
tiempo t = 240 dias fueron los resultados de la misma corrida. De esta
forma, se obtuvieron las condiciones de un régimen supercritico (ver figuras
v [30) a partir de las cuales se consigui6 la transicién deseada a un

flujo en régimen subcritico.
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beritico al finalizar la simulacién, como puede apreciarse en

las figuras 320 [33] v

2

Luego de los 240 dias, se redujo la velocidad u aguas arriba, desde los
en régimen su

2 m/s hasta alcanzar los 0,4 m/s en el tiempo t = 480. De la misma forma,

se ajustaron los valores de la altura de agua h, tanto aguas arriba, como
aguas abajo a 0,1 metros en ambos puntos. Finalmente, se obtuvo un flujo
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Figura 34: N° Froude a los 480 dias.
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Figura 33: Cota de fondo a los 480
dias.
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9.6. Régimen Subcritico Estacionario

Para conseguir un estado de régimen subcritico estacionario hemos
continuando con el experimento llevado a cabo en la seccion cuyas
condiciones de contorno eran las de nimero 5 en el cuadro [3] A partir de
los 480 dias en adelante se han mantenido constantes las condiciones de
contorno, para poder alcanzar un estado subcritico estacionario, el cual
se obtuvo a los 1500 dias del tiempo de simulacion, a pesar de que en el
tiempo t = 900 la diferencia con el estado estacionario es casi despreciable.
En la figura se puede apreciar que la pendiente del lecho ha convergido
a una pendiente de equilibrio para un flujo subcritico estacionario con
h=0,10myu=0,4m/s. En este caso, la pendiente computada fue 6,5953
x107%, v el estado estacionario tedrico que se obtiene al aplicar la féormula
—0e/0x = Ad /*u?/(gh*/?) es 6,5927 x1072.
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Figura 35: Cota de fondo con pendiente estacionaria para un régimen sub-
critico.

9.7. Antiduna

El fen6meno de antiduna puede describirse como una duna que se des-
plaza hacia aguas arriba en ciertos casos de régimen hidrodinamico fluvial
supercritico con fondo movil (naturalmente lo que se desplaza hacia aguas
arriba es la onda, no las particulas de fondo). Este es un caso en que la
observacion computacional de un fenémeno fisico afianza la confianza en
las ecuaciones (en parte empiricas) que se han usado para representar el
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fenémeno.

Figura 36: Erosion y deposito de un flujo sobre una antiduna.

Este fenémeno puede entenderse, dado que el transporte del sedimento
es conducido por la tensién de corte del lecho; en otras palabras, el caudal
solido se relaciona directamente con la tension de corte sobre el lecho, los
puntos de tension de corte maximos y minimos definen puntos de borde
entre zonas de aumento y deposito del sedimento sobre el lecho. La erosiéon
(sustraccion del sedimento del lecho a lo largo del tiempo) ocurre donde la
tension de corte se incrementa a lo largo del lecho. El deposito del material
(adicion de sedimento sobre el lecho a lo largo del tiempo) ocurre donde
la tension de corte disminuye a lo largo del lecho. La tension de corte del
flujo sobre el lecho (fuerza por unidad de superficie) es lo que “arranca” la
arena del lecho y la arrastra junto con el flujo. Si la tension de corte del
lecho supera el valor del umbral para un tamano y composiciéon de grano
particular, ese grano serd arrastrado por el flujo. Si la tension de corte
del lecho cae por debajo de dicho valor de umbral, el grano arrastrado se
detendra de nuevo. Por lo tanto, la tensiéon de corte del lecho controla tanto
si ocurrird la erosion (movimiento de granos) o el deposito (detencion de
granos).

Si observamos los patrones de la tension de corte a lo largo del lecho y las
zonas resultantes del depdsito y la erosiéon en la figura se puede ver por
qué las antidunas se mueven contra la corriente. Si comenzamos por mirar
la cresta de la antiduna que se encuentra aguas arriba, hay un minimo de
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tension de corte apenas rio abajo de la cresta. Para este minimo, la tension
de corte sobre el lecho aumenta a lo largo de la duna en sentido descendiente
hacia un maximo apenas rio abajo del canal, por lo que ocurre erosiéon a lo
largo de este intervalo.

Continuando por este méaximo de tension de corte, la tension de corte
disminuye a lo largo del lado de la duna aguas arriba, mientras que el flujo
disminuye su velocidad y se hace mas profundo, hacia el minimo de tension
de corte justo rio abajo de la cresta, por lo que el depdsito del sedimento
ocurre en este intervalo. El resultado es que el sedimento es agregado sobre el
lado de la duna aguas arriba y removiéndolo del lado en sentido descendente.
Mientras que esto sucede, la duna se mueve contra la corriente, produciendo
el fenémeno de antiduna.

Para reproducir este fen6meno en nuestro modelo, se debié comenzar
la simulacion a partir de un flujo en régimen supercritico. El tramo anali-
zado tiene una longitud de 1100 metros; cada seccidon transversal constaba
de un ancho de 10 metros. La altura inicial del agua fue de 1 metro en
cada seccion, la velocidad fue de 6 m/s y la cota de fondo se tomo de
acuerdo a la formula de la pendiente de equilibrio en régimen estacionario
—0e/0xr = AdY*u?/(gh*/?), es decir que la pendiente utilizada fue 6,8852
x1073, con 10 metros de altura en el punto extremo aguas arriba, salvo
por un pequeno monticulo que representa a la duna ubicada entre los 5400
metros y los 5817 metros, con una altura en su punto mas alto de 7,1 me-
tros en relacion a la cota de referencia, como se puede apreciar en la figura

1L it et et et i i e el e |
8.3333

6.6667

33333

1.6667

0
ﬂ"

Figura 37: Cota de fondo inicial para representar el fenémeno de antiduna.
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Para poder apreciar el movimiento del material solido del lecho con
mayor detalle utilizamos un intervalo de tiempo lo suficientemente pequeno
At = 0,005 dias, es decir aproximadamente 7,2 minutos. Por otro lado, se
insertaron puntos intermedios (separados por una distancia muy pequena,
de aproximadamente 1,2222 metros) entre los puntos donde se encuentra la
duna y también aguas arriba de ésta, con el fin de obtener mas precisiéon en
los valores calculados alrededor del fenémeno en cuestion.

Este fenomeno pudo ser apreciado con claridad en nuestro modelo,
utilizando la combinacion de condiciones de contorno nimero 18 descrita
en la tabla [, manteniendo las mismas estables por un periodo suficiente de
tiempo. Como se puede ver en las figuras [40] y [T} nuestra duna inicial
aparenta desplazarse hacia el extremo aguas arriba a medida que ésta va
disminuyendo su tamano, hasta el punto de casi desaparecer por completo,
como se ve en la figura [{1] luego de 0,1 dias.

Figura 39: Cota de fondo a los 0,02

Figura 38: Cota de fondo a los 0 dias. i
dias.
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Figura 40: Cota de fondo a los 0,05
dias.

Figura 41: Cota de fondo a los 0,1 dias.

9.8. Funcionamiento como Modelo de Fondo Fijo Local

Este experimento simula una situacion en la cual se tiene, por ejemplo, un
dique aguas arriba de material no erosionable (y que bloquea el transporte
de material solido desde aguas arriba). En ese caso lo que se produce es una
“olla” inmediatamente aguas abajo del extremo aguas arriba, pues no hay
aporte de material s6lido pero si hay erosion.

El canal simulado tenia una longitud total de 10 kilémetros y un ancho
del canal de 100 metros. Las condiciones iniciales fueron una velocidad de
0,8 m/s, una altura del agua de 1 metro y una pendiente para la cota de
fondo de 1,224 x107%, es decir la pendiente de equilibrio para estos valores,
con una cota de fondo 10 metros de altura en el punto extremo aguas arriba,
respecto de un plano de referencia.

Para representar el dique aguas arriba se fijo un umbral de tension de
corte critico extremadamente alto, cuyo valor era 79 = 3000 N/m?, mientras
que para el resto de los puntos de discretizacion el umbral de tension de corte
critico utilizado fue el sugerido por Meyer-Peter y Miiller 75 = 0,45646 N/m?,
como ya se mencioné en la seccion

La simulaciéon se realizé con la combinaciéon de condiciones de contorno
niamero 8 descrita en la tabla 3] manteniendo dichas condiciones estables por
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un periodo de 20 dias. Al igual que en el fenémeno de antiduna, se insertaron
puntos intermedios (separados por una distancia de aproximadamente 25
metros) entre el punto extremo aguas arriba y los 500 metros de longitud del
canal, con el fin de obtener méas precision en los valores calculados alrededor
del fenbmeno en cuestion.

Los resultados obtenidos se pueden apreciar en las figuras [42]
y [46] las cuales muestran la cota de fondo, cota, caudal, caudal sélido
y velocidad en el tiempo final de simulacién respectivamente. En la figura
y con mayor detalle en la figura se puede ver como la altura del
punto de discretizacién inmediatamente posterior al punto extremo aguas
arriba disminuye aproximadamente a 9,61 metros y subiendo a partir de alli
(simulando la forma de una olla); de la misma forma disminuye la velocidad
en dichos puntos, como se ve en la figura [46 También se puede observar
como el caudal solido en el punto extremo aguas arriba se mantuvo nulo
durante toda la simulacion (figura ; por otro lado, la cota de referencia
se mantuvo constante (figura , lo cual era lo esperable; esto se relaciona
con que el caudal (figura mantiene su valor en todos los puntos de
discretizacion.
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9.9. Funcionamiento como Modelo de Fondo Fijo Global

Otro de los experimentos numéricos realizados consistio en verificar si el
modelo podia funcionar como un modelo de fondo fijo global, es decir, que se
comporte de igual forma que un modelo de fondo fijo, arrojando los mismos
resultados que éste para determinadas corridas.

Para realizar esta comparacion se utiliz6 un programa realizado por
Jacovkis |[JAC/89| y [JAC/90], el cual modela el comportamiento de un flujo
en canales irregulares de superficie libre con fondo fijo, representado por
el sistema de ecuaciones (1) y . Este programa se encontraba escrito en
el leguaje de programacion Pascal, y se adapté al mismo de forma que la
salida obtenida sea la misma que se obtiene en el programa realizado para
fondo movil y asi poder utilizarla en la rutina de graficacién descrita en la
subseccion [B.2] Para que esta comparacion sea posible, nos fue necesario
relacionar de forma conveniente el coeficiente de resistencia ¢,, del modelo
de fondo movil, con el coeficiente de conduccién D, del modelo de fondo fijo,
como se muestra en la seccion

Dado que el programa de fondo fijo utilizado s6lo acepta como condicio-
nes de contorno las combinaciones de variables de contorno ZZ, ZQ), QZ y
QQ, hemos utilizado combinaciones analogas a éstas, teniendo en cuenta que
el modelo de fondo movil admite tres condiciones de contorno (dos de ellas
aguas arriba y la restante aguas abajo); por lo tanto, las combinaciones de
variables de contorno utilizadas para la comparacion de los modelos fueron:
ZeZ, ZeQ, QeZ y Qe@. En todas éstas, se dejo el mismo valor de la variable
e aguas arriba para mantener fija la cota de fondo durante todo el tiempo
de simulacion.

Por otro lado, se fijo un umbral de tension de corte critico extremada-
mente alto (1o = 3000 N/m? para todos los puntos de discretizacion) para
representar con el modelo de fondo moévil un lecho que permanezca inmoévil
durante toda la corrida.

El modelo considerado consisti6 en un tramo de 10 km de distancia,
un ancho de canal de 100 metros, una velocidad inicial de 0,8 m/s, una
profundidad de 1 m y una cota de fondo con 10 m de altura aguas arriba y
cuya pendiente es la pendiente de equilibrio para los valores mencionados,
es decir 1,224 x107%.

Se corrieron ambos modelos por un periodo de 100 dias para todas las
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combinaciones con un intervalo de tiempo At = 0,1 dias. En primer lugar
se mantuvieron las condiciones estables por 10 dias y a partir de alli se
utilizaron los valores obtenidos a partir de una corrida madre, la cual tenia
la variable () aguas arriba y aguas abajo. La misma se aumentd desde los
80 m?/s hasta los 88 m?/s.

Los resultados obtenidos fueron extremadamente similares, como se
puede apreciar en los cuadros [7|y [8, los cuales comparan los resultados de las
combinaciones ejecutadas en ambos modelos en el tiempo final de simulacion
(100 dias), para = = 5000 metros.

Variables Combinaciones
ZZ ZQ QZ QQ
h(m) 1.0351 | 1.0360 | 1.0349 | 1.0350
u(m/s) 0.8504 | 0.8494 | 0.8503 | 0.8502
Z(m) 10.4231 | 10.4240 | 10.4229 | 10.4230
Q(m?/s) | 88.0179 | 88.0003 | 87.9965 | 87.9967
N° Froude | 0.2669 | 0.2664 | 0.2668 | 0.2668

Cuadro 7: Combinaciones para el modelo de fondo fijo a los 100 diasen x = 5
kilbmetros.

Variables Combinaciones
Zel Ze(@) QeZ Qe
h(m) 1.0352 | 1.0351 | 1.0352 | 1.0352
u(m/s) 0.8501 | 0.8502 | 0.8501 | 0.8501
Z(m) 10.4232 | 10.4230 | 10.4232 | 10.4232
Q(m?/s) | 87.9967 | 87.9987 | 87.9965 | 87.9967
N° Froude | 0.2668 | 0.2668 | 0.2668 | 0.2668

Cuadro 8: Combinaciones para el modelo de fondo movil a los 100 dias en
x = 5 kilometros.

9.9.1. Relacioén entre el coeficiente de resistencia ¢, y el coeficiente
de conduccién D

Deduccién de la equivalencia Si tomamos los términos relacionados con
el coeficiente de conduccion D de la ecuacion (/1) relacionada con el modelo
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de fondo fijo y el coeficiente de resistencia (adimensional) ¢, de la ecuacion
(3) relacionada con el modelo de fondo movil y los igualamos, se tiene que

Q101 ulu

D? " h

donde g es la aceleracion de la gravedad en m/s?, Q es el caudal en
m3/s, u = Q/S es la velocidad en m/s, S es la superficie mojada en

m? (en nuestro caso S = Bh, pues es un canal prismatico rectangular), B
es el ancho de la seccion transversal en m y h es la altura desde el fondo en m.

Por otra parte, ¢, = A(d,,/h)"/3, con d,, didmetro medio de las particulas
de fondo en m, y A = g/441 es también un coeficiente adimensional. (Para
ello 441 = 212 es una constante empirica cuya dimension es entonces m/s?,
y la dimension de 21 es entonces m'/?/s).

Reemplazando tenemos

441" h h D?
0 sea
i(d%?’Q\Q!)_ QlQ|
41" passr T 9T e
y simplificando y pasando S al otro término
J1/3 g2
441443~ D
Pasando ahora D? al otro lado
4415%p*/3
2
D* = 1/3
y sacando raiz cuadrada
21Sh?/3
= W

Haciendo una pequena prueba de consistencia con las unidades, se tiene

[ 2/ s][m?] [m*”°]

ml/6

= [m?/s]

lo cual esté bien pues la dimension de D es m?3/s como la del caudal.
Prosiguiendo se tiene

Sh2/3 Bhh?/3 BR®/3

66



10. CONCLUSIONES

10. Conclusiones

En esta tesis hemos visto una breve clasificacion de los posibles tipos
de flujos que se pueden apreciar en la naturaleza y nos hemos introduci-
do en los modelos de fondo movil. Dichos modelos se basan en sistemas
cuasi-lineales de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales; los mis-
mos son estrictamente hiperbodlicos y se pueden reescribir en forma de
leyes de conservacion vectorial; por consiguiente, se deben dar siempre
dos condiciones de contorno en el punto extremo aguas arriba y una en
el punto extremo aguas abajo. Debido a que su matriz de hiperbolicidad
nunca se hace singular, se posibilita el régimen transicional (o sea pasar
de régimen subcritico a supercritico y de supercritico a subcritico) sin los
inconvenientes técnicos que suceden en modelos con fondo fijo, en los cuales
la matriz de hiperbolicidad se hace singular en régimen critico (nimero de
Froude igual a uno); y por consiguiente, en estos modelos, dicha transicion
implica una disminucién del nimero de condiciones de contorno en un
extremo (de dos a una o de una a ninguna) y un aumento del namero de
condiciones de contorno en el otro extremo (de ninguna a una o de una a dos).

Se han realizado distintos experimentos con el objeto de modelar las
diferentes caracteristicas de un flujo unidimensional con fondo mévil, los
cuales demuestran la robustez del método numérico utilizado: el método de
Preissmann, un método numérico implicito de primer orden resuelto me-
diante diferencias finitas, altamente utilizado en el modelado hidrodindmico
de rios. Es destacable el comportamiento de dicho método, sobre todo en los
experimentos realizados sobre fenémenos que suceden con frecuencia en la
naturaleza, como son la antiduna o tener un dique de material no erosionable
en una seccion transversal de un tramo. También cabe mencionar el correcto
funcionamiento del mismo ante distintas combinaciones de condiciones de
contorno en diversos regimenes del flujo (tanto subcritico como supercritico
o transicional), lo cual proporciona facilidades a la hora de simular el com-
portamiento de un cauce natural para el que no se tiene un conocimiento
preciso de sus condiciones fisicas con el correr del tiempo. También se han
podido apreciar resultados satisfactorios en los experimentos donde se quiso
alcanzar un estado de flujo permanente, tanto en régimen subcritico como
supercritico, donde los valores de las pendientes computadas fueron casi
idénticos que al aplicar la formula analitica. De igual forma, es destacable
como el modelo se adapta a distintos valores de tension de corte critica y, de
esta forma, se tiene la posibilidad de utilizarlo como modelo de fondo fijo,
con resultados extremadamente similares a los de un modelo desarrollado
exclusivamente con esa finalidad.
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En resumen, se dispone de una herramienta moderna, versatil y de muy
buen rendimiento para el estudio de canales y cauces fluviales unidimen-
sionales con fondo moévil, que puede utilizarse tanto en régimen subcritico
como supercritico, que puede efectuar transiciones de régimen, y que puede
funcionar también como modelo de fondo fijo local y globalmente. Las
subrutinas de graficacién animada utilizadas tienen una interfaz de usuario
muy amigable y permiten detectar con facilidad los fenémenos fisicos que
ocurren en un lapso de tiempo determinado.

De todos modos, cabe mencionar que, como todo método implicito, el
método de Preissmann suaviza discontinuidades, por lo cual no es conve-
niente utilizarlo cuando se intenta modelizar ondas de choque.

Como futuros trabajos, podrian considerarse distintas combinaciones
de condiciones de contorno que no han sido tenidas en cuenta en esta
tesis (por ejemplo, el caudal s6lido), con el fin de realizar un anélisis mas
profundo del comportamiento del modelo analizado; asi como también
podrian implementarse otros métodos numéricos ya sean implicitos o explici-
tos, para poder comparar sus resultados con el modelo estudiado en esta tesis.
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