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Conventional techniques for signal analysis and processing in the time-frequency domain are not well adapted to
digital processing of music signals. This restricts the features and quality of applications. A novel family of wavelet-
like bases allows a tiling of the time-frequency plane that is better adapted to the musical scale. This will allow
performance enhancements in all kinds of digital audio applications, for example, pitch detectors, sound
identification, musical instruments and effects processors.

Las técnicas convencionales para analisis y procesamiento de sefales en el dominio de tiempo - frecuencia no se
adaptan bien al procesamiento digital de sefiales de audio, en particular de musica. Esto limita las posibilidades y el
desempefio de las aplicaciones. Una novedosa familia de pseudo wavelets permite un mosaico del plano de tiempo
- frecuencia mejor adaptado a las caracteristicas de la escala musical. Esto permitira mejorar el desempefio de toda
clase de aplicaciones de audio, pudiendo aplicarse por ejemplo a convertidores de audio a MIDI (pitch detectors),
identificadores de sonidos, construccién de instrumentos musicales y, procesadores para estudios de grabacion.

Introduccion

En el area del procesamiento de sefiales discretas se destaca el procesamiento de sonidos musicales, por tener la
musica propiedades particulares, distintas de las de otros tipos de sefiales (p. €j. imagenes). El procesamiento de
musica tiene importantes aplicaciones practicas, que van desde la produccion musical (herramientas para musicos
e ingenieros de grabacion), hasta productos para consumidores (equipos de musica, software y aplicaciones para
distribucion y reproducciéon de musica en computadoras personales).

Dentro del amplio campo del procesamiento de sonido y mdusica, este trabajo se centra en técnicas para
transformar las sefiales, expresandolas en bases con ciertas propiedades deseadas. Nos interesa representar
sefiales musicales de forma tal que cada coeficiente exprese el contenido energético de la sefial en un intervalo
pequefio de tiempo y de frecuencias. Esto permite modificar la sefial, por ejemplo realzando o reduciendo ciertos
componentes (p. €j. notas musicales), en cierto instante.

Comencemos definiendo algunos términos, y su significado (en el contexto de este trabajo).
Senal

Este trabajo trata unicamente sobre sefiales unidimensionales discretas que corresponden a segmentos de musica
digitalizada. Si las sefiales a utilizar estdn muestreadas con frecuencia de muestreo £, y no contienen energia en

frecuencias superiores a £, /2, entonces el teorema de Nyquist (Nyquist 1928, Shannon 1949) garantiza entonces
que las sefales originales pueden ser reconstruidas perfectamente. Como se vera mas adelante, una sefial de
duracién finita no puede cumplir la hipotesis del teorema. Aparece entonces un fendmeno llamado aliasing al
reconstruir, pero si f. es suficientemente alta, el aliasing puede ser ignorado. Esto ocurre en el compact disc y en

N

todos los formatos de audio digital: las grabaciones tienen duracion finita.
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Analisis

Analizar una sefial consiste en aplicar un algoritmo que extrae informacion en forma de parametros, que resultan
utiles para describirla, o conocer algun aspecto de ella. Por ejemplo, un vimetro (que muestra la intensidad de la
sefial a lo largo del tiempo), o un analizador de espectro (que muestra la evolucién del contenido frecuencial a lo
largo del tiempo).

Sintesis

Sintetizar una sefal consiste en generar una sefial a partir de ciertos parametros. Por ejemplo, un sintetizador de
musica genera sonidos en funcion de parametros como la nota a tocar, intensidad, timbre, etc.

Analisis / Resintesis

Andlisis / Resintesis, o Procesamiento en el Dominio Transformado es aplicar una transformada invertible, para
extraer parametros, operar sobre ellos y sintetizar una nueva sefial relacionada con la original (pero probablemente
no idéntica).

Ejemplos de esto son la ecualizacion, el procesamiento de rango dinamico por bandas (como el sistema Dolby), las
técnicas usadas por los ingenieros de grabacion para mezclar y hacer los ajustes finales para discos
(masterizacion), o la compresion de datos. Trabajar en el espacio transformado permite elegir una base de
representacion de la sefial en la que puedan obtenerse el efecto buscado manipulando sélo unos pocos
coeficientes; facilitandose saber cuales son los coeficientes relevantes, y como modificarlos. Expresar la sefial en
un espacio de este tipo permite algunas de las siguientes aplicaciones:

¢ Eliminar coeficientes, para eliminar ruido.

e Multiplicarlos por factores, o curvas en el tiempo o en la frecuencia (para realzar o eliminar ciertas
componentes).

¢ Modificar coeficientes (que quizas eran cero) para enriquecer el timbre.
¢ Reagruparlos o descomponerlos (para separar sonidos y procesarlos por separado).

e Cuantizar y/o eliminar coeficientes, para ahorrar espacio de almacenamiento (compresion de datos).
Escala musical

La escala musical cromatica usada por toda la musica occidental es descendiente de la escala pitagérica de los
antiguos griegos. La construccion de la escala se basa en varias caracteristicas del sistema auditivo humano que
se dan al combinar sonidos de altura definida.

La primera es la forma en que nuestro oido interpreta la diferencia de altura entre dos sonidos escuchados uno a
continuacion del otro. Por ejemplo, la diferencia de altura que percibimos entre un sonido de 100Hz y uno de 200Hz
es la misma que la que percibimos entre un sonido de 400Hz y uno de 800Hz. (Hz es la abreviatura de Hertz, la
unidad estandar de frecuencia. Un Hz equivale a un ciclo por segundo.) Esta relacion se da entre dos sonidos que
tengan uno el doble de frecuencia que el otro, y se la llama octava.

Por otra parte, si dos (0 mas) sonidos suenan al unisono, decimos que forman un acorde. Si las frecuencias de los
sonidos son préximas, o una es préxima a un multiplo entero de la otra, aparecen los llamados “batidos”, aparentes
fluctuaciones en la intensidad del sonido percibido, que se deben a un fenédmeno de interferencia entre los dos
sonidos originales. Esto ocurre cuando la diferencia de frecuencias esta entre 1 y 15Hz. Este efecto lo aprovecha el
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afinador de pianos, que afina cada cuerda basandose en una recién afinada, buscando hacer desaparecer los
batidos cuando suenan juntas.

Si las frecuencias de los sonidos que forman el acorde son préximas, pero no tanto (su diferencia es mayor a
20Hz), aparece la disonancia. La frecuencia de aparicion de los batidos es la diferencia de frecuencia entre los
sonidos. Cuando esta diferencia es mayor a 20Hz, su frecuencia de aparicion es audible, y los batidos se funden
generando un nuevo timbre. Entonces escuchamos una sensacion de aspereza. Es facil sentir la disonancia
simplemente presionando varias teclas vecinas de un piano con el pufio.

Finaimente, cuando las razones entre las frecuencias de los sonidos del acorde son fracciones con numerador y
denominador pequefios, escuchamos una consonancia. Las oscilaciones de los distintos sonidos coinciden cada
pocos ciclos, formando una sefial periodica. Los sonidos se funden en uno solo, y el resultado es agradable al oido.
Ejemplos de esto son los intervalos mas usados en la musica: la tercera mayor (5/4), la cuarta perfecta (4/3) y la
quinta perfecta (3/2).

El primer punto antes expuesto nos muestra que la progresion de las frecuencias de las notas no es lineal sino
logaritmica. Buscando frecuencias Utiles para generar consonancias, la “escala de entonacion justa mayor” tenia 7
notas por octava, construidas como fracciones simples de una nota fundamental (arbitraria) con la siguiente
secuencia: 1, 9/8, 5/4, 4/3, 3/2, 5/3, 15/8, 2. Esta escala evoluciond posteriormente hasta la escala cromatica
temperada actual, difundida por J. S. Bach en el siglo XVII, y que tiene 12 notas o semitonos por octava, con las
siguientes razones entre la frecuencia de cada nota y una nota base arbitraria: 1, (42 )2, (142 )3, (%2 )",
(1\2/5 ), (1\2/5 )6, (1\2/5 Y, (1\2/5 )8, (1\2/5 )9, (1\2/5 )10, (1\2/5 )11, 2. Estas aproximaciones irracionales de las
fracciones simples generan batidos, pero las aproximaciones son suficientemente buenas como para que el oido
medio no los detecte. La razén para abandonar la “entonacion justa” (fracciones simples) y reemplazarla por
aproximaciones irracionales fue poder construir instrumentos de afinacion fija (por ejemplo de teclado, como el clave
0 el piano) que pudieran tocar en escalas basadas en cualquiera de las notas sin necesidad de introducir notas con
frecuencias distintas para cada escala. El afinador de pianos equilibra los batidos en todos los pares de notas, y de
esa manera construye la escala temperada. (Para mas detalles, se aconseja consultar [OLS/67], [NUN/92], o
cualquier buen libro de Teoria Musical o Ingenieria de Sonido.)

Localizacion de senales en tiempo y en frecuencia

Las sefiales pueden representarse de diversas maneras, considerandolas vectores y utilizando distintas bases de
espacios vectoriales. La representacion temporal usual usa la base candnica. Otra representacion fundamental es
la frecuencial, obtenida por medio de la transformada de Fourier, y que utiliza una base formada por senos y
cosenos de distintas frecuencias.

El principio de incertidumbre de Heisenberg es un teorema sobre ciertos pares de operadores matematicos. En
mecanica cuantica se aplica a la posicion y momento de cualquier particula. En procesamiento de sefiales se aplica
a la representacion temporal y frecuencial de cualquier sefial. Ambos son casos particulares de pares de
operadores que cumplen las hipétesis del teorema. En mecanica cuantica, significa que no es posible determinar
simultaneamente la posicién y velocidad (o posicion y energia) de una particula. En procesamiento de sefiales, el
principio de incertidumbre establece una cota a la localizacion en el tiempo y en la frecuencia de cualquier sefial.
Esto significa que si se busca concentrar la mayor parte de la energia de la sefial en un intervalo lo mas reducido
posible de tiempo y en un intervalo lo mas reducido posible de frecuencia, una mejora en un dominio implica una
pérdida en el otro.

Adicionalmente, tener soporte compacto en uno de los dominios (tiempo o frecuencia) implica tener soporte infinito
en el otro. O sea que no es posible construir una sefal que sea distinta de cero sélo en un intervalo de tiempo, y
que su contenido frecuencial sea distinto de cero s6lo en un intervalo de frecuencias. Esta propiedad se aplica tanto
a sefales continuas como discretas. Para mas detalles véase [STR/97a], p.67 y p.432.



Teselado del plano de tiempo - frecuencia

Es usual trabajar con el plano de tiempo - frecuencia, que expresa el tiempo en €l eje horizontal y las frecuencias en
el vertical. Como se trata con sefiales digitalizadas, el intervalo de frecuencias a considerar es acotado.
Normalmente se habla del plano de tiempo - frecuencia, aunque en realidad se trabaja con sefiales muestradas y

con un subconjunto del plano (una banda horizontal que abarca las frecuencias entre 0y £, / 2 ). Se hace entonces

una particion de este plano en pequefias porciones, todas de igual area, llamada teselado, embaldosado o mosaico
(en inglés “tiling”). A cada teselado corresponde una (0 mas) bases o formas de representar sefiales. Y a cada
baldosa corresponde un coeficiente en esa representacion de una sefial. En todos los casos, para una cierta tasa
de muestreo, la cantidad de baldosas por unidad de tiempo es la misma. Esto permite mantener constante la
cantidad de coeficientes a utilizar para representar las sefales, requisito para la existencia de bases. Cuando se
expresa una sefial en una base cuyos elementos se adaptan a un mosaico del plano, se dice que se la expresa en
el dominio de tiempo - frecuencia. Muchas formas usuales de representar las sefiales pueden verse como mosaicos
del plano de tiempo - frecuencia. Algunas de éstas son la representacion temporal, la transformada discreta de
Fourier, la transformada de Fourier con ventana (o transformada de Gabor) y la transformada wavelet discreta.

En muchos casos, el plano queda dividido en un conjunto de franjas horizontales, cada una de una baldosa de
ancho, y muchas baldosas de largo. Estas franjas se denominan “bandas de andlisis”.

Como ya se dijo, es tedricamente imposible obtener una funcion con soporte compacto a la vez en el tiempo y en la
frecuencia. Esto significa que los Unicos mosaicos del plano, para los cuales es posible obtener bases que se
ajusten exactamente a ellos, son aquellos que dividan al plano sélo en tiempo (como la representacion temporal) o
solo en frecuencia (transformada de Fourier y del coseno).

En todas las representaciones que pretenden localizacion temporal y frecuencial, en realidad cada elemento de la
base ocupa muchas (de hecho, infinitas) baldosas, y Unicamente estan centrados en una baldosa en la cual
concentran la mayor parte de su energia. Ademas, al mejorar la concentracion de la energia en un dominio se la
empeora en el otro. Esto significa que podemos elegir respetar mejor la localizacion en un dominio, sin modificar el
mosaico, pero afectando la localizacion en el otro dominio.

Objetivo del presente trabajo

En general, las técnicas mas modernas y exitosas para representar sefiales en el dominio de tiempo - frecuencia
utilizan wavelets. Por ejemplo, en Procesamiento de Imagenes, las bases wavelets discretas (diadicas) han sido
utilizadas con gran éxito en analisis (deteccion de bordes y objetos, clasificacion de texturas, etc.) y en
procesamiento (por ejemplo en compresién, superando a la DCT, o transformada discreta del coseno utilizada por
el estandar JPEG).

Sin embargo, en sefiales musicales, y de sonido; las bases construidas con wavelets discretas no han tenido el
mismo éxito. Para andlisis (donde se estudian caracteristicas de la sefial, pero no se intenta reconstruirla), la
transformada wavelet continua discretizada da los mejores resultados. Sin embargo, para el procesamiento, las
wavelets discretas no han resultado una mejora frente a técnicas mas antiguas. Por ejemplo, la técnica mas exitosa
de compresion de audio (el formato MP3) utiliza la MDCT, o transformada discreta del coseno modificada; y la
mayoria de las aplicaciones de produccién de musica usan variaciones de la STFT. Los intentos por utilizar
wavelets discretas en lugar de ellas no han rendido frutos. Se cree que esto ocurre porque el ancho de cada banda
de analisis no puede ajustarse apropiadamente a las caracteristicas de la musica (v.g. las notas musicales).

El objetivo de este trabajo es presentar bases pseudo wavelet del espacio de sefiales muestreadas EZ(Z) que
resultan de utilidad para el tratamiento de sonidos musicales. Los coeficientes para representar una sefial en estas
bases estaran localizados en el tiempo y en la frecuencia. Esto significa que si se reconstruye la sefial, modificando
previamente el valor de un coeficiente, entonces los efectos de esta modificacién estaran limitados a un intervalo
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temporal corto, y sélo a un rango de frecuencias. Se presenta entonces una transformada invertible al plano de
tiempo - frecuencia, que se adapta a un mosaico del plano disefiado a partir de la escala musical.

Con relacion a las restricciones de las wavelets discretas diadicas convencionales, en [TOR/99], pag. 22, Torresani
dice: “The connection between continuous and discrete wavelet systems is not completely understood. ... The
multirresolution approach seems to be also extremely constrained by algebraic arguments, which should be
developed further.” (“La conexion entre los sistemas de wavelets discretos y continuos no es comprendida
totalmente. ... El enfoque multirresoluciéon parece ademas estar extremadamente restringido por los argumentos
algebraicos, que deben ser desarrollados ain mas.”). Y en [DAU/92], pag. 16, Daubechies dice: “Although the
constructive method for orthonormal wavelet bases, called multirresolution analysis, can work only if ag is rational, it
is an open question whether there exist orthonormal wavelet bases (necessarily not associated with a
multirresolution analysis), with good time-frequency localization, and with irrational a,.” (“A pesar de que el método
constructivo para bases wavelet ortonormales, llamado andlisis multirresolucion, solo puede funcionar si a, (la razén
entre el ancho de 2 bandas vecinas) es racional, es una pregunta abierta si existen bases wavelet ortonormales
(necesariamente no asociadas con un analisis multirresolucién), con buena localizacion temporal y frecuencial, y
con a, irracional.”). Resulta asimismo notable que en la portada de [STR/97a] aparece un pentagrama musical con
varias notas, como metéfora de la wavelet diddica. Pero de las 12 notas posibles, sélo aparece la nota Do en 5
octavas distintas. O sea, notas cuya frecuencia es 2, para algun f, con i entero. jEsto sélo ya sugiere la necesidad
imperiosa de generalizar la técnica para poder representar también las otras notas de la escala!

Estando de acuerdo con estos autores en la necesidad de nuevos enfoques mas generales, este trabajo no usa el
método clasico para construir wavelets discretas (el llamado “analisis multirresolucion”, o MRA), sino que se trabaja
directamente con bases explicitas representadas como vectores columna en matrices, buscando nuevas bases de

EZ(Z), con las caracteristicas deseadas (buena localizacion frecuencial, y ag = % ). El costo es un consumo mayor
de memoria y procesador en las computadoras (por almacenar la matriz completa, y resolver el sistema de
ecuaciones lineales asociado), pero la ventaja es una mayor libertad para buscar las bases deseadas. Como
resultado se construyen bases que no son estrictamente wavelets (0 sea que no son traslaciones y dilataciones de
una unica funcién basica). El resultado de este trabajo es una nueva familia de pseudo wavelets discretas que
prometen ser mas apropiadas para aplicaciones musicales.

Herramientas utilizadas

Para llevar a cabo este trabajo, se utilizé el ambiente de programacion Squeak Smalltalk ( www.squeak.org ). Es un
ambiente orientado a objetos puro, extensible y de fuente abierto (open source). Se implementd un conjunto de
clases para tratamiento de matrices y bases de RN. También se implementé el soporte necesario para graficar
funciones y vectores, y estudiar sus propiedades.



Técnicas convencionales para el dominio de tiempo - frecuencia

Maneras de representar senales

. ~ . 2 o . .
Como ya se dijo, las sefiales a representar son sucesiones a, con Za .. finito, y el espacio al cual pertenecen se

. 2 . ~ .y
denomina ¢“(Z). Las diferentes formas en que se pueden representar las sefiales son las distintas bases que el

C 2 . o . i : - -
espacio /“(Z) admite. De las técnicas convencionales para analisis y procesamiento de sefiales en el dominio de
tiempo - frecuencia, aquellas que son transformadas invertibles corresponden a bases de este espacio, y
proporcionan distintos mosaicos o embaldosados del plano de tiempo - frecuencia.

La primera base a considerar es la base candnica. Los elementos de esta base son vectores de dimension infinita
con un unico elemento distinto de cero, que tiene valor uno. Las sefiales musicales se expresan normalmente en
esta base, por ejemplo en un disco compacto de audio, o en formatos de archivos de audio simples, como el wav y
el aiff. La base candnica puede verse como un posible mosaico del plano:

En esta figura (y las 3 siguientes) el eje X corresponde al tiempo y el eje Y a la frecuencia. Consideremos una sefal
de N = 128 muestras (reales). Se muestra un intervalo temporal de N muestras, y frecuencias desde cero hasta la

méxima representable (que es f,/2 donde f, es la frecuencia de muestreo utilizada). El plano de tiempo -
frecuencia se divide en franjas verticales. Cada elemento de la base abarca todas las frecuencias representables, y
un intervalo temporal minimo. La resolucion temporal es maxima (y es de 1/ f, ), la resolucion frecuencial es nula.

A continuacion se describen algunas de las técnicas convencionales, mostrando que las que resultan utiles para el
analisis no son buenas para el procesamiento, y las que son aplicables al procesamiento presentan otros
inconvenientes. Se evitara una descripcion excesivamente detallada de cada una, por haber sido todas ellas
descriptas en la literatura en forma exhaustiva.

Transformada de Fourier y transformada discreta de Fourier
La transformada de Fourier (FT) es la técnica de representacion frecuencial mas antigua, y tiene algunos problemas

importantes, pero también tiene virtudes que algunas de las que aparecieron posteriormente perdieron.
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Es una transformada invertible. Su version discreta (DFT) considera una sefial de duracion finita muestreada. Esto
implica que las frecuencias estan discretizadas y que el intervalo de frecuencias posibles es acotado. La DFT
genera una nueva representacion de la sefial que utiliza la misma cantidad de coeficientes que la original, y es no
redundante. Por lo tanto genera una base del espacio de las sefiales representadas. Como separa las frecuencias,
genera un mosaico del plano de tiempo - frecuencia. Esta descripta, por ejemplo, en [ESP/02].

Ahora tenemos N / 2 = 64 franjas horizontales, todas de igual ancho, y tan largas como la sefial. Esto significa que
tenemos resolucion frecuencial maxima (2 f, / N) igual en todas las bandas, y resolucién temporal nula.

Representamos entonces la sefial con la mitad de los coeficientes (N / 2), pero son coeficientes complejos, y la
cantidad de informacion es la misma.

Es bien conocido que el principal inconveniente de la transformada de Fourier es la completa falta de localizacién
temporal de las componentes obtenidas. La resolucion frecuencial es la maxima posible, pero al suponerse que la
sefal temporal es periddica, se considera también que todas las componentes estan presentes en todo momento.
Sobre este problema, J. Ville (quien propuso el uso de la Wigner — Ville Distribution como una “densidad temporal -
frecuencial”) dijo (ver [TOR/99], pag. 1):

“...the representation is mathematically correct because the phases of the tones close to A have managed to
suppress it by interference phenomena before it is heard, and to enforce it, again by interference, when it is heard...
However this is a deformation of reality: when the A is not heard, it is simply because it has not been played yet...”

(“La representacion es matematicamente correcta porque las fases de los tonos cercanos a A (una nota que suena
en un determinado momento) tienen éxito en suprimirlo mediante fendmenos de interferencia antes de que se lo
escuche, y reforzarlo, de nuevo por interferencias, cuando se lo escucha... Si embargo, esto es una deformacion de
la realidad: Cuando la nota A no se escucha, es simplemente porque todavia no fue tocada...”.)

Esto significa que aparecen componentes espureas que cancelan parcialmente a otras componentes, pero en
realidad ni ellas ni la componente a cancelar deberian aparecer. Este tipo de fenémenos entorpece el analisis,
porque sugiere la existencia de caracteristicas en la sefial que en realidad no existen.

La aplicacion de la DFT presenta en la practica un inconveniente adicional, consecuencia de suponer que la sefal
es estacionaria (periddica), y que el segmento transformado corresponde a una cantidad exacta (entera) de
periodos de la misma. Si esta suposicion es falsa (en la practica casi siempre lo es), el resultado obtenido es la
transformada de una sefal diferente: una sefial periédica obtenida concatenando una cantidad infinita de
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repeticiones del segmento transformado. Este problema aparece porque muchas implementaciones de la FFT
(transformada rapida de Fourier, un algoritmo que calcula la DFT) requieren que la sefial tenga tamario 2" para
algun n entero, y lo que se hace es recortar la sefial (tomando una cantidad no entera de periodos) o completarla
con ceros. También ocurre porque muchas aplicaciones parten la sefial de entrada en segmentos de un tamafio
arbitrario (para procesar los segmentos), sin hacer ninguna consideracion de la sefial en particular que se esta
procesando en cada momento. De cualquier manera, con elegir mejor el tamafo del segmento a transformar no es
suficiente: la sefial de entrada normalmente no es periddica. Es en estos casos donde una representacion
puramente frecuencial no resulta apropiada. El contenido frecuencial de la sefial va cambiando con el tiempo. Es
precisa una representacion en tiempo — frecuencia. Estos problemas, muchas veces ignorados en la practica,
pueden llevar a obtener resultados completamente erréneos. Para mas detalles, véase [BRI/88], p.98 a 107.

Wigner - Ville distribution

La Wigner - Ville distribution (WVD) data de 1948 y es histéricamente es la primera técnica que busca obtener
informacion sobre una sefial, consiguiendo simultaneamente localizacion temporal y frecuencial. Fue propuesta por
J. Ville como una “densidad temporal frecuencial’. Cuando se la aplica a oscilaciones puras, proporciona una
localizacion 6ptima. El buen comportamiento se mantiene también a sefiales que son ciertas transformaciones
simples de una Unica oscilacion pura (p. €j. chirps lineales). Pero aparecen problemas al analizar sefiales mas
complejas, por ejemplo la suma de sefiales simples. En éstos casos el resultado no es la suma de las WVD de
aquellas, sino que aparecen “términos de interferencia”. En definitiva, la WVD no es lineal. En [TOR/99] hay una
descripcion mas detallada, y se muestran ejemplos donde la alinealidad queda en evidencia.

Existen versiones continuas y discretizaciones (necesarias para trabajar en una computadora) que sirven para el
analisis (con diferentes particularidades en cada caso), pero no permiten la reconstruccion de la sefial.

En [NEW/97] se hace una comparacion entre la WVD discretizada, la STFT y la CWT discretizada aplicandolas al
analisis; concluyéndose en las ventajas de la CWT sobre los otros métodos.

Transformada de Fourier con ventana o transformada de Gabor

La transformada continua de Gabor o transformada de Fourier con ventana (STFT), y su version discreta, son
técnicas para dotar de localizacion temporal a la transformada de Fourier. Estan descritas en [TOR/99], [DAU/92] y
[ESP/02].

La transformada continua es una transformada invertible entre LZ(R) y LZ(RZ). En la practica se usan siempre
versiones discretizadas.

Se usa una Unica ventana temporal para el andlisis en todas las bandas. Esto significa que la resolucién temporal y
la resolucion frecuencial son constantes, y no pueden ajustarse para crear bandas de distinto ancho. El resultado
de esto es un mosaico del plano de tiempo - frecuencia con todas las baldosas rectangulares e idénticas, formando
una especie de cuadriculado. La STFT es una representacion redundante, pero existen representaciones que
comparten muchas de sus propiedades, y que son bases. Una de las mas usadas es la MDCT o transformada del
coseno modificada, utilizada por el método de compresién de audio MP3.

Estas representaciones presentan otros inconvenientes. Dentro de una ventana se dan problemas similares a los
de la DFT, porque se considera que (dentro de la ventana) la sefial es estacionaria (periddica). Esto significa que si
aparecen componentes cuya frecuencia no es mdltiplo del tamafio de la ventana, aparecen componentes espureas
en el resultado. Este problema se da muchas veces al usar la DFT y ya fue comentado. Las distintas alternativas
para la ventana intentan paliar este problema (con cierto éxito). También aparecen problemas si en la busqueda de
una resolucion frecuencial buena, apropiada para identificar frecuencias bajas (sonidos graves), se toman ventanas
temporales grandes. Al utilizarse la misma ventana para las frecuencias altas, es posible que sonidos muy cortos no
lleguen a identificarse apropiadamente, agravandose los problemas que comparte con la transformada de Fourier.
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En [NEW/97] se hace una comparacion entre la WVD discretizada, la STFT y la CWT discretizada aplicandolas al
analisis; concluyéndose en las ventajas de la CWT sobre los otros métodos.

Transformada wavelet continua y su discretizacion

La transformada wavelet continua (CWT) fue propuesta por Grossman y Morlet como alternativa al a transformada
continua de Gabor, y esta descrita en [TOR/99]. Es una transformada continua al dominio de tiempo - frecuencia.
Se toma una unica funcién, llamada wavelet, que contiene la mayor parte de su energia localizada en un intervalo
temporal y en un intervalo frecuencial. La primera eleccion es la llamada wavelet Morlet, una gaussiana modulada,
por su optima localizacién en el tiempo y en la frecuencia. En [DAU/92], p.76 hay una descripcion, en el contexto de
las discretizaciones redundantes llamadas “frames” (que no forman bases) de la transformada continua. Esta
wavelet es trasladada en el tiempo y simultaneamente dilatada (o sea trasladada en la frecuencia). Cada escala o
dilatacion modifica la frecuencia en la que esta centrado el espectro, y entonces cada dilatacion esta asociada a una
frecuencia “central”. La transformada mide para cada instante y cada frecuencia (y su dilatacion correspondiente) la
correlacion entre la sefal original y la wavelet trasladada y dilatada.

En las implementaciones para computadoras, se discretiza tiempo y escala. Cuan fino debe ser el muestreo en
cada eje depende de la aplicacién, pero también debe ajustarse cuidadosamente a las caracteristicas de
localizacion temporal y frecuencial de la wavelet seleccionada. Se construye asi un mapa de la distribucion de la
energia de la sefal en el tiempo y en la frecuencia, con muy buena resolucién, acercandose al principio de
incertidumbre de Heisenberg. En [NEW/97] se describen ciertas wavelets desarrolladas para el analisis usando la
CWT, llamadas Wavelets Arménicas (Harmonic Wavelets).

Eligiendo adecuadamente la wavelet, es posible ajustar la representacion a la escala musical. De cualquier manera,
estas técnicas son utiles para el andlisis pero no para el procesamiento, porque las discretizaciones entregan
representaciones muy redundantes de la sefial. Si bien esto no impide la reconstruccion, dificulta el procesamiento
en el dominio de tiempo — frecuencia, porque al haber redundancia, distintos conjuntos de coeficientes generaran la
misma sefial, y no resultara facil determinar qué manipulacién de los coeficientes es la que hay que hacer para
obtener un resultado en particular. Por ejemplo, un muestreo excesivamente fino del plano de tiempo — frecuencia
sugiere que seria posible reconstruir una sefial afectando un intervalo temporal y frecuencial extremadamente
pequeno, menor que el limite impuesto por el principio de incertidumbre. Es claro que los resultados decepcionaran
al usuario: la magia no existe. Esta técnica esta descripta en [ESP/02] y [NEW/97]. En [NEW/97] se hace una
comparacion entre la WV discretizada, la STFT y la CWT discretizada aplicandolas al analisis; concluyéndose en
las ventajas de la CWT sobre los otros métodos. En [OLM/99] se detalla una aplicacion al analisis de musica y
reconocimiento automatico de melodias. En este trabajo se introduce una familia de wavelets continuas
especialmente adaptadas al andlisis de musica llamada wavelet Log-Morlet.

Transformada wavelet discreta diadica
Las transformadas wavelet discretas usuales (DWT diadicas, o DDWT) no son una discretizacion de las CWT.

Se utilizan dos funciones fundamentales continuas: la funcion de escala @, y la wavelet ¥, . Como primer paso,
se toma una cierta funcién de escala ®,. La propiedad principal de esta funcién es que desplazéandola por

e . . . 2 .
muiltiplos enteros de cierto At forman una base ortogonal de ciertos subespacios de L“(R). En particular, pueden
representarse funciones constantes, lineales, y en algunos casos cuadraticas y polindmicas de grados mayores.
Llamemos a este espacio V,. Consideremos ahora la funciéon @ _,, que es @, dilatada por un factor 2:

D, (x)=®,(x/2). Los desplazamientos de @ _, forman una base de un espacio llamado V.. Ahora entra en
escena ¥ . ®_ NY,,y sus desplazamientos por mdltiplos enteros de 2 A¢ forman una base de un espacio
llamado V.. Por la forma en que se construyen @ | y ‘¥ | (para ser utilizadas juntas) resulta que Vo= W_; & V.;.
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Esto puede repetirse, obteniendo @ , y ‘¥, tales que V1= W, ® V.,. O sea, Vo= W_® (V, ® W_,). Repitiendo
esto k veces, tenemos Vo=W_1 @ (... ® (Vi ® WJ)).

El calculo de la transformada consiste en partir de una secuencia de coeficientes que corresponden a la funcién
continua original, pero expresada en la base formada por desplazamientos de @,,. Entonces, por convolucién con

dos filtros (asociados a @, y ‘¥, ) y submuestreo, se expresa la sefial en la base formada por @ _, y ‘¥’ . Esto se
repite para los coeficientes de @ _,, para expresar la sefial en la base fomada por W |, ¥ , y @ _,. Esto se

repite k veces, y la sefial queda expresada en la base formada por ¥, ... ¥_, y @ _, . La antitransformada es
revertir todos los pasos usando dos filtros apropiados, y sobremuestreo intercalando ceros.

Para aplicar esta transformada a sefiales discretas en vez de funciones continuas, la secuencia de coeficientes
inicial es directamente la sefial a transformar. Esto debe tenerse en cuenta el elegir la wavelet a utilizar.

Estas técnicas evitan el costo de almacenar las bases de los distintos espacios; y son muy eficientes en el calculo:
si la cantidad de bandas k es constante, tenemos O(n) con n el tamafio de la sefal.

Si las propiedades de localizacion temporal y frecuencial de @, y ‘¥, son apropiadas, el resultado es un mosaico

del plano como el que se muestra en la figura, donde las bandas de frecuencias mas altas tienen mejor resolucion
temporal y aquellas correspondientes a las frecuencias mas bajas tienen mejor resolucion frecuencial.

Los elementos de la base y los coeficientes son reales. Para representar una sefial de N muestras temporales se
usan N coeficientes.

Como ya dijimos, las representaciones son no redundantes y generan bases. Son entonces transformadas
invertibles. La localizacion temporal y frecuencial depende de la wavelet utilizada, pero en ninglin caso sera mejor
que una octava. Esto significa que cada banda abarca al menos 12 notas de la escala.

En esta figura se muestra el mosaico correspondiente a una base construida con 6 bandas o dilataciones de la
wavelet, y la funcion de escala. Tenemos de nuevo 64 baldosas de igual area. La resolucion frecuencial es de una

octava: cada banda / de frecuencias va desde cierta f, (/) hasta f (I)=2f (/) y abarca un ancho

(“bandwidth”) bw(/) = £, . (), la resolucion temporal (y la longitud de cada baldosa) es long(l) =1/2bw(l),y
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mantiene la cantidad de baldosas y las areas iguales a las de la base candnica. La resolucion temporal mejora para
frecuencias altas, y empeora para frecuencias bajas. Esto resulta deseable para procesar sonido, pero el
inconveniente es que nuestro oido tiene una resolucion frecuencial mucho mejor que una octava (y una resolucion
temporal mas pobre, porque nuestro oido también debe respetar el principio de incertidumbre de Heisenberg).

Adicionalmente debe tenerse en cuenta que cambiar la eleccion de la wavelet afecta la localizacion temporal y
frecuencial de los elementos, modificando la forma en que se ajustan al mosaico del plano; pero el mosaico es
siempre el mismo. Esto ocurre incluso con las wavelets discretas de Daubechies, que tienen soporte frecuencial
muy amplio, y soporte temporal compacto pero siempre mayor que una baldosa. En aplicaciones en las que
interesa especialmente el teselado del plano es importante utilizar wavelets que se ajusten a cada baldosa lo mejor
posible.

Esta técnica esta descripta en detalle en [DAU/92], [STR/97a], [STR/97b], [TOR/99] y [ESP/02].
Wavelets M-adicas

Las Wavelets M-adicas son una generalizacion de la DWT diadica, y permiten mayor flexibilidad en el balance
entre resolucion temporal y frecuencial. Generan mosaicos del plano.

Las wavelets M-adicas buscan incrementar la resoluciéon frecuencial a costa de la resolucion temporal. Esto es
deseable, pero la manera en que lo hacen es en cada iteracion del algoritmo dividir el espectro disponible en m
bandas de igual ancho. Luego, se repite €l procedimiento sobre la banda inferior recién generada. Esto se repite
sucesivamente tantas veces como se desee (y permita la longitud de la sefial). Las traslaciones y submuestreos
aplicados son siempre enteros. Por esta razén no es posible obtener el balance entre resolucién temporal y
frecuencial necesario, por ejemplo, para analizar los tonos de una sefial musical.

El ejemplo muestra el mosaico correspondiente a m = 4, iterando el algoritmo 3 veces. Tenemos otra vez 64
baldosas de igual area que en la canénica. Tenemos bandas vecinas de igual ancho, y también vemos bandas
vecinas donde una tiene el un ancho m veces mayor que la otra. Nuestro oido no funciona de esta manera.

Al igual que en las DWT diadicas, la eleccion de la wavelet afecta la localizacion temporal y frecuencial de los
elementos de la base, y su ajuste al mosaico, sin modificar el mosaico en si.
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Bases optimizadas para cada senal

Existen diversos trabajos publicados e investigacion en curso sobre el problema de elegir una base especialmente
adaptada a la sefal a representar. El objetivo buscado es elegir una base que permita minimizar la cantidad de
coeficientes necesarios para representar cierta sefial. La base se arma eligiendo elementos de un diccionario de
elementos.

Entre las técnicas de este tipo podemos citar “Matching Pursuit” (S. Mallat y Z. Zhang), “Best Basis” (R. Coifman y
V. Wickerhauser) y “Basis Pursuit” (D. Donoho). Estan descriptas someramente en [STR/97a), pag. 85.

Estas técnicas generan bases. Son entonces transformadas invertibles. Sus principales aplicaciones incluyen el
analisis de sefales, y la compresién; pero no el procesamiento en general. La razon de esto es que las bases de
este tipo carecen de “ecuanimidad” y favorecen la reconstruccion de ciertas sefales (las que se ajustan mejor a la
base). Entonces se condiciona el tipo de operaciones que resulta mas facil aplicar. Por ejemplo, de usarse para
construir un ecualizador (que permite ajustar el nivel del sonido en bandas de frecuencia), tendriamos un
ecualizador cuyas bandas cambian segun la sefial y entonces permiten distintos tipos de ecualizacién para distintos
tipos de sefales.

“Mosaicos arbitrarios del plano de tiempo - frecuencia usando bases locales” (Bemardini /
Kovacevic)

En el articulo con este nombre (“Arbitrary Tilings of the Time-Frequency plane using local bases”), ([BER/99])
Bernardini y Kovacevic desarrollan una interesante técnica para obtener bases ortogonales que aproximan
cualquier mosaico del plano de tiempo - frecuencia. El resultado es realmente novedoso y prometedor. El problema
atacado es similar al de este trabajo, pero es aun mas general.

En vez de restringirse a mosaicos del plano donde cada banda tenga un ancho de banda relativo constante, como
la escala musical; permiten practicamente cualquier mosaico del plano. La manera de especificar el mosaico
deseado es la siguiente: si tenemos una sefial de N muestras, sabemos que podemos representarla en una
resolucion maxima de N instantes (representacion temporal) o una resolucion maxima de N/2 frecuencias
(utilizando coeficientes complejos en el dominio de Fourier, sabiendo que las sefiales son reales). Dividamos el
plano (acotado en tiempo y frecuencia a la sefial y al muestreo) en N/2 franjas horizontales y N franjas verticales.
Tenemos una grilla con N2 elementos, y sabemos que es imposible tener una representacion con tanta
resolucion. Sabemos que cualquier area rectangular formada por N/2 elementos de la grilla se ajustara al principio
de incertidumbre (permitiendo utilizar bases y coeficientes reales). Esto es justamente lo que esta técnica nos
permite hacer. Podemos especificar cualquier conjunto de N baldosas, cada una formada por N/2 elementos de la
grilla, tales que formen una particion del plano (que no haya superposiciones ni huecos), y la forma de cada baldosa
resulte rectangular. Vemos entonces que el ancho (intervalo temporal) de cada baldosa es mudiltiplo del intervalo de

muestreo 1/ £, , y que la altura (intervalo frecuencial) de cada uno es muiltiplo de 1/t, donde t es la longitud de la

sefial en segundos. Con la técnica propuesta se genera automaticamente una base ortogonal que respeta el
mosaico pedido en forma aproximada.

El enfoque es completamente distinto al de este trabajo, sin embargo, es valido comparar los resultados obtenidos.

Véase los graficos de respuesta en frecuencia de la pagina 23 de [BER/99], y comparese con los incluidos mas
adelante en este trabajo. Posteriormente se incluye también un comentario sobre la comparacion.
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Resumen de Técnicas Convencionales

El siguiente cuadro presenta en forma resumida las caracteristicas mas relevantes de las técnicas descriptas.

Propor- | Transfor- | Responde bien a | Proporciona | Proporciona
ciona macion manipulacién de | localizacion | localizacion
bases lineal coeficientes (*) temporal frecuencial
Transformada de  Fourier y|si Si no (1) no Si
transformada del coseno
Wigner - Ville Distributions no no (2) - Si Si
Transformada de Fourier con|si Si Si mala (3) mala (4)
ventana y transformada del coseno
modificada
Transformada wavelet continua no si - si (5) si (5)
Transformada  wavelet  discreta| si Si si (5) regular (6) regular (6)
diadica
Transformadas wavelet M-adicas Si si si (5) regular regular
Bases ortonormales optimizadas | si no (7) no (8) regular (9) regular (9)
para cada sefial
“Mosaicos arbitrarios del plano de|si si si buena regular(10)

tiempo - frecuencia usando bases
locales”

(*) “Responde bien a manipulacion de coeficientes” significa si es posible afectar la amplitud de la sefial en una

baldosa modificando Unicamente el coeficiente correspondiente a ella, afectando razonablemente poco a las otras

baldosas, y dependiendo razonablemente poco de los otros coeficientes.

P e
~NOoO O~ WN -~

Si, si la wavelet es esta bien localizada en el tiempo y en la frecuencia
Regular, balance entre resolucion temporal y frecuencial no ajustable
No, porque al sumar dos sefiales se obtiene una sefal que debe escribirse en una base que no es la base de
ninguna de las sefiales iniciales.

) No, por falta de localizacion temporal y por fenémenos de interferencia que aparecen para compensarla.
) No, aparecen “Términos de Interferencia”

) Mala, una Unica resolucion temporal a todas las bandas de analisis

) Mala, una unica resolucion frecuencial absoluta a todas las bandas de analisis
)

)

)

(8) No, porque al reducirse la cantidad de coeficientes utilizada, se hace que cada coeficiente represente a mas de
una baldosa. Adicionalmente, al no haber una base candnica, no es posible establecer una semantica para los
coeficientes que sea independiente de la sefial; y esto dificulta elegir €l criterio para su manipulacion.

(9) Regular, limitado al diccionario utilizado (usualmente diadico)

(10)Regular. Véanse los resultados obtenidos por los autores en [BER/99].
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Una nueva wavelet discreta para musica

Antes de este trabajo, no se conocian bases con las caracteristicas deseadas. Por lo tanto, de existir, era necesario
encontrarlas. La estrategia elegida no involucra encajes de subespacios de aproximacion, como se hace en
wavelets diddicas y M-adicas.

Se supone una longitud de sefial N, y se construye un mosaico del plano de tiempo — frecuencia de N baldosas. A
continuacién se construye una base de RY, ajustando sus elementos a este mosaico. Los elementos de estas
bases son vectores de dimensiéon N, y se los construye a partir de una discretizacién de la wavelet Morlet. La
wavelet Morlet es una de las mas utilizadas en la CWT, por su 6ptimo balance entre localizacion temporal y

frecuencial. (Ver [DAU/92], p.76. y [STR/97a], p.67.). La wavelet Morlet es una funciéon compleja (R->C). Como este
trabajo trata Unicamente sobre sefiales reales, se eligio como primera candidata a una version real:

¥(t) = b/me "™, cos(27.f,.1) .
El parametro b controla el ancho de la gaussiana, y fq es la frecuencia donde est4 centrado el espectro. La

wavelet esta centrada en tiempo t = 0.

Posteriormente se elimina la correlacion entre los elementos de la base para hacerla ortogonal. Esto se hace en
varias etapas, para mantener las buenas propiedades de localizacion temporal y frecuencial de la wavelet.

A continuacién se describen someramente los contenidos de los titulos que componen esta seccién del trabajo.
Mosaico del plano de tiempo — frecuencia

Aqui se describen las caracteristicas del mosaico construido para reflejar las caracteristicas de la escala musical.
También se detallan los parametros que determinan un mosaico en particular, y como es la construccion del
mosaico a partir de estos parametros.

Funciones elementales

En una transformada wavelet, todos los elementos de utilizados para representar sefiales se construyen mediante
dilatacion y traslacion de dos funciones elementales, llamadas wavelet y funcion de escala. En las bases
propuestas en este trabajo, existen tres funciones elementales. En este punto se las describe.

Propiedades algebraicas de las bases

Se desea que las bases construidas sean ortogonales, o sea que la correlacion entre cualquier par de elementos
sea cero. Conseguir esto manteniendo las otras propiedades de la base es un desafio. En esta seccion se describe
la correlacién entre distintos pares de elemtnos, y cdmo se la ataca en cada caso.

Construccion y ortogonalizacion final de la base

En este punto se describen los pasos finales en la construccion de una base en particular.
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Mosaico del plano de tiempo - frecuencia
Descripcion

Como ya fue expuesto en la Introduccion, el objetivo de este trabajo es encontrar bases wavelet (o al menos
pseudo wavelet) cuyo mosaico del plano de tiempo - frecuencia se ajuste a la escala musical. En este mosaico
cada banda corresponde a un semitono de la escala musical, su ancho de banda (“bandwidth”) es

bw(l) = fo, (D= fi (D), y como  fi.(1)-%2=f, ()= f,(I+1), su ancho de banda relativo

bw. =bw(l)/ f,; (1) =2-1. El ancho de banda relativo es el mismo en todas las bandas (los ingenieros

suelen hablar de “factor Q constante”), porque la escala musical esta adaptada a nuestro oido, que tiene una
respuesta logaritmica a la frecuencia. (Ver Introduccion.)

(Nota: Todas las frecuencias se expresan tomando como unidad a la frecuencia de muestreo f,, y todos los
tiempos se expresan tomando como unidad al intervalo de muestreo 1/ f, . De esta manera, no es necesario

conocer el valor de f, para operar, ni utilizar unidades explicitamente.)

Para cada banda / (determinada por su frecuencia central £, (/) ), determinemos la longitud temporal long(/) de

sus baldosas. En la representacion temporal inicial, el ancho frecuencial de las baldosas es ', y la longitud
temporal es 1. El area de cada baldosa es 2. En el mosaico a construir, la cantidad de baldosas por unidad de
tiempo debe ser la misma, y entonces el area de las baldosas también sera de Y. Entonces, bw/(/)-long(l) =,

(I 1
2-bw(l) 2-bw, - £ (1)

y bw(l) =

En procesamiento de audio normalmente no es de interés trabajar con las frecuencias que resultan demasiado
bajas para resultar audibles por si mismas, y se las suele filtrar (eliminar). Debido a esto (y a semejanza de la
DWT), en las bases presentadas en este trabajo existe un punto arbitrario por debajo del cual se deja de analizar, y
todas las frecuencias inferiores se incluyen en una banda especial cuya Unica funcién es completar el mosaico, a la
que se asocia una funcién discretizada especial, similar a una funcién de escala.

Como el mosaico debe ajustarse a la escala musical, es necesario que cada banda esté centrada sobre la
frecuencia verdadera de la nota que le corresponde. La afinacion de los instrumentos musicales se suele hacer
fijando la nota La de la octava central en 440Hz, y construyendo toda la escala a partir de alli. Pero si utilizamos el
mosaico descrito anteriormente, nuestra banda de menor dilatacion (y mayor frecuencia) capturara las frecuencias

1
entre ———
2-32
superior de la banda mas alta es de 22050 Hz. Al construir las bandas, dividiendo esta frecuencia por
bwr repetidas veces, la banda que resulta contener a 440Hz va desde aprox. 434Hz hasta aprox. 460Hz,

quedando centrada aproximadamente en 447Hz. Esto significa que nuestro mosaico no se ajusta a las verdaderas
frecuencias de las notas utilizadas, y podria decirse que esta desafinado.

y 1/2. Si la tasa de muestro f, es de 44100 Hz (como en el compact disc de audio), la frecuencia

Para corregir esto se agrega una banda superior especial, que captura todas las frecuencias superiores a la
maxima banda de andlisis que nos interesa. Es de alguna manera analoga y complementaria de la funcion de
escala; porque sélo es incluida para completar el mosaico y la base, y es construida especialmente para ésta
funcién. De la misma manera que la funciéon de escala abarca hasta la frecuencia cero, ésta otra debe abarcar

hasta la frecuencia maxima representable £, /2 .
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Parametros del mosaico
¢ N: Longitud de la sefial a representar (cantidad de muestras)

e f,: Frecuencia minima de andlisis. Debe ser mayor que cero y menor que 1/2.

e L: Cantidad de bandas de analisis - 1. Debe ser tal que f, (L) < %. (Ver mas abajo como se calcula

ﬂup (L) )

Jap D = i
f;nf (l)

e bw,: Ancho de banda relativo de todas las bandas de andlisis. Su valor es fijo, bw, =

='J2 -1, donde [ denota a cualquiera de las bandas de andlisis.

Construccion del mosaico

El mosaico esta especificado por los parametros ya mencionados. Dentro de un mosaico posible, identificamos a
una baldosa (y al elemento de la base asociado a ella) mediante:

e /:0. L Es el nimero de banda. 0 es la banda de frecuencias mas bajas (que comienza en f,)y L es la
banda de frecuencias mas alta.

e k:0.. N, Eselnimero de baldosa dentro de labanda /. N, +1 es la cantidad de baldosas de la banda /.

Sap ()
p :122.
f;nf(l) \/_

Adicionalmente definimos la constante a,,: Factor de dilatacion de la wavelet. a, = bw, +1=

Para cualquier banda / tenemos:

e f.. (D=1 aol Es la frecuencia inferior de la banda /.

o Jfuw =1 a,”" Eslafrecuencia superior de la banda /.

Es la frecuencia central de la banda /. Se utiliza en la construccién de los

'fl s l
A AULIA

elementos de la base.

o bwll)= fo,(D)— fi (D) =bw, - fi:([) = bw, f, a,’ Es el ancho de banda de la banda /. Normalmente

sera un numero irracional.

e long(l) = Es la longitud temporal de las baldosas de la banda /. Determina que el area de todas las

2bw(l)
baldosas del mosaico serd igual al area de las baldosas del mosaico de una representacion temporal.
Normalmente sera un nimero irracional.
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N
e N(I) = redondeo —1 La cantidad de mosaicos de la banda /, menos 1. Seran tantos como
long (1)
quepan en la longitud de la sefial. El ultimo mosaico puede estar incompleto, pero debe caber al menos la
mitad de él.

Para cualquier baldosa k de una banda / tenemos:

(I,k) = k long(l) Elinstante donde comienza la baldosa.

tinic
o 1,,(l,k) =(k+1) long(l) Elinstante donde termina la baldosa.

t....(l,k) = (k+1/2) long(l) El instante central de la baldosa. Se utiliza en la construccion de los elementos

de la base.

Adicionalmente, resulta conveniente definir un orden para los elementos de la base y las muestras. Este orden se
respetara al construir la base como una matriz con los elementos como columnas, y se respetard también al
almacenar secuencialmente los coeficientes de las sefiales transformadas. Se elije la convencion de ordenar por

t....(1,k) vy sise repiteran valores, ordenar entre ellos por /.
A continuacién se muestra es un ejemplo de mosaico con banda superior y funcion de escala. Los parametros son:
N =256, f, = 1/5, L= 12-1 = 11. La banda superior resultante captura las frecuencias superiores a 2/5.

1/2

S o (L)
e | N I N | |

L+ 1bandas

Jo= Fae(0) ! l
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Funciones elementales
Ajuste de los elementos de la base al mosaico del plano

Una vez que se establece el mosaico del plano que se desea obtener, es necesario hallar una base con localizacion
temporal y frecuencial que se ajuste lo mejor posible a él. Se ha estudiado extensamente la construccion de bases
ortogonales y biortogonales para el caso diadico y M-adico.

Como ya se dijo, es imposible obtener una sefial con soporte compacto a la vez en el tiempo y en la frecuencia.
Esto significa que en realidad cada elemento de la base ocupa muchas (de hecho, infinitas) baldosas, y que
Unicamente esté centrado en una baldosa en la cual concentra la mayor parte de su energia. Ademas, al mejorar la
localizacion en el tiempo se la empeora en la frecuencia, y viceversa. Esto significa que podemos elegir respetar
mejor la localizacion en un dominio que en el otro, sin modificar el mosaico, pero afectando la localizacion de los
elementos en cada dominio. Esta consideracion resulta pertinente porque el oido humano es mas sensible a la falta
de localizacién frecuencial que temporal (contrariamente a las wavelets discretas convencionales; que privilegian el
soporte temporal compacto por sobre la localizacion frecuencial). Por lo tanto al construir bases se privilegiara el
ajuste a la banda de frecuencias de cada baldosa, descuidando (en la medida de lo necesario) la localizacion
temporal, y permitiendo que las wavelets de baldosas vecinas dentro de la misma banda se superpongan en el
tiempo de manera considerable.

Como consecuencia de la construccion del mosaico, el intervalo de muestreo de los coeficientes de las distintas
bandas en general no es multiplo del intervalo de muestreo de la sefial temporal 1/ f, . Esto significa que los

distintos elementos de la base correspondientes a una misma banda no pueden construirse desplazando en una
cantidad entera de muestras un primer elemento ya muestreado, sino que deben ser muestreados
independientemente de los otros. Esto sugiere la conveniencia de trabajar aimacenando las bases en matrices,
donde cada columna contiene un elemento de la base.

Wavelet

Para el andlisis de sefiales mediante la CWT discretizada, suele utilizarse como wavelet una gaussiana modulada,
o wavelet Morlet. (Ver [DAU/92], p.76). Esta wavelet alcanza el limite tedrico a la localizacion temporal y frecuencial
determinado por el principio de incertidumbre de Heisenberg. (Véase [STR/97a], p.67.)

En una transformada wavelet, todos los elementos de la base que corresponden a bandas de analisis son
dilataciones y desplazamientos de un Unica wavelet fundamental. Esta wavelet es dilatada y desplazada para
ubicarla sobre cada baldosa del mosaico. A la baldosa que corresponde a la wavelet fundamental la llamamos
baldosa canonica. Como esta wavelet no corresponde a ningin mosaico en particular, la baldosa candnica no
forma parte del mosaico.

La wavelet Morlet es una funcién compleja (R->C). Como este trabajo trata Unicamente sobre sefiales reales, se
eligi6 como primera candidata a una version real:

Y (1) = balz.e ™) .cos(27.f, ).

El parametro b controla el ancho de la gaussiana, y fq es la frecuencia donde esta centrado el espectro. La
wavelet y su baldosa canonica (como es usual) estan centradas en tiempo t = 0. Por lo tanto el Unico parametro
relevante de la baldosa candnica es f q-
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En la construccidon de las bases, es necesario ubicar esta wavelet centrandola en tiempo y en frecuencia sobre
cada baldosa. Para ubicarla sobre una baldosa cualquiera (/, k) del mosaico es necesario centrarla temporalmente

sobre el ¢ =t (l,k) vy frecuenciaimente sobre laf = f  (/)de la baldosa en cuestion. Para esto

cent

reemplazamos ¢por (¢ —1,.) f./ f, . De estamanera:

W, (1) =blme T cosm f(1-1,)) .

Sin embargo, antes de construir la base de esta manera, resulta muy conveniente operar sobre la wavelet para
hacerla ortogonal a sus desplazamientos sobre distintos ¢, . La forma de hacer esto es construyéndola sobre su

baldosa canénica y muestrearla finamente, para luego ortogonalizar esta versidon muestreada contra sus
desplazamientos. Esta sera utilizada posteriormente para construir las bases.

Como vimos antes, las frecuencias se expresan tomando como unidad a la frecuencia de muestreo f,, y los

tiempos se expresan tomando como unidad al intervalo de muestreo 1/ £, . Esto significa que el muestreo de la

wavelet consiste simplemente en evaluarla en valores enteros. Se realiza un muestreo fino, tomando 2'® muestras.
Esto permite posteriormente obtener los elementos de las bases (remuestreos mas gruesos) mediante interpolacion
lineal, con muy poco error.

Los parametros para determinar la baldosa candnica son los mismos que ya vimos en la construccion de cada
baldosa del mosaico, pero para operar comodamente en la ortogonalizacion (sin necesitar remuestrear la wavelet a

cada desplazamiento), se elije que el desplazamiento temporal long ,Seaenteroy se determina f, g @ partir de él.

Para long g € adopta el valor 1000, porque proporciona un muestreo detallado de la wavelet, y permite capturar

en 2'® muestras su parte central, donde alcanza valores relevantes.

Como antes, bw, = /2 1.

1
Ya vimos que longq = T , Y en consecuencia bwq = 1/2000.
\

w bw
Como bw, = —" , entonces f;, =—=.
inf g T bw,
bw, bw, bw
Finamente f, = fi,, +— " ="+ "1 ! ! =0.00865858 .

= +
2 bw, 2 2000(%2-1) 2000-2

Se adopta b = 0.3 l-bmgl = 0.000155. Este valor se elije porque graficando la wavelet y su espectro se observa un

balance apropiado entre localizacion temporal y frecuencial. Como veremos mas adelate (titulo “Ortogonalizacion
de los elementos de la misma banda”), tenemos una técnica para controlar la correlacion debida a la falta de
localizacién temporal de la wavelet. Pero no tenemos una técnica general para controlar la correlacion debida a la
falta de localizacion frecuencial de la wavelet. Por esta razén se decide privilegiar la localizacion frecuencial por
sobre la temporal, y utilizar wavelets con el espectro mas concentrado, y con el soporte temporal ensanchado. De
esta manera las distintas traslaciones de la misma dilatacion tienen mayor solapamiento (y correlacion), pero como
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veremos es posible operar entre ellas ortogonalizandolas, propiedad que se mantendra en todas las dilataciones de
la wavelet.

En la siguiente figura se observan dos desplazamientos de la wavelet, y su transformada de Fourier. Debajo se
observa un detalle de los 2 desplazamientos y su producto. La suma del producto equivale a la correlacion entre los
desplazamientos (por estar ya normalizados). El grafico del producto sirve entonces para tener una primera
aproximacion a la correlacion de los 2 desplazamientos vecinos: Se observa que esta mayormente por debajo de
cero: habra correlacion, y sera negativa.

! I
wavelet madre | | wavelet madre, transformada de Fourier

. - 2 dilataciones vecinas
2 desplazamientos vecinos

Largo de la baldosa candnica Ancho de la baldosa candnica

wavelet madre
2 desplazamientos vecinos, detalle
¥ su producto [en otra escala)

T
i

~—m—

I

Funcion de Escala

Para construir la funcion de escala, se tomé la mitad superior del espectro de la wavelet (desde el centro de la
banda y hacia frecuencias altas); pero se modifico desde el centro de la banda hacia la izquierda, hasta la
frecuencia cero, haciéndolo valer 1. Al aplicar la transformada discreta de Fourier inversa se obtiene la funcién de
escala discretizada en el dominio temporal. La razén para construirla de esta manera es que de esta funcién lo
Unico que realmente interesa es que su espectro abarque las frecuencias inferiores a las bandas de analisis, para
no afectar al procesamiento que se realice en el dominio transformado.



funcidn de escala
ﬂ transformada de Fourier

funcidn de escala

2 desplazamientos vecinos n

funcion de escala
2 desplazamientos vecinos, detalle
¥ su producto [en otra escala)

T O T

“Funcion de Escala Espejada”

Llamamos de esta manera a la funcién elemental utilizada para construir los elementos de la base correspondientes
a las baldosas de la banda especial superior. Para construir estos elementos se aprovecha que ya fue construida la
funcién de escala, como se describe a continuacion.

Si una sefal es real y par (y entonces su transformada de Fourier es par y real), la manera de desplazar su
espectro operando en el dominio temporal es multiplicandola por un coseno de frecuencia igual al desplazamiento
buscado. O sea, si H(f) es la transformada de Fourier (real) de h(t), entonces H(f — fo) es la transformada de Fourier
de h(t)cos(2mfot)

Esta técnica de modulacién es equivalente al desplazamiento en el dominio de Fourier y la posterior
antitransformacion. Si se hace esto con un coseno de frecuencia f, /2, entonces el espectro se desplaza en esa

misma cantidad. El efecto es reemplazar el espectro entre 0y f, /2 por el espectro entre - £, /2 y 0 (frecuencias

negativas). Como en este el espectro es par, lo que se consigue es invertir el espectro horizontalmente, y la funcion
de escala se transforma en una sefial que captura todas las frecuencias superiores a una dada. Esto es justamente

lo requerido para la banda superior. Como la unidad de frecuencia es f.

entonces la frecuencia f,/2 la

s

escribimos como %. El coseno de frecuencia Y2 es cos(2 n Y2 t) = cos(n t), y es la secuencia (1, -1, 1, -1, ...), y €l
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espejado del espectro se consigue simplemente cambiando el signo de la sefial muestra por medio. (Este efecto es
muy popular, por su facilidad de aplicacion.)

Por ejemplo, supongamos que se analizara una sefial muestreada con calidad de CD (compact disc). La frecuencia
de muestreo f, es de 44,1 KHz, y la méxima frecuencia representable £, /2 es de 22,05 KHz. Supongamos que

solo es necesario analizar hasta 18KHz. Entonces se construye una funcién de escala remuestreada para tener su
frecuencia de corte a 22050-18Hz, o sea 4050Hz. El ancho de las baldosas sera el correspondiente a 4050Hz. Y
para acomodar el espectro a las frecuencias altas, se multiplica por —1 muestra por medio.

funcidn de escala espejada
2 desplazamientos vecinos

funcidn de escala espejada
transformada de Fourier

funcién de escala espejada
2 despl . - detall

¥ su producto [en olra escala)




Propiedades algebraicas de las bases

Los elementos de las bases construidas al centrar una wavelet o funcién de escala en cada baldosa resultan
linealmente independientes (y por eso podemos construir bases). Pero presentan una correlacion excesiva para
poder calcular la transformada en forma numéricamente estable.

Idealmente quisiéramos una bases ortogonales, pero obtener bases de Riesz sera suficiente. (Una base A es de
Riesz si los autovalores de A'A estan acotados por encima y por debajo por dos numeros positivos.) Utilizar una
base de Riesz es necesario para poder calcular la transformada y la antitransformada en forma estable. (Para mas
detalles ver [STR/97a], p.69) Si ademas la base resulta ser ortogonal se simplifican enormemente los calculos, ya
que calcular la transformada es simplemente multiplicar la sefial por la traspuesta de la base. Por lo tanto
buscaremos siempre conjuntos de vectores con localizacion ajustada al mosaico, y con la menor correlacién posible
(correlacién cero entre todo par de vectores significa que la base es ortogonal).

Correlacion entre los elementos

Para disminuir la correlacion entre los elementos de las bases (ya sea para obtener bases ortogonales, o para
obtener bases de Riesz), es preciso restar a cada elemento cierta combinacion lineal de elementos con los que
tiene una correlacion significativa.

Un elemento de una base solo puede tener correlacion significativa con otros elementos que sean cercanos
temporalmente. Veamos por qué. En algebra lineal se define a la correlacion entre dos vectores f y g como

ﬁ. Si los vectores (o sefiales) estan normalizados, la correlacion es <f, g> = z f(t)-g(t). Sino hay
171 lel ,

ningun intervalo temporal en donde tanto f como g tengan valores considerables, la sumatoria sera muy pequefia y

tendremos muy poca correlacién.

Adicionalmente, un elemento de una base sélo puede tener correlacion significativa con otros elementos que
tengan espectro cercano frecuencialmente. Veamos por qué. Llamemos h(t) = f(t)-g(t), y lamemos F, Gy H a las
transformadas discretas de Fourier de f, g y h. Por propiedades de la transformada de Fourier, H = F * G (donde *

denota la operacion de convolucion). H( f) = ZF(W) -G(f —w). En particular, H(0) = ZF(W) -G(—=w),y

como el espectro es simétrico, H(0) = ZF (w) - G(w) . Si no hay ningun intervalo de frecuencias donde tanto F

w

como G tengan valores considerables, H(0) resulta muy pequefio. Pero H(f) = z h(t)e ™™ '™ (Definicion de la
t

transformada de Fourier discreta), y entonces H(0) = Zh(z‘) =z f(@)-gt)=<f,g>. Por lo tanto la
t t
correlacion sera muy pequefia también en este caso.

Esto significa que no es tan importante la correlacion entre elementos centrados en tiempos o frecuencias lejanas,
pero si sera necesario operar entre elementos de la misma banda y de bandas cercanas que ademas estén
cercanos en el tiempo. Esto provocara una dilucion tanto de la localizacién temporal como de la localizacion
frecuencial a estas bandas y tiempos cercanos. Es importante en estos casos atacar la correlacion con técnicas
especificas, que preserven en la medida de lo posible la localizacién temporal y frecuencial de los elementos de la
base.



Ortogonalizacion de los elementos de distintas bandas

La distancia entre el tiy (/,) de cada baldosa de una banda /, y tic (/, ) de la baldosa mas cercana de una banda
[, va variando a lo largo del mosaico, pero si existe un k entero tal que k long(l,) = (k+1) long(l,), entonces el

. . . . . . 1,—1,
patron se repite. Sin embargo, para dos bandas /, y /, , la razon entre sus longitudes sera a,° ", generalmente un

numero irracional (excepto para las bandas separadas a n octavas: la razon entre sus longitudes sera 2"). Por esto,
la distancia temporal entre pares de elementos de 2 bandas distintas nunca se repite. Esto dificulta en gran medida
el andlisis de la correlacién entre elementos de distintas bandas: habra que estudiar y eliminar la correlacion entre
todos los posibles pares de elementos uno por uno. Para esto, es preciso construir la base primero y ortogonalizarla
después. Ver seccion siguiente: “Construccion y ortogonalizacion final de la base”.

Ortogonalizacion de los elementos de una misma banda

Al considerar pares de elementos que correspondan a la misma dilatacion, resulta posible realizar la
ortogonalizacién sélo una vez. El resultado es una wavelet que es ortogonal a sus desplazamientos sobre todas las
baldosas de su misma banda. Posteriormente esta nueva wavelet sera utilizada para construir todos los elementos

de todas las bandas de analisis de la base.

Dentro de cualquier banda, y en particular de la banda de la baldosa candnica, la distancia entre dos elementos es
muiltiplo de la distancia entre elementos consecutivos (long ,Eeneste caso), por la construccion del mosaico.

Llamemos F(t) = Pq(t), y G(t) = Wq(t — k long ), con k € N. Vamos a mostrar que F L G =>f L g, donde son
muestreos con una tasa suficientemente alta de F y G.

Llamemos H(t) = F(t) G(t). Sean f y g muestreos de F y G con una frecuencia de muestreo F; igual o mayor a 4
veces la componente de mayor frecuencia de F y G. Llamemos h(t) = f(t) g(t). Entonces h(t) sera un muestreo valido
de H(t), ya que su componente de mayor frecuencia no podra superar a la suma de las frecuencias de las
componentes de mayor frecuenciadefy g, o sea Y2 de F..

Sean H la transformadas de Fourier de H. I:I(f) = '[H(t)e’iz””dt :
t

Sea / Ia transformada discreta de Fourier de h. };(f) = Zh(t)efiz’”/”v :
t

Supongamos F L G. Entonces 0 = <F, G>= LF(t) -G(t)dt = '[H(t)dt = H(0).

Como h es un muestreo valido de H, al aplicarle un filtro pasa bajos ideal con frecuencia de muestreo ¥z Fs se
obtiene H. Esto significa que 4 ,, = H ,\Vf < F/ En particular, hoy =H g =0.

Pero 1(0)= Y h(t) =Y. f (1) g(t) =<f, g>.

Por lo tanto f y g son ortogonales.
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Esto significa que es posible realizar la ortogonalizacion de la wavelet contra los demas desplazamientos de su
misma dilatacion solo una vez. La wavelet resultante sera ortogonal a sus desplazamientos muiltiplos de long 4 €N

cualquier muestreo que cumpla con las hipotesis.
Ortogonalizacion contra desplazamientos a distancias impares

En el curso de los experimentos que se hicieron para desarrollar todas estas ideas, al ortogonalizar la wavelet
construida contra los desplazamientos inmediatamente vecinos de la misma dilatacion, (+/- 1 long q) se observd

que el espectro se desplaza aproximadamente un 1% hacia las frecuencias altas. Lo que se consigue al hacer esta
ortogonalizacion es ajustar la frecuencia f, ,de la modulacion de la wavelet para que los cosenos de los

desplazamientos vecinos tengan un desfasaje muy cercano a w2, consiguiéndose de esta manera que sean
ortogonales. Pero la relacion entre f Y long ,depende del valor de a,, y no puede cambiarse sin modificar el

mosaico, porque para la banda canénica q (y analogamente para cualquier otra banda) tenemos:

_ﬁnfq+ﬁupq _2.](‘6entq .
ﬂentq_ 7 , 0 8ea infq_b 2’
w.+
bw, -2
bwq= ﬁupq_ﬁnfq =bwr.f‘infq= bwr+2f‘centq;
r

1 _bwr+2_ |
2-bwq 4-bw, fmmq

y finalmente long , =

_2k+1
4f;rent q

Por otra parte, si modificamos el mosaico, tomando bw, = 1/k, (con k entero) entonces longq

Recordemos la expresion de la wavelet centrada sobre una baldosa:
—(b.z(t=t.). 1.1 f,)?
¥, (t)=balme " cos(2m S (t - 1,)) .

Consideremos ahora dos desplazamientos distintos, para alguna dilatacion. Uno de ellos sera .= 0, y el otro =

[-long , con [ entero. Los cosenos correspondientes a ellos seran

cos(2z.f 1) y

'2lk+1

cos(2z.f (t—1-long ))=cos(2m- f, -t =27 1

)=cos(2x- f,-t—m-(lk+1/2)).

El desfasaje entre ambos cosenos sera pues de +1/2, para cualquier / y k enteros.

El resultado es una correlacion extremadamente baja, cercana a los limites de precisién del tipo numérico
empleado (Float de 32 bits), casi ortogonalidad. La siguiente tabla muestra la correlacién obtenida para los primeros
vecinos a distancias impares. A distancias mayores, la correlacién se reduce aun mas.
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Vecino a Correlacion
distancia
+1 3.99 e-12
+3 -2.77 e-11
+5 3.19e-12
+7 9.28 e-13
+9 -5.42 e-15

Aproximacion del mosaico por racionales

Como consecuencia de lo recién expuesto, vemos que resulta necesario modificar el mosaico. El paso siguiente es
entonces construir un nuevo mosaico que aproxime lo mejor posible al ideal, pero que cumpla las nuevas

restricciones, que consisten en utilizar Gnicamente bandas /tales que a, = f,,,(!)/ fi,; (1) =1+1/k con k entero.

Una posibilidad consiste en usar dos dilataciones distintas, cercanas a la ideal, e ir intercalando bandas construidas
con ellas para evitar acumular errores que a los pocos semitonos terminen haciéndose inaceptables

Las fracciones de la foma 1+1/k mas cercanas a 1212 =1.05946 son 1+ 1/17=1.05882 y 1+1/16 =1.0625.

Entonces, podemos aproximar una octava (12 semitonos de 32 =1.05946) por 10 bandas ligeramente mas
angostas y 2 bandas ligeramente mas anchas: (1+1/17)" - (1+1/16)° =1.9993725. El error cometido es muy
pequefio. En cada octava (de 12 bandas) se construyeron con 1+1/16 las bandas tercera y novena, y con 1+1/17
las demas.

Ortogonalizacion contra desplazamientos a distancias pares

Ya tenemos practicamente ortogonalidad de un elemento de la base contra los desplazamientos inmediatamente
anterior y posterior dentro de su misma banda (dilataciéon). También tenemos practicamente ortogonalidad contra
vecinos a distancia n impar. Pero tenemos una correlacion significativa contra algunos elementos desplazados a
distancias n par (para distancias mayores a las mostradas en la tabla, la correlaciéon se reduce ain mas):

Vecino a Correlacion
distancia
+2 -0.62
+4 0.15
+6 -0.014
+8 0.0005
+10 -0.0000071
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El primer problema que aparece al intentar ortogonalizar restando la proyeccion contra el otro elemento (como lo
hace Gram Schmidt) es que como todos los elementos estan construidos con la misma wavelet, al modificar uno de
ellos, en realidad los estamos modificando a todos. En particular aquel contra el que queremos ortogonalizar. Por lo
tanto, el nuevo elemento obtenido al restar la proyeccion es ortogonal al desplazamiento de la wavelet antigua, pero
no al de la nueva.

Por otra parte, para mantener la simetria de la wavelet, al restar su proyeccién sobre su vecino ubicado a la
derecha, también lo debemos hacer con su vecino ubicado a la izquierda.

Para complicar aun mas las cosas, al operar contra los vecinos ubicados a +/- 2 baldosas afecta la ortogonalidad
contra vecinos mas lejanos, ubicados a + 4, + 6, £ 8 y + 10 baldosas.

Sin embargo, es suficiente con reducir la correlacién por debajo de cierto umbral, sin ser necesario ortogonalizar
realmente. Esto es asi porque se observd una correlacién significativa (cercana en algunos casos a 0.07) entre
elementos de bandas vecinas correspondientes a una aproximacion racional distinta (una banda con k= 17 y otra
con k = 16). Por lo tanto sera necesaria una ortogonalizacion final de la base completa. Sin embargo si es
conveniente reducir la correlacion todo lo posible para evitar la gran pérdida de localizacion temporal y frecuencial
que se produciria al hacer la ortogonalizacion final partiendo de elementos con correlacion tan alta. Se establece
como umbral aceptable un valor de correlacion de 0.01.

Teniendo en cuenta lo anterior, se procedi6 asi:
e Recorrer los vecinos ubicados an = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22 y 24.

¢ Sila correlacion contra el vecino a distancia n resulta relevante (> 0.01), restar la proyeccién sobre +n y sobre
—n, multiplicandola por un factores c entre 0 y 1, obteniendo una nueva wavelet para cada valor de c. Elegir el ¢
que minimiza la correlacién entre la wavelet resultante y sus desplazamientos +n y —n. La nueva wavelet es la
correspondiente a este c.

e Pasar al siguiente vecino par.

Esta técnica dio buen resultado. El siguiente grafico muestra la wavelet resultado de aplicar esta idea. Solo fue
necesario restar las proyecciones contran =2, 4 y 8, y los coeficientes ¢ usados fueron 0.647453, 0.5556 y 0.5045.
Se muestra s6lo una parte porque es simétrica (par). Las lineas verticales muestran dénde esta centrado el
elemento, y dénde estaran centrados sus desplazamientos vecinos (para la misma dilatacion o banda).

Resulta oportuno comentar por qué esta técnica funciona. Al ortognalizar contra los vecinos a una cierta distancia n,
se afecta la correlacion contra los vecinos a otras distancias. Los vecinos a distancias mayores no son un problema
porque su correlacion sera atacada posteriormente. Pero ademas se afecta la correlacion contra los vecinos mas
cercanos, que fue atacada recientemente.

En este caso se ortogonalizd contra n = 2, 4 y 8. Al tomar n = 2, no hay problema, no hay pasos previos que
pudieran resultar afectados.

Al ortogonalizar con n = 4, se podria afectar la correlacion con los vecinos +2 y —2. Con +2 no hay problema, ya que
para el elemento +4, el elemento +2 resulta ser su elmento —2, y por lo tanto son ortogonales. Con -2 si tenemos un
problema. Para el elemento +4, el —2 resulta ser su —6. Pero el problema no es serio, porque la correlacion original a
+ 6 era —0.014; y como el factor ¢ es 0.5556, se genera una nueva correlacion con el vecino —2, pero menor que
nuestro umbral de 0.01.

Al ortogonalizar con n = 8, pasa algo parecido, pero la correlacion introducida seria con sus elementos —10, -12, y —
14. En todos estos casos la correlacion es despreciable.
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De esta manera se consigue que la correlacion contra todos los vecinos esté por debajo del umbral adoptado.
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Largo de la baldosa candnica I+ »

Construccion y ortogonalizacion final de la base

Para la construccion de la base se eligen los parametros como fue descrito en “Mosaico del plano de tiempo -
frecuencia”. A continuacion se crea una matriz de N por N. Luego se recorren las baldosas en el orden ya descrito y

para cada una se determinan ¢, = ¢, (k) y f.= f.,.(I). Con estos parémetros se muestrea V', () en

valores enteros de t, y se almacena el vector resultante en la columna correspondiente de la matriz. Para los
elementos de la base correspondientes a la funcion de escala y la funcion de escala espejada se procede de
manera analoga. Los muestreos mencionados se obtienen remuestreando las funciones elementales discretizadas
ya descritas, utilizando interpolacion lineal. Esto se hace asi porque la wavelet obtenida en la seccién anterior es el
resultado de un algoritmo que trabaja con una versidon muestreada, y no existe una formula para describirla.

La correlacién obtenida entre elementos de distintas bandas es bastante reducida. Entre todos los pares de bandas
resulta ser menor a 0.01, excepto entre las bandas vecinas obtenidas con aproximaciones racionales distintas. En
estos casos la correlacion es cercana al 0.07. En consecuencia, resulta imprescindible ortogonalizar la base para
poder hacer un calculo estable de la transformada. Una consecuencia muy deseable de esto es la simplificacion de
los calculos, ya que en vez de resolver un sistema de ecuaciones muy grande, alcanza con hacer el producto entre
la sefal y la traspuesta de la matriz de la base. La ortogonalizaciéon implica abandonar parte de la generalidad de
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los experimentos realizados: hasta ahora las bases eran de tamafio indefinido (tan grande como se deseara), a
partir de aqui es necesario trabajar con bases particulares de cierta longitud.

Para efectuar la ortogonalizacion se utilizé el algoritmo de Gram Schmidt Modificado. El algoritmo de
ortogonalizacion ataca la correlacion entre los elementos de a pares. (Los elementos de la base se mantienen
siempre normalizados, pero no se incluye esto en las siguientes férmulas para facilitar la lectura.) El algoritmo toma
cada par de elementos v4 y v, (con correlacion <v4, vo>), y a v, le resta su proyeccion sobre v,, haciendo v4:= v -
<vy, Vo> Vo, Esta operacion degrada la localizacion temporal y la localizacion frecuencial de v4, que ahora se ven
ensanchadas abarcando también las de v,. Pero esto solo es relevante si la correlacion entre ellos era significativa.
Por esto es que es de vital importancia que la correlacion entre los elementos de la base sea lo mas baja posible
antes de ortogonalizar.

Al aplicar el algoritmo aparece un problema adicional. Como las bases son matrices cuadradas es inevitable que los
elementos cercanos al principio y final de la matriz estén recortados. Esto les arruina su localizacion frecuencial.
Esto no es un problema insalvable, porque es suficiente con tomar una base mas grande que la sefial a procesar, y
rellenar ésta con ceros antes y después para mitigar el efecto. Pero si se aplica el Gram Schimdt Modificado, los
primeros elementos son restados de todos los demas. Como su localizacion frecuencial fue seriamente afectada,
tendran correlacion muy alta con muchos otros elementos de la base, y al ortogonalizar se arruina la localizacién
frecuencial de ellos también. La solucion adoptada es armar una nueva matriz, retirando las primeras columnas y
moviéndolas al final. Después se ortogonaliza esta matriz, y las columnas que habian sido movidas se vuelven a
colocar en su posicion original. (En realidad se modifico la iteracion del algoritmo para conseguir este efecto sin
mover columnas.) De esta manera se preservan las buenas propiedades de la parte central de la base.
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Resultados obtenidos

Para realizar pruebas con segmentos de audio se construy6 una base con 3 octavas de analisis, desde el do central
de 261.5Hz hasta el si 2 octavas mas arriba, de 1974.585Hz. La base incluye 36 bandas de analisis, una banda
inferior (o funcién de escala) y una banda superior. La frecuencia de muestreo es baja de 5512.5Hz. Se puede
aplicar a sefiales de 10000 muestras, aproximadamente 1,8 seg. de duracion. Esto puede parecer poco, pero es
suficiente para obtener resultados audibles, y como la matriz es de elementos de tipo float ocupa 10000 x 10000 x 4
bytes, o sea casi 400Mb, que esta cerca del limite de la capacidad de la maquina utilizada para las pruebas.

A continuacion se muestra parte de la base construida. En la parte de la derecha se grafica el espectro (moédulo de
la transformada de Fourier). Se ven las 36 bandas de analisis, con su frecuencia central sefialada por lineas
verticales. La escala de frecuencias es logaritmica, y en consecuencia todas las bandas se ven de igual ancho. No
se grafican todas las frecuencias, se recortaron las frecuencias bajas y altas (correspondientes a la funcion de
escala y la funcion de escala espejada), para que se vean mejor las bandas de andlisis.

1
El sexto elemento corresponde a una banda construida con aproximacion racional 1+ E , Y por lo tanto distinta de

las vecinas. Antes de la ortogonalizacion final, este elemento tenia una correlacion importante con sus vecinos. Al
ortogonalizar se produce una dilucion de la localizacion frecuencial en él y sus vecinos que se observa claramente
en el grafico.
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A continuacién se muestra la respuesta en frecuencia de un elemento tipico de la base. El grafico muestra la
magnitud de la transformada de Fourier , expresada en db (o decibeles, una escala logaritmica usada en audio). El
elemento es el tercero mostrado en el grafico de arriba.
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A continuaciéon se muestra la respuesta en frecuencia del sexto elemento en el gréafico de la base, mas arriba. La
banda vecina inferior (que es el quinto elemento mostrado mas arriba) esta construida con una aproximacion
racional diferente. La respuesta en frecuencia no es tan buena como la mostrada recién, pero es muy buena de
cualquier manera.

0.0 4t

-6.0 4t

-1z.0 9

-15.0 7

-24.0 7

-30.0 7

-36.0 3

—42.0 7

-48.0 7

-54.0 7

-60.0 3

-66.0 3

-78.0 9t

-84.0 Pt

-90.0 Pt

33



En el subtitulo “Mosaicos arbitrarios del plano de tiempo - frecuencia usando bases locales” se comenta sobre la
técnica desarrollada por Bernardini y Kovacevic en [BER/99]. Los siguientes dos graficos estan preparados para ser
directamente comparados con los que aparecen en el trabajo de Bernardini y Kovacevic en la pagina 23. Para ello,
el grafico de respuesta en frecuencia esta graficado en escala frecuencial lineal (eje horizontal), y con el gje vertical
entre 20 y —40db.

Se observa que la localizacién frecuencial es mecho mejor. Esto es de esperar, teniendo en cuenta que la técnica
de Bernardini y Kovacevic es mas general, y que este trabajo busca una familia mas restringida de bases, para
aplicaciones mas especificas.



Conclusiones

Este trabajo presenta el resultado de una iniciativa de investigacion sobre bases ortonormales para representacion
en tiempo y frecuencia de sefiales musicales. Las bases construidas son las primeras desarrolladas
especificamente para este problema.

Sus virtudes incluyen:

Son ortonormales

Tienen excelente localizacién frecuencial
Tienen buena localizacion temporal

Son relativamente faciles de construir

Sus defectos incluyen:

¢ Cada base se construye especificamente para una cierta longitud de sefial

¢ Tienen problemas de localizacién frecuencial en los extremos, y requieren rellenar con ceros la sefial tanto
al inicio como al final

¢ No existe una representacion concisa de las bases

e Para una sefal de longitud n, se requiere n” espacio y O(n3) tiempo de cémputo

Estos defectos son consecuencia de la aproximacion racional y de la necesidad de una ortogonalizacion global
Trabajos Futuros

El préximo objetivo deberia ser hallar bases que corrijan los defectos recién mencionados sin compromenter las
virtudes. También queda como trabajo futuro explorar el comportamiento de estas bases en aplicaciones practicas.

CWT Continuos Wavelet Transform. Véase p.11.

DFT Discrete Fourier Transform. Véase p.8.

DWT Discrete Wavelet Transform. Véase p.11.

DDWT Dyadic Discrete Wavelet Transform.

FT Fourier Transform. Véase p.8.

FFT Fast Fourier Transform. Algoritmo usual para calcular la DFT. Véase p.9.
JPEG Joint Picture Expert Group. Formato comprimido para imagenes (fotos) muy popular.
MDCT Modified Cosine Transform. Véase p.10.

MP3 Formato de audio comprimido muy popular.

STFT Short Time Fourier Transform. Véase p.10.

WVD Wigner-Ville Distribution. Vease p.10.
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