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Resumen

El A-célculo puede verse como un lenguaje de programacién universal en
el que las funciones son “ciudadanos de primera clase”. Este lenguaje puede
representar todas las funciones computables. Resulta de especial interés el estudio
de los sistemas tipados. Los tipos permiten una clasificaciéon o “estratificacion’
del universo de valores y expresiones, en la cual se basan los lenguajes de
programacion modernos para la rapida deteccion del uso inapropiado de funciones,
métodos, etc.

Como una formulaciéon alternativa del A-calculo surge la Logica Combina-
toria, que es un sistema de reescritura en cierto sentido méas simple pero sin
embargo igualmente expresivo. Y del mismo modo que para el A-calculo, existen
formulaciones de Logica Combinatoria tipada.

En esta tesis se dan pruebas de consistencia para distintas versiones del
A-célculo tipado. Para esto se plantean métodos de demostracién puramente
sintacticos, basados en la nocién de variable positiva. Estas pruebas son com-
paradas con otras existentes en la literatura para algunos de los sistemas de
tipos analizados. Se estudian las ventajas y limitaciones del método propuesto,
identificando sistemas para los cuales éste no resulta aplicable, y sobre algunos
de ellos se da una demostracién adecuada.

Al mismo tiempo, se estudia la Logica Combinatoria y sus variantes tipadas
con el fin de definir un sistema de tipos de segundo orden. Se consideran diferentes
opciones para extender el sistema de tipos simples de Curry. El sistema obtenido
resulta equivalente al sistema de tipos polimoérficos F;, del A-célculo, presentado
por Mitchell.
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Abstract

A-calculus can be seen as a universal programming language in which functions
are “first-class citizens”. This language can represent all computable functions.
Of special interest is the study of typed systems. Types allow a classification
or “stratification” for the universe of values and expressions, on which modern
programming languages are based for a quick detection of the inappropriate use
of functions, methods, etc.

As an alternative formulation to A-calculus, Combinatory Logic arises, a
rewriting system in a sense simpler but nevertheless equally expressive. And in the
same way as for lambda-calculus, there exist typed formulations of combinatory
logic.

In the present thesis we give consistency proofs for different typed versions
of the A-calculus. To this effect, we introduce purely syntactical proof methods,
based on the notion of positive variable. Said proofs for the systems analyzed
are compared with other available in the literature. Advantages and limitations
of this method are studied, identifying systems where it cannot be applied, and
for some of them an adequate proof is given.

In addition, we study the Combinatory Logic and its typed variants in order
to define a second-order type system. Different options are considered, extending
Curry’s simply-typed system. The resulting system turns out to be equivalent
to the F,, polymorphic type system for the A-calculus, introduced by Mitchell.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de la reescritura [z, [5], el A-calculo [3, @] puede verse como un lenguaje
de programacién universal en el que las funciones son, como se suele sostener,
“ciudadanos de primera clase”: se puede aplicar una funcién a otra funcién y se
puede devolver una funcién como resultado de otra. A pesar de la simplicidad
de su sintaxis, este lenguaje es suficientemente rico para representar todas las
funciones computables. Desde los origenes de las Ciencias de la Computacion,
el A-calculo ha sido utilizado exitosamente ya que constituye el nicleo de los
lenguajes de programacion funcional, desde LISP hasta los lenguajes de la familia
ML (como Caml, SML y Haskell). Hoy en dia este formalismo es una forma de
sistema de reescritura, sin embargo ain presenta interés en si mismo. Resulta
de especial interés el estudio de los sistemas tipados [g], que se utilizan para
modelar y estudiar los lenguajes tipados, més particularmente la naturaleza de
la nocién de tipo.

El A-calculo admite versiones tipadas [3, @]. Los tipos permiten clasificar
los datos que manipulan los programas. Esta clasificacion o “estratificacion’
del universo de valores y expresiones es un punto clave en el cual se basan los
lenguajes de programaciéon modernos para la rapida deteccién del uso inapropiado
de funciones, métodos, etc. Los sistemas de tipos son sistemas deductivos que
asignan tipos a las expresiones dentro del lenguaje (asi como a programas enteros).
Estos sistemas son ttiles, por ejemplo, para garantizar que el nimero y naturaleza
de los parametros pasados a un procedimiento o método sean los adecuados. En
general, el hecho de que muchos errores comunes puedan detectarse sin necesidad
de ejecutar (o evaluar) un programa dado convierte a los sistemas de tipos en una
componente verdaderamente importante de cualquier lenguaje de programacion.

Los datos y programas pueden tiparse y esto permite garantizar de mejor
manera propiedades de terminacién, asi como el estudio de los valores en estos
sistemas de reescritura. Por otra parte, A-calculo es una herramienta fundamental
para describir el comportamiento de las demostraciones mateméticas a través de
la correspondencia de Curry—Howard [2g], en la cual los tipos representan las
férmulas de una logica determinada. Se usa por tanto A-calculo como base de
los asistentes de prueba actuales.
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Como una formulacion alternativa del A-calculo surge la logica combinatoria
[28], T2, (13}, [14], que es un sistema de reescritura en cierto sentido méas simple
pero sin embargo igualmente expresivo, permitiendo simular el mecanismo de
abstraccion de aquél y representar todas las funciones computables. Este sistema
se puede presentar dentro del esquema de reescritura de términos de primer
orden, lo cual da una mayor simplicidad de representacion y estudio puesto que
no utiliza el concepto de variable ligada.

Del mismo modo que para el A-calculo, existen formulaciones de logica combi-
natoria tipada, lo que lleva a un estudio similar al planteado anteriormente sobre
propiedades de los términos tipables. Ademaés, estos sistemas guardan estrecha
relacion con los planteados para A-calculo, pues resultan equivalentes bajo cierta
nocién. Esto plantea la posibilidad de realizar un anélisis més en detalle sobre
la correspondencia que existe entre ambos formalismos, ya que permite estudiar
el comportamiento de los términos de ambos calculos a través de los tipos que a
estos pueden asignarse.

1.1. Objetivos de la tesis

Nuestra tarea sera el estudio de la consistencia de los sistemas de tipos
principales de las distintas versiones de A-calculo. Fundamentalmente estudiamos
pruebas de consistencia basadas en métodos sintacticos, mas precisamente sobre
la aparicién de variables en las formulas de determinadas maneras, por ejemplo
de manera positiva. Segin la nocion a usar, estas apariciones se preservaran a
lo largo de cada paso de inferencia de tipado, lo que permitira asegurar que no
todas las féormulas son demostrables, o dicho de otro modo, no todos los tipos
son habitados, por lo tanto se tiene asi la consistencia. Sin embargo, no todos los
sistemas permiten las mismas posibilidades, y de lo que se trata es de estudiar
esta diversidad asi como obtener pruebas alternativas para unos u otros en caso
de que sea necesario.

Las pruebas puramente sintacticas como las antedichas tienen interés porque
dejan de lado las nociones seménticas de la légica utilizada, que pueden ser
engorrosas o no estar disponibles. Por otra parte, la ventaja de obtener estas
pruebas radica en su sencillez: no se hacen necesarias las demostraciones de otras
propiedades més costosas del calculo tipado asociado, o que incluso podrian no
valer, entre ellas la normalizacion fuerte o débil de todos los términos tipables.

Asi mismo, haremos extensivo el planteo de sistemas de tipos para la logica
combinatoria, introduciendo un nuevo formalismo que permite la asignacion de
tipos de segundo orden a términos del calculo. Estudiaremos las propiedades
principales de este nuevo sistema y su relacién con el A-calculo tipado de segundo
orden, conocido como System F, y sus variantes propuestas en la literatura. Este
nuevo planteo introduce una nocién de subtipado propia del sistema equivalente
a la presentada por Mitchell en [21], y que a la vez puede ser vista como una
generalizacion de relaciones de subtipado ya conocidas, como la presentada por
Barendregt en [gq] para los tipos interseccion.
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1.2. Preliminares

La presente seccién tiene como fin introducir todos los elementos que el lector
necesita manejar para la mejor comprension de los distintos puntos de esta tesis.
Describimos brevemente los distintos sistemas involucrados en el desarrollo de la
tesis, junto con las propiedades relevantes a las cuales haremos referencia a lo
largo del mismo. Para mas informacion en lo referente a estos formalismos, se
recomienda consultar la bibliografia sugerida en cada caso.

1.2.1. Reescritura basica

Introducimos en primer lugar las nociones basicas de reescritura a las que
haremos referencia de manera recurrente a lo largo del documento. Estos
formalismos son desarrollados con mayor detalle en [z [5].

Definicion 1.2.1. Un sistema abstracto de reescritura (ARS) es un par A =
(A,—a4) , donde A es un conjunto arbitrario de elementos (el carrier set de A)
y — 4 es una relacion binaria sobre A.

La relacion — 4 es usualmente llamada reduccidn y se dice que [ reduce en r
siempre que [ —4 r, con [,r € A.

Denotaremos con — 4, —s4 y —4 (o alternativamente —» 4) a las clausuras
reflexiva, transitiva y reflexiva-transitiva de — 4 respectivamente. Adicionalmen-
te, definimos la equivalencia =4 como la clausura reflexiva, simétrica y transitiva
de la relacion de reduccion.

Decimos que un elemento = € A esta en forma normal si no existe y € A tal
que © — 4 y, es decir, x no es reducible. La condicién de normalizacién fuerte
garantiza la existencia de formas normales.

Definiciéon 1.2.2. Un ARS A = (A,—4) se dice fuertemente normalizante
(SN) si no existe una secuencia infinita de reducciones

My oA My —ap-—aM;—a--
con (M;);en € A.

Por otro lado, un ARS puede tener la propiedad de ser confluente, lo que nos
garantiza la unicidad de formas normales.

Definicién 1.2.3. Un ARS A = (A,—4) es confluente o, equivalentemente,
cumple la propiedad Church—Rosser (CR) sii para elementos cualesquiera M,
My, My € A vale

M—»AMlAM—»AMQéEIMgEA [Ml —»AMg/\MQ—»AMg}

1.2.2. El A-calculo clasico

El A-calculo fue introducido por Church en los anos ’30 [g] como formalizacion
del concepto de funcién computable. Este sirve como base para el paradigma de
lenguajes funcionales, como LISP o la familia de lenguajes ML.
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Sintaxis

El A-calculo posee dos operaciones béasicas: la aplicaciéon y la abstraccion. La
primera notada con la yuxtaposicién de dos términos F'N, donde F' es considerado
la funcién a la cual se le aplica el argumento V. La abstracciéon se denota con el
constructor A, representando Az.M a la funcién de parametro formal x y cuerpo
M. De este modo, el conjunto A de términos del calculo queda definido por:

M=z | MM | Xe.M

donde x es una variable de un conjunto infinito numerable V.

Como convencién la aplicacion es asociativa a izquierda, de modo que el
término My My ... M, es interpretado como (... (M;Ms)...)M,. Por otro lado,
para simplificar la lectura se abreviaran las abstracciones sucesivas de modo que
Arq.(cc Az M) o) = Axy oLx, M.

Convencion de variables

El constructor A es interpretado como un ligador de variables, por esto,
diremos que x esté ligada en el término Axz.N, quedando definido el conjunto de
variables ligadas de un término de la siguiente manera:

Definicién 1.2.4 (Variables ligadas de un A-término). Sea BV(:) : A — p(V)
el siguiente mapeo de términos a conjuntos de variables:

BV(z) =9
BV(MN) =BV(M)UBV(N)
BV(A\z.M) = BV(M) U {z}

Por el contrario, toda variable del término que no esté ligada, se dice libre.

De este modo, se define el conjunto de variables libres de un término M, notado
FV(M), como:

Definicién 1.2.5 (Variables libres de un A-término). Sea FV(:) : A — p(V) el
siguiente mapeo de términos a conjuntos de variables:

FV(z) = {z}
FV(MN) = FV(M) UFV(N)
FV(Az.M) = FV(M) — {z}

Diremos que un término es cerrado si su conjunto de variables libres es vacio.

La operaciéon de renombre de variables ligadas de un término, por variables
que no ocurran en el mismo, es conocida como «a-conversion. Esta no altera el
comportamiento del término, lo que da lugar a la convencion de variables libres de
Barendregt. Dicha convencion consiste en cocientar el conjunto A por la relaciéon
de equivalencia entre términos inducida por la a-conversiéon, de modo de no
distinguir dos términos que difieren sélo en los nombres de sus variables ligadas.
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Esto nos permite asumir, en todo momento, que los conjuntos de variables ligadas
y libres de un término son disjuntos o, dicho de otro modo, los nombres de las
variables ligadas son siempre distintos a los de las variables libres de un mismo
término.

B-reducciéon y n-reducciéon

La relacion principal entre términos del conjunto A es la B-reduccion. Para
definirla formalmente, introducimos la nociéon de reemplazo de variables por
términos:

Definicion 1.2.6. Sean My, My, N € A, z,y € V tal que x # y. Se define la
operacion de sustitucion de una variable por un término en otro término como:

z[N/z] =N
y[N/z] =y
(M1 M3)[N/z] = My[N/x]M>[N/xz]
(Ay.M1)[N/x] = My.M1[N/x] siy ¢ FV(N)

Notar que la condicién de aplicacién sobre la ultima clausula de la definicion
es necesaria para el buen compotamiento de la operaciéon de sustitucién. Pero,
al mismo tiempo, siempre se puede asumir su cumplimiento en virtud de la
convencion de variables libres, pues y se encuentra ligada en (Ay.Mj).

De este modo, la G-reduccion queda definida como:

Definicién 1.2.7. Sea —g la minima relacion sobre el conjunto A que cumple
(Az.P)Q —3 P[Q/z]
y es cerrada bajo las reglas

M-z M =VzeV MM —g A z.M']

M —z M =VNeA [MN —z M'N]

M—zM =VNEeA [NM —5 NM']
Los términos de la forma (Az.P)Q son llamados (-redez.

En [3] se demuestra que el A-calculo definido con la reducciéon [ resulta
confluente.

Adicionalmente puede incluirse la nocion de n-reduccion, la cual permite
la eliminaciéon de abstracciones redundantes. Una abstraccién se considera
redundante cuando su tnico proposito es pasar, en forma directa, su argumento
a otra funcion.

Definicién 1.2.8. Sea —,, la minima relacion sobre el conjunto A que cumple

Ae.(Mx) —, M



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

six ¢ FV(M) y es cerrada bajo las reglas

M —, M =VzeV Ax.M —, A\x.M']
M —, M =VNeA [MN —, M'N]
M—, M =VNecA [NM —, NM'|

Los n-redex son aquellos términos de la forma Az.(Mz) con x ¢ FV(M).

Esta reduccion captura la idea de extensionalidad: dos términos funcional-
mente iguales son considerados equivalentes (=,).

Al incluir esta nociéon de reduccion, el célculo resultante, definido con la
relacién entre términos — g, = —g U —,, resulta nuevamente confluente.

Por otro lado, puede verse que la reducciéon n es fuertemente normalizante,
pues en cada paso se disminuye el tamano del término en cuestién, por lo que
no pueden existir derivaciones infinitas de n-reducciones. Esto no es asi para el
caso de la (-reduccion, y puede ilustrarse en el siguiente ejemplo

Az.xx)(Ar.zz) =5 (Az.az)Av.ox) —g - -

Por esto resulta interesante caracterizar los términos que se encuentran en
B-forma normal, es decir, los N tales que no existe N’ que cumpla N —g N'.
Dicha caracterizaciéon se presenta con la siguiente sintaxis

N:u:=zN...N | x.N

De este modo, el término (Az.xx) se encuentra en (-forma normal.

1.2.3. Loégica Combinatoria

La Logica Combinatoria (CL) fue introducida por Curry y Schonfinkel en
los anos 30 |28, 12], con el objetivo de eliminar la necesidad de variables cuan-
tificadas en la légica matematica. Sin embargo, su uso méas popular se dio en
el &mbito de las ciencias de la computacion, donde es utilizada como modelo
computacional dado que, a pesar de su simplicidad, logra capturar la nocién de
funcion computable, al igual que el A-calculo.

Este formalismo puede ser interpretado como una variante de A-calculo, donde
las abstracciones y las variables ligadas son eliminadas para dar lugar a constantes
funcionales llamadas combinadores.

Sintaxis

El sistema consiste de un conjunto inicial de combinadores (K y S) y la
aplicacion entre ellos, para dar lugar a nuevos combinadores. De este modo, el
conjunto CL de términos de CL queda definido de la siguiente manera:

M:u=z|K|S| MM

donde x es una variable de un conjunto infinito numerable V.
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Si bien existen varias interpretaciones de estos combinadores iniciales, infor-
malmente puede verse a K como un generador de funciones constantes, mientras
que S es una version generalizada de la aplicacion.

Al igual que para el A-calculo, se asume por convenciéon que la aplicacion de
términos de CL es asociativa a izquierda.

Reglas de reduccion

La relacion de reduccion de CL viene dada por las siguientes dos reglas,
asociadas a los combinadores K y S:
KPQ — P
SPQR — PR(QR)
De este modo se define la relacion de reduccién —,, como la minima relacion
que resulta de la unién de estas dos reglas, y es cerrada por
M —, M =VNe€CL [MN —, M'N]
M —, M'"=VNeCL [NM —, NM']

Propiedades

Puede demostrarse que la relacion de reduccion —, es confluente [5].

Si bien en CL no existe el concepto de variable ligada, definimos la nociéon de
variable libre ya que haremos referencia a ella con frecuencia, pero ésta no es
otra cosa que las variables de un término.

Definicién 1.2.9 (Variables libres de un CL-término). Sea FV(-) : CL — p(V)
el siguiente mapeo de términos a conjuntos de variables:
FV(z) = {«}
FV(K)=FV(S) =g
FV(MN) =FV(M)UFV(N)
En cuanto a la interpretaciéon de CL como una variante de A-calculo sin

variables ligadas, se debe a que puede representarse la abstraccion de la siguiente
manera

N z.x = SKK
Nae. M =KM six ¢ FV(M)
Na.(Mz)=M six ¢ FV(M)
AN2.(MN) = S(\*z.M)(\*z.N) si x € FV(MN)

Esta representacion de la abstraccion es tal que vale
Proposicion 1.2.1. Sean M, N € CL. Luego,
(Nx.M)N —,, M[N/z]

donde M[N/x] es la sustitucion de variables definida de la manera esperada.
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A partir de esto, es posible definir los siguientes mapeos entre los conjuntos
Ay CL

Definiciéon 1.2.10 (Traduccion de CL a A). Sea (-)p : CL — A el siguiente
mapeo de términos de CL a términos de A-cdlculo.

TA=2T
Ky = \zy.x
Sa = Azyz.(zz(yz))
(MN) = MyNy

Definicién 1.2.11 (Traduccion de A a CL). Sea (+)c, : A — CL el siguiente
mapeo de términos de A-cdlculo a términos de CL.

Top =X
(MN)CL - MCLNCL
Ae.M) g, = N'a. Mg,

Una vez definidas las traducciones de un conjunto de términos al otro, puede
probarse la siguiente propiedad:

Propiedad 1.2.1. Sea M € CL. Luego, (Mp)er, = M.

Es decir que la traduccién a CL es la pseudo-inversa de la traduccién a
A-célculo. Pero es facil ver que no vale la relacion en el otro sentido, pues, por
ejemplo

(Azy.(zy)) , = Nay.(zy) = Nz.x = SKK

y al traducir de vuelta a A-calculo, se tiene

((/\:Ey.(:ry))CL)A = (SKK)) = <)\xyz(xz(yz))> (Azy.x)(Azy.x)
Mas atn, se tiene
(SKK)p —g Az.x #5 Azy.(zy)
Pero si se tiene en cuenta la 7-reduccion, se tiene
(SKK)x =p, Azy.(zy)

Cabe destacar que existen otras definiciones para A* que no incluyen la

clausula
N (Mx)=M six ¢ FV(M)

como se prensenta en [3]. Sin embargo, la Propiedad no se cumpliria si se
utiliza dicha definicion, y la necesitaremos a lo largo de la tesis.

Por otro lado, vale la siguiente proposicion:
Proposicion 1.2.2. Sean M, N € CL tal que M —,, N. Luego, My i»g Ny.

Lo que muestra que es posible simular cualquier computo realizado en CL
con al menos un paso de reduccion en A-calculo.
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1.2.4. Sistemas de tipos para A-calculo

El A-calculo considerado hasta el momento es lo que se conoce como type-free,
pues sus funciones no tienen dominio e imagen fijos, en contraposiciéon con la
nocién matematica de funcion. Desde el punto de vista computacional esto se
refleja en que sus funciones no poseen tipos, es decir que se permite tomar una
funcién arbitraria y aplicarle cualquier argumento que se desee.

Para restringir este hecho y verificar la “buena formacion” de los términos del
calculo se presenta la nocion de sistema de tipos aplicada a A-célculo. Esta fue
introducida independientemente por Curry [12] y Church [8] dando lugar a dos
grandes familias de sistemas: los tipados a la Curry y los tipados a la Church.

Antes de formalizar las diferencias entre los distintos sistemas de tipos,
introducimos los conceptos que son comunes a todos ellos.

Los tipos son términos de naturaleza sintactica que pueden ser asignados a
ciertos términos del célculo. Llamaremos 7 al conjunto de términos de tipo, el
cual tendra una definicion especifica en cada uno de los sistemas que presentamos
a continuacion, pero serd inmediato identificar a cual de ellas nos referimos por
contexto.

Este conjunto 7 se encuentra tipicamente definido sobre un conjunto infinito
numerable V de variables de tipo, el cual asumiremos igual para todos los
formalismos. Por convencién, notaremos a los elementos de V con las primeras
letras del alfabeto griego (a, 8,7 ...), mientras que usaremos o, 7, p, etc. para
referirnos a elementos arbitrarios del conjunto 7.

Definicion 1.2.12.

1. Sean M € A y o € T, se define statement como M : o y se dice que M
tiene tipo o. Se llama a M el sujeto y a o el predicado del statement.

2. Una declaraciéon es un statement cuyo sujeto es una variable.
3. Una base es un conjunto de declaraciones con sujetos distintos dos a dos.

En la literatura se llama contezto a un conjunto de declaraciones, sin distinguir
si los sujetos de estas tltimas son distintos o no. En adelante asumiremos que
siempre lo son, de modo que llamaremos indistintamente a contextos y bases.

Definicion 1.2.13. Sean I' un contexto, M € A y o € T. Se define juicio de
tipado como

I'EM:o

y se dice que M tiene tipo o en el contexto I.

Todo sistema de tipos consiste de una serie de reglas que permiten inferir
juicios de tipado, de modo que diremos que un juicio es derivable en cierto
sistema siempre que exista una secuencia de aplicaciones de dichas reglas que
permita concluir el juicio en cuestion.
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Cuando un juicio de tipado derivable es de la forma - M : o, es decir, existe
un término M que tiene tipo o en el contexto vacio, diremos que ¢ es un tipo
habitado en el sistema de tipos.

Para diferenciar entre los juicios de tipado pertenecientes a los distintos
sistemas tratados, subindexaremos el operador - de modo que sea claro a qué
sistema nos referimos en cada caso. Por ejemplo, F,_, se refiere al A-célculo
simplemente tipado (A—).

Una ultima definicién que nos sera de utilidad es la de los siguiente operadores
sobre contextos de tipado:

Definicion 1.2.14. Sea ' = {x1 : 01,...,2, : 0,} una base.

1. Se nota dom(T) = {z1,...,z,} y [(a;) = 0y. Es decir, se considera T una
funcion parcial.

2. Sea Vo un conjunto de variables. Luego I'ly;, = {m to | reVy, o= F(m)}

A continuacién presentamos las diferentes familias de sistemas de tipos,
introduciendo para ellas los principales sistemas a los cuales haremos referencia
a lo largo de la tesis. Para algunos de estos sistemas existen formulaciones en
ambas familias (A—, A2), y hay una relacion entre sus dos versiones, la cual
presentamos una vez introducidos ambos formalismos.

Tipado a la Curry

Esta familia de sistemas se caracteriza por usar el mismo conjunto de términos
que el A-célculo clasico, extendiendo el formalismo con un conjunto de tipos 7 y
una serie de reglas de inferencia que permiten asignar tipo a distintas expresiones
del lenguaje, dando lugar a lo que se conoce como el conjunto de términos
tipables.

Este enfoque da lugar al paradigma de programaciéon conocido como tipado
implicito, donde no es necesario declarar el tipo de las variables o datos que
intervienen en un programa dentro del mismo término. De este modo, es el
compilador el encargado de decidir si puede o no asignarse un tipo a dicha
expresion y, en caso afirmativo, se dice que el programa es correcto.

A continuacién presentamos tres de los principales sistemas de tipos a la
Curry, junto con sus propiedades principales, a las cuales haremos referencias a
los largo del desarrollo de la tesis. Estos son: el sistema de tipos simples (A—),
tipos interseccion (AN) y tipos de segundo orden (A2).

A-céalculo simplemente tipado

El sistema de tipos simples fue introducido originalmente por Curry [12],
realizando su planteo sobre la Teoria de Combinadores. En [13, [14] el sistema
fue modificado y formalizado sobre A-calculo. Es considerado el minimo sistema
de tipos razonable, pues solo consiste de un constructor de tipos funcionales (—),
el cual interpretamos como asociativo a derecha por convencion.
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Se define el conjunto de tipos 7 con la siguiente sintaxis:
Ti=al|T—oT

donde o € V.
El conjunto de reglas de inferencia para deducir juicios de tipado es el
siguiente:

z:ob,_x:0 (aziom)

', M:0—>7 T'k. N:o
', MN: 71

z:ob,. M:71

'y e M:o—T (=1)

(—E)

donde se permite el tipado de variables mediante la asuncién del tipo al incluirlo
en el contexto, se construye el tipado de abstracciones (funciones) eliminando la
variable ligada del contexto de tipado, y se permite la aplicacién de un término a
otro (parametro y funcion respectivamente) siempre y cuando el tipo del dominio
de la funcién coincida con el tipo del parametro.

Notar que los tipos o y 7 a los que se hace referencia en las reglas son tipos
arbitrarios, por lo que, en rigor, se estd definiendo un conjunto de esquemas
de reglas. Luego, para cada o y 7 se tiene una regla distinta del sistema de
tipos. De aqui en adelante se haré esta asunciéon para todos los sistemas de tipos
involucrados en la tesis, y se llamaré reglas de tipado a estos esquemas de reglas,
para mayor simplicidad en la lectura.

A modo ilustrativo, veamos que la siguiente derivacién es vélida:

T:ob\xT:0 por (axiom)
Fas Azx:0 >0 por (—1)
notar que para cada o € 7 se tiene un juicio de tipado diferente para el término
(A\x.z).
Pueden probarse diferentes propiedades para el sistema A—, algunas de las
cuales presentaremos mas adelante, ya que son comunes a todos los sistemas de
tipado @ la Curry.

Introducimos a continuacion el lema de generacion para A—, tal como se lo
presenta en [4]:

Lema 1.2.1 (Generation Lemma).
1. Tk z:0=>(zx:0)€T.
2. Tk MN:7=3c . M:0—7 y Tk, N:o].
32 THXM:p=3o,7 Dyz:ob\.M:7 y p=o—r1].

Este lema permite deducir la procedencia de un juicio de tipado dado en
funcion del término al cual se le esté asignando tipo.
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Tipos intersecciéon

El sistema AN de tipos interseccion es conocido también como Torino System,
ya que fue desarrollado originalmente es dicha ciudad italiana por Coppo y
Dezani-Ciancaglini [10] entre otros.

Este sistema hace posible la asignacion, a una variable z, de dos tipos o y 7
al mismo tiempo. Esto presenta una forma de polimorfismo, que permite asignar
a un término un nimero finito de tipos a la vez, en contraste con el sistema A2
que presentaremos a continuacion, en donde el polimorfismo es paramétrico.

El conjunto de tipos 7 se define a partir de la sintaxis:

Ti=al|lT—T|TNT

donde nuevamente o € V.

Existen distintos planteos del sistema en la bibliografia, resultando todos
ellos equivalentes. A continuacién presentamos la variante utilizada por Bunder
en [7] para el analisis de los subsistemas de AN:

Ix:obxnx:0 (aziom)

e:ob\nM: T (1) I'tae M:io—7 I'Hyn N:o
—
I'byn Az M :0—T I'byn MN : 7T

(—E)

I'tyaM:o T\ M: 7T
I'bxa M :onNT

'byaM:onNT
I'bap M:o T'H M : T

(n1) (NE)

Phan Az.(Mz) :0 x ¢ FV(M)
Than Mo ()

Esta axiomatizacion extiende el sistema A— con la posibilidad de introducir
y eliminar intersecciones (polimorfismo) y el tipado de n-reductos a través de la
regla (7).

En AN puede derivarse el siguiente juicio de tipado para el término (Az.zz),
que no es tipable en A—:

x:(c—=>T)Nobynx:i0—T por (NE)
x:(c—=>T)Nobynz:0o por (NE)
x:(c—>T)Nobyqzr: T por (—F)

Fan Qzzz) i (0 —>7)No) — 7 por (—1)

Alternativamente, se presenta el sistema con una nocién de subtipado, reem-
plazando las reglas (NE) y (n) por:
I'bvaM:o o<t
I'byxa M o7

(<)
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con la relacion < definida de la siguiente manera:

(refl

c<o

(dummy) o <oNo

(inst) oN7<o oN7t<T

(trans) o <7<p=0<p

(=) o<o 7<= —-17<0—17

)
)
)
(distr) (o —=7)N(c—p)<oc—TNp
)
)
)

(N) o<o,7<7=0onr<o N7

Entre estas reglas, se destacan (inst) y (distr) que codifican la eliminacién y
distribucién de intersecciones. También se tiene la propiedad de contravarianza
en el dominio y covarianza en el codominio para los tipos funcionales gracias a
la regla (—). Se permite la combinacion de subtipos con la regla (N), como asi
también la intersecciéon de un tipo con si mismo utilizando (dummy). Por tltimo
se tiene la reflexividad (refl) y transitividad (trans) de la relacion de subtipado.

En [q] se presenta otra axiomatizacion para esta relacion de subtipado, al
mismo tiempo que existen varios planteos distintos en la literatura. Todos ellos
resultan equivalentes al aqui presentado, que fue tomado de [7].

Este sistema de tipos despierta particular interés pues caracteriza la clase de
los términos fuertemente normalizantes [4]. Es decir, los términos tipables en AN,
con el contexto de tipado vacio, son exactamente los términos que representan a
las funciones recursivas totales.

Alternativamente, puede extenderse el sistema agregando al conjunto de
términos una variable distinguida o constante w, de modo que todo término sea
tipable con dicha constante. Para esto basta agregar la regla de tipado:

T M:w ()

y las siguientes premisas a la relaciéon <:

(w) o<w

(w=) ww—ow

De este modo, el tipo w es una suerte de Top del que todos los términos del
conjunto 7 son subtipo. A lo largo del documento, nos referiremos al sistema de
tipos interseccién con la constante w como AN“.

Tipado de segundo orden

El sistema A2, también conocido como System F), fue introducido indepen-
dientemente por Girard [18] y Reynolds [27]. La formulacion original se realizo
en el paradigma de tipado & la Church, siendo planteado en su version a la Curry
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tiempo después. La motivacién de Girard provenia de la Teoria de la Demostra-
cion, mientras que Reynolds buscaba estudiar el polimorfismo en lenguajes de
programacion.

El conjunto 7 para A2 queda definido con la sintaxis

Ti=al|T— 7|V

donde nuevamente a € V. De este modo, se introduce la posibilidad de cuantificar
sobre las variables de tipo.

Para introducir formalmente las reglas del sistema es necesario presentar
primero la nocién de variable libre sobre los tipos, y la operacion de sustitucion
de una variable por un tipo:

Definicién 1.2.15 (Variables libres de un 7-término). Sea FV(:) : T — p(V)
el siguiente mapeo de tipos a conjuntos de variables de tipo:

V() = {a}
FV(oc — 1) = FV(0) U FV(T)
FY(Va.o) = FV(0o) — {a}
Al igual que para el A-calculo, diremos que una variable se encuentra libre

cuando esta fuera del alcance de un ligador, en este caso, los cuantificadores V.
Esta definiciéon se hace extensiva a contextos de tipado de la siguiente manera:

V() =] #v(0)
z:o€l’

Presentamos ahora la operacién de sustitucion, que permite reemplazar todas
las apariciones libres de una variable por un tipo:

Definicion 1.2.16. Sean o,7,p € T, a,8 € V tal que a # 3. Se define la
operacion de sustitucion de una variable de tipo por un tipo en otro tipo como:

ala=71]=71
Bla=71]=p
(0 = p)la=r7]=o0la:=1] = pla:=7]
(VB.0)|a := 7] = VB.0[a := 7] si B¢ FV(7)

La idea de sustitucion es analoga a la presentada para los términos del
A-célculo, pues se permite que la operacion se propague dentro de un cuantificador
siempre que la variable ligada sea distinta a la variable a reemplazar y no aparezca
libre en el término que se introduce. Esta ultima condicién puede suponerse
valida en la mayoria de los casos, pues trabajaremos bajo una convenciéon de
variables libres semejante a la introducida para los términos del conjunto A, de
modo que se asume que los nombres de las variables libres de un término son
siempre distintos a los de las variables ligadas.

Por ultimo presentamos el siguiente lema sobre la operacién de sustitucion,
que permite intercambiar el orden en que se realizan varias sustituciones sucesivas,
bajo ciertas condiciones:
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Lema 1.2.2. Sean o, 7,p €T, a, 3 €V tal que a # (.
a ¢ FV(p) = ola = T)[8 = p] = o[B = pl[a 1= 7[8 := ]

Con las nociones de variable libre y sustitucién definidas, introducimos el
conjunto de reglas de inferencia para el sistema A2:

lNe:okbwx:0 (aziom)

z:ob,, M: 7
'y e M:0—T1

I'tvoM:0—7 T, N:o
'ty MN : 71

(1) (~E)

'y Mo aé¢ 7V/(D)
I'b M :Va.o

'ty M :Va.o
by Moo :=17]

(VI) (VE)

donde se extiende A— con la posibilidad de ligar una variable en un tipo inferido,
siempre y cuando ésta no sea parte de una asuncién en el contexto de tipado, y
la opcién de reemplazar una variable cuantificada universalmente por cualquier
término del conjunto 7.

De este modo, puede derivarse:

Faz Az.z : Va.(a — )

quedando el polimorfismo planteado de manera explicita, en contraposiciéon con
A—, donde por cada tipo o € 7 se tiene un juicio de tipado diferente de la forma:

Fao AXrx:0—o0

Propiedades principales de los sistemas a la Curry

A continuacién presentamos una serie de lemas y propiedades que son comunes
a los sistemas de tipado a la Curry introducidos anteriormente.

El siguiente lema permite relacionar los elementos del contexto con el término
de un juicio de tipado dado:

Lema 1.2.3 (Base Lemma). Sea I' una base.
1. Si ADT es otra base, entonces '’ M : 0 = A+ M : 6.
2. TFM:6=FV(M) C dom(I).
3 I'EM:6=Tlpyany E M :6.

El lema de sustitucion permite analizar como afectan las sustituciones, tanto
de términos como de tipos, sobre los juicios de tipado.

Lema 1.2.4 (Substitution Lemma).
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1. TFM:o0=Ta:=7FM:ola:=r1].
2. Sile:oF-M:7yTFN:o, entonces ' - M[N/z] : 7.

Las siguientes dos propiedades son deseables en todo sistema de tipos. Estas
son: la clausura bajo reduccion y la propiedad de normalizacién fuerte de los
términos tipables. La primera nos dice que el tipo de un programa (término) se
mantiene a lo largo de su ejecucion (reduccién), mientras que la ltima asegura
que todo programa correcto termina.

Proposicion 1.2.3 (Subject Reduction). Sean M, M’ € A tal que M —5 M'.
Entonces,
I'M:c=TFM :0o

Proposicion 1.2.4 (Strong Normalization). Sean M € A. Luego,

A3oeT I'FM:0]= M es SN

Tipado a la Church

En el paradigma de tipado & la Church, los programas deben ser escritos con
la declaracién de los tipos que involucran. Esto se conoce como tipado explicito,
y tiene como consecuencia que los términos del célculo tiene a lo sumo un tipo
posible.

Para esto se introduce una variante en los términos de A-céalculo, que consiste
en anotarlos con la declaracion de los tipos de las variables ligadas. Esto define
un nuevo conjunto A7 de términos 7 -anotados, o pseudo-términos, que posee
una definicién especifica para cada sistema de tipos.

A continuacion introducimos los sistemas A— y A2 en su version ¢ la Church,
y analizamos la relacion de estos tltimos con su contraparte ¢ la Curry. Luego
presentamos una nocién més general de sistemas de tipos, conocida como Pure
Type Systems (PTS’s), en la que no se diferencia entre los términos del célculo y
los tipos, y se utilizan constantes distinguidas llamadas sorts para especificar
diferentes sistemas en base a una axiomatizacién uniforme. Una vez introducidos
los PTS’s, formularemos lo que se conoce como el A-cubo, o cubo de Barendregt
[4]: un conjunto de ocho sistemas de tipos que son casos particulares de PTS’s.

Tipado simple

Esta version de A-calculo simplemente tipado (A—-Church) fue introducida
por Church en los anos ’40 [8]. El conjunto de tipos 7 utilizado es el mismo que
para el sistema A—-Curry, y en base a éste se extiende la sintaxis de los términos
del calculo de la siguiente manera:

Mui=ax| MM | x:7.M

donde z es una variable de un conjunto infinito numerable Vy 7 € 7.
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Las reglas de inferencia son completamente analogas a las vistas para el
sistema a la Curry, presentandose una modificacion en (—1), donde se construyen
abstracciones con la nueva sintaxis de pseudo-términos:

z:ob,_x:0 (aziom)
e:ob\. M:1 (1) ', M:0—>7 T',. N:o (—>E)
'y Ar:0M:0—T ', MN: 71

De este modo, la siguiente derivacion es correcta:

x:ok,x:0 por (axiom)

Fao Az :iox:0—0 por (—1I)

lo que lleva a que el término (A\x : 0.2) tenga un Gnico tipo, pues la variable x se
declara de tipo o en el mismo término.

Puede plantearse una funcién que borra las anotaciones de tipo de un pseudo--
término, transformando todo juicio de tipado de A»-Church en uno de A—-Curry.

Definicion 1.2.17. Sea la funcion |-| : Ar — A definida de la siguiente manera:
7| ==
[MN| = |M]||N|

Az : 0. M| = \z.|M|

Con esta definicién puede demostrarse la siguiente correspondencia entre
ambos sistemas de tipado simple [7, 29]:

Proposicion 1.2.5.
1. Sea M € Ar, entonces

I l_Church M:o=T l_Curry |M| o

2. Sea M € A, entonces

I l_Cur'ryM L0 = HM/ S AT [F l_Church M/ o0y |M/| = M}

Tipado de segundo orden

Como se comentd anteriormente, los planteos originales de Girard [18] y
Reynolds [27] de un sistema de tipos polimorfico para A-calculo se realizaron en
el paradigma de tipado & la Church. Nuevamente el conjunto 7 posee la misma
definiciéon que para A2-Curry, pero la extension en la sintaxis de los términos es

la siguiente:
M=z | MM | x:7M| Mt |Aa.M
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donde x € V, o € V y 7 € T. Esto permite ligar variables de tipo en los mismos
términos del calculo, y aplicar un tipo a un término.

Con esta nueva definicion del conjunto A se redefine la nociéon de (-reduccion
de modo que:

(Az: 7.P)Q —3 P[Q/x]
(Aa.M)T —5 Mo := 7]

donde la operacion de sustituciéon de una variable de tipo « en un pseudo-término
M, recorre las anotaciones de tipo de M reemplazando las apariciones libres de
Q por T.

El conjunto de reglas de inferencia es nuevamente similar al presentado para
A2-Curry, teniendo en consideracién la nueva definicién del conjunto Az:

Ie:obwx:0 (aziom)
z:oby . M:7 (1) I'tvaM:0—7 T'H, N:o (—E)
'ty de:oM:0— 71 I'ky, MN : 7
by M:0 aé¢ 7/ ) Ik, M: Voo (VE)

I',, Aa.M :Vo.o I'hy M7 0l := 7]

Aqui puede verse que cada regla modifica el término en cuestion de manera
unica, de modo que puede deducirse facilmente cuél fue la dltima regla aplicada
durante la derivacién de un juicio de tipado. Esto lleva a que el problema de
type-checking de A2-Church tenga una complejidad computacional més baja que
el de A2-Curry. Mas atn, se sabe que para el primero el problema es decidible,
mientras que para el tltimo no lo es [31].

Tlustramos la inferencia de tipos del sistema con el mismo ejemplo que para
A2-Curry, donde se ve como el pseudo-término guarda la informaciéon de las
reglas aplicadas:

ziabynz:a por (axiom)
Fazdzioz:a—a por (—I)
Faz Aa.(Az @ a.2) : Vo (o — @) por (VI)

Al igual que para el caso del tipado simple, se plantea una funcién de borrado
sobre los pseudo-términos:

Definicion 1.2.18. Sea la funcion |-| : Ar — A definida de la siguiente manera:
|| ==
|[MN| = [M]|N|
[Az : 0. M| = \z.|M]|
[Mo| = [M]|

|Aa.M| = |M]|
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De modo que se tiene la siguiente equivalencia entre A2-Church y A2-Curry

[l
Proposicion 1.2.6.

1. Sea M € A7, entonces

I '_Church M:0=T l_Curry |M| L0

2. Sea M € A, entonces

T Fcury M o= 3IM' € Ar D Fopuren M 20y |M'| = M]

Pure Type Systems

La nocién de Pure Type System fue desarrollada independientemente por
Berardi y Terlouw a fines de la década del ’8o (ver [4]). Desde el punto de vista
historico, los PTS’s fueron introducidos como una generalizacion del método
mediante el cual se generan los sistemas del llamado A-cubo, pero para facilitar
la lectura del documento decidimos introducir en primer lugar los PTS’s y luego
presentar al cubo como un caso particular de estos.

Estos sistemas se definen sobre un tnico conjunto de pseudo-términos A7,
donde no hay distincion entre términos del célculo y tipos. Este queda definido
a partir de la siguiente sintaxis:

Tu=xlclrr | e |77

donde x € V y ¢ pertenece a un conjunto numerable de constantes C.

Cabe destacar que los constructores de pseudo-términos presentados para
A2 se encuentran codificados en esta nueva sintaxis. Por ejemplo, la aplicacion
de dos pseudo-términos de PTS’s representa a la aplicaciéon de dos términos
de A-célculo y a la aplicaciéon de un tipo a un término al mismo tiempo. En
la siguiente secciéon veremos que los constructores de tipos — y V son casos
particulares del nuevo ligador de variables II, mientras que A puede definirse en
términos de A.

Definicién 1.2.19. La especificacion de un PTS es una tupla S = (S, A, R)
donde

1. § es un subconjunto de C, llamado sorts.
2. A es un conjunto de axiomas de la formac:s conceC ys € S.

3. R es un conjunto de reglas de la forma (s1,82,83) con $1, 82,83 € S.
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Definicién 1.2.20. Sea S = (S
determinado por S, notado \S = \
y reglas:
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R) una especificacion, se define el PTS

A R), con el siguiente conjunto de axiomas

— (azioms) sifeis)eA

r, :cF: ilfll— :xsz A (start) et

r '_Fji% I—FAl_:CB: 5 (weakening) six ¢l

- ? LSanF;’Z.:é? :f 2 (product) si (51,52,83) € R
'FF:(Ilz:AB) Thra:A (application)

'k Fa: Bz :=a)

Fz:AFb:B TH{lz:AB):s

' (Ax: Ab): (Ilz: A.B)

I'A:B T'FB:s

B=3 B

(abstraction)

I'HA:DB

conseS yxeV.

Los sistemas del A-cubo

(conversion)

El A-cubo forma una estructura en la que ocho sistemas de tipado a la Church,
como A— y A2, son presentados de manera uniforme [g]. Los sistemas del cubo
se extienden unos a otros, comenzando con A—, el sistema de tipos razonable
més simple, y terminando en el Calculo de Construcciones (AC) presentado por
Coquand y Huet en [11], el sistema mas fuerte dentro del cubo.

Muchos de estos sistemas fueron introducidos por diferentes autores en la
literatura. Si bien no son presentados en su formulacién original dentro del cubo,
puede verse que resultan equivalentes [z].

Los sistemas involucrados en el A-cubo, son los siguientes:
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Sistema

Referencias

A—

Church [§]
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A2 Girard [18], Reynolds [27]
AP de Bruijn [6]
AP2 Longo y Moggi [21]
Aw  Renardel de Lavalette [20]
Aw Girard [18]
APw
APw =AC Coquand y Huet |11]

El cubo es introducido con una axiomatizacién uniforme para todos sus
sistemas, que resulta un caso particular de los PTS’s. En esta formulacion, la
especificacion de cada uno de los sistemas se realiza sobre los conjuntos:

S = {0} A={(x:0)}

mientras que el conjunto de reglas R posee una definicién particular para cada
sistema:

Sistema Congunto de reglas (R)
A— (, %)
A2 (%) (O,%)
AP (%, %) (*,0)
AP2 (x,%) (O,%) (*,0)
Aw (k%) (0,0)
Aw (x, %) (O, %) (O0,0)
APw  (%,%) (x.0) (0,0)
APw = AC (x,%) (O0,%) (x,0) (O,0)

donde (s1,82) = (s1, $2,82) es una notacion abreviada de las reglas definidas
para los PTS’s. Los elementos de S son denominados type (%) y kind (O), y el
axioma en A dice que todo type es un kind.

Con estas especificaciones, las reglas de los sistemas del cubo pueden dividirse
en dos grupos. El primero de ellos consiste de reglas comunes a los ocho sistemas.
Este esta constituido por todas las reglas salvo (product), pues es la tinica que
depende del conjunto R. Luego, el segundo conjunto estad compuesto de las reglas
especificas de cada sistema, es decir, las distintas instanciaciones de (product)
con los elementos de R que corresponden en cada sistema.

Este conjunto de ocho sistemas es denominado A-cubo por la relaciones
de inclusion existentes entre ellos. Si bien cada sistema tiene un conjunto de
reglas propias, los sistemas se extienden los unos a los otros de modo que, por
ejemplo, las reglas propias de A2 incluyen a las de A—. Estas relaciones vienen
dadas por los distintos conjuntos R, como se muestra en la tabla anterior. El
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siguiente esquema es una manera grafica de representar al A-cubo, donde las
aristas denotan la relaciéon de inclusion entre los distintos sistemas:

APw AC

A2 AP2

A— AP

El A-cubo presenta, a su vez, axiomatizaciones alternativas para sistemas
ya conocidos, como es el caso de A= y A2. A priori puede no resultar clara la
relacion entre ambas axiomatizaciones, pero puede verse que los contructores de
tipos — y V se codifican en términos de II, y el ligador de variables A de A2, en
términos de A, en los sistemas del cubo:

A—B=1llz: AB sixz¢FV(A)UFV(B)
Va.A=Tla: x.A
Aa.M = da .M

A continuacion ilustramos la equivalencia entre ambas formulaciones de A—
con una derivacion para la funcion identidad. En primer lugar desarrollamos la
inferencia para la axiomatizacion clasica:

x:iab,, z:« por (axiom)

Fao Az :ax):a—a por (—1)

Ahora vemos la inferencia para el sistema del A-cubo:

Fas % : 0O por (axioms)
aikb, ax por (start)
yroa,aixbaL Yy por (start)

Yo, kb, ok

k=l

a:xb,s (Hy: aa) :* or (product)

el

(
(
(
or (weakening)
(
T,k por (start)
(

a:xb (A ax): Iy : a.q) por (abstraction)

donde Ily : a.ao = a — av.
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En estos ejemplos se ve como la declaracién de variables de tipos queda
implicita en la formulacion clasica, mientras que en el sistema del cubo se
realiza de manera explicita. Esto es necesario para desambiguar, dado que, en
este tltimo, las variables de tipos y términos provienen de un mismo conjunto
unificado.

Entre las propiedades principales que pueden demostrarse para los ocho
sistemas del cubo, se destacan Strong Normalization (SN) de términos tipables
y Subject Reduction (SR).

Proposicion 1.2.7 (Subject Reduction). Sean M, M’ € Az tal que M —5 M'.
Entonces,
'-M:A=TFM :A

Proposicion 1.2.8 (Strong Normalization). Sean M € Ar. Luego,

dr3AecAr TEFM: A= M es SN

1.2.5. Sistemas de tipos para Loégica Combinatoria

Al igual que para A-calculo, pueden definirse sistemas de tipos para la logica
combinatoria. De hecho, la formulaciéon original realizada por Curry en los afios
’30 [12 [13] fue hecha sobre CL, y planteada para el A-calculo tiempo después,
via la correspondencia que existe entre ambos formalismos.

Dicho planteo propone un sistema de tipado simple (CL-) en el que el
conjunto de tipos 7 queda definido, del mismo modo que para A—, por la
siguiente sintaxis:

Tu=al|lT—oT

con « una variable de un conjunto infinito numerable V.
Las reglas de tipado para CL— son las siguientes:

(aziom) (K)

Iz:obg,x:0 l'reqe, K:o—717—>0

(5)

Phtaq.S:(c—>17—p)—(c—>T7)—0—p

't M:0—7 I'bgo N:o
I'ben, MN : 71

(—E)

Al igual que el A—, éste cumple con las propiedades deseables de todo un
sistema de tipos como SN para términos tipables y SR, entre otras. Mas atn,
puede probarse que ambos sistemas resultan equivalentes bajo la siguiente nocion:

Proposicion 1.2.9.

1. Sea M e CL,T'te. M :0 =T+, My :o.
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2. Sea Me AN, TH,_ M:0=1TtFq_, My :0.

Cabe aclarar que al pasar de un sistema al otro, no es necesario traducir
los elementos del contexto y los tipos, pues ambos formalismos trabajan sobre
el mismo conjunto 7, y podemos asumir que tanto A-calculo como CL estéan
definidos sobre el mismo conjunto de variables V (notar que los elementos de I"
son de la formax:oconzeVyoeT).

Como breve ejemplo de esta correspondencia, veamos que puede derivarse el
tipo @ — « para el término (Az.z)o, = SKK, ya que este juicio de tipado sera
utilizado recurrentemente a lo largo de la tesis:

Fe.Si(a—(B—a)—a)—(@a—f—a)—a—a po

=

ie)
Q
=
| ==
5

oo Kia— (8—a) > a

o)
]
=

Feoo SK: (o — 08— a) » a— «
FaoK:a— 08— a
Foo SKK: o — «

e}
o
=

e}
©]
=

1.2.6. Isomorfismo de Curry—Howard

El isomorfismo de Curry-Howard establece una relacién directa entre los
distintos sistemas deductivos y los modelos computacionales. Fue introducido
originalmente por Curry en los afios ’30 [12], al observar que los tipos de los
combinadores podian ser interpretados como esquemas-axiomas para la logica
proposicional intuicionista (IPL) [zg].

Ya en la década del ’50, Curry [13] not6 que el sistema de tipos simples para
la logica combinatoria coincidia con un fragmento de los sistemas deductivos a
la Hilbert. Luego, en 1969 fue Howard [1g] quien demostré que el fragmento
intuicionista del sistema Natural Deduction (IPL) podia ser interpretado como
la variante tipada del A-calculo.

En su formulacion més general, la correspondencia de Curry—Howard relaciona
diferentes sistemas de prueba logicos con los distintos sistemas de tipos de modelos
computacionales. En particular pueden distinguirse dos correspondencias. La
primera de ellas es la que identifica formulas 16gicas con tipos de programas, de
modo que los axiomas (K) y (S) del sistema CL— pueden ser vistos como los
dos primeros axiomas de los sistemas deductivos presentados por Hilbert [16]:

Azy: ¢ — (Y — 9)
Ay (9= = &) = (0= Y) = 9= ¢

al mismo tiempo que (—FE) es interpretada como la regla de inferencia Modus
Ponens. Es asi como puede demostrarse que toda féormula derivable en este
fragmento del sistema logico resulta en un tipo habitado en CL— [2g]. Esta
correspondencia es conocida con el nombre de proposition-as-types interpretation
[l 9]

En cuanto a la segunda correspondencia, ésta considera a los juicios de tipado
como codificaciones de pruebas logicas, donde el contexto representa un conjunto
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de axiomas auxiliares, el tipo es la formula que se demuestra y el término codifica
la demostraciéon. De este modo, un tipo habitado en A— se corresponde con una
tautologia de IPL. Esta ultima correspondencia se sustenta en propiedades de
los sistemas de tipos como el lema de generaciéon, que permite, dado un juicio de
tipado, analizar su procedencia y decodificar asi la demostracion de la férmula.

Es a través del isomorfismo que pueden estudiarse propiedades de las légicas
por medio del analisis de los sistemas de tipos. En particular, la propiedad de
consistencia: una légica se dice consistente si no existe una formula ¢ tal que
puede derivarse F ¢ y = —).

En muchas logicas esto implica que vale - 1 para toda formula 1, como es el
caso de los sistemas estudiados en la presente tesis. Luego, la consistencia de
una logica es equivalente a la no habitabilidad de al menos un tipo en el sistema
de tipos isomorfo a la misma, y surge asi la idea de probar la consistencia via
SN de los términos tipables del calculo (ver [7]).

En [g], el autor expone las correspondencias entre los sistemas del A-cubo y
ocho sistemas de logica intuicionista, como se muestra en el siguiente gréafico:

PROPw PREDw
PROP2 PRED2
PROPw —— PREDw
PROP PRED

PROP logica proposicional

PROP2 logica proposicional de segundo orden
PROPw légica proposicional de alto orden débil
PROPw logica proposicional de alto orden
PRED logica predicativa

PRED2 logica predicativa de segundo orden
PREDw logica predicativa de alto orden débil
PREDw logica predicativa de alto orden







Capitulo 2

Consistencia de sistemas de
tipos para A-calculo

La consistencia de una logica es una propiedad crucial. Al definir un nuevo
sistema de tipos para algtun lenguaje, es deseable que se cumpla esta propiedad.
Por otro lado, existen hoy en dia varias formulaciones de A-célculo y sus logicas
asociadas a través del isomorfismos de Curry—Howard, que son objeto de estudio.

En la literatura, las demostraciones de consistencia de varias logicas se
relacionan con fuertes propiedades del A-célculo asociado: Subject Reduction
(SR), Strong Normalization (SN) de términos tipables, y lemas de generacion.
Todas estas propiedades lidian con los sistemas de tipos de los calculos.

En este capitulo, presentamos un método para probar la consistencia basado
en diferentes variantes de la nocién de variable positiva [1]. Con la definicion
precisa, se muestra que esta técnica es adecuada para obtener demostraciones
puramente sintéicticas, de gran simplicidad al compararlas con las conocidas en
la literatura.

Veremos que los distintos sistemas de tipos poseen diferencias. La ventaja
de las pruebas desarrolladas a continuacién consiste en el hecho de que no
involucran semantica, utilizando s6lo los constructores y conectivos provistos
por el lenguaje. Esto es ttil ya que deja de lado las interpretaciones como una
pregunta independiente, dado que muchas veces la semantica no esta disponible
o puede ser muy dificil de definir formalmente.

Ademas de los sistemas de tipos usuales, derivados del Cubo de Barendregt
[4] y los tipos interseccion, estamos interesados en subsistemas que resultan
de considerar distintos subconjuntos de sus reglas. En [7] el autor considera
subsistemas del sistema de tipos AN, haremos lo propio para el sistema A2.

En la siguiente seccion motivamos nuestra idea e ilustramos su funcionamiento.

27
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2.1. Tipado simple

Presentamos a continuacién la prueba de consistencia clasica para el fragmento
implicativo de la logica intuicionista (IPL), para ilustrar la complejidad de la
misma. Es una pequeifia variante de la demostracion de [29], la cual prueba la
consistencia de la IPL a partir de A— (via el isomorfismo de Curry—Howard),
haciendo uso de propiedades no triviales del sistema como SN, SR, etc.:

Proposicion 2.1.1 (Consistencia de IPL/A—). Existe un tipo o tal que para
ningun término M se tiene -5, M : 0.

Demostracion. Tomamos 0 = o € V. Supongamos que existe un término M tal
que k5. M : «. Luego, por la Proposicién de SN para términos tipables,
existe un término N en (-forma normal tal que M —3 N. Luego, por SR
(Proposicion , Fr. N : a. Por la caracterizacion de formas normales de
A-célculo, N tiene la siguiente forma:

1. N =xzN;...Nyconn >0, z € Vy N; una forma normal para cada
1< <n.

2. N = \z.N’ con N’ una forma normal.

El caso (1) queda descartado por el Lemal[1.2.3| (Base Lemma), pues z ¢ dom(9),
por lo que solo aplica el caso (2). Pero por Lema (Generation Lemma para
A—-Curry), existen tipos o y 7 tal que @ = o — 7, lo cual es absurdo pues « es

una variable de tipo.
O

A continuacion introducimos la nocién de variable positiva para el sistema
simplemente tipado. Esta surge de la interpretacion intuitiva de los tipos flecha
(—) como espacios de funciones, por lo que puede ser vista como las conclusiones
que no se ven igualadas a premisas que las cancelan.

La definicion tiene en cuenta la inclusién opcional de constantes entre los
tipos, para las cuales su conjunto de variables positivas es vacio.

Definicién 2.1.1 (Variables positivas para IPL/A—). Sea PV(-) : T — (V) el
siguiente mapeo de tipos a conjuntos de variables de tipo (formulas y variables
proposicionales respectivamente):

Se definen las variables positivas de un contexto como PV(I') = J PV(0).
z:oel’

Como una utilidad adicional, podemos incluir opcionalmente la siguiente
regla:

_ t
'k, c:o. (const)
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donde el término constante ¢ tiene tipo o, (fijo) y asumimos para toda constante
¢ del lenguaje, PV(0.) = @. Esta asuncién es requerida para el primer caso de
la siguiente prueba.

Proposicion 2.1.2 (Positive Invariance). Si T, M : o, entonces PV (o) C
PV(T).

Demostracion. Por induccién en la prueba de I' H,_ M : o, analizando la tltima
regla aplicada:

Caso 1: La ultima regla aplicada fue (const), lo que implica ¢ = o.. Luego,

PV(o.) =@ C PV(T)

Caso 2: Si se aplico (axiom), I =T,z : 0. Luego,
V(o) C PV(T')U PV(o) = PV(T)
Caso 3: Si se aplico (—1), entonces M = A\z.M', 0 =7 — p y vale
Lox:7hk,. M :p
Luego, por hipotesis inductiva:
2V (p) C PV(T, 2z : 7) = PV(T) U PV(T)
= PV (p) — PV(r) C (PV(T) U V(7)) — PV(7)
= PV(r — p) C PV(T)
Caso 4: Si se aplico (—F), entonces M = M; M, y vale
'y My:T— 0 y 'k, My T
Luego, por hipétesis inductiva:
PV(r — o) CPV() y PV(r) C PV(I)
= V() C (2V(0) — 2V(r)) U V(r) C PV(T)
O

La Proposicion [2.1.2] es la propiedad principal de preservacion de las variables
positivas durante la deduccion. Como corolario inmediato se tiene la consistencia:

Corolario 2.1.1 (Consistencia de IPL/A—). Ezxiste un tipo o tal que para ningin
término M se tiene b, M : 0.

Demostracion. Sea o = a € V. Luego, si k. M : a, PV(a) = {a} C &, lo que
es absurdo.
O
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Remarcamos el hecho de que se trata de un resultado conocido, pero el
método de demostracién utilizado es considerablemente més simple que los
presentados en la literatura. Su simplicidad radica en que no utiliza ninguna
propiedad adicional del sistema de tipos, como es el caso de SN y SR en la prueba
original, cuyas demostraciones suponen una elevada complejidad. En particular,
las pruebas conocidas de SN requieren el uso de la técnica de los candidatos de
reducibilidad [4].

Por otro lado, en el caso anterior, se presenté una variante del método que
contempla el uso de tipos primitivos. Estos son adecuados para tipar términos
constantes, los cuales pueden estar presentes en diferentes lenguajes donde el
método sea aplicable. Esto mismo puede argumentarse en los sistemas de tipos
que se estudian a continuacién, por lo que se presentan variantes sin tipos
primitivos y constantes, para mayor simplicidad.

2.2. Tipos interseccion

En la presente secciéon desarrollamos dos pruebas de consistencia para el
sistema de tipos AN, analizando sus dos posibles axiomatizaciones. Esto es,
incluyendo la relacion de subtipado y la regla (<), o reemplazando a esta tltima
por las reglas (NE) y (n).

De este modo ilustramos cémo la complejidad de la prueba de consistencia
con el método de variables positivas depende directamente de la axiomatizaciéon
usada.

En ambos casos utilizamos la siguiente definicion de variables positivas:

Definiciéon 2.2.1 (Variables positivas para AN). Sea PV(-) : T — p(V) el
siguiente mapeo de tipos a conjuntos de variables de tipo:

PV (o) = {a}
V(o — 1) = PV(r) — PV(0)
PV(oNT)=PV(o)UPV(T)
Se definen las variables positivas de un conterto de la manera esperada.

En primera instancia desarrollamos la prueba para el sistema con la relacion
de subtipado, para lo cual se requiere el siguiente lema:

Lema 2.2.1. Sio <7, entonces PV(1) C PV(0).
Demostracion. Por induccién en la prueba de ¢ < 7, analizando cada regla.

(refl) y (dummy): Trivialmente se tiene

PV(oc No) =PV(c) C PV(0)

(inst): Nuevamente es facil ver que

?V(0) CPV(o)UPV(T)=PV(6e NT)
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Del mismo modo,
PY(r) CPV(cNT)

(distr): Por definicion
2((0 — 7)1 (0 — p)) = (BV(7) — 2V(0)) U (2V(p) — V(o))
= (PV(r)UPV(p)) — PV(o

?V(o — (1N p))

~—

(trans): Por hipotesis inductiva
V(1) C V(o) y PV(p) C PV(T)

Luego,
PV (p) C PV(0)

(—): Por hipotesis inductiva

V(o) CPV(0) y PV(7') C PV(T)

Luego,
V(o0 — 7)) =PV(r') — PV(0)
C PV(7") — PV(o")
C PV(r) - PV(o")
=2PV(o' — 7)
(M): Por hipodtesis inductiva
PV(0’) CPV(0) y PV(7') C PV(T)
Luego,
V(o' N7 =PV(o') U PV(T)
C PV(o) UPV(T)
=PV(cNT)

O

Una vez demostrado el Lema estamos en condiciones de probar la
propiedad de invarianza.

Proposicion 2.2.1 (Positive Invariance). SiT' F,\n M : o, entonces PV (o) C
?2Y(T).

Demostracion. Por induccion en la prueba de I' F,~ M : o, analizando la tltima
regla aplicada. Los casos de las reglas (axiom), (—I) y (—FE) son anélogos a los
desarrollados en la prueba de la Proposiciéon por lo que s6lo se muestran
las reglas faltantes.



CAPITULO 2. CONSISTENCIA DE
32 SISTEMAS DE TIPOS PARA A-CALCULO

Caso 1: Si se aplico (NI), entonces vale Ty M : 7, T, M :pyo=1Np.
Luego, por hipoétesis inductiva

PV(t) S PV() vy 2V(p) € PV(T)
lo que implica

PV(r) U V(p) = 2V(7 N p) C 2V(T)

Caso 2: Sise aplicod (<), se tiene ' -, M : 7y 7 < o y por hipotesis inductiva
PV (1) C PY(T)

Luego, por Lema [2.2.1]
P (o) C PV (T)

O

Nuevamente la consistencia es corolario inmediato de la propiedad de inva-
rianza, del mismo modo que para A—.

Corolario 2.2.1 (Consistencia de AN). Existe un tipo o tal que para ningin
término M se tiene - M : 0.

Demostracion. Se aplica el mismo argumento que en el caso del sistema A—.
O

A continuacién presentamos la prueba de la Proposicion considerando
el sistema AN con las reglas (NE) y () en reemplazo de (<).

Demostracion. Por induccion en la prueba de I' F,~ M : o, analizando la tltima
regla aplicada. Solo desarrollamos los casos no analizados hasta el momento.

Caso 1: Si se aplico (NE), entonces vale I' =, M : o N 7. Luego, por hipodtesis
inductiva

PV(rNo)=PV(r)UPV(c) C V()

lo que implica

PV(o) CPV(l) vy 2V(r) € 2V(T)

Caso 2: Si se aplico (1), el tipo no se modifica, por lo que directamente de la
hipétesis inductiva se tiene

?vV(c) C PV(T)
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Esta ultima prueba se incluye a modo ilustrativo, para enfatizar el hecho de
que las demostraciones son puramente sintacticas y, por lo tanto, dependen en
gran nivel de la forma en que se plantee el sistema. Puede verse que esta ultima
es mucho mas corta y sencilla que la presentada en primera instancia, ya que no
requiere de la demostraciéon de ningin lema auxiliar.

Ademas, como se comenté en la seccién anterior, ambas demostraciones
pueden extenderse facilmente para contemplar la inclusion de tipos constantes,
por lo que se tiene también la consistencia del sistema de tipos intersecciéon
completo AN“ (incluyendo la constante w). Cabe destacar que, en caso de incluir
(<), se deben contemplar las reglas que involucran a w en la demostracion del
Lema [2.2.1]

En [4] se presenta una definicion de la relacion de subtipado diferente a
la usada en este trabajo, pero puede probarse facilmente que son relaciones
equivalentes y el Lema, vale para ambas.

También puede verse que el resultado de consistencia es aplicable a todos los
subsistemas de AN“ presentados en [7], ya que la prueba considera las reglas por
separado.

Remarcamos que la consistencia de AN“ no es un resultado trivial. De hecho,
un problema muy relacionado, como es el de decibilidad de la habitabilidad de
un tipo, estuvo abierto por mas de 20 afios [4} [7].

2.3. Tipado de segundo orden

En la presente secciéon consideramos dos subsistemas propios de A2 para
los cuales el método es aplicable en forma independiente, pero al unificarlos y
obtener nuevamente el sistema completo no es inmediato ver que la definiciones
propuestas sean adecuadas para la prueba de consistencia.

Las restricciones provienen de considerar el sistema sin las reglas (VE) y (VI),
y las llamaremos A2’ y A2¢ respectivamente. Notar que si se eliminan ambas
reglas al mismo tiempo se obtiene el sistema A—, al cual ya hemos analizado.

Para cada subsistema motivamos y definimos su propia nocién de variable
positiva.

2.3.1. El sistema A2’

En primer lugar analizamos A2°. Este no permite la eliminacién de cuantifi-
cadores universales, por lo que, simplemente interpretando a estos tltimos como
negadores de variables, puede demostrarse la propiedad de invarianza.

Definicién 2.3.1 (Variables positivas para A2°). Sea PV(-) : T — p(V) el
siguiente mapeo de tipos a conjuntos de variables de tipo:
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Se definen las variables positivas de un conterto de la manera esperada.

Proposicion 2.3.1 (Positive Invariance para 7\2i). SiTF; M : o, entonces
?V(c) C »V(T).

Demostracion. Por induccién en la prueba de I' =; M : o, analizando la altima
regla aplicada. Desarrollamos solo el caso de la regla (VI):
Se tiene I'-; M : 0y a ¢ FV(T"). Luego, por hipdtesis inductiva

V(o) C 2V(I')
de lo que se deduce
?Y(Na.o) = PV (o) — {a} C PV(T)
O

Notar que la definicién anterior no es apropiada si se incluye la regla (VE),
pues la siguiente inferencia seria valida

z:Va.akx: 0

aplicando (VE) con 0 = oy 7 = 3, pero al considerar las variables positivas se
obtiene

PV(3) = {B} £ & = PV(Vo.a)

Desde el punto de vista general, al intentar probar el caso de la regla (VE)
en la demostraciéon de la propiedad de invarianza, si bien se tendria por hipotesis
inductiva

?V(0) —{a} C 2V(T)

nada puede afirmarse sobre P¥/(7).

2.3.2. El sistema A2°

Ahora analizamos el subsistema A2°. Este permite la eliminacion de cuanti-
ficadores universales, pero no su introduccién. Es asi que, al menos el primer
cuantificador eliminado debe provenir del contexto, ya que no pudo ser introdu-
cido de otra manera. Por esto, encontramos apropiada la siguiente definicion de
variables positivas:

Definicién 2.3.2 (Variables positivas para A2°). Sea V() : T — p(V) el
siguiente mapeo de tipos a conjuntos de variables de tipo:

PV(a) = {a}
PV(oc — 1) = PV(1) — PV(0)

PV(Va.o) = U PV (oo := 7))
TeT

Las variables positivas de un contexto se definen igual que en los casos anteriores.
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Esta definicién tiene en cuenta la posibilidad de que una variable ligada sea
positiva y considera el caso en que ésta sea reemplazada por cualquier elemento de
7T, quedando como tnico negador de variables el constructor de tipos funcionales.

De este modo, puede demostrarse la propiedad de preservacion de variables
positivas a lo largo de la derivacién.

Proposicion 2.3.2 (Positive Invariance para A2°). Si 'k, M : o, entonces
PV (o) C PV(T).

Demostracion. Por induccién en la prueba de I' . M : ¢, analizando la tltima
regla aplicada. Presentamos solamente el caso de la regla (VE):
Se tiene I' -, M : Va.o. Luego, por hipétesis inductiva

?Y(Va.o) = U PV (oo := p]) € 2V(T)
peT

por lo que, en particular, vale

PV (ofa :=7]) C 2V(T)

Ambos sistemas representan restricciones propias de la logica proposicional
intuicionista de segundo orden (PROP2). La consistencia de estos ultimos se
obtiene como corolario inmediato de las Proposiciones y respectiva-
mente.

Corolario 2.3.1 (Consistencia de A2' y A2%). Eziste un tipo o tal que para
ningun término M se tiene ;. M : 0.

Demostracion. Se aplica el mismo argumento que para los sistemas analizados
anteriormente.

O

Cabe destacar que al identificar subsistemas de un sistema de tipos, se debe
verificar que las propiedades relevantes se mantengan en éstos, como por ejemplo
la condicion de clausura. En [7] se consideran distintos subsistemas de AN, pero
no se menciona tal condicion. La siguiente proposicion justifica el uso de los
subsistemas aqui planteados:

Proposicion 2.3.3. Los sistemas de tipos A2 y A2 son cerrados bajo reduccidn,
i.e. satisfacen Subject Reduction.

Demostracion. Ver Apéndice [A] O

Esto implica que los subsistemas considerados son apropiados desde el punto
de vista computacional, ya que el tipo de un programa (término) se mantiene a
lo largo de la ejecucion (reduccion).
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En el Apéndice [A] también se muestra que el los subsistemas considerados en
esta seccion tienen un poder expresivo propio, en cuanto a los juicios de tipado
derivables en cada uno.

Al analizar el sistema completo (A2) con la definicién anteriormente propuesta
para A2°, todo parece indicar que la propiedad de invarianza de mantiene.
Aunque en una primera lectura puede resultar poco intuitivo pues, a priori, de
?V(c) C P¥(T') no puede deducirse PV (Va.o) C PV(T).

Sin embargo, en un analisis méas detallado de la regla (VI), la condicién
a ¢ FY(T) resulta ser de gran utilidad y es gracias a ésta que se eliminan
los casos patolégicos. Una prueba formal de la propiedad requeriria de la
demostracién de una serie de lemas previos, con los cuales poder relacionar las
nociones de variables libres y positivas de un término, y extender este concepto a
contextos de tipado. En particular no vale la inclusién de las variables positivas
en las libres, ni viceversa, forzando a plantear una relacion no clara entre ambas
nociones:

PYVa.a) =V € o = FV(Va.q)
PV(a— a) =0 2 {a} = FV(a — a)

La demostracion buscada fue planteada de forma parcial, es decir que no
contamos con una version completa de la misma, ya que reviste un nivel de
dificultad inesperado. Si bien creemos que la propiedad vale y el método es
aplicable al sistema A2 con la misma definicién que lo es en A2°, la complejidad
de la prueba parece mayor a las obtenidas con otros métodos de demostracion,
como el expuesto para la Proposicién [2.1.1

2.3.3. Consistencia de A2

Por ultimo presentamos una prueba de consistencia al estilo clasico, para
mostrar que el sistema es efectivamente consistente. En la literatura hay pocas
demostraciones de esta propiedad para A2-Curry. En el caso del sistema a la
Church, puede verse como un corolario inmediato de la Proposicion 5.2.31 de [4]
y de la propiedad de SN de términos tipables. En este caso, damos una prueba
especifica para el sistema, al estilo de la presentada para la Proposicion

La demostracion hace uso de las propiedades de SN y SR de A2-Curry, como
asi también de la siguiente definiciéon y lema presentados en [q]:

Definicion 2.3.3.
1. Sean o, 71 €T. 0 > T si
T =Va.o, para algin o € V

o bien
o =Va.o1 y 7 = o1|a =7, para algin w € T

2. > es la clausura reflexiva y transitiva de >.
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3. Sea (1)°: T — T la funcion de borrado de un tipo definida como:

Lema 2.3.1 (Generation Lemma).
1. Thez:io=30 >0 [(w:0') €T].
2. Th, MN:7=3037 >7 Tt M:0—7 y Tk, N:ol.

3 Tk e M:p=3o,7r Tha:ob,u M7 y o—12)p)].

Antes de dar la prueba de consistencia de A2 probamos los siguientes lemas
auxiliares:

El siguiente lema nos permite ver que la sustituciéon aplicada a un tipo no
puede eliminar un constructor de tipo funcional ya existente, o, visto de otro
modo, que si el borrado del tipo sustituido es una variable, entonces el borrado
del tipo original también lo es:

Lema 2.3.2. Sean o, 7 € T,a € V. (o[ := TDO eV=o0°€V.
Demostracion. Por induccion en o, usando la convencién de variables libres.

Caso 1: 0 = € V. Como ¢° = 3, la implicacién vale trivialmente, ya sea
8 =« o no.

Caso 2: 0 = 0; — 09. Entonces se tiene
ola:=7]= (01 — o2)[av:= 7] = o1]a 1= T] — oz 1= T]

Luego
(ofa = T])O =oila:=7] > osla:=T1] ¢V

por lo que la implicaciéon vale trivialmente.

Caso 3: 0 = Vf.01. Por convencion de variables libres, podemos asumir § # «
y B ¢ FV (7). Luego

ola:=71]= (¥VB.01)[a := 7] = VB.01][v := 7]
Entonces, por hipotesis inductiva

(ola:=17]))°" = (VB.oila:=17])°" = (o1la==7]))" €V =0"=0] €V

O
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Los siguientes dos lemas muestran que si un tipo es mayor o igual a una
variable, entonces su borrado esta en V. Primero lo hacemos para la definicién
de > y luego lo extendemos a su clausura reflexiva-transitiva:

Lema 2.3.3. Seano, 7€ 7. 1°€ VAo >17=0°€ V.

Demostracion. Si o > 7, por definicion
T =Va.o, para algin a € V (2.1)

o bien

0 =Va.01 y 7 = o1 =7, para algin 7 € T (2.2)
Si aplica se tiene 0° = (Va.0)® = 7° € V.
Si es el caso de , por Lema vale

(o1]a ::ﬂ)O:TOEVécrfEV

Luego
0’ = (Va.01)° =0{ €V
O
Lema 2.3.4. Seanc €T, a€V. c > a= 0% € V.
Demostracion. Por definicién, si o > « entonces
o = a, por reflexividad (2.3)
o bien
der,o.sen €T [0=c¢p >+ > ¢ > al, por transitividad (2.4)

Si vale (2.3), entonces 0 =a =0 =a € V.
Si aplica (2.4, veamos que J¢q,...,¢, €T [c=¢p, > - >c1 >a] = 0° €V,
por induccién en n:

n=1: c=c >a. Como a’=a €V, por Lema|2.3.3) 0° € V.

n=k+1: 0 = cpy1 > ¢ > --- > c1 > a. Por hipotesis inductiva, cj, € V.
Luego, por Lema2.3.3} ¢f € VA G > ¢ = 0% € V.
O

Ahora pasamos a probar la consistencia de A2:

Proposicion 2.3.4 (Consistencia de A2). Existe un tipo o tal que para ningin
término M se tiene b, M : 0.

Demostracion. Supongamos F,, M : a, con o € V. Por la propiedad de SN para
términos tipables (Proposicion |1.2.4)), existe N f-forma normal tal que M —g N.
Ademas, por la Proposicion SR), Fiz N : a. Por caracterizacion de las
formas normales se tiene:
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1. N =xzN;...Nyconn >0, z € Vy N; una forma normal para cada
1<i<n.
Lo cual es absurdo, pues z € FV(zNy ... N,,) y = ¢ dom(@).

2. N = ) z.N' con N’ una forma normal.
Por Lema (Generation Lemma),

Frae AN :a=3o,7 [x:0bu N7 y 0—72>q]
pero por Lema
co—-T>a=>(0—>T1)°=0—>T€EV
lo que nuevamente es absurdo.

El absurdo viene de suponer - M : «, por lo que se pueba la consistencia de
A2-Curry.
O

Con estos resultados tenemos evidencia de que el método propuesto parece
no tener la simplicidad que se suponia en un principio. En particular, vimos
que al considerar subsistemas propios de A2 podia encontrarse una definicion
intuitiva y adecuada del conjunto de variables positivas de un término, de modo
que la propiedad de invarianza se satisfaga inmediatamente y teniendo como
corolario la consistencia de dichas restricciones. Pero, al intentar aplicar estas
definiciones al sistema completo, se ve que una de ellas no resulta adecuada,
mientras que la otra trae aparejada dificultad.

Atribuimos este hecho a que se esté trabajando con un sistema de tipos de
orden mayor a los considerados hasta el momento, que posee un poder expresivo
claramente superior desde el punto de vista semantico.

2.4. Tipado a la Church

Hasta el momento hemos considerado los sistemas de tipos a la Curry, como
los define el autor en [g]. Para los sistemas A— y A2 existen sus correspondientes
versiones ¢ la Church, para las cuales valen las Proposiciones y
respectivamente. De estos resultados se deduce automaticamente la consistencia
de ambos sistemas. De hecho es facil verificar que el método de variables positivas
es aplicable en A—-Church del mismo modo que se ilustro para A—-Curry, y que
se presentan los mismos inconvenientes al intentar utilizarlo para A2-Church,
pues la correspondencia entre los sistemas es regla a regla.

A continuacion estudiaremos la aplicacion del método para los sistemas de
tipos ¢ la Church presentados en [g], méas precisamente para el caso del A-cubo.
En este planteo, los conjuntos de términos y de tipos se encuentran unificados
en un anico conjunto de pseudo-términos A7, por lo que en adelante no haremos
distincion entre éstos al momento de referirnos a las variables libres o definir las
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variables positivas de dichos términos. Es asi que usaremos, de ahora en mas, la
notacion FV y PV sobre ambas clases de términos, en lugar de 9 y PV sobre
los tipos.

Por otro lado, es necesario modificar el enunciado de la propiedad de consis-
tencia al trabajar con PTS’s, pues en los mismos las declaraciones de variables se
realizan de manera explicita. Esto lleva a definir como términos habitados en un
PTS A(S, A, R) a aquellos B € A7 para los cuales vale ' A: Bcon A€ Ary
I' un contexto que consiste solo de (cero o mas) declaraciones de variables de la
forma x : s con x € Vy s € S. Luego, un PTS dado es consistente si existe al
menos un término B € A7 no habitado.

Los sistemas del A-cubo, entre los que se incluyen A— y A2, se presentan
como casos particulares de PTS’s. En esta axiomatizacién uniforme, se tiene un
conjunto de reglas comunes a los ocho sistemas, y luego una serie de reglas espe-
cificas. Estas tltimas consisten en una version parametrizada de la introduccion
del constructor II:

I'tA:sy Thx:AFB:sg
' (Ilz: A.B) : sy

donde s1, 82 € {*,0} son constantes distinguidas de los sistemas llamadas sorts.

Como se comenté anteriormente, el método define las variables positivas de
un tipo constante como el conjunto vacio, por lo que, en principio, se podria decir
que estas reglas especificas de cada sistema no tiene incidencia en la demostraciéon
de la consistencia. Luego, bastaria analizar la reglas generales, comunes a los
ocho sistemas del cubo.

Entre estas seis reglas restantes, se pueden identificar tres que requieren
un analisis en detalle antes de definir la nocién de variable positiva para el
cubo. Puede verificarse facilmente que las otras tres reglas no presentan mayores
inconvenientes a la hora de demostrar la propiedad de invarianza.

Las reglas a destacar son:

'F:Mlz:AB) Tha:A
'k Fa: Blx :=al

(application)

Fz:AFb:B ThH{lz:AB):s
' (Ax: Ab): (Ilz: A.B)

(abstraction)

I'HA:B T'FB':s B=gB
IT'FA: DB

(conversion)

con s € {*,0} un sort.

En el caso de (conversion) la dificultad viene dada por el hecho de que las
condiciones I' F B’ : s y B =3 B’ no permiten asegurar nada sobre las variables
positivas de B’.

Para analizar las reglas (application) y (abstraction), recordamos que puede
definirse el operador — en términos de II:

A—B=Ilz: AB sixz ¢ FV(A) UFV(B)
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De este modo, dichas reglas codifican a (—F) y (—I) respectivamente, tal
como se las plantea en A—. Esto motiva la definicién de variables positivas del
constructor II como:

PV(Ilz : A.B) = PV(B) — PV(4) — {z}

Pero, por otro lado, pueden definirse los operadores V y A a partir de IT y A
de la siguiente manera:

Va.A=Tla: x.A
Aa.M = da: x.M

Lo que muestra que (application) y (abstraction) a su vez codifican a (VE) y
(VI) de A2. Esto, junto con la definicién de — en términos de II, respalda la
idea planteada para el sistema A2’, de interpretar a los cuantificadores como
negadores de variables. Pero, como se vio anteriormente, esta definicién de
variables positivas trae problemas al analizar la regla (VE) o, en este caso,
(application).

Del analisis realizado hasta el momento, podemos decir que la aplicacion del
método a los sistemas del cubo parece (al igual que para A2) no ser directa, como
lo fue para A— y AN. Maés ain, exponemos a continuacion que, efectivamente, el
método no es aplicable al A-cubo.

Veamos que si el método puede aplicarse al A-cubo, entonces puede aplicarse
a un PTS arbitrario, utilizando en ambos casos la axiomatizacién uniforme
presentada en [7].

Supongamos que existe una definicién de PV tal que se prueba la propiedad
de invarianza para los sistemas del cubo. Esto quiere decir que las reglas comunes
a los ocho sistemas del cubo preservan las variables positivas a lo largo de la
derivacion del tipo. Mas atin, por lo visto anteriormente:

PV(c) = @ sic es una constante

por lo que este resultado no se modifica si se consideran las reglas utilizando
constantes s € S un conjunto de sorts arbitrario. Ademas la regla (product)
para PTS’s también preserva las variables positivas, pues ésta concluye

'k Iz : A.B) : s3
con sg € S y trivialmente
PV(s3) = o C PV(T)

Luego, la misma definicion de PV que satisface la propiedad para los sistemas
del cubo, la satisface para A(S, A, R) un PTS arbitrario.

Con esto se tendria como corolario la consistencia de A(S,.A, R). Pero, por
otro lado, se sabe que A* = A({*}, {x : #}, {(*,*)}) es un PTS inconsistente [g],



CAPITULO 2. CONSISTENCIA DE
42 SISTEMAS DE TIPOS PARA A-CALCULO

lo que lleva a un absurdo. Este viene de suponer que se tiene una definicion de
PV adecuada para los sistemas del cubo de Barendregt.

Este resultado nos muestra que el método no puede ser aplicado a la axioma-
tizacion uniforme presentada en [g] de los sistemas del A-cubo, del mismo modo
que falla al plantearlo sobre los Pure Type Systems. Esto lleva a concluir que no
es suficiente con considerar las variables del sistema de tipos para analizar su
consistencia, pues los PTS’s so6lo difieren en cuanto a las constantes y las reglas
que relacionan a estas ultimas.

Sin embargo, hemos visto que, si se tienen en cuenta otras axiomatizaciones
de algunos de estos sistemas, el método es perfectamente valido y puede derivarse
la consistencia con s6lo analizar las variables, como es el caso de A—.

Como comentario final sobre el tipado & la Church, remarcamos que puede
derivarse la consistencia de algunos PTS’s a partir de la propiedad de SN, pues
la Proposicion 5.2.31 presentada en [g] nos muestra que el tipo

Ilo: *.«v

solo puede ser habitado por términos que no poseen forma normal, en todo PTS
que extienda al sistema A2.

2.5. Discusion

En este capitulo hemos estudiado la propiedad de consistencia de distintos
sistemas de tipos para A-calculo. Presentamos un método original para este fin,
que consiste en el analisis de las variables de tipos a lo largo de la inferencia de
los juicios de tipado, utilizando la nocién de apariciones positivas de las mismas.

En primer lugar pudimos ver que el nuevo método funciona favorablemente
para los sistemas A— y AN, destacando en este tltimo la diferencia en complejidad
al momento de demostrar la propiedad de invarianza positiva sobre las distintas
axiomatizaciones del mismo. Esta diferencia era esperable, puesto que se trata
de un método que deja completamente de lado la semantica, analizando so6lo las
construcciones sintacticas del sistema.

Luego buscamos extender el planteo a sistemas de alto orden, como es el
caso de A2. Previamente vimos que era posible aplicar el método a subsistemas
propios de A2, cada uno de los cuales requeria de su propia definiciéon para el
concepto de variable positiva. Al extender este analisis al sistema completo nos
topamos con dificultades que sugieren que la demostracion tiene mayor grado de
dificultad.

Por ultimo estudiamos la aplicacién del método en los sistemas & la Church.
Dada la relacion existente entre estas versiones de A— y A2, y sus respectivos
planteos ¢ la Curry, se puede ver directamente que el método es aplicable en el
primero del mismo modo que en A—-Curry, y presenta, para el segundo caso, las
mismas dificultades que para A2-Curry.

El realizar el analisis sobre la axiomatizacién uniforme para los sistemas del
A-cubo presentada en [g] obtuvimos un resultado que llama la atencion. Si bien
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era esperable que la simplicidad del método de variables positivas no fuese la
misma que en los casos de A—» y AN (pues A2 es parte del cubo y otros sistemas
del mismo lo extienden), el estudio resulté en que no es aplicable a ninguno de
los 8 sistemas involucrados. Mas atin, tampoco puede ser planteado sobre los
Pure Type Systems (PTS’s), pues estos se definen sobre la misma axiomatizacion
uniforme planteada para el A-cubo. Esto se debe a que todos estos sistemas solo
difieren en constantes, las cuales son ignoradas por el método propuesto.

Esta situacion llamé la atencién, pues A— también es parte del A-cubo y
hemos visto que la consistencia de este sistema puede efectivamente derivarse
con el método de variables positivas. El punto interesante, es que se tiene un
ejemplo de dos axiomatizaciones de un mismo sistema, para una de las cuales el
método es aplicable y para la otra no.

Finalmente podemos concluir que el planteo presentado en este capitulo
para probar la consistencia de sistemas de tipos de manera completamente
sintactica, resulta interesante por su simplicidad y facilidad de aplicacién en
algunos sistemas. Pero, a medida que se estudian sistemas con mayor poder
expresivo, las limitaciones del métodos quedan en evidencia, al elevarse su
dificultad de aplicacién e incluso llegar al punto de no ser aplicable a varios de
los sistemas de alto orden estudiados.






Capitulo 3

Tipado de segundo orden para
Loégica Combinatoria

Asi como resulta de interés el analisis de la correspondencia entre A-calculo
y CL, puede hacerse lo propio para sus respectivos sistemas de tipos. De este
modo, A— resulta equivalente a CL— bajo la siguiente nocion:

1. Sea M € CL, ko M :0=THF,, My :o.
2. SeaMeANTH,_M:0=>TFq_ Mg :o0.

Este mismo andlisis fue planteado por Dezani-Ciancaglini y Hindley en [15]
para los sistemas de tipos interseccion, quedando definido el sistema CLN, que
resulta equivalente a AN con el criterio anterior.

Entre los principales sistemas de tipos a la Curry, se destacan A—, ANy A2,
siendo este ultimo el tnico para el cual no se encuentra en la bibliografia una
version equivalente planteada sobre CL. A partir de esto, surge el interés de
estudiar las posibles variantes para formalizar un sistema de tipos de segundo
orden para CL.

En el presente capitulo, introducimos los distintos anélisis que llevaron a
una axiomatizacion definitiva del sistema, al que denominamos CL2. Haremos
planteos preliminares, exponiendo las motivaciones de cada uno, como asi también
sus limitaciones, y proponemos posibles soluciones hasta llegar a un sistema que
cumple con todas las condiciones buscadas (presentado en la seccion .

En un primer lugar analizamos la extensién ingenua del sistema CL— con
introduccién y eliminacion de cuantificadores. Para lidiar con las limitaciones
propias de este planteo, hacemos un estudio del sistema buscado a través de
la logica a la que, creemos, éste debe ser isomorfo via la correspondencia de
Curry—Howard. Por ultimo, una vez identificados los problemas y limitaciones
a solucionar, planteamos el conjunto de reglas definitivo que definen CL2 y
permiten demostrar la equivalencia buscada.

45
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3.1. Extension basica de CL—

En primer lugar, buscamos plantear el sistema de tipos de alto orden sobre
CL extendiendo el ya conocido CL— con las reglas de introduccién y eliminaciéon
de cuantificadores, del mismo modo de que A2 extiende A—.

PhaM:0 aé¢ FY(T)
I'boa M - Va.o

I'toe M :Va.o
ke, M : ol = 7]

(V1)

(VE)

Esto nos permite derivar nuevos juicios de tipado deseados como:
Fo: SKK : Va.(a — «)
del mismo modo que puede derivarse:
Faz Az.z : Va.(a — a)

Pero al mismo tiempo resulta en un poder expresivo menor al buscado, pues al
analizar los posibles tipos del combinador K en A2, podemos ver que el siguiente
juicio es valido:

Faz Azy.x 1 0 — Yo (T — 0)

con a ¢ ¥V (o). Claramente esto no es derivable en CL2, pues no se pueden
introducir cuantificadores dentro de un tipo funcional ya establecido, como es el
caso de:

FoK:io—T7—0

dado por el axioma (K).

Esto muestra la necesidad de no so6lo introducir y eliminar cuantificadores,
sino también tener la posibilidad de manipularlos una vez introducidos. De
este modo, buscamos poder distribuir cuantificadores de un modo analogo al
presentado en el ejemplo bajo las hipotesis adecuadas.

3.2. Planteo via el isomorfismo de Curry—Howard

Para formalizar esta nocion de manipulacion de cuantificadores, analizamos
sistemas logicos que incluyen dichos operadores y al mismo tiempo tienen relaciéon
con el sistema a formalizar.

Al considerar el sistema CL— via la correspondencia de Curry—Howard, se
tiene que éste es isomorfo al fragmento de los sistemas deductivos de Hilbert
dado por los esquemas-axiomas:

A$13¢_’(¢—’¢)
Ay (p =Y = &) = (@ = ¢P) = — ¢

junto con la regla de inferencia Modus Ponens y la asuncion de hipotesis.
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A partir de esto, surge la idea de analizar los axiomas para el manejo de
cuantificadores universales planteados para dichos sistemas [16], 22, 26], como
modelos para formalizar las nuevas reglas del sistema CL2. Estos son:

Azy V. — Pla ==t
Azs V. (¢ — ) — (¢ — Va.yh) con z no libre en ¢

Axg 1 ¢ — Vr.¢ con x no libre en ¢

junto con la nueva regla de inferencia Generalization

TFo

m si  no aparece libre en T’

que es la version en logica de la regla (VI) de los sistemas de tipos.

Algunas axiomatizaciones no incluyen esta tltima regla ya que es consecuencia
de los axiomas y el Modus Ponens (Teorema de la Generalizacion) [16].

Este analisis lleva al siguiente planteo del sistema CL2, extendiendo CL—
con:

ag¢ V() U FY (o)
It Xq:0 = Va.o

(V1)

E
[Feae Xo : Va.o — ofa = 7] (VE)

aé¢ 7VT)U 5V (o)
It X3 :Va.(o — 7) — (0 — Va.T)

(VD)

donde X7, X5 y X3 son términos a determinar del conjunto CL tal que sean de-
rivables los juicios anteriores para (Xi)a, (X2)a v (X3)a en A2 respectivamente.

Para los casos de X1 y Xo, el término en cuestion es claramente el combinador
I o, equivalentemente, SKK. Mientras que para el caso de X3 buscamos un
término tal que (X3)a =g (Azy.zy), es decir, que su traduccion sea equivalente
a la identidad de abstracciones en A-célculo, y al mismo tiempo pueda derivarse:

Ik (X3)a : Va.(o — 7) — (0 — Va.1)

Por el momento asumiremos que dicho término existe y supondremos, al mismo
tiempo, que vale XsMN —,, M N.

La propiedad principal que se desea que cumpla un sistema de tipos es la
clausura bajo reduccion. Esta nos dice que el tipo de un programa (término) se
mantienen a lo largo de la ejecucion (reduccion).

Es inmediato ver que el conjunto de reglas presentado lleva a un sistema que
no tiene dicha caracteristica, pues se da la siguiente situacion:

T:0bFaax:0 por (axiom)
x:0Fen, SKK : 0 — Va.o por (VI) con « ¢ FV(0)
T :0 o SKK2 : Va.o por (—F)
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y se tiene SKKz —,, x, pero al mismo tiempo:
T:0 e x: Va.o

Esto se debe a que la version equivalente al Teorema de Generalizacion,
planteada sobre esta axiomatizacién de CL2, efectivamente introduce un cuanti-
ficador universal por delante del tipo inferido, pero al mismo tiempo modifica el
término sobre el cual se realiza la inferencia, de un modo similar al que se ilustra
en el ejemplo anterior.

Para solucionar este nuevo inconveniente, volvamos al anélisis de los sistemas
deductivos de Hilbert y veamos que puede obviarse el axioma Axg en presencia
de Generalization, pues la siguiente inferencia es valida:

Flo—@W—09)—¢) = (06— —9) —¢—¢ porAzy
'_¢_’((7JJ—’¢)—>¢) por Ax,q
F(p— (W —0) —o— o por MP
F¢— (¥ —9) por Az
Fo— o por MP
VYa.(¢ = ¢) zoriociielz“ecgi 10}
FVa. (¢ — @) — (¢ — Va.d) por Azxs
Fo¢—Vr.o por MP

De esto surge un nuevo planteo del CL2, reemplazando la regla (VI) por su
version anéloga a la regla de generalizacién, de modo que el término sobre el cual
se infiere el tipo no se modifique. Esta no es otra que la regla de introduccion
clasica tomada de A2:

ThragM:0 ad¢ V()
I'bFeae M - Va.o

(V1)

Con este nuevo planteo, el contraejemplo para la propiedad de SR presentado
anteriormente ya no es valido. Pero con un anélisis similar podemos ver que las
reglas (VE) y (VD) definidas acarrean el mismo inconveniente. Es por esto que
se llega a una nueva variante en el sistema, la cual extiende CL— con el siguiente
conjunto de reglas:

FhaaM:0o aé¢ FVT)
I'bFeae M :Va.o

I'Fepe M - Va.o
Dhepe M :ofa = 7]

(WI) (VE)

TPl M :Va.(oc —71) a¢ 7V (o)
I'baa M i 0 — Va.r

(VD)

que provienen de interpretar los axiomas logicos de los sistemas deductivos de
Hilbert como reglas de inferencia.
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En este punto del anélisis tenemos un sistema que nos permite introducir,
eliminar y distribuir cuantificadores universales de la manera buscada y, al mismo
tiempo, guarda estrecha relaciéon con los sistemas deductivos & la Hilbert.

Veamos a continuacién que las diferencias entre las nociones de reduccion
de A-calculo y CL llevan a que la equivalencia buscada entre A2 y CL2 no se
cumpla para la presente formulacion.

3.3. La extensionalidad en CL

Con la formalizacién presentada hasta el momento, buscamos probar la
siguiente equivalencia entre CL2 y A2 de modo que valga:

1. Sea M € CL,T'Fgo M :0=TF,, My :0.
2. SeaMeANThH,M:0=>TFq, Mg, :o0.

Al intentar demostrar esta correspondencia surge el siguiente inconveniente
con la regla (VD). En CL2 el siguiente juicio de tipado es valido

z:Va.(o = 7)bepe 10 = Var

para todo 0,7 € 7 asumiendo o ¢ FV(0). Pero al traducir los términos a
A-célculo se tiene
x:Va(o = 7))t o0 = Var

en el caso general, lo cual muestra que la propiedad buscada no vale para la
formulacion actual de CL2.

Pero al analizar las causas por las que fue posible construir el contraejemplo,
se ve que el problema no se encuentra en el sistema planteado sobre CL, sino en
su contraparte sobre A-calculo. Esto se debe a que, en A2, la manipulaciéon de
cuantificadores se realiza mediante la introducciéon de n-expansiones, de modo
que vale:

x:Va.(oc = 7),y:0chbx:0—>T por (VE)

z:Va(o—=T)y:obnay: T por (—FE)

x:Va.(o = 7),y:0 2y Var por (VI) con a ¢ FV(0)
(

z:Va.(o — 7))k (Ayay) 10 = Var  por (—I)

pero, al mismo tiempo, el sistema no posee la propiedad SR para la n-reduccion.

Esta nocién no es capturada por la logica combinatoria, por lo que se hace
dificil plantear un sistema de tipos que cumpla la equivalencia y al mismo tipo
resulte apropiado para el formalismo.

En una primera instancia, se podria “simular” la n-expansiéon al momento de
aplicar (VD), como ilustramos a continuacion.
Consideremos el término S(KM)(SKK). Analizando la relacion de reduccion
de CL, se tiene que:
S(KM)(SKK)N —»,, MN
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Al mismo tipo, vale:
(S(KM)(SKK))A —5 (Ax.Mx)

con z ¢ FV(M). De modo que el término S(KM)(SKK) es una suerte de
“n-expansion” de M.
De esta manera, podria reemplazarse la regla (VD) por:

Thee M :Va(c —71) ad¢ 7V (o)
I'Fo. S(KM)(SKK) : 0 — Va.t

(VD)

Al considerar el sistema de manera independiente (sin tener en cuenta la
correspondencia con A2), reglas como ésta resultan inconvenientes princialmente
porque adoptan una codificacion especifica de las n-expansiones. Al mismo
tiempo, se concluye en un término de mayor complejidad, cuando esto no es
estrictamente necesario en un sistema de tipos para CL (atn en el supuesto de
que esto preserve la correspondencia buscada).

Otro planteo posible es buscar la equivalencia con el sistema de tipos para
A-célculo que resulta de agregar a A2 las condiciones necesarias para que éste
cumpla n-Subject Reduction.

A continuacion presentamos dicho sistema y sus propiedades principales.
Luego, en lo que resta del capitulo, exponemos la formalizaciéon definitiva de CL2
de modo que se cumpla la correspondencia deseada y analizamos las propiedades
del nuevo sistema de tipos para logica combinatoria.

3.3.1. System F,

System F,, fue introducido por Mitchell en [27]. Este sistema resulta de
agregar a System F (A2) la regla de tipado para n-reducciones:
'kXe.(Mz):0 x¢FV(M)
I'EM:o

(n)

De este modo, se tiene trivialmente la propiedad de n-Subject Reduction, pues
la misma regla lo fuerza, teniendo en cuenta que inductivamente se mantendra
en contextos.

Entre las propiedades principales que posee el sistema, se destacan SN de
términos tipables y Bn-Subject Reduction.

Al mismo tiempo, el conjunto de términos habitados en este sistema es
el mismo que en el caso de A2, pues se deduce directamente de la siguiente
propiedad [27]:

Propiedad 3.3.1. Sean I' un contexto, M € A y o € T. Entonces,
1. ThM:o=Tkg M:o.

2. FI—FHM:U:HM’EA [M" =, M AT b, M": q].
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Del mismo modo que para AN, se presenta en [24] un planteo equivalente del
sistema utilizando una relacion de subtipado <, y reemplazando las reglas (VE)

y (n) por (<):

Nx:obp, z:0 (aziom)

F,:E:JFFUM:T FFFT,MZO'HT FFFnNso

FFFW)\I.MIU—)T (=1) FFFWMN:T (—E)
I'kp M: V(T I'bp M: <
n Mo 0FO yy IreMic 957 (o
I'te, M :Va.o kg, M7

De modo que se tiene el tipado de variables (aziom), abstracciones (—1) y
aplicaciones (—F) de la manera clésica, se permite la introduccion de cuantifica-
dores (VI) y al mismo tiempo se puede tipar un término con un tipo més general
que el inferido mediante la aplicacion de (<). Donde la relacion < esta dada por
las siguientes reglas:

(refl) o <o

(dummy) o <Va.o sia¢ FV(o)

)
)
(inst) Vea.o < ola:= 7]
(distr) Va.(o = 7)<o—Var siaé¢ 57V (o)
)
)
)

(trans) o <7<p=0<p

(=) o<d 7<= —>7<0-—>17
(V) o <71=Vao<Var
Donde se destacan (inst) y (distr) que codifican la eliminacion y distribucion de
cuantificadores. También se tiene la propiedad de contravarianza en el dominio
y covarianza en el codominio para los tipos funcionales gracias a la regla (—).
Se permite la insercion de cuantificadores a ambos lados de la desigualdad por
(V), como asi también la de cuantificadores que no ligan variables en el tipo por
(dummy). Por tltimo se tiene la reflexividad (refl) y transitividad (trans) de la
relacion de subtipado.

Al igual que para AN, existen varias axiomatizaciones de < que resultan
equivalentes. Decidimos trabajar con ésta, tomada de [30], por su simplicidad y
similitud con la presentada para el sistema de tipos interseccion.

3.4. El sistema CL2

De aqui en adelante se presenta de manera completa del sistema CL2, se
expone una prueba de la equivalencia con System Fy,, y a continuacion se analizan
las distintas propiedades que cumple el nuevo sistema de tipos.
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3.4.1. Reglas del sistema

El siguiente planteo surge de extender CL— con las reglas (VI) y (<), del
mismo modo que System F;, extiende A—. De este modo, el sistema CL2 queda
definido con el conjunto de reglas:

(K)

(axiom)

INrx:obgax:0 I'rgo K:o—717—>0

(5)

lteaS:(c—=7—p)—=(c—7)—>0—p

FbepoM:(c—7) ThgaN:o
koo MN @ 7T

(—E)

ke Mo ag¢ FY(T)
I'tee M :Va.o

I'rgaM:0 o<t
ke M 27

(V1) (<)

Agregando al poder expresivo de CL— la posibilidad de introducir cuantifica-
dores universales y generalizar los tipos inferidos utilizando la misma nocion de
subtipado presentada anteriormente.

3.4.2. Correspondencia con System F,

El objetivo de esta seccion es demostrar la correspondencia con System Fy,.
Presentamos a continuacién una serie de lemas que sirven a dicho propoésito,
junto con sus correspondiente demostraciones y una breve descripcion de su
utilidad.

El siguiente lema muestra que la inferencia del tipo de un término M depende
s6lo de las variables libres de éste, de modo que se pueden agregar hipoétesis al
contexto de tipado (siempre y cuando éstas no contradigan las asunciones ya
hechas) o restringir estas ultimas a las que involucran variables de M.

Lema 3.4.1 (Base Lemma). Sea I una base.
1. Si A DT es otra base, entonces I' by M 10 = A bera M : 6.
2. D'Fea M 20 = FV(M) C dom(T).
9. T Fewa M 6= Dleyian Fou M : 6.

Demostracion. Por induccién en la derivacion de I' Fo, M : §, analizando la
ultima regla aplicada.

1. Caso 1: Se aplico (axiom). Luego M = x y vale

F=I"z:0Fc.2:6
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Como A DT es una basey z: § € I, entonces A = A’, z : §. Luego,
por (axiom)

Abgx:6

Caso 2: Se us6 (K), porloque M =Ky §d =0 — 17— o. Luego, por
(K)

Atg.K:c—>7—0

El caso en que la ultima regla aplicada fue (S) es completamente
analogo a este tltimo.

Caso 3: Si la ultima regla aplicada fue (—FE), se tiene M = MMy y
valen
ko Mi:0—90 y Theo My i o

Entonces, por hipotesis inductiva
Abg,Mi:0—0 y Abg, My:o
Luego, por (—FE) vale
Abc, MiMsy o

Caso 4: Si se aplico (VI), se tiene § = Va.d’ con a ¢ FV(T) y vale
' Fore M @ 6'. Podemos asumir a ¢ F¥(A) por convencion de
variables. Por hipotesis inductiva se tiene

Abg. M: 6§

Luego, por (VI)
Abca M :Va.d

Caso 5: Si la ultima regla fue (<), vale I' koo M @ py p < 6. Por
hipétesis inductiva vale

Ablg. M:p
Luego, por (<), se tiene

Abga M:6

2. Caso 1: Se aplico (axiom), por lo que M = z y vale
I'=I"z2:0Fg.x:6

Luego,
FV(z) = {z} C dom(I") U {z} = dom(T")

Caso 2: Se usaron las reglas (K) o (5). Luego, M =K o M = S por lo
que vale
FV(K) = FV(S) = @ C dom(T")
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Caso 3: La ultima regla usada fue (—F). Entonces M = M; M> y, por
hipétesis inductiva

FV(M;) Cdom(T') y FV(Ms) C dom(T)

Luego,
FV(M;Ms) = FV(M;) UFV(M3) C dom(T)

Caso 4: Se aplicaron las reglas (VI) o (<). En ambos casos el término no
se modifica, por lo que de la hipo6tesis inductiva se tiene

FV(M) C dom(T")
3. Caso 1: Si se aplico (axiom), entonces M = z y I' = TV, : §. Por
definicion, I'[py(y) = {2 : 6}. Luego, por (axiom) se tiene

FrFV(m) = {.’ﬂ . 5} |_CL2 xZ . (5

Caso 2: Se usaron las reglas (K) o (S). Analizamos solamente el caso de
la primera, pues son completamente analogos.
Se tiene M =K y d =0 — 7 — 0. Por (K), vale

Mevky=9 ez K:io—7—0

Caso 3: Se aplico la regla (—FE). Luego, se tiene M = M;M, y por
hipétesis inductiva

Clevian) Fere Miip— 4
v Tleve) Fere M2t p
Como T'ry(ar, az) 2 Tlevian) ¥ Tlevan i) 2 Tlev(an), por (1) vale
Clevav vy Fere M1ip— 6
Y Tlevvae) Fewe M2t p
Entonces, aplicando (—F) se tiene

Cleving Moy Fove MiMa 2 6

Caso 4: Se usaron las reglas (VI) o (<). Exponemos en detalle el caso de
la primera, pues para (<) el razonamiento es analogo.
Se tiene 6 = V.8’ y a ¢ FV(T'). Por hipotesis inductiva

Clev(ary Fowe M 6

y ademas
a¢ 7)) = a ¢ 7V(Clevn)
Luego, por (VI)
F[FV(M) FCL2 M : VOL.(S/
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O

El Lema nos permite manipular el contexto de tipado de diversas
maneras, siendo la que se utilizard con maés frecuencia la siguiente

Dx:obeM:7 y 2@ FV(M)=TlFg..M:7

Esto vale, pues (I',z : ) [py(ary) € T', y por los items (1) y (3) del lema, se tiene
I'baa M 2T,

A continuacion presentamos una version restringida del lema de generacion
para el sistema CL2. Si bien creemos que puede formularse una versiéon completa,
que incluya los casos de los combinadores S y K, no es inmediato llegar a un
planteo apropiado del mismo. Por esto nos limitamos a introducir los casos de
las variables y aplicaciones, que resultan intuitivos para su uso y de vital utilidad
a la hora de demostrar la equivalencia buscada.

Lema 3.4.2 (Generation Lemma). SiT' by, M : 0, entonces:
1. M=x=30<6 [x:0€T].
2. M =MMy;=3037<0 Tk Mi:0—7 y Tl My:o].
Demostracion. Por induccién en la derivacion de I' b, M : 6.
1. M = x. So6lo se involucran la reglas (axiom), (VI) y (<):
Caso 1: Se aplicod (aziom), por lo que vale
IFz:0Fqx:6

Luego, basta tomar o = J.

Caso 2: Sise us6 (VI), § =Va.d', a ¢ FV(T') y vale I’ b, 1 6. Por
hipoétesis inductiva
Jo<¢ [xz:0€T]

Comoz:0€elyad¢ FV(), entonces a ¢ F9/ (o). Luego, por (V)
Va.o <Va.d' =6
y por (dummy)
o <Va.o

Entonces, por (trans) se tiene o < 4.

Caso 3: Se uso la regla (<). Entonces vale I' ¢, 2 py p < §. Por
hipétesis inductiva
Jo<plr:0€T]

Luego, por (trans) o < 4.

2. M = M M,, por lo que solo intervienen las reglas (—FE), (VI) y ().
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Caso 1: Se aplico (—F). Luego, valen
FheaMy1:p—0 y Thera Mo:p

Entonces, tomamos ¢ = py 7 = y se tiene

o037 < TheaMi:0—7 y Tho My:o]

Caso 2: Si la dltima regla aplicada fue (VI), § = Va.d' con o ¢ FY(T') y
vale T' Fgp o M1 Ms : 8. Por hipotesis inductiva

JodT<§ [PheaMi:o—7 y Tho, Ms:o]

Por (inst)
Va.o <ocla:=a]=0c

Luego, por (—)
c—17<Vaoc—rT

Entonces, por (<)
I'bFeope My : Voo — 1

Como o ¢ 7/ (T'), por (VI)
o My Voa.(Vao — 1)
Ademas, como a ¢ 7V (Va.o), por (distr) y (<)
I'tape My : Voo — Yaur

Por otro lado vale
It My :Va.o

por (VI), pues @ ¢ FV(T"). Luego, basta tomar ¢/ =Va.oc y 7/ = Va.1
y se tiene

Jo'37 <6 Thea My:0' =7y Thepe My : o]

pues, por (V), 7/ =Va.r <Va.d' =4.

Caso 3: Sise usd (<), se tiene I' Foo M1 My 2 py p < 4. Por hipotesis
inductiva

Jo37<p [heaMi:o—7 y Dhon M :o]

Como 7 < py p <4, por (trans), 7 <.
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La interpretacion intuitiva del lema anterior es que el tipo derivado de una
variable debe ser la generalizacion, en términos de subtipado, de una declaracion
incluida en el contexto. Del mismo modo, para el caso de las aplicaciones, puede
utilizarse la regla (<) luego de construida la aplicacion, por lo que el tipo de
la imagen funcional del término izquierdo debe ser subtipo del inferido para el
término resultante.

Para demostrar la equivalencia entre CL2 y System F;, es necesario ver que
puede simularse el tipado de abstracciones en CL, bajo las mismas condiciones
que se requieren en A-célculo. El siguiente lema tiene ese proposito:

Lema 3.4.3 (Abstraction Simulation). T,z : 0 bea M 17 = T Fopp A 2. M ¢
o—T.

Demostracion. Por induccion en el término, analizando la definiciéon de A*x. M.
Caso 1: M =z y Mz.x = SKK. Se tiene
Dx:obgz:7
Por Lema (1)
Jo' <7 [z:0" € (l,2:0)]
Luego, ¢’ =0y o < 7. Por (S)
FrteeS:(c—=(p—o)—o)—= (0= (p—0) 2o—0
Ademas, por (K)
't K:o—(p—o0)—o0o y N K:io—p—o
Luego, por (—F) 2 veces, se tiene
I'tea SKK : 0 — 0o
Comoo<oyo<,por(—)y (<)

I'btaa SKK 0 — 7

Caso 2: Veamos el caso en que z ¢ FV(M), por ejemplo M =y con y # x o
M = S. Tenemos \*z.M = KM. Luego, por Lema|[3.4.1] se tiene

I'bFeo M o7

Ademas, por (K)

ke K7 —0—71

Luego, por (—F) se tiene

I'bFeo KM 0 — 1
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Caso 4: En este caso M = M'x con x ¢ FV(M') y X*x.M'z = M'. Vale
D,x:obae Mzt
Por Lema [3.4.2 (2)
oA <7 Tyox:obe. M o' =7 vy T,x:0be,x:0]
Ahora por Lema (1)
Jo" <o’ [z:0" € (I,z:0)]
Luego, 0 = ¢” <¢’. Como o <o’y 7/ <7, por (—) vy (<)
Nx:obea M :0—1
Ademas z ¢ FV(M'), entonces, por Lema

ThreaM :0—71

Caso 3: M = M; M5 con x € FV(M). Por definiciéon
Na.(MiMs) = S(Nz. M) (X x.Ms)
Por Lema [3.4.2 (2)
Jo'dT <7t D,x:obca Mi:o -7y T,x:0kc, Ma: o]
Como ¢/ <o’y 7' <7 por (—)y (<)
Nx:obae Mo =7
Luego, por hipoétesis inductiva

Fhe N2 My i0—0 — 1 y Thoe N2 My i 0 — 0

Por (5)

IltezS:(0—0' —7)— (0 —0)—0o—T

Luego, por (—E) 2 veces, se tiene

Dhoe SN 2. My)(Na. M) 0 — 7

O

Con los resultados presentados hasta el momento, estamos en condiciones de
demostrar la equivalencia entre los dos sistemas:

Proposicion 3.4.1. Sea I' un contexto, entonces:
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1. MECL,FI—CLZM:U:>FI—FTIMA:U.
2. MeANTkp M:o=Tltcn Mg, :o.

Demostracion. Por induccion en la derivacion del juicio de tipado, analizando la
iltima regla aplicada.

1. Caso 1: Se aplico (axiom), entonces M =z y
lNrx:obgax:0

Como zp = z, por (axiom)
Mz:iobp z:0

Caso 2: Seuso (K). M =K, Ky = \azyaxyo =7 — p — 7. Luego,

considerando el contexto IV = (I, : 7,y : p), vale la siguiente
inferencia
Dw:my:phkp x:7 por (axiom)
Dox:irhp Aywip—r1 por (—1)
Chp, Aryx:7—p—7 por (—1I)

Caso 3: Se us6 (S). Anélogamente al caso anterior, se tiene M =
SA = )\xyz(:rz(yz)) vo=T—-p—6) - (T —p —7—
Tomamos los contextos

S,
0

IM=T,z2:71—>p—4
IM"=Ty:7—p

M"=r"z:r
y vale

Mbp w7 —p—0 por (axiom)
Mbp y:m—0p por (axiom)
My 27 por (azxiom)
My xzip—96 por (—F)
M by yz:p por (—E)
My w2(yz) : 0 por (—FE)
I bp Az (z2(yz) : 7 — 0 por (—1)
I bp Ayz.(z2(y2)) s (T —p) > 7 — 0 por (—1)

Ly Azyz. (z2(yz)) :

(7’—>p—>(5)—>(7'—>p)—>7’—>(5
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Caso 4: Los casos (—F), (VI) y (<) se deducen directamente de la hi-
poétesis inductiva, pues las tres reglas son iguales en ambos sistemas.

Mostramos a continuacion el caso para la regla (—FE). Se tiene
M = MM, y vale

I'baoMi:T—0 y Thara Mo T
Por hipétesis inductiva se tiene
Chp, (Mi)a:m—0 y Thg (M2)a:T

y por (—F) vale
F l_pn (MlMg)A .0

2. Los casos en que las altimas reglas aplicadas fueron (aziom), (—FE), (VI)
o (<) son completamente analogos a los expuestos en (1). Analizamos
tnicamente el caso (—1):

Se tiene M = Xe. M', Mg, = Ne.M,,, 0 =7 — py vale
Dox:mhe M :p
Por hipétesis inductiva
Do : 7o, ML, :p
Luego, por Lema[3.4.3] vale
Dhope N2 ML, : 7 —p
O

Esto demuestra la equivalencia entre CL2 y System F;. De este modo, se
tiene un sistema de tipos polimoérficos de segundo orden apropiado para CL,
logrando el objetivo planteado al inicio de la presente tesis.

Antes de pasar al analisis de las propiedades del sistema exponemos un
ejemplo de derivacion, para ilustrar su funcionamiento.

En [15] los autores presentan el sistema CLN con la siguiente variante en el
axioma del combinador S:

S
'FepnS:(c—=7—p) = (0—7)—>0Nd—p (%)

Una version andloga de este axioma, sobre tipos polimérficos de segundo
orden, que hemos analizado en versiones preliminares del sistema CL2 (las cuales
no se exponen en el presente trabajo) es la siguiente:

(5)

Fr-S:(c—=7—p) —=(0—717)—>Vaa—p
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Veamos ahora que puede derivarse este juicio de tipado en CL2. En primer
lugar, la desigualdad (1) es valida por el siguiente analisis:

Voa.a < ala:=01=46 por (inst)
T<T por (refl)
0 =17 <Vaoa—T1 por (—)
Voa.ao — p <Va.a —p por (refl)
Va.ao = 7) = Va.a = p<(§ = 7) = Va.a—p por (—) (1)

Luego, puede deducirse (2) con la siguiente inferencia:

Va.a <o por (inst)

T—=p<T—=0p por

(
(

c—17—p<Vaa—T1—p por(—)
Va.a = 7 — p) = Va.ao — 7) > Va.a — p < por (
(

(0 —=7—p) —(0—71)—=VYaa—p con
Finalmente se deriva el juicio deseado, asi:

ko St (Voo = 7 — p) = (Yoo — 7) = Va.aa — p por (5)
FheeS:(o—=7—p)—= (0 = 7) = Va.a—p por (<) con (2)

Aqui se ve que el axioma (S) es méas general que el propuesto en versiones
preliminares, pues puede deducirse este tltimo a partir del primero.

3.4.3. Propiedades del sistema

Una vez demostrada la correspondencia entre CL2 y System F,, pasamos a
estudiar las propiedades principales del sistema (SN de términos tipables, SR,
etc.), muchas de las cuales se “heredan” de este ultimo.

En primer lugar veamos que la propiedad de clausura puede deducirse a partir
de la equivalencia:

Proposicion 3.4.2 (Subject Reduction). Sean M, M’ € CL tal que M —,, M.
Entonces

FFoaM:o=>Thg, M o

Demostracion. Por induccién en el término M. Los casos en que el término es un
atomo valen trivialmente ya que no existe un M’ tal que M —,, M’. Analizamos
a continuacion las diferentes posibilidades para la aplicacion.

Caso 1: La reduccion se produce en la raiz, con M = KM My y M' = M;.
Por la Proposicion [3.4.1] (1)

I'te, KMiMsy 0 =T |_F77 (KMlMg)A Lo
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Ademas
(KM Mo)a = (Azy.x)(Mi)a(Ma)a =5 (Mi)a

Luego, por SR de System Fy
Lhp (Mi)a:o
Como ((Mi)a) o, = M, por la Proposicién m (2)

I'baa My i o

Caso 2: Si la reduccion se produce en la raiz, con M = SM;M;Ms, el ra-
zonamiento es completamente andlogo al caso anterior. Se tiene M’ =
MlMg(MQMg) y valen

My 5 My y (Mj)or =M’
Caso 3: La reduccion es interna, con M = My My, M’ = M{My y My —,, M.
Vale I' ¢, M1 Ms : oy por Lema (2)
pAdr <o ThreaM:p—7 y Thep, My 7]
Luego, por hipoétesis inductiva
Chep M{:p— T
Entonces, por (—FE) y (<) con 7 < o se tiene
| [ M{Mg T o
Anéalogamente se prueba el caso en que My My —,, My M),
O

Una vez probada la propiedad de clausura para un paso se reduccion, es
inmediato extender el resultado a muchos pasos:

Corolario 3.4.1. Sean M, M' € CL tal que M —»,, M'. Entonces
NFoaM:o=>Tha, M o

Demostracion. Por induccion en la longitud de la derivacion M —»,, M.
O

Este resultado tiene como corolario la confluencia, pues se sabe que la relacion
—,, de CL es confluente y, al ser CL2 cerrado por reducciones, dicha propiedad
se mantiene en el fragmento de términos tipables del conjunto CL.

Veamos ahora que también puede derivarse la propiedad de normalizacion
fuerte para términos tipables a partir de la correspondencia:



3.4. EL SISTEMA CL2 63

Proposiciéon 3.4.3 (Strong Normalization). Sean M € CL. Luego,
ArIeceT ThoM:o]= M es SN
Demostracion. Supongamos que existe M € CL no SN, tal que

M IoeT [ho M : o]

Luego, por la Proposicion (1)
Th, My:o

y por SN de System F,,, My es SN.
Por otro lado, M no SN implica que

AMy ... My ... € CL [M —y My =4 -+ = My —4 -]
se tiene una derivacioén infinita a partir de M. Luego, por la Proposicién
My S5 (My)a =g - =5 (M)a —p

se tiene una derivacion infinita a partir de Mjy, lo cual es absurdo pues My es
SN.
O

Otro resultado que se tiene como consecuencia de la equivalencia es la
consistencia del sistema:

Proposicion 3.4.4 (Consistencia de CL2). FEziste un tipo o tal que para ningin
término M se tiene e, M : 0.

Demostracion. Veamos primero que System F; resulta consistente. Como se
comentd anteriormente, el conjunto de tipos habitados para este sistema es el
mismo que para A2. De aqui se deduce automéaticamente la consistencia pues,
como se vio en la prueba de la Proposicion no existe término M € A tal
que Fy, M : o, con a € V. Luego, a tampoco es habitado en System Fj,.
Supongamos ahora que existe M € CL tal que F¢p, M : . Por la Proposicion
3.4.1| (1) se tiene -5 M}y : a, lo cual es absurdo por lo expuesto anteriormente.
Esto prueba la consistencia de CL2.
O

Una nocién sobre los tipos que resulta de interés es la de tipos principales.
Esta se refiere a la existencia, dado un término cerrado y tipable M, de un tipo
o que representa todos los posibles tipos asignables a M. Es decir,

VM cerrado y tipable
doeT [VTGT [+ M : 7= 3 sustitucion S [T = S(0) ]”
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Un resultado conocido en la literatura es la falta de tipos principales para
algunos términos tipables en A2 y System F,, [25, 23]. Lo mismo puede afirmarse
sobre CL2 en virtud de la correspondencia demostrada en la Proposicion

Por ultimo, es interesante destacar que el problema del subtipado, para tipos
polimorficos de segundo orden, es indecidible [30]. Esto es, dados dos tipos o y
7, concluir si 0 < 7 (o es subtipo de 7) no es computable. En [30] los autores
analizan este problema independientemente del célculo sobre el cual se aplica la
relaciéon de subtipado, para términar concluyendo que type-checking de System
F,, no es decidible. Veamos que esto mismo puede argumentarse para CL2.

Type-checking es el problema en el cual, dados un contexto I', un término M y
un tipo o, se desea determinar si el juicio I' ¢, M : o es derivable. Es inmediato
ver que puede concluirse o < 7 a partir del juicio de tipado x : o ¢, @ @ 7, pues,
por Lema[3.4.2] (1):

Jo' <7 [x:0" € {x:0}]

luego o = ¢’ < 7. Entonces, de ser computable type-checking, también deberia
serlo el problema del subtipado.

3.5. Discusion

A lo largo del presente capitulo analizamos las diferentes opciones y problema-
ticas que se presentan al intentar formalizar un sistema de tipos de segundo orden
para CL que resulta equivalente al ya conocido A2. Esta nocién de equivalencia
buscada pretendia que el tipo de un término dado, en alguno de los dos sistemas,
se mantuviese al traducir dicho término al otro sistema.

Vimos que el principal problema al intentar definir un sistema sobre Logica
Combinatoria que cumpla esta correspondencia, es que la nocién de extensionali-
dad no es capturada por este formalismo, al mismo tiempo que ésta juega un
papel importante en A-célculo.

Para subsanar este inconveniente, buscamos agregar a A2 las condiciones
necesarias para que la n-reduccién no resulte un problema, pues el sistema no
posee la propiedad de n-Subject Reduction. Como consecuencia, la equivalencia
fue finalmente planteada entre nuestro sistema CL2 y System F,,, presentado
por Mitchell en [27].

De este modo, se plante6 CL2 con una relacién de subtipado para tipos
polimérficos de segundo orden, del mismo modo que Dezani-Ciancaglini y Hindley
expusieron una version de tipos intersecciéon para CL en [15].

Con esta formalizaciéon del sistema CL2 fue posible demostrar que se cumple
la equivalencia buscada y, al mismo tiempo, exhibir que el mismo cumple con
las propiedades principales que se desea tenga todo sistema de tipos.

Por otro lado, queda abierto el planteo de una versiéon completa del lema de
generacion para el sistema, que contemple los casos de los combinadores S y K.
Creemos que ésta permitiria presentar una prueba de la propiedad de clausura
bajo reduccién independiente de la correspondencia con System F,, y que no
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dependa de la traduccion entre términos de A-calculo y CL utilizada para probar
dicha equivalencia.






Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado distintas formulaciones de sistemas de tipos
para A-calculo y CL, analizando sus propiedades principales. Entre estas tltimas
se destaca la posibilidad de derivar la consistencia de la logica asociada a cada
sistema, via el isomorfismo de Curry—Howard, a partir de la propiedad de Strong
Normalization de los términos tipables. Nuestro trabajo se vio motivado por
conseguir formalizar un método que pueda derivar la consistencia buscada sin
necesidad del uso de propiedades fuertes del sistema de tipos asociado. Por otro
lado, se plante6 un sistema de tipos de segundo orden para CL, dado que en la
literatura no se propone dicha variante tipada para el formalismo.

En primer lugar presentamos un método original para probar la consistencia
de diferentes sistemas de tipo para A-calculo, que se basa en el analisis de las
variables de tipos a lo largo de la inferencia de los juicios de tipado, utilizando
una nocién de variable positiva especifica para cada sistema. A priori, la ventaja
de esta propuesta radica en su sencillez, pues busca demostrar la consistencia
mediante el analisis sintactico de los tipos, sin involucrar propiedades de los
sistemas que suelen ser dificiles de demostrar o pueden no estar disponibles.

Vimos que el método es perfectamente aplicable a sistemas de primer orden
como A— y AN, y que su complejidad esta estrechamente relacionada con la
axiomatizacion utilizada para definir a éstos. Esto ultimo resulta esperable pues
se trata de un enfoque sintactico que sélo involucra a las variables de los tipos,
analizando su posiciéon dentro de los mismos.

Al intentar extender el planteo a sistemas de alto orden, como A2, la dificultad
en la aplicaciéon del método crecié considerablemente, al punto de no llegar a
plantear una prueba completa de la propiedad de invarianza positiva. Sin
embargo, vimos que el método mantiene su simplicidad al considerar distintos
subsistemas de A2, cada uno de los cuales requeria de una definiciéon propia para
el conjunto de variables positivas.

Es por esto que consideramos que el método propuesto no resulta conveniente
para sistemas como A2, y atribuimos este hecho a la nocién de variable positiva
utilizada. Creemos puntualmente que la interpretacion dada al contructor de

67
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tipos funcionales (—) no es lo suficientemente precisa como para lograr el objetivo
buscado, ya que es justamente esta nociéon la que dificulta la demostraciéon de
propiedades auxiliares requeridas para la prueba de la propiedad de invarianza.
Entendemos que esta idea puede refinarse si se interpreta al constructor funcional
como la implicacién légica, es decir:

o—=T=-0VT

Esto daria lugar a que variables que en la interpretacion original resultaban no
ser positivas ahora lo sean, pues —(—a) = a.

Por otro lado, buscamos hacer extensivo el analisis a los Pure Type Systems,
mas precisamente a los sistemas del A-cubo, concluyendo en que no es posible
tal planteo, pues los distintos PTS’s se formalizan sobre una axiomatizacion
uniforme que no distingue entre términos y tipos, siendo la tunica diferencia
entre cada sistema sus conjuntos de sorts, axiomas y reglas. Estos ultimos s6lo
involucran constantes de los sistemas, por lo que no es posible distinguir entre
un PTS y otro desde el punto de vista de las variables, mostrando que el método
no resulta aplicable, pues se sabe que existen PTS’s inconsistentes como A*.

Estos resultados nos llevan a concluir que el método propuesto resulta in-
teresante por su simplicidad y facilidad de aplicacién en sistemas de bajo orden,
pero al mismo tiempo es limitado al considerar sistemas de alto orden. De aqui
resulta que no sea suficiente con analizar sintacticamente las variables de un
sistema de tipos para demostrar su consistencia, pues muchas veces la seméntica
esconde un poder expresivo y propiedades que escapan al alcance del método
propuesto.

Una posible linea de trabajo futuro es la de plantear un método que incorpore
a las constantes en el analisis, al mismo tiempo que refine la nocién utilizada,
teniendo en cuenta también la cantidad de apariciones de cada variable, o incluso
introduciendo la nocién de wvariables negadas. De este modo puede incorporarse
al analisis la polaridad de las variables dentro del tipo, como comentamos
anteriormente. Todas estas propuestas fueron surgiendo a lo largo del estudio
del método, si bien atin no hay una idea clara de como pueden contribuir a la
mejora del mismo.

Como segundo tema propuesto en el presente trabajo, se estudié la posibilidad
de extender el sistema de tipos simples de CL para incorporar polimorfismo
paramétrico. De este modo se busco formalizar un sistema de tipos de segundo
orden que resultase equivalente a A2 bajo la nocién propuesta.

Vimos que el principal problema al intentar definir dicho sistema es que la
nocion de extensionalidad no es capturada por CL, al mismo tiempo que ésta juega
un papel importante en A-calculo. Para subsanar este inconveniente, buscamos
agregar a A2 las condiciones necesarias para que la n-reduccién no resulte un
problema, pues el sistema no posee la propiedad de n-Subject Reduction. Como
consecuencia, la equivalencia fue finalmente planteada entre nuestro sistema CL2
y System Fy, el cual resulta de agregar a A2 la regla de tipado para 7-reductos.

Una vez definido formalmente el sistema y probada la equivalencia, se anali-
zaron sus propiedades principales. Este tultimo estudio permitié demostrar que
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CL2 cumple con la propiedad de Subject Reduction y Strong Normalization de
términos tipables. También se pudo ver que el problema de type-checking resulta
indecidible, pues la misma relaciéon de subtipado introducida para el sistema lo
es.

Otro resultado negativo es el hecho de que existen términos tipables en CL2
que no poseen un tipo principal, al igual que sucede en System F;,. Planteos como
los expuestos en [25], 23] sobre A-calculo buscan mejorar esto tltimo incorporando
tipos interseccién al sistema de segundo orden. De aqui surge la idea de extender
el sistema propuesto del mismo modo. Esto resulta en una linea de trabajo
futuro sobre sistemas de tipos para CL, a partir del desarrollado en esta tesis.

Por otro lado, queda abierto el analisis de otras propiedades sobre CL2, asi
como el planteo de una versién completa del lema de generaciéon para el sistema,
que contemple los casos de los combinadores S y K.

Una consecuencia interesante de la equivalencia conseguida entre CL2 y
System F,, es que, contrariamente a lo que podria indicar la intuicién, el hecho de
que el sistema de reescritura CL es estrictamente més débil que el A-célculo, no
impide que los términos tipables sean, moédulo traduccion, los mismos. Mas atn,
con los mismo tipos. Esta diferencia de poderes expresivos entre los sistemas de
reescritura, no se manifiesta, por lo visto, en la equivalencia entre los respectivos
sistemas de tipos. Esto pasa tanto para tipado simple, como para tipado de
segundo orden.

El presente trabajo no pretende ser exhaustivo, y puede extenderse el planteo
a otras versiones de CL, por ejemplo aquellas que utilizan otros combinadores
distintos de los que hemos utilizado aqui. Resulta interesante analizar el sistema
CL2 producto de las conocidas reformulaciones de CL, correspondientes a la
logica de relevancia, la logica de hipotesis descartables y la logica lineal [17].
Para estas restricciones de la logica intuicionista, se definen otros conjuntos de
combinadores, los cuales codifican las pruebas de las formulas demostrables en
cada una de esas logicas.

La intuicion dice que el sistema CL2 se puede reformular para estas tres
restricciones y, si bien no lo hemos desarrollado en esta tesis, entendemos que el
camino es directo: los combinadores presentes tendran reglas de tipado analogas
a las de S y K (derivadas del tipo de dichos combinadores en A-célculo), y se
mantendran las reglas (VI) y (<), resultando asi en un sistema del mismo estilo
que CL2 y que goza de buenas propiedades de traduccion.






Apéndice A

Subsistemas de A2

En el presente apéndice estudiamos los subsistemas de A2 propuestos en la
seccion El propésito es demostrar para cada uno de ellos que cumple con la
propiedad principal de clausura que es deseable en todo sistema de tipos.

En las secciones subsiguientes presentamos las reglas de cada sistema a
analizar y desarrollamos los distintos resultados preliminares de los que haremos
uso para terminar probando la propiedad SR.

A.1. El sistema A2’
Este sistema surge de considerar el sistema de tipos de segundo orden A2 sin
la regla (VE).

'HM:o0 a¢ 7/
I'H M :Va.o

(axiom)

(V1)

le:okb2:0

x:ob; M7 (1) ', M:0 -7 I'H;N:o
—
' e M :0— 71 ' MN .71
Puede verse que la expresividad respecto a CL2 es menor, dada la imposibili-
dad de eliminar los cuantificadores introducidos con la regla (VI) o provenientes

del contexto. Para ilustrar esto, veamos un ejemplo, del cual puede demostrarse
su validez mediante el Lema (1) presentado en la siguiente seccion:

(—E)

z:Vaalt,r:a— « r:Va.ab,, r:a— «

Sin embargo, el poder expresivo del sistema es claramente mayor al de A—, y
pueden lograrse aun juicios de tipado que despiertan cierto interés, como por
ejemplo:

rT:ab T
F, Az.x i — «

F; Az.z : Va.(a — «a)

71
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Esto dltimo motiva el planteo del sistema como una restriccién apropiada de
A2, y el analisis de sus propiedades principales.

A.1.1. Definiciones y lemas auxiliares

Antes de pasar a la demostracion de la propiedad de clausura, presentamos
una serie de lemas a los cuales recurriremos al momento de formalizar dicha
prueba.

El siguiente lema permite trabajar con las hipdtesis incluidas en el contexto de
tipado, pudiendo agregar o eliminar las mismas bajo determinadas condiciones:

Lema A.1.1 (Base Lemma). Sea I" una base.
1. Si A DT es otra base, entonces ' M : 6§ = A+, M : 0.
2. T, M:§=FV(M) C dom(T).
3 I'Hi M 0= Tlpyry bi M 6.

Demostracion. Por inducciéon en la derivaciéon de I' ; M : §, analizando la
iltima regla aplicada. El analisis por regla es analogo al presentado en la prueba
del Lema [3.4.1] para los casos (aziom), (—E) y (VI), por lo que solo se presentan
a continuacion los casos de aplicacion de (—I) para cada item del lema. Luego,
se tiene M = Ax.M’ con 6 = o — 7 y por hipotesis de la regla vale:

Nx:okH M :1

1. Por convencién de variables libres, podemos asumir = ¢ dom(A) de modo
que A, x : o resulta una base y, por hipotesis inductiva

ANz:oH M1
Luego, por (—1) se concluye

AR M :0—1

2. Por definicién
FV(z.M') = FV(M') — {z}

Por hipétesis inductiva vale
FV(M') C dom(T, z : 0) = dom(T") U {z}
Luego, restando {z} a ambos lados de la desigualdad

FV(Az.M') = FV(M') — {z} C (dom(I") U {z}) — {} = dom(T")
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3. Por hipétesis inductiva

(T, :0) ey b M' 27

Six ¢ FV(M'), entonces (I',z : o) [py(amry = I'lpv(ary ¥ por (1) vale
Clevvny, i o b M T

Ademas, se tiene FV(M’) = FV(Az.M'"). Luego, por (—1I)

Clevowmy Fi AdeM' 20 — 1

Siz € FV(M'), se tiene (I',z : o) [py(mry = (Dlev(ary, o) Ademas
Pleviry = levia.)

pues FV(Az.M") = FV(M'") — {z} y = ¢ dom(T"). Luego, por (—I)

FrFV()\:z.]\/I’) |—1 )\.I.M/ 0 — T

O

El siguiente lema permite analizar como afectan las sustituciones, tanto de
términos como de tipos, sobre los juicios de tipado. El fin es poder demostrar
que la operacion de substitucion introducida por la S-reduccion preserva el tipo
del término en cuestion.

Lema A.1.2 (Substitution Lemma).

1. THM:o=Ta:=7F M:ola:=71].

2. Siloe:ob; M:7yTF; N:o, entonces ' = M[N/z] : .
Demostracion.

1. Por induccion en la derivacion de I' +; M : o.

Caso 1: Se aplico (aziom), porloque M =2 yI' =1, 2 : 0. Al aplicar la
sustitucion al contexto queda I'la := 7] = (I'[av := 7], 2 : ol := 7]),
de lo que se deduce por (axiom)

NMa:=71],z:0la:=7]F M:ola:=17]
Caso 2: Si se aplico (—F) se tiene M = M; M, tal que
'k My:p—o y I'EiMy:p
Por hipétesis inductiva
Plai= b My s (p— o)ai=7] y Tlas=1] b My : ploi=1]
Como (p — o)[a i= 7] = pla 1= 7] — ol i= 7], por (—E)

Do :=7]F; M1 My : ofa = 7]
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Caso 3: La tdltima regla usada fue (—I). Entonces M = Az.M’, 0 = p —
6y vale
Cox:pki M6

Por hipétesis inductiva
[la:=1],2: pla:=7]F; M : §[a := 7]
Luego, aplicando (—1)
D=7l Ae.M' : (p— d)|a = 7]

Caso 4: Si la dltima regla aplicada fue (VI), se tiene o = Vf.0’' con
B¢ FV(T') y vale
' M:o

Por convencion de variables podemos asumir 5 # a 'y 8 ¢ FV(7). Por
hipétesis inductiva

Ta:=71]k; M:0o'|a:=7]
Luego, por (VI) se tiene
Da:=71]F M: (VB.0")|[a := 7]
pues (V3.0")[a := 1] =Vf.0'[a := 7].
2. Por induccién en la derivacion de I';z : o ; M @ 7.

Caso 1: Si se aplico (axiom), pueden darse dos casos. Si M = x, entonces
x[N/x] = N, 0 = 7y, por hipotesis, vale

', N:o

Si M =y # z, luego y[N/z] = y y la implicacion vale trivialmente
pues, por hipoétesis, se tiene

Ty:okby:o

Caso 2: Se aplico (—F). Entonces M = M; M, y por hipoétesis de la regla
valen

Ne:obyMy:p—0o y oty My:p

Por hipétesis inductiva
'k, Mi[N/z]:p—0o y T'k; Ma[N/x]:p
Luego por (—F) se concluye

T l_i (MlMg)[N/.Z'} s
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Caso 3: La ultima regla usada fue (—1I). Se tiene M = Ay.M’ con
o = p — §. Por convencion de variables asumimos y # x e y ¢ FV(N).
Por precondicion de la regla vale

Iz:oy:pbs M' 26
Luego, por hipoétesis inductiva
Iy:pt; M'[N/x] : 6

Como y ¢ FV(N) vale \y.M'[N/z] = (\y.M")[N/z]. Luego, aplican-
do (—1) se tiene

'k A\y.M)[N/x]:p—§6
Caso 4: Si se us6 (VI), se tiene o0 = V.0’ con 8 ¢ FV(I',x : o) y vale
z:ok; M:o
Por hipétesis inductiva
'ty M[N/z]: o’

Como 8 ¢ FV(T,x:0) = FY(I') U F9(0), en particular vale § ¢
FV(T"). Luego, por (VI)

't M[N/x] : V3.0

O

A continuacién nos proponemos enunciar y demostrar un lema de generacion
apropiado para el sistema. Para ello introducimos la siguiente relaciéon de orden
entre tipos:

Definicién A.1.1.
1. 0 > 7 sii T =Va.o para algin o € V.
2. > es la clausura reflexiva y transitiva de >.

Una vez introducida esta nocién de orden entre los tipos, presentamos el
lema de generaciéon de la siguiente manera:

Lema A.1.3 (Generation Lemma).
1. THaz:0=>30 >0 [(z:0')€T].
2. TH, MN:7= 3037 >7 ', M:0 -7 y TH, N:o].

3. ' aM:p=3Fo7 T,e:ocb;M:7 y o—712>pl
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Demostracion. Por induccién en la derivaciéon del juicio de tipado, analizando
las reglas que aplican en cada caso.

1. Para el tipado de variables solo aplican las reglas (axiom) y (VI).

Caso 1: Se uso (axiom). Luego vale I,z : o b; x : o, por lo que basta
tomar ¢’ = 0.

Caso 2: Se aplico (VI). Entonces 0 = Va.oy con o ¢ FV(T') y vale
I'kix:0q
Por hipétesis inductiva
Jo' >0y [(x:0') €T]
Como o1 > Va.o1 = o, por transitividad ¢’ > o.
2. En el caso de las aplicaciones, solo intervienen las reglas (—F) y (VI).
Caso 1: Si se us6 (—FE), entonces valen
' M:0—-7 y ' N:o

Luego basta tomar 7/ = 7.

Caso 2: Se aplico (VI), el razonamiento es analogo al ilustrado en el
Caso 2 del item (1), resultando la existencia el tipo 7/ buscado por
transitividad a partir de la hipotesis inductiva.

3. El tipado de abstracciones solamente involucra las reglas (—1) y (VI). El
caso de esta ultima es andlogo al desarrollado en el item (1), mientras que
para (—I) se tiene p=0 - 7 tal que ',z : o b; M : 7.

O

Demostramos un tltimo lema auxiliar sobre la relaciéon de orden > que nos
sera de utilidad para la prueba que presentaremos en la secciéon siguiente:

Lema A.1.4.
1.0 >7=>T17=Vo,...01.0 conn > 0.
2.0—=17>0 21T =20—-17=0"—1.
Demostracion.

1. Por induccién en la prueba de o > 7.

Caso base: 0 = 7. Tomamos n = 0.
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Paso inductivo: o > ¢’ > 7. Por hip6tesis inductiva
o =Vay,...aq.0
Pero por definiciéon de >
T =Vani1.0 =Vap1...0q.0
2. Sean ¢ — 7 > o' — 7’. Por (1),
o -7 =Va,...a1.(c = 1)

Necesariamente se tiene n = 0, pues ¢’ — 7’ es un tipo funcional.

A.1.2. Propiedad de clausura

Ahora estamos en condiciones de demostrar la propiedad de clausura bajo
reescritura del sistema A2°, haciendo uso de los resultados presentados en la
seccion anterior.

Proposicion A.1.1 (Subject Reduction). Sean M,M' € A tal que M —g M'.
Entonces
'-iM:c=>TH M :0o

Demostracion. Por induccion en el término M, analizando el lugar donde se
produce la reduccion.

Caso 1: M = z. Si el término es una variable no existe M’ tal que x —g M’
por lo que la implicaciéon vale trivialmente.

Caso 2: M = A\z.N. La reduccion se produce en N, de modo que M’ = Az.N’
con N —g N'. Luego, I -; M : o implica, por Lema (3)

do’', 7 Tyx:o' i N7y o — 7' >0]
Por hipétesis inductiva
| R R A

Luego, por (—1)
' M. N :o' =7/

Ademas, por Lema [A.1.4] (1) se tiene 0 = Va, ...a;1.(0" — 7’) para n > 0.
Por convencion de variables podemos asumir que «; ¢ FV(I") para cada
1 >4 > n. Luego, aplicando n veces la regla (VI) se concluye

'k Ae.N': o
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Caso 3: Consideramos el caso en que M = M; M, y la reducciéon se produce
internamente en M;, quedando M’ = M{M, con M; —3 M{. Por Lema
A.1.3[(2)

Fo'AT" >0 T My:o' -7y Tk My o]

Por hipotesis inductiva
L'k My o' — 7

Luego, por (—F)
'k M{My 2 7'

Nuevamente, por el argumento presentado en el caso anterior, podemos
aplicar (VI) la cantidad de veces necesaria para terminar concluyendo

Fl—i M{MQ:U

El caso en que la reduccion se produce en Ms es completamente analogo a
este ultimo.

Caso 4: Falta analizar el caso en que M es una aplicacién con M, = A\x.P
produciéndose la reduccién en la raiz del término. Es decir que M’ =
P[Ms/x]. Por Lema (2) sobre el juicio de tipado de M se tiene

Jo'I3T >0 T AP0’ -7 y Tk My:0']

Ahora por Lema (3) vale

Jo" 7" Tyx:0" = P:7" y o w77 >0 — 7]
Por Lema [A.1.4] (2) ¢/ — 7/ = 0” — 7", lo que implica ¢’ = 0" y 7/ = 7.
Entonces

Lz:o'P:7 y Tk My:o'
Luego, por Lema[A.1.2] (2)
r l_z P[MQ/.’E] : T/

Nuevamente estamos ante las hipotesis del argumento usado en los casos
anteriores para concluir

I '_z P[Mg/l‘] e

O

Como corolario de la preservacion del tipo en un paso de reduccion, se tiene
la propiedad de clausura para varios pasos:

Corolario A.1.1. Sean M, M’ € CL tal que M —g M’. Entonces

' M:o=TH M :0o
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Demostracion. Por induccién en la longitud de la derivacion M —z M.
O

Este resultado nos muestra que A2° cumple con la propiedad principal que
se pide que tenga todo sistema de tipos para ser considerado apropiado. Ade-
mas, como se ilustré anteriormente, el sistema tiene un poder expresivo que se
encuentra entre A— y A2. Estos dos argumentos justifican su estudio.

A.2. El sistema A2°

Analizamos ahora la otra restriccion planteada sobre A2, obtenida al eliminar
del sistema la regla (VI).

I'e M :Va.o
'k M :ofa:=7]

(aziom)

VE
Drx:okex:o (VE)

Nx:obe M: 7
o e M:0— T

I'teM:0—>7 T'F.N:o
I'te MN : 71

(—=1) (—E)

De este modo, la expresividad respecto a A2 se ve claramente disminuida,
pues ya no es derivable, por ejemplo, el juicio que asigna a la identidad el
tipo Va.(a — «). Mas atn, veremos que todo tipo derivable para un término
cuyo constructor principal sea un abstracciéon debe necesariamente ser un tipo
funcional.

Sin embargo, la expresividad respecto de A— es trivialmente mayor, pues
el conjunto 7 posee mas tipos posibles y al mismo tiempo pueden inferirse los
siguientes juicios:

r:VYaat.z:0

F. Ar.x :Ya.ao — o
para cualquier o € 7, en particular con o = Va.a se tiene:
Fe Ax.z : Va.a — Va.a

Nuevamente buscamos probar la propiedad de clausura bajo reduccion, para
lo cual haremos uso de los lemas presentados a continuacién.

A.2.1. Definiciones y lemas auxiliares

Los proximos dos lemas son equivalentes a los introducidos al analizar el
subsistema A2’ y sus demostraciones son completamente analogas para los casos
de las reglas comunes a ambos sistemas. Por esta razén, enunciamos los lemas y
so6lo analizamos los casos en que la regla que se aplica es (VE).

Lema A.2.1 (Base Lemma). Sea I' una base.
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1. Si A DT es otra base, entonces ', M : 0 = A+, M : 0.
2. The M : 6 = FV(M) C dom(T).

3 Tk M :0=Tlrymy e M : 0.

Demostracion. Por induccién en la derivacion de I' ., M : 4.
1. Se tiene § = ¢'[a := 7] y por hipotesis inductiva vale
A, M :Va.d
Luego, aplicando (VE)
Aty M :da:=T]

2. Directamente de la hipotesis inductiva se tiene FV(M) C dom(T"), pues la
regla no modifica el término.

3. Por hipétesis inductiva se vale
Lleviary Fe M 2 Va.d'
por lo que, aplicando (VE) se deduce
Cleviany e M : § e i= 7]

con ¢ = ¢'|a = 7].

Lema A.z.2 (Substitution Lemma).

1. TFeM:o=Ta:=71F. M :o[a:=7].

2. SiT,z:0F. M:7 yT'k. N :o, entonces I' - M[N/z]: 7.
Demostracion.

1. Por induccién en la derivacion de I' =, M : o.

Para el caso en que se aplico la regla (VE) se tiene o = ¢’[ := p] y por
hipétesis inductiva vale

Ia:=7]Fe M :VB.0' [ := 7]

pues podemos asumir § # a 'y 8 ¢ FV(7) por convenciéon de variables.
Luego, por (VE) se infiere

Dla:=71] e M 2 o'[a = 7][B = pla :=7]]
v finalmente por Lema [F2.3] se tiene
Pl = 7] ke M : 0'[B = pl[a = 7]
pues 8 ¢ FV(7).
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2. Por induccién en la derivaciéon de I,z : o ¢ M : 7.
Nuevamente se tiene 7 = 7/[3 := p] y por hipdtesis inductiva vale
't M[N/x] : V3.7’
Luego, aplicando (VE) se deduce

Tk, M[N/z]:7[8 := p]

O

Presentamos ahora una relacién de orden sobre los tipos con el fin de introducir
el lema de generacién para el sistema.

Definicion A.2.1.
1. 0> 7T sit o =Va.01 y T = 01[0 := p] para algin p € T.
2. > es la clausura reflexiva y transitiva de >.

De este modo, planteamos el siguiente lema de generacion. Es en esencia
similar al presentado para A2 en la seccién y para A2 en este mismo apéndice,
pero sufre una modificacién en el caso del tipado de abstracciones.

Lema A.2.3 (Generation Lemma).
1. Thez:o=30" >0 [(z:0) €T].
2. TFe MN:7= 3037 >7 k. M:o—7 y T'kF.N:o].
3. T aM:p=3o7 Tx:cbeM:7 y p=0—T1].

Demostracion. Por induccién en la derivacion del juicio de tipado, analizando
las reglas que aplican en cada caso.

1. Para el tipado de variables solo aplican las reglas (axiom) y (VE).

Caso 1: Se us6 (axiom). Luego vale I,z : o0 I, x : 0, por lo que basta
tomar ¢’ = o.

Caso 2: Se aplico (VE). Entonces o = o1[a := 7] y vale
I'te x:Va.oy
Por hipétesis inductiva
Jo' >0y [(w:0") €T]

Por definicion VYa.oq > o1]a := 7] = o, luego, por transitividad,
/
o' > 0.

2. En el caso de las aplicaciones, solo intervienen las reglas (—F) y (VE).
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Caso 1: Si se usé (—F), entonces valen
'-eM:0—7 y T'F.N:o

Luego basta tomar 7/ = 7.

Caso 2: Si la ultima regla aplicada fue (VE), entonces 7 = 7i[a := p| y
por hipétesis inductiva se tiene

Jo3r' >Var, [FeM:0—7 y Tk, N:o]

pero nuevamente, por definiciéon de > y por transitividad, vale 7/ >
1| == p).

. Veamos que el tipado de abstracciones solo involucra la regla (—I). En

primer lugar es inmediato ver que (axiom) y (—F) no aplican, pues los
términos que resultan de utilizar estas reglas son variables o aplicaciones
respectivamente. Por otro lado, las abstracciones son introducidas mediante
la aplicacion de (—1), resultando en un tipo funcional. De aqui, y del hecho
que no se pueden introducir cuantificadores por delante de un constructor
de tipo flecha ya establecido, por no contar con la regla (VI), resulta que
(VE) no interviene en el tipado de una abstraccion, pues ésta asume tipo
Va.o para el término en cuestion.

Luego, por hipoétesis de la regla se tiene I'x : ¢ . M : 7 y resulta
p=0—T.

O

Es aqui donde se ve lo que comentamos al introducir el sistema sobre que un

término cuyo constructor principal es una abstraccion tiene necesariamente tipo
funcional.

Como tltimo resultado preliminar, veamos que si puede derivarse un tipo o

para un término dado, también pude derivarse 7, para todo tipo 7 tal que o > 7.

Lema A.2.4. Sean o,7 € T tal que o > 7. Luego,

I'teM:0=TF.M:7T

Demostracion. Por induccién en la prueba de ¢ > 7.

Caso base: o = 7, por lo que la implicacion es trivialmente verdadera.

Paso inductivo: ¢ > ¢’ > 7. Por hipétesis inductiva

'teM:0=TF, M:o
Pero por definiciéon de >
o' =Va.o; vy T=o01|a:=))
Luego, por (VE) puede inferirse T' . M : 7, por lo que vale
'-eM:0=TF.M:T1
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O

Con estos resultado auxiliares ya demostrados, estamos en condiciones de
probar la propiedad de clausura para el sistema.

A.2.2. Propiedad de clausura

Proposicion A.2.1 (Subject Reduction). Sean M,M' € A tal que M —g M'.
Entonces
'ceM:0=>T'F. M :0

Demostracion. Por induccion en el término M, analizando el lugar donde se
produce la reduccion. Presentamos a continuacion el caso en que M = (Az.P)Q
y M’ = P[Q/z]. Los casos de reduccién interna se deducen directamente de
la hipoétesis inductiva, aplicando lema de generacién, de manera analoga a la
demostracion presentada para la Proposiciéon

Se tiene I' k. (Az.P)Q : 0. Por Lema[A2.3] (2)
Jo'3r' >0 ke XeP:o’ -7y Th.Q:0']
Ahora por Lema (3) vale
Jo" 7" Dyx:o" e P:7" y o 517 =0" - 7"

Luego, se tiene
Nz:o'FeP:7 vy T Q: 0

Entonces, por Lema (2)

't PQ/x]: 7
Finalmente, como 7/ > o, por Lema vale
'te P[Q/z] : 0
O
Nuevamente la propiedad es extensible a muchos pasos de reducciéon:
Corolario A.2.1. Sean M, M’ € CL tal que M —z M'. Entonces
'~eM:0=TF,M:0o
Demostracion. Por induccién en la longitud de la derivacion M —z M.
O

Con este resultado puede verse que A2¢, al igual que A2°, cumple con la
propiedad principal que se desea tenga todo sistema de tipos.

Mas aun, es inmediato verificar, para los dos subsistemas estudiados, que
todo juicio derivable en ellos es también derivable en A2. Lo que implica de
manera directa la propiedad de SN en ambos formalismos, pues ésta vale en
el sistema completo [g]. De este modo pueden estudiarse distintas propiedades
sobre los subsistemas, algunas de las cuales se “heredan” de A2.
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