UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

FAcULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

Reduccién de especificaciones ecuacionales
eliminando simbolos superfluos

Tesis presentada para optar al titulo de
Licenciatura en Ciencias de la Computacion

Javier Martinez Viademonte

Director: Lic. Carlos Lopez Pombo
Codirector: Prof. Dr. Marcelo Frias

Buenos Aires, febrero 2007



Resumen

Dado el alto costo computacional de las técnicas tradicionales de model-
checking, para el caso en que el esfuerzo depende de la cantidad de simbo-
los involucrados se estudia el problema de reduccién de especificaciones.
Se modela el problema utilizando hipergrafos, se demuestra que la ta-
rea es NP-completa, se implementan y evalian estrategias exactas, go-
losas y heuristicas sobre distintas familias representativas de instancias,
se desarrollan y analizan otras mejoras complementarias y se integra la
herramienta resultante con ReMo, un model-checker relacional para fork
algebra. Se concluye que la nueva herramienta alcanza su propdsito.

1. Introduccion

Cualquiera sea el modo en que se quiera utilizar una computadora para re-
solver problemas, serd necesario describirle la tarea que se desea desempene.
Dentro de las posibles descripciones, por un lado, se tiene que las mas abstrac-
tas son aquellas que evitan analizar cada detalle y se concentran en los aspectos
generales mas importantes; por el otro, con énfasis en la precision, las descrip-
ciones mds formales permiten razonar sobre las propiedades del problema y su
eventual solucién, siendo susceptibles de ser procesadas por un programa.

Dado que las descripciones formales consiguen los méas altos grados de con-
fiabilidad, y aceptando la conveniencia de disponer de una visiéon abstracta del
problema, es de interés estudiar formas abstractas y formales, como lo son las
especificaciones algebraicas.

Ademass, dado que generalmente se acepta que, en el marco del proceso de
desarrollo de software, los defectos se vuelven mas graves y su correccién mas
costosa mientras més avanzada [GIJMO02] esté la construccién al momento de la
deteccidn, surge el interés por comprobar que se deriven una serie de propiedades
deseadas a partir de una descripcién temprana del problema.

Al combinar los formalismos abstractos y el interés por detectar rapidamente
inconvenientes en las descripciones de los problemas, se abre el camino al uso
de técnicas de model-checking [CGPO00] (verificacién de modelos) que, mediante
herramientas, realizan btsquedas automaticas de inconsistencias.

Usualmente una descripcién formal o especificacién E consiste en un con-
junto de propiedades o axiomas, que impone restricciones sobre el problema que
estd siendo modelado. Analizar el comportamiento de una solucién a dicho pro-
blema consiste en verificar si un conjunto de propiedades P, que predica sobre
este comportamiento, se logra satisfacer. Por consiguiente, verificar la especifi-
cacion de un problema usando model-checking consiste en comprobar

EEP,

donde = denota la relacién de satisfaccion. Al plantear una serie de propiedades
se pretende verificar que, efectivamente, con la especificacién se estd modelando
el problema a resolver, de manera que toda propiedad deseada sea consecuencia
de las reglas bésicas planteadas.

Sin embargo, atin disponiendo de una especificacién adecuada, un importante
obstaculo al model-checking es tratar con la explosién en el espacio de bisqueda,
que ocurre cuando la cantidad de posibles estados para describir un problema
crece bruscamente, en general asociada a sistemas con multiples componentes



que interactiian entre si, o a sistemas con estructuras de datos complejas que
pueden asumir una gran cantidad de valores. Ya que las especificaciones de
software suelen presentar este problema, cominmente no pueden ser verificadas
usando métodos model checking convencionales.

En particular, en esta tesis se desarrolla una herramienta, «minime», que
se complementa con un model-checker ya existente, « ReMo» [GS05|, para ayu-
darlo a alivianar la carga de la explosion en el espacio de busqueda. ReMo es
una herramienta desarrollada por el Grupo de Investigacién en Métodos For-
males Relacionales en el Departamento de Computacién (DC) de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales (FCEN) de la Universidad de Buenos Aires
(UBA).



2. Desarrollo

Esta seccion concentra los aspectos tedricos del trabajo. Comienza descri-
biendo detalladamente el problema concreto a abordar y, a continuacién, plan-
tea una interpretacion abstracta apoyada sobre la teoria de grafos; se estudia la
complejidad computacional del problema y se presentan algoritmos y propuestas
para implementar una solucién.

2.1. Problema concreto

Como contexto del problema hay que tener en cuenta al model-checker ReMo;
una herramienta de validacién que busca contraejemplos en los que se satisfaga
una especificacién pero se viole alguna propiedad esperada. Actualmente esa
herramienta tiene un alcance limitado a raiz de la imposibilidad practica de
analizar especificaciones complejas, nociéon que demanda un criterio de medicion
de especificaciones para el cual conviene introducir varias explicaciones.

Empezando por lo bésico, el model-checker es un programa que analiza es-
pecificaciones relacionales, cuyo lenguaje es una extensién de las fork algebras
[Fri02]. A su vez, cada especificacién estd constituida por un conjunto de defi-
niciones y férmulas, en cualquiera de las cuales figuran simbolos de constantes.

El programa se encarga de construir asignaciones de valores a los simbolos
de constantes sobre los que la especificacion es interpretada. Si bien la canti-
dad de posibles asignaciones es potencialmente infinita, el model-checker fuerza
una cota en el tamano de los dominios; sin embargo, a pesar de la cota en las
combinaciones, los reemplazos por lo general son muchos y analizarlos a todos
consigue ocupar a casi cualquier computadora por més tiempo del deseable. Se
dird que la complejidad asociada a una especificacién estd dada por el esfuerzo
que insumird analizarla integramente y se la calcularda mediante el producto de
dos factores: el tiempo que insume analizar una combinacién de valores y la
cantidad de combinaciones.

No obstante, este trabajo no se interesa por estudiar el tiempo que insume
analizar una combinacion, por lo que supondra que este factor puede ser omitido.
El objetivo que se persigue consiste en disminuir la cantidad de combinaciones
a evaluar; esto reduce el esfuerzo necesario para procesar una especificacion,
permitiendo el andlisis de modelos mas complejos.

Volviendo al criterio para medir especificaciones, cada simbolo de constante
realiza un aporte a la complejidad; este aporte individual sera llamado «peso» del
simbolo y estard representado por un niimero mayor a 1 (uno). La complejidad
total serd sinénimo de la cantidad de combinaciones que evaluara el model-
checker, calculada como el producto de todos los pesos.

Definicién 1 (complejidad): sean E una especificacién, consts una funcién
que a partir de una especificacién devuelve el conjunto de simbolos de constante
involucrados y pesog una funcién que asigna un nimero real mayor a 1 (uno) a
cada simbolo en consts(E),

complejidad(E) = H pesog(c).

ceconsts(E)

A su vez, el peso de cada simbolo de constante se calcula a partir de otros
parametros que también figuran en la especificacién y, como conviene no dete-



nernos ahora en este punto, se deja el detalle del calculo para el Apéndice B
(Etiquetas). El subindice de la funcién peso puede omitirse si la especificacién
de referencia se sobreentiende.

La idea principal para disminuir la cantidad de evaluaciones parte de to-
mar las féormulas que figuran dentro de la especificacién y buscar aquellas que
permitan eliminar simbolos de constantes sin introducir otros cambios. Si en-
contramos estas formulas, la complejidad total disminuira gracias a la quita de
factores; ademads, como las fork algebras son una extension ecuacional del célculo
relacional, las férmulas que se buscan se saben ecuaciones.

Definicién 2 (férmula simple - f.s.):  es una ecuacién ¢ = t(z1,...,2,), con
t(...) un término cualquiera, {z1,...,z,} el conjunto de simbolos de constantes
que figuran en ese término y ¢ un simbolo de constante que no figura en el
conjunto. Se la abrevia «f.s.» y también es comun darle nombre a la férmula
completa, digamos f, y notarlo f:c=1t.

Las f.s. sugieren que cada aparicién de la constante aislada puede ser reem-
plazada por el término, a lo largo de todo el conjunto de férmulas que com-
pone una especificacion. Como, por la Definicién [2] la constante no figura en
el término, el reemplazo permite eliminar a la constante por completo. Para
mostrar que los reemplazos son correctos se necesitan nuevas definiciones.

Definicién 3 (sustitucién simple): es un mapeo ¢ — t(z1,...,2,), donde
t(...) es un término en el que figuran los simbolos de constante {z1,...,z,} y
«c» es un simbolo de constante aislado que no aparece en el término. Si se le da
nombre, digamos o, se escribe o : ¢ — t. A la constante se la conoce como parte
izquierda de la sustitucién, o izq(o), y al término como parte derecha o der (o).
A diferencia de las ecuaciones, las sustituciones simples estan orientadas y eso
facilita su uso para realizar reemplazos.

La Definicién[3 est4 inspirada en la definicién de «sustitucién» que se presen-
ta en [DP01, Klo92]. Afiado el calificativo «simple» para diferenciarla de aquella
pero, por legibilidad, a lo largo del trabajo omitiré el calificativo si no se presta
a confusién.

Definicién 4 (reemplazo): es la aplicacién de una sustitucién simple en la
reescritura de un término; si {¢,t1,%2,...,t,} son términos, o la sustitucién
¢ — t', ¢ y d son distintos simbolos de constantes y f un simbolo n-ario de
funcién, to es la imagen de t bajo ¢ definida del siguiente modo:

t sitesc
to = d sitesd
f(tro,.. . tho) sites f(t1,...,tn).

La ampliacion de la definiciéon a la imagen de una férmula, especificacién o
sistema de ecuaciones bajo una sustitucién sigue una extensiéon homomorfa. Por
su parte, dada ¢’ : d — t" con d # ¢, si d no aparece en t’ se define o'c : d — t"0o.

Sean @ un sistema de ecuaciones y L = [o1,09,...,0,] una lista de susti-
tuciones, se define reemplazar(L, Q) como la funcién que devuelve un nuevo
sistema de ecuaciones Q' tal que Q' = Q sin =0,y Q' = reemplazar(L’, Qo)
sin >0y existe L' = [o2071,...,0,01].

Definicién 5 (E-): dado F una especificacién, E_ es el sistema de ecuaciones
formado por el conjunto de férmulas de FE.



Definicién 6 (f/FE-sustitucién): dada f:c=t(zy,...,2,) una fs., se llama
sustitucién simple que remite a f, o f-sustitucion, a oy : ¢ — t(x1,...,2p).
Cuando la férmula esté sobreentendida puede omitirse el subindice. Notar que
puede haber hasta dos sustituciones oy y o} remitiendo a una misma f.s. f, si
ambos miembros de la ecuacién son constantes aisladas distintas. Por extension,
si 0 es f-sustitucién de f en el sistema de ecuaciones @), o también se dice una
Q-sustitucion y, si o es F_-sustitucién de la especificacién E, por comodidad
también se le dice E-sustitucion.

Definicién 7 (E_): dado @ un sistema de ecuaciones, Q_, es el conjunto de
todas las @-sustituciones. Por extensién, si F es una especificacion, se nota E_,
para indicar F__,.

Definicién 8 (modelo): siguiendo [DPO01], una estructura M se dice modelo
del sistema de ecuaciones @, escrito M = @, si M satisface cada férmula de Q.
Si Q y Q' son sistemas de ecuaciones, se escribe Q | Q' si todas las estructuras
M que satisfacen @ también satisfacen Q. Si Q@ E Q' y Q' | Q se escribe
Q=Q".

Teorema 1: sea I una especificacién, y oy una E-sustitucién, E_oy = E_.
Demostracién: considero los casos: 1) E—oy = E— y 2) E— = E_oy.

1) Caso E—oy |= E=

Sean f : x = t(z1,...,2,) € E— y M tal que M |= E_oy. Si a € E_oy
contiene el término t(z1, ..., z,), como M = « se tiene que, si M = f entonces

M=ol .y luego, M = E_.
2) Caso E— |= E_oy

Sea M tal que M = E_, en particular M |= f para [ : z = t(x1,...,2,)
en F_. Sea « tal que M E q, se tiene que M |= a|f,;(zl""’x“). Finalmente, como
M = E_ entonces M = E_|1"*™) y consecuentemente M |= E_o . O

Si se recorre la especificacion y, cada vez que se encuentra una f.s., se realiza-
ran inmediatamente los reemplazos posibles, el trabajo a efectuar seria muy facil
pero se perderia una propiedad atractiva. Se quisiera lograr el mejor reemplazo
de constantes, es decir, el que consiga la especificaciéon de menor complejidad
final, y encontrariamos obstdculos si siguiéramos esa estrategia.

Supongamos las ecuaciones a = f(b) y b = g(a) con a y b simbolos distintos
de constantes. ;Qué reemplazo conviene efectuar? Deberia resultar sencillo ad-
vertir que ambos no pueden eliminarse a la vez; en principio quisiéramos quitar
al mas pesado pero, como se verd mas tarde, este problema en general no es
facil de resolver. La respuesta debe contemplar que al efectuar un reemplazo
se estan descartando soluciones, potencialmente mejores que las que estamos
considerando, a menos que se tomen precauciones.

Una forma conservadora de preservar las soluciones éptimas consiste en eva-
luar ordenadamente todas las combinaciones de sustituciones y recordar cudl
fue la que mejor resultado consiguié. En este caso, dada una especificacion E, la
solucién a nuestro problema serd una lista de E-sustituciones S = [o71,...,04].
Para desechar los casos en que una solucién propone reemplazos inviables, se
pide ademaés que la lista sea compatible.



Antes de formalizar este concepto hay que advertir que su definicién esconde
una descripcion informalmente sencilla: en la lista no podra haber dos sustitu-
ciones con una misma parte izquierda ni sustituciones reciprocas entre simbolos
de constantes. Para dar un ejemplo serd conveniente disponer de maés precision.

Definicién 9 (lista compatible): dado @ un sistema de ecuaciones, una lista
L = [01,09,...,0,] de @Q-sustituciones simples se dice compatible si es vacia
o L' = [0901,0301,...,0,01] es una lista compatible de Qoi-sustituciones; a
una lista S se le dice Q-compatible si sus elementos son @-sustituciones simples
y, ademds, es compatible. Por comodidad, si F es una especificacion y L es
E_-compatible, a L se le dice también E-compatible.

Por ejemplo, dado Q = {f1 : a = f(b),f2 : b = g(a), f3 : b = h(c)} un
sistema de ecuaciones, las listas L1 = [oy,,0p,] ¥ L2 = [0f,,0p,] no podran
ser solucién del problema pues serdn incompatibles. Ni of,0¢ ni g0y, son
sustituciones y, entonces, ni L} ni Lj son listas de Eoy,-sustituciones y Eoy,-
sustituciones, respectivamente; en el primer caso, el simbolo de constante «b»
figuraria en ambas partes de la sustitucién; en el segundo, la parte izquierda no
estaria conformada por un simbolo de constante aislado.

Para sintetizar informalmente, si se tiene una especificaciéon F se desea una
lista E-compatible S tal que, mediante reemplazos sucesivos, se obtenga otra
especificaciéon de complejidad minima.

Definicién 10 (objetivo): sean F una especificacién y «lc» una funcién que a
partir de un conjunto de sustituciones devuelve el conjunto de todas las listas
compatibles que se pueden construir con los elementos recibidos, el objetivo de
este trabajo es encontrar S una lista de E-sustituciones compatibles tal que, si
E' = reemplazar(S, E), entonces

complejidad(E') = . 1;11(11131 )complejidad(reemplazar(L,E)).
Cle(b—

2.2. Planteo abstracto

Una vez presentado el problema concreto se puede idear su solucién, e incluso
llevarla a la practica, con los elementos ya introducidos. Sin embargo, este curso
obliga a repensar conceptos que ya estan maduros desde hace tiempo en otras
areas del conocimiento.

Voy a adaptar el problema para aprovechar parte de lo que se sabe en teoria
de grafos. Para empezar, se debe plantear el problema concreto como un pro-
blema abstracto sobre grafos y para eso se van a necesitar varias definiciones.

Definicién 11 (grafos y digrafos): siguiendo [Har69], un grafo simple es un
par G =< V,; X >, con V un conjunto finito de vértices o nodos y X un conjunto
de aristas o arcos; un arco es un par no ordenado de nodos distintos de V. Si
(u,v) € X se dice que u y v son adyacentes. Un grafo dirigido o digrafo es
similar a un grafo simple, salvo por sus arcos que son pares ordenados. Si (u, v)
es un arco dirigido se dice que v es adyacente «desde» u y que u es adyacente
«hacia» v. Cuando no resulte ambiguo se podra usar la expresién «grafo» para
indicar «grafo simple» o, también, «grafo dirigido».

Definicién 12 (hipergrafos no dirigidos): siguiendo [GLNP93], un hipergrafo
simple es un par H =< V, X >, con V un conjunto finito de vértices o nodos y



X un conjunto de (hiper)arcos; un hiperarco es un conjunto de nodos A C V.
Entre nodos, la adyacencia extiende la definicién en grafos simples. Notar que los
grafos simples son casos particulares de hipergrafos no dirigidos; sin embargo,
cuando no resulte ambiguo se podran usar las expresiones «grafo» o «hipergrafo»
para indicar «hipergrafo simple».

Definicién 13 (hipergrafos dirigidos): un hipergrafo dirigido o hiperdigrafo
es similar a un hipergrafo simple, salvo por sus arcos que son pares ordenados
e = (O, D.) de conjuntos disjuntos, quizé vacios, de nodos de V; a O, se le
llama origen de e y a D, destino. Entre nodos, la adyacencia «desde» y «hacia»
extiende la definicién en digrafos. Notar que los digrafos son casos particulares
de hipergrafos dirigidos; sin embargo, cuando no resulte ambiguo se podran
usar las expresiones «grafo», «digrafo» o «hipergrafo» para indicar «hipergrafo
dirigido».

También, los arcos de un hiperdigrafo se dicen hacia adelante (forward) si
sus origenes son conjuntos unitarios y hacia atrds (backward) si sus destinos lo
son; un hipergrafo hacia adelante es un hipergrafo dirigido cuyos arcos son hacia
adelante y un hipergrafo hacia atrds, con sus arcos hacia atras. Es posible aliviar
la escritura de conjuntos unitarios refiriéndose a ellos a partir de su elemento
caracteristico.

Definicién 14 (tamano): dado un hipergrafo, se lo considera el cardinal del
conjunto de arcos; se lo denota m si el grafo es implicito, y tam(H) o my si es
explicito.

Definicién 15 (subgrafo): dado un hipergrafo, es un nuevo grafo que tiene
todos sus nodos y arcos en el original.

Definicién 16 (grafo subyacente): dado G =< V,;X > un grafo dirigido,
se le dice grafo mo dirigido subyacente a un nuevo grafo G/ =< V, X' > tal
que sus arcos son pares no ordenados que se corresponden con los elementos
de X. Dado H =< V,; X > un hipergrafo dirigido, se le dice digrafo subya-
cente a un nuevo grafo dirigido G =< V, X’ > tal que X' es el conjunto
més pequeno donde, si ({o1,...,0n},{d1,...,dn}) es un arco de H entonces
{(01, dl), ey (01, dm), ey (On, dm)} - X'

Definicién 17 (caminos y ciclos en grafos): un camino en un grafo simple
es una secuencia de nodos adyacentes; se le dice simple si todos sus nodos son
diferentes. Un ciclo es un camino que empieza y termina en el mismo nodo y se
le dice simple si tiene mas de dos nodos y todos los intermedios son distintos de
los extremos y entre si.

Un camino dirigido es una secuencia de nodos de un grafo dirigido tal que
cada elemento es adyacente desde su predecesor. Las definiciones de camino
dirigido simple, ciclo dirigido y ciclo dirigido simple en digrafos son andlogas a
las del caso no dirigido.

Definicién 18 (caminos y ciclos en hiperdigrafos): se entenderd qu un ca-
mino dirigido en un hiperdigrafo es un camino dirigido en el digrafo subyacente.
Se extienden las restantes definiciones de caminos y ciclos siguiendo la misma
idea. Si no es ambiguo, puede decirse «camino» para indicar «camino dirigido».

IVer [Fag83] para una discusién al respecto.



Definicién 19 (dahg): wun hipergrafo se dice aciclico si no contiene ningin
ciclo simple. A los grafos dirigidos aciclicos se los conoce también como dag,
por sus siglas en inglés (directed acyclic graph), o como dahg, en el caso de los
hiperdigrafos.

Definicién 20 (grafo de sustituciones - g.s.): es un hipergrafo hacia adelante
cuyos arcos tienen destino no vacio y cuyos nodos aparecen todos en el origen o
en el destino de algiin hiperarco.

Con estas definiciones se quiere traducir el problema concreto a un planteo
abstracto. El primer paso serd convertir la especificacién en un grafo; luego se
reformularan el criterio para medir complejidad y el objetivo original, también
abstractamente. Se puede decir informalmente que las sustituciones seran hi-
perarcos y que las constantes intervinientes seran nodos del g.s. que represente
a la especificacién original.

Definicién 21 (representacién): dado @ un sistema de ecuaciones se define
rep(Q), la representacion de @, como el g.s. H =<V, X > tal que:

= v € V sii v es un simbolo de constante en una f.s. de Q;

w e =rep(o) = (¢, {Ti}1<i<n) € X sil existe 0 : ¢ — t(x1,...,2,) en Q_ ¥
{c} U{z;}1<i<n son los simbolos de constantes en o.

Dada F una especificacién se escribe rep(F) para indicar rep(E-) y se dice,

indistintamente, que el g.s. representa a la especificacién o a su sistema de
ecuaciones.

Al adaptar la especificacién sucedieron varios cambios, algunos poco eviden-
tes. Mientras que en la especificacién se encontraban simbolos de constantes,
variables y funciones, tanto formando parte de féormulas simples como no, en
el grafo de sustituciones sélo quedan plasmadas las constantes que figuran en
férmulas simples; como consecuencia no es posible reconstruir la especificacion
original exclusivamente a partir del grafo que la representa pero, a cambio, se
obtiene una herramienta de trabajo méas focalizada en los aspectos relevantes.
Otro desprendimiento de la transformacién es que, por carecer de parte de la
informacién inicial, no puede definirse la complejidad de un g.s. del mismo modo
que antes. Es necesario modificar el objetivo a perseguir.

Definicién 22 (ahorro en especificaciones): dadas E una especificacién y L
una lista F-compatible,

ahorro(L, E) = complejidad(E) — complejidad(reemplazar(L, E)).
Con FE una especificacién, en vez de buscar minimizar su complejidad resulta
equivalente intentar maximizar el ahorro posible; equivalencia que surge de
complejidadyim (E) = complejidad(E) — ahorromax(E)

para definiciones razonables de complejidadyy, y ahorronmsx. Antes de conti-
nuar, este problema dual necesita nuevas definiciones.



Definicién 23 (coleccién): uso el término «coleccién» para denotar indistin-
tamente listas o conjuntos.

Definicién 24 (coleccién conflictiva): dado H un g.s., una colecciéon C de
arcos del grafo se dice conflictiva si sus elementos pueden formar un ciclo en
H. Un g.s. se dice él mismo conflictivo si su conjunto de arcos es conflictivo.
Si bien esta definiciéon no introduce ningin concepto novedoso, resulta muy ttil
para facilitar algunas explicaciones futuras.

Definicién 25 (grado de un nodo): dado H =< V, X > un hipergrafo dirigido
y C una coleccién de arcos en X, el grado de entrada dgl(v) de un nodov € V
es la cantidad de arcos en C' que tienen a v en el destino y el grado de salida
dS,.(v) es la cantidad de arcos en C que tienen a v en el origen. Si no hay
ambigiiedad se puede omitir la coleccién para indicar el propio conjunto X de
arcos del grafo, o bien se puede utilizar al grafo en si como superindice para
indicar también a su propio conjunto de arcos.

Definicién 26 (hoja): dado un hiperdigrafo H =<V, X >, un nodo v € V se
dice hoja si es tal que dZ,(v) = 0.

out

Definicién 27 (coleccién deterministica): dado H =< V, X > un g.s., una
coleccion C de arcos del grafo se dice deterministica si es no-conflictiva y, para
todo v € V, dS,,(v) < 1. Un g.s. se dice deterministico si su conjunto de arcos
es deterministico.

Vale aclarar que las colecciones deterministicas de arcos encarnan la misma
nocién que las listas compatibles de sustituciones, afirmacién que méas adelan-
te se demostrard, y que la decisién de atribuirles distintos nombres pretende
resaltar la diferencia de dominios involucrados.

Definicién 28 (ganancia): dado H =< V, X > un .52, una funcién gy se
dice ganancia para H si asigna un numero real gy (v) > 1 a cada v € V; por
extension, la ganancia de e = (0., D.) € X se define como gg(e) = gm(oe).
Puede omitirse el subindice si el grafo se sobreentiende.

Definicién 29 (ahorro en grafos): sean H un g.s., C una coleccién deter-
ministica de arcos del grafo y «g» una funciéon ganancia para H,

ahorrog(C) = H g(e).

ecC

Puede omitirse el subindice de ahorrog si la funcién ganancia se sobreentiende.

Las nuevas definiciones permiten volver a plantear el objetivo, pero pres-
cindiendo de la especificaciéon original; su lugar es ocupado por el g.s. que la
representa. Luego se demostrard que esta transformacién es correcta.

Definicién 30 (objetivo alternativo): dados H =< V, X > un g.s., «g» una
funcién ganancia para H y «lc’» una funcién que a partir de una coleccién de
arcos devuelve el conjunto de todas las listas deterministicas que se pueden
construir con los elementos recibidos, el objetivo alternativo radica en encontrar

2En otros problemas la definicién de ganancia puede ser distinta.



una lista3 deterministica Z de arcos de H , a la que se le dird solucion para H,
tal que

ahorroy(Z) = Lemlcfli&) ahorrog(L).

Para que tenga sentido la transformacién de especificaciones a grafos hay que
demostrar que resolver el objetivo alternativo soluciona el problema original.
Antes se necesita una definicién adicional.

Definicién 31 (apellido): dados @ un sistema de ecuaciones y H =<V, X >
un g.s. tal que H = rep(Q), una funcién ap se dice apellido de X en Q)_, si, cuan-
doe=(c,{z1,...,2,}) € X y ap(e) = oy, entonces o5 es ¢ — t(x1,...,Zp).

Teorema 2: sean F una especificacion, H =< V, X >= rep(E-) un g.s.,
«g» una funcién ganancia para H tal que g(c) = pesog(c) para todo ¢ € V,

Z = le1,...,e,] una lista deterministica de arcos de H que satisface el ob-
jetivo alternativo y ap una funcién apellido de X en E_,, entonces la lista
S = [ap(e1),...,ap(e,)] es solucién de E para el objetivo original.

Demostracion: de la definicion del objetivo original se desprende que de-
mostrar este teorema resulta equivalente a probar que, en las condiciones del
teorema:

= S sea una lista E-compatible;
= S minimice la complejidad de E.

Asumiendo vélidas ambas proposiciones es directo que S es solucién de F
para el objetivo original. [J

Afirmacién 1: en las condiciones del Teorema[2, con Z = [ey,...,e,] una
lista cualquiera de arcos de H, la lista S = [ap(e1), ..., ap(en)] es E-compatible
si, y sélo si, Z es deterministica.

Demostracion: la justificacién de esta nueva afirmacién abunda en detalles
minuciosos y poco interesantes, razén por la cual se la puede consultar en el
ApéndicelA.2. De todos modos, cabe aclarar que es esperable que compatibilidad
y determinismo resulten equivalentes, ya que ambas nociones fueron definidas
con el preciso propésito de reflejar un mismo concepto, cada una en su dominio:
las sustituciones o los grafos segtin corresponda. [J

Corolario: en las condiciones del Teoremal2] de la Afirmacién[I]se sigue que
S es una lista F-compatible. [

Afirmacién 2: en las condiciones del Teorema[2, S minimiza la complejidad
de F.

Demostracién: con E una especificacién, H =< V, X >= rep(FE), «g» una
funcién ganancia tal que g(c) = pesog(c) paratodo c € V., Z = [e1,...,e,] una
lista deterministica de arcos de H que satisface el objetivo alternativo, ap una
funcién apellido de X en E_. y S = [ap(e1),...,ap(ey)], voy a argumentar por
el absurdo.

3Maés adelante se verd que es conveniente buscar un conjunto y no una lista, pero por el
momento la lista facilita la comparacién con las especificaciones.
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Si se supone que S no minimiza la complejidad o, lo que es lo mismo, no
maximiza el ahorro para F, debe existir M = [o1,. .., 0.,] E-compatible tal que

ahorro(M, E) > ahorro(S, E).

Pero, como por suposicién o; € E_, para 1 < i < m, existen e} arcos
en rep(E) tales que e, = rep(o;); entonces R = [e],..., el ] existe y, por la
Afirmacion 1, es deterministica. Y como era un requisito que g(c) = pesog(c),

también se tiene que

ahorro(S,E) = ahorrog(Z) vy
ahorro(M,E) = ahorrog(R).

Lo que resulta una contradiccién: por hipétesis, ahorro,(Z) es méximo pero,
de lo anterior, se desprende que

ahorrog(R) > ahorroy(Z).

Como el absurdo provino de suponer la existencia de la lista M, se concluye
que S minimiza la complejidad de E. [

En este punto ya se vio que el objetivo radica, en el fondo, en enfrentar un
problema de optimizacién. Dado un g.s., en el espacio de busqueda de todas las
colecciones deterministicas de sus arcos se quiere aquella que maximice la fun-
cién objetivo ahorro o, alternativamente, se puede pensar que se estd buscando
un subgrafo deterministico 6ptimo. Ya que el dominio de la funcién objetivo
es discreto, ademas, se puede precisar que se estd enfrentando un problema de
optimizaciéon combinatoria.

Hasta aqui se presentaron explicaciones y definiciones pero no se dieron
muchos indicios de como se piensa resolver el problema. Se quisiera disponer de
un algoritmo répido y eficiente que garantice una solucion globalmente 6ptima.
;Seréd ésto posible? Lamentablemente, a menos que P = NP, la respuesta es
negativa.

2.3. Complejidad

Para justificar la complejidad temporal del problema voy a presentar una
ided* que no es mia. Se trata de mostrar que de la solucién a este problema
deriva la respuesta a otro conocido problema NP-completo; luego, salvo que
P = NP, el que se quiere resolver no tendra solucién polinomial. Comienzo
adaptando el objetivo alternativo a un problema de decision.

Problema: SubHipergrafo Aciclico Optimo (SHAO)

Instancia (Isgao): un g.s. H =<V, X >, una funcién ganancia g sobre V' y
un numero real c.

Pregunta: ;existe una coleccién deterministica C' de arcos de H tal que
ahorrog(C) > ¢?

Ahora el otro...

4Vale un gracias a Flavia Bonomo por la ayuda y la paciencia.

11



Problema: Nodos de realimentacién — Feedback Vertex Set (FVS)
Instancia (Ipyg): un grafo dirigido G =< V, X > y un entero positivo k.

Pregunta: jexiste un subconjunto V' C V con |V'| < k tal que V' contiene
al menos un nodo de cada ciclo dirigido de G?

Se sabe por [GJ79] que en general FVS es NP-completo.
Teorema 3: SHAO es NP-completo.

Demostracion: Dado que SHAO estd en NP describo cémo construir Isgao
a partir de una instancia de FVS; se tiene Ipy g como el digrafo G =< V, X >
y un entero positivo k.

Se definen:

= el minimo conjunto X’ de arcos de un g.s. de modo que, si v,uy,...,u,
son nodos de V' 'y {(v,u1),...,(v,un)} son todos los arcos dirigidos de
X con origen en v, entonces (v, {ug,...,u,}) € X’. Con este conjunto se
determina el g.s. H =< V, X’ >. Notar que si v € V, dZ ,(v) < 1.

out

= la funcién constante g : V' — R de modo que, si v € V, g(v) = 2.

7 ’ —
s el nimero real ¢ = 21X'1=F,

Sea Isgao el g.s. H con la funciéon ganancia g y el niimero ¢, se obtiene que
la respuesta a Igg 40 debe ser la misma que la de Ipyg. Veamos por qué.

Si la respuesta a Ipy g es st significa que existe V' C V con |V'| < k tal que
V' contiene al menos un nodo de cada ciclo dirigido de G. Entonces, si se define

C={(o,D)eX'Jo¢ V'}

se obtiene un subconjunto de arcos de X’ al que se le quita al menos un arco
de cada ciclo; es decir, una coleccién no conflictiva. Y como dZ,(v) < 1 para
v € V, ademds C' es deterministica.

Con C'y g se consigue ahorro(C) = 2/€l, para lo cudl interesa que |C| =
|X'| — |[V'] ya que a los elementos de X’ se les quita exactamente un arco para
cada nodo en V.

Hay que determinar si es cierto que

ahorro(C) > ¢

sabiendo que ahorro(C) = ol X 1=V’ yc= 21X 1=k o que es directo pues
|[V'| < k es cierto por hipétesis y por tanto vuelve verdadera a la afirmacién.

Se tiene que si la respuesta a Iry g es si, también deberd serlo para Isgao-
Si la respuesta a Isg a0 es sisignifica que existe una coleccién deterministica

Q de arcos de H tal que ahorro(C) > c. Entonces, si siendo A C X’ anoto
A={veV/3D: (v,D) € A}, y se define

V=X -C

se obtiene un importante subconjunto de V.
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Para ver que V' contiene un nodo de cada ciclo de G alcanza con advertir
que como C C X'y CUV' = X’ vale que C = X’ — V' y, si no hubiera en V'
un nodo de cada ciclo, en C' podria haber ciclos y por hipdtesis no los hay.

Con C' C X' y la definicién de V' se consigue |V'| = | X'| — |C|, para lo cual
interesa que |X'| = |X'| y |C| = |C| ya que d¥ ,(v) = 1 para todo v € X'.

Hay que determinar si es cierto que

VI <k

sabiendo que 2/€I = ahorro(C) > ¢ = 21X'I=% y. de lo anterior, |C| = |X'|—|V'|,
lo que es directo pues | X'| — |V'| > | X'| — k es cierto por hipétesis y por lo tanto
vuelve verdadera a la afirmacién.

Se tiene que si la respuesta a Igg 40 es si, también debera serlo para Iry .

Dado que valen razonamientos iguales para un no como respuesta, FVS
es NP-completo y la reduccién de una instancia de FVS en una de SHAO es
polinomial, se implica que SHAO es también NP-completo. [J

2.4. Algoritmo general

Enfrentar un problema NP-completo inclina el animo a favor de dejar a un
lado la esperanza de conseguir simultdneamente una solucién general, rapida y
optima globalmente; habra que encontrar algtin compromiso.

Para acomodar distintas estrategias de solucién, a continuacién presento un
esqueleto general y algunas nociones complementarias, comunes todos a una
gran variedad de posibilidades. Las estrategias concretas y los analisis de com-
plejidad temporal quedan postergados hasta que se hayan introducido todos los
conceptos relevantes.

2.4.1. Esqueleto

Dado que probablemente no sea posible conseguir una unica estrategia sa-
tisfactoria para resolver todas las instancias interesantes, una alternativa viable
sera disponer de varias, cada una con sus ventajas y limitaciones, para elegir
segtn la ocasién. Con el fin de facilitar esta multiplicidad conviene distinguir
entre aquellos pasos que resultan atractivos de modificar para cada estrategia y
aquellos que se desea que permanezcan invariantes.

Mientras mas pasos en comun haya entre las alternativas, mas sencilla re-
sultard la comparacion entre ellas pero menor sera el grado de libertad con que
contaran. En particular, serd preferible dejar a consideracién de las estrategias
solamente los detalles que consigan una diferencia sustantiva y, con ese espiritu,
plasmar en un esqueleto compartido la mayor cantidad posible de elementos
comunes. Juntos, este esqueleto y las estrategias que se presentan maés tarde son
suficiente para buscar soluciones.

El esqueleto propone un marco que todas las variantes deben respetar pero
que, a la vez, permite la manifestacion de distintos comportamientos dependien-
do de la estrategia vigente. En la implementacién el esqueleto aparece bajo el
nombre optimize(...), a raiz de la tarea genérica que desempena; su pseu-
docddigo se presenta en la Figurall.
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optimize(Collection<Candidate> candidates)

{
if candidates.isEmpty()
if solution = null or solutionSaving < partialSolutionSaving
solution <- partialSolution;
else {
selectedCandidates <- strategy.selectCandidates(candidates);
for_each Candidate c in selectedCandidates {
partialSolution.add(c);
optimize (updateCandidates(c, candidates));
partialSolution.remove(c);
3
}
}

Figura 1: Esqueleto

Esquemaéticamente, el esqueleto construye soluciones y evaliia su calidad pa-
ra quedarse con una de las mejores. La porcion mas importante es la que delega
en alguna estrategia el criterio de seleccion de candidatos; en la implementacion,
ésto se corresponde con la invocacion a selectCandidates(...) para la estra-
tegia corriente. El objeto strategy abstrae las alternativas. Tras esa llamada
se actualiza el universo de elementos conforme a la seleccion y se analiza el pro-
blema resultante, de menor complejidad. Si durante la seleccién el criterio elige
varios candidatos en un tinico paso, el esqueleto los analizard consecutivamente,
como si se tratara de multiples casos individuales aislados, sin considerarlos en
simultdneo dado que podrian ser conflictivos entre si.

Si resulta llamativo advertir la mencién de una «coleccién» (Collection)
de elementos, vale recordar que este término es intencional por cuanto pretende
evitar precisar si se trata de una lista o un conjunto. Pronto se atenderd esta
imprecision.

Dos nociones centrales al funcionamiento de este algoritmo son las de so-
lucion y solucion parcial. La solucion representa a la mejor combinacién de
candidatos encontrada hasta el momento, mientras que la solucidn parcial a
la construccion corriente, tal vez incompleta, de una nueva solucién factible.
Durante la ejecucién constantemente se modifica la solucién parcial agregando-
sele un elemento después de cada seleccién y removiendo, ese mismo elemento,
antes de analizar al siguiente de una selecciéon miltiple. La mejor solucién co-
nocida, en cambio, solo se actualiza en el caso base y a condicién de que la
nueva solucion encontrada supere en calidad a la mejor conocida hasta enton-
ces. solutionSaving y partialSolutionSaving representan el ahorro de la
mejor solucién conocida y de la solucién parcial en curso, respectivamente, am-
bos calculados segtin la Definicién [29.

El contexto simplificado en que el esqueleto de optimizacién ejecuta se com-
pleta con el programa principal main(. . .) que lo invoca e inicializa sus variables
externas; el pseudocédigo se ve en la Figural2. El programa principal recibe del
usuario la especificacion cuya complejidad se quiere minimizar, inicializa en null
la mejor solucién conocida para indicar que todavia esta indefinido este valor,
construye una solucién parcial de trabajo e invoca a la optimizacién después de
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extraer de la especificacién los candidatos a sustituciones; por ultimo almace-
na una nueva especificacion simplificada, producto de aplicar a la original las
sustituciones de la mejor solucién que pudo encontrarse.

main(Spec spec)

{
solution <- null;
partialSolution <- new Collection<Candidate>();
optimize(extractCandidates(spec));
write(apply(solution, spec));

Figura 2: Programa principal

Ahora es posible remitir tanto el problema concreto como su planteo abs-
tracto a las porciones de implementacién vistas. El programa principal recibe
explicitamente una especificacién pero el algoritmo de optimizacién, en cambio,
recibe una coleccién de candidatos a sustitucion, extraidos de la especificacién.
En el comienzo, la especificacién incluye un conjunto de férmulas del cual se
extraen las férmulas simples (Definicién [2) que se usardn para minimizar la
complejidad de la especificacion; entonces, extractCandidates (spec) recolec-
ta férmulas simples (f.s.) pero las transforma en candidatos a sustitucién.

La clave de la transformacién de f.s. en candidatos a sustitucién se halla
en la Definicién 21 (representacién) del planteo abstracto. Para una primera
aproximacién alcanza con entender a los candidatos a sustitucién como elemen-
tos capaces de mejorar una solucién parcial, constituidos por pares ordenados
(of,e) en los que oy es una sustitucién que remite a f, una f.s. en la especifica-
cién, mientras que «e» es el arco de un grafo de sustituciones (g.s.), se inicializa
en rep(oy) y almacena toda la informacién necesaria para buscar soluciones; la
relaciéon entre ambos nace de que, de alguna manera, la sustitucién implementa
para el arco el concepto de la Definicién [31] (apellido), necesario para efectuar
reescrituras en la especificacion a partir de la mejor soluciéon encontrada para la
representacién sobre grafos. En el Apéndice[A.1lse retoma esta explicacién mds
profundamente.

A diferencia de los arcos, los nodos del g.s. no figuran explicitamente en el
algoritmo sino que se infieren a partir de los origenes y destinos de los arcos. El
grafo del planteo abstracto es construido indirectamente, antes de comenzar la
optimizacion, como hiperarcos dentro de la colecciéon de candidatos.

Definido el esqueleto y su contexto es necesario dedicar un momento a jus-
tificar que el algoritmo sea correcto. Interesa garantizar la terminacion para
cualquier entrada. Para ello hay que tener en cuenta que la especificacién con-
tiene un conjunto finito de férmulas, de las cuales sélo algunas se transformaran
en candidatos a sustitucién; luego, el esqueleto de optimizacién recibira necesa-
riamente una coleccién finita de candidatos. Si esa coleccién no es vacia se exige
a las estrategias que su seleccién de candidatos tampoco lo sea; ademas, se exige
a la actualizacion del universo que asegure disminuir la cantidad de elementos de
la coleccién. Bajo estas condiciones, una cantidad finita, discreta y no negativa
de elementos que siempre disminuye da garantia de que el algoritmo siempre
termina.
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A la par de asegurar terminacién, para justificar que el algoritmo sea correc-
to también se debe definir qué se espera que compute, para luego comprobar
que siempre se comporta como se espera. Del esqueleto se espera que construya
soluciones conforme al criterio de cada estrategia y que, en caso de construir méas
de una, preserve alguna que consiga ahorro maximo. Que el algoritmo construya
soluciones conforme al criterio vigente resulta de su propia construccién. Cada
vez que hay candidatos para elegir, es la estrategia quien selecciona sustitucio-
nes. El esqueleto se encarga de anadir a la solucion parcial del momento cada
uno de los elegidos, consecutivamente. En el caso base se observa que, cuando
el algoritmo encuentra una solucién, compara la ganancia de la recién encon-
trada contra la de la mejor conocida; basandose en la comparacion, cada vez se
preserva a la de mayor ahorro.

Por 1ltimo, en lo que respecta al comportamiento correcto del algoritmo se
espera que las soluciones encontradas sean viables y, de nuevo, serd la actualiza-
cién del universo de candidatos la encargada de esta garantia. Por el momento
conviene posponer las explicaciones pendientes, pero igual puede aclararse que
al seleccionar un candidato la actualizacion devuelve una coleccién de elementos
que, por definicién, conducen a soluciones viables sin importar la estrategia.

2.4.2. Colecciones y permutaciones

Desde el comienzo se estd evitando precisar si las colecciones involucradas
se refieren a listas o conjuntos de elementos. La razon para postergar esta acla-
racién surge de la existencia de buenos argumentos en favor de cada alternativa
y de la validez de ambas.

Teorema 4 (orden indistinto): sean H un g.s., g una funcién ganancia para
H, L una lista deterministica de arcos de H y L’ una permutacién de L,

ahorrog(L) = ahorrog(L').

Demostracién: inmediata a partir de la Definicién 29 (ahorro) y la conmu-
tatividad del producto, siempre y cuando L’ sea una lista deterministica. [J

Teorema 5 (permutar preserva determinismo): sean L una lista deterministi-
ca de arcos de algin g.s. y L’ una permutacién de los elementos de L, también
L’ es deterministica.

Demostracién: también inmediata, esta vez a partir de la Definicién [27] (co-
leccién deterministica), dado que el grado de salida de un nodo con respecto a
la colecciéon no cambia si se permutan elementos, como tampoco su capacidad
para formar ciclos. [

Vista la equivalencia tedrica, presento las diferencias préacticas que surgen.
Si se privilegia la vision como lista se resalta la naturaleza procedural que co-
bra la implementacién y se respetan las descripciones del problema concreto y
del planteo abstracto. Si se privilegia al conjunto, el tiempo de ejecucién del
algoritmo se reduce drésticamente (por eludir soluciones equivalentes), se evita
atender a un orden artificial y se asemeja el problema a otros relacionados, como
FVS, facilitando el estudio y la comparacién de resultados.

Entonces? Pues conviene considerar la mejor forma de entender el problema
segun la ocasién. Durante la presentacién del problema concreto, el respeto por
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el orden de los elementos ayudd a explicar que se deben tener en cuenta todas las
combinaciones viables de candidatos; en cuanto al planteo abstracto y el analisis
de complejidad, la perspectiva sin orden se ajusta mejor. Eliminada la necesidad
de respetar el orden entre elementos, el uso de listas facilita la implementacion
y, sin embargo, permite ignorar soluciones equivalentes si se programa con un
minimo de cuidado.

2.4.3. Actualizacion

Una porcién critica del esqueleto merece ser estudiada més profundamen-
te; se trata de la actualizacién del universo de candidatos. En el pseudocodigo
presentado dice optimize (updateCandidates(c, candidates)) y hasta aho-
ra sobre updateCandidates(...) solo se hicieron explicitos algunos requeri-
mientos superficiales. Comenzaré por describir mas acabadamente la tarea que
desempena y analizar el algoritmo que la implementa; después muestro cémo
cumple con las exigencias que se le impusieron.

Del esqueleto se desprende que al seleccionar candidatos deben suceder mo-
dificaciones en el universo; la razén remite al problema concreto. Después de
que la estrategia haya elegido sus candidatos, se evaluaran las consecuencias de
efectuar el reemplazo propuesto por cada uno de ellos, individual y consecuti-
vamente. Entonces, la funcién de actualizacién reconfigura el universo como si
hubiera sido reescrita la especificacion original siguiendo una sustituciéon. Co-
mo el universo de candidatos refleja el g.s. asociado a una especificacién que se
modifica, también él debe adaptarse a los cambios.

Al seleccionar un candidato se quisiera aplicar al conjunto completo de
férmulas de la especificacién la sustitucién asociada. De realizarse este reempla-
70 se encontraria que, en cada actualizacion, un simbolo de constante desaparece
efectivamente de la especificacién y, al mismo tiempo, algunas férmulas simples
dejan de serlo, mientras que otras pueden sufrir modificaciones.

Concretamente, tras la seleccién de un candidato la tarea de actualizacion
consiste en restaurar el universo a un estado valido. A los nuevos elementos se les
pide que reflejen la aplicacién de la sustitucion elegida y respeten la posibilidad
de incorporarse en una futura soluciéon parcial.

Recapitulando un poco, se dijo que el problema concreto fue transformado
por una razon: facilitar su estudio y tratamiento. En lo que respecta a su trata-
miento se convirtieron las f.s. en candidatos a sustitucién, dentro de los cuales lo
que ahora importa son los arcos del g.s. implicito. En este punto los candidatos
son s6lo una sustitucion mas un hiperarco, donde la primera es inmutable, re-
mite siempre a una misma f.s. de la especificacién original y no cumple funcién
aparente. La tarea de actualizacién del universo, entonces, se reduce a obser-
var los cambios que sufren estos hiperarcos; por fuera de ellos el tinico cuidado
restante es que, si se elimina un arco del universo, debe desaparecer también el
candidato que lo alberga.

Si s = (o, e) es el candidato seleccionado, ¢ = (o, €.) es un elemento del uni-
verso y tanto e = (v, X) como e. = (u,Y’) son hiperarcos apropiados, para que
los cambios imiten el efecto de aplicar la sustitucién o a toda la especificacion,
intuitivamente se quisiera reemplazar cada aparicion de v por X en e.. Para un
resultado vélido, las posibilidades de e. son:
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Caso 1 - v = u: tiene igual origen que e, incluso podria ser e, y como el reem-
plazo no estd bien definido en un g.s. se lo elimina del universo.

Caso 2 -v#uyvé¢Y: sus nodos no tienen interseccién con los de e y los
reemplazos inducidos no lo afectan; por lo tanto permanece en el universo
sin cambios.

Caso 3-v#u,veY y uée X: sisereemplazara v por X quedaria u tanto
en el origen como en el destino, no conformando un arco vélido; se lo
elimina del universo.

Caso4-v#u,veEY yu¢ X: se construye Y/ = (Y — {v}) U X, un nuevo
conjunto que reemplaza a Y.

Con la descripcién de la tarea a realizar, més los casos a considerar, un
algoritmo que la ejecute para todos los elementos del universo se presenta en la
Figura

Collection<Candidate>
updateCandidates(Candidate s, Collection<Candidate> candidates)
{
(v, X) <- s.arc;
for_each Candidate c in candidates {
(u, Y) <= c.arc;
ifu=v
candidates.delete(c);
elself v in Y

if u in X
candidates.delete(c);
else
Y <- (Y-{v})+X;
}
return candidates;

}

Figura 3: Actualizacién de los candidatos.

Es facil ver que, por construccién, el algoritmo sigue los lineamientos del
analisis por casos. Entonces, ya que ninguno de los elementos eliminados podria
conducir a nuevas soluciones y sélo ellos son eliminados, la restauracion del
universo a un estado valido conserva a tantos candidatos como sea posible. Se
justifica la terminacién para toda entrada observando que los elementos del
universo conforman una cantidad limitada, se analizan uno tras otro sin repeti-
ciones y a cada uno se le dedica un esfuerzo acotado. Otros detalles se presentan

en los Apéndices[A.1]y[A.3]

Resta justificar que se cumple el requerimiento de disminuir la cantidad de
candidatos que se esta procesando. Si se recuerda que, por contexto, el elemento
seleccionado siempre forma parte del universo se ve que al menos él serd nece-
sariamente removido de la coleccién, ya que su parte izquierda obligadamente
coincide con si misma. Dado que ningiin paso agrega elementos nuevos y al
menos uno siempre es removido, se logra cumplir con el requerimiento.
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2.5. Estrategias

A continuacién se presentan y estudian distintas estrategias de solucién: fuer-
za bruta, mas pesado primero y GRASP. En cada caso se describe la estrategia,
sus supuestos, algoritmos, validez y complejidad temporal. En el marco que
establece el esqueleto anterior son posibles otras estrategias méas alla de las pre-
sentes; éstas fueron elegidas como representativas de los enfoques exacto, goloso
v heuristico pero otras consideraciones abren la puerta a futuras alternativas.

Es conveniente recordar que el tamano de la entrada considerado en el es-
tudio de complejidad estd dado por el tamano del g.s. implicito que, segin la
Definicién[14, es la cantidad m de hiperarcos del grafo o, lo que es igual, la can-
tidad de elementos del universo de candidatos. Dada una instancia considero la
complejidad necesaria para resolver el problema con el mismo criterio que en
la presentacion del problema concreto: analizo la cantidad de combinaciones a
evaluar, ain sabiendo que otros factores también influyen en el esfuerzo total
insumido. El factor omitido méas importante estd dado por las sucesivas actuali-
zaciones del universo, que se realizan de idéntico modo para todas las estrategias
y por tanto no aportan a la comparacién entre estrategias.

Por tltimo, vale aclarar que por contexto todas las estrategias presentes y
futuras asumen la precondicién de recibir conjuntos no vacios de candidatos con
los cuales operar y, también, la postcondicién de devolver siempre selecciones
igualmente no vacias.

2.5.1. Fuerza bruta

Esta estrategia consiste en seleccionar de la coleccién de candidatos, en ca-
da paso, a todos los elementos o, lo que es lo mismo, no eliminar ni preferir a
ninguno en particular. En el esqueleto, esto equivale a enumerar todas las posi-
bles soluciones. El tratamiento exhaustivo garantiza una solucién globalmente
Optima y se presenta en la Figura [4]

Collection<Candidate>
Brute.selectCandidates(Collection<Candidate> candidates)
{

return candidates;

}

Figura 4: Seleccion exhaustiva.

La validez del método resulta de su propia construccion, pues analizar todas
las alternativas consigue la mejor solucién posible pero insume un esfuerzo tan
grande que su utilidad queda circunscrita a casos muy pequenos y, por lo tanto,
no resulta satisfactorio para el caso general, que podria ser tan grande como uno
quisiera. Si la entrada es no vacia resulta inmediato que la salida contendra algiun
elemento.

La complejidad de peor caso es 2"~ ! € O(2™) ya que, si se tiene un ci-
clo, para evitar soluciones no deterministicas al menos un candidato deberd ser
omitido y la cantidad méxima de subconjuntos que pueden formar los restantes
candidatos es exactamente esa; al no restringir la seleccién de candidatos de
ninguna manera, todo este universo debera considerarse. El caso sin ciclos se
considera aparte, mas adelante, y no modifica la explicacién.
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2.5.2. Mas pesado primero

Esta estrategia consiste en seleccionar de la coleccion de candidatos, en cada
paso, a un unico elemento que aporte un ahorro individual méximo, valiéndose
de la equivalencia entre ahorro y peso (weight en inglés). En el esqueleto, esto
equivale a tomar rdpidamente una decision miope o golosa, con informacion
parcial, tratamiento que se presenta en la Figurals y no garantiza una solucién
globalmente 6ptima.

Collection<Candidate>
HeaviestFirst.selectCandidates(Collection<Candidate> candidates)
{

Candidate selected <- null;

for_each Candidate c¢ in candidates

if selected = null or selected.weight < c.weight
selected <- c;
return Collections.singleton(selected);

}

Figura 5: Seleccion golosa.

La validez del método resulta de la relajacién que conlleva no perseguir una
solucién 6ptima y de la factibilidad de cualquier combinacién de candidatos,
mediada por las actualizaciones del universo. Si la entrada es no vacia resulta
claro que la salida contendrd algin elemento. A pesar de sus limitaciones, el
método evita el problema del esfuerzo necesario por fuerza bruta y permite el
analisis de especificaciones que de otras formas resultarian inabordables. Con-
viene observar que la situaciéon inicial en cualquier caso mejora, dado que la
complejidad de la especificacién original siempre decrece; la contracara es que
con un poco de ingenio se pueden construir instancias cuyas soluciones resulten
arbitrariamente malas.

La complejidad de peor caso es O(1). Se elige un tnico candidato en ca-
da oportunidad hasta vaciar el universo; llegado a este punto se encontré una
solucién, que es la Unica evaluada, y se finaliza la ejecucion. Si bien esta com-
plejidad puede no resultar intuitiva, es un desprendimiento del criterio elegido,
que ignora las comparaciones entre candidatos. Otros criterios son posibles y se
discuten méas adelante.

2.5.3. GRASP

Esta estrategia es una de las varias metaheuristicas que usualmente se uti-
lizan para resolver problemas complejos de optimizacién combinatoria; otras
como simulated annealing [KCDGVS83|, tabu search [Glo86, Glo89] o genetic
programming [Koz95] también podrian haberse considerado. Arbitrariamente se
eligi6 GRASP [FR89, [FR95|, implementado segin los lineamientos propuestos
en [Res99], incluida la modificacién para asegurar convergencia asintética global.

Sintetizadamente consiste en formar a partir del total de candidatos, en cada
paso del algoritmo, un conjunto reducido de buenos candidatos en algiin sentido,
para luego seleccionar uno al azar de entre ellos; una vez encontrada una soluciéon
comienza una etapa de busqueda local que intenta mejorar el resultado recién
obtenido. El proceso se repite alguna cantidad de iteraciones y el resultado final
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serd la mejor combinacién lograda en alguna corrida. Aunque se esperan solucio-
nes de buena calidad sorteando las limitaciones de estrategias golosas, tampoco
garantiza una solucién globalmente 6ptima en una cantidad finita de iteraciones.
Sin embargo, la convergencia asintética global [Res99, RPP00] permite esperar
soluciones de buena calidad si la cantidad de iteraciones es suficiente.

Respecto del comportamiento, si bien la estrategia sigue la prescripcion ge-
neral dictada por el esqueleto, en la practica hay otros aspectos mas a los que
prestar atencién. Cabe observar que el procedimiento de optimizacion no se eje-
cutard una tUnica vez, sino tantas como iteraciones indique la configuracién de
la estrategia, mediante un ciclo que encierra al algoritmo de optimizacién y se
evité exhibir en la Figura [2. Lo dnico importante que resta mencionar ahora
es que la implementacién de este trabajo estima cuantos candidatos es capaz
de estudiar en poco tiempo y considera que el problema estd resuelto ni bien
reduce la instancia al tamano que considera tratable; a partir de entonces, la
buisqueda local realiza un anélisis exhaustivo. El Apéndice Clahonda en algunos
pormenores.

Especificamente, la implementacién se presenta en la Figura[6, donde se ve
el computo del umbral que caracteriza a la lista restringida de candidatos. El
valor real @ € [0;1] controla el umbral, regula la convergencia asintGtica y es
elegido al comienzo de cada iteracién también aleatoriamente.

Collection<Candidate>
GRASP.selectCandidates(Collection<Candidate> candidates)
{

double min <- null, max <- null;

for_each Candidate c¢ in candidates {
if min = null or min > c.weight
min <- c.weight;
if max = null or max < c.weight
max <- c.weight;

}

double bound <- min + alpha * (max - min);

Collection<Candidate> restricted <- new Collection<Candidate>()
for_each Candidate c¢ in candidates
if bound <= c.weight
restricted.add(c);

return Collections.singleton(restricted.randomGet());

Figura 6: Seleccién heuristica.

Con un minimo cuidado en la programacién se logra evitar recorrer los ele-
mentos para obtener maximos y minimos, como también la construccién tran-
sitoria de la lista restringida de candidatos. El pseudocddigo es ilustrativo de
la tarea que desempena la implementacién aunque no exactamente del modo
en que la lleva a cabo. A pesar de que algunos detalles se posterguen vale la
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aclaracion para justificar que, aunque parece trabajosa, la implementacién se
desempena muy eficientemente.

Al igual que en el caso de mds pesado primero, la validez del método surge
de no asegurar una solucién globalmente 6ptima en finitas iteraciones y de la
factibilidad de los resultados. Si la entrada es no vacia, para todo posible « la
coleccién restringida contendra algin elemento y la seleccién aleatoria devol-
verd un resultado no vacio.

El método proporciona una gama de oportunidades intermedias entre la ve-
locidad del algoritmo goloso y la calidad de la solucién de fuerza bruta. Los
parametros que ofrece para guiar su comportamiento son la cantidad de ite-
raciones que realizara y el tiempo durante el cual se le permite a la etapa de
bisqueda local intentar mejorar una solucién parcial. Si se fija en 1 (una) la
cantidad de iteraciones es interesante considerar algunos casos extremos para
el tiempo de bisqueda: si se le asigna 0 (cero) tiempo, el comportamiento se
reduce al de una version aleatoria del algoritmo goloso; si se le asigna tiempo
ilimitado, el comportamiento se reduce al de la estrategia de fuerza bruta. Se
esperan soluciones cercanas a las 6ptimas en la mayoria de los casos, a un costo
computacional menor que la estrategia exhaustiva y sin caer en situaciones pa-
tolégicas como en la estrategia golosa; los pardmetros de configuracion y el azar
son los nuevos medios a disposicion.

La complejidad de peor caso es O(itera x min(W, x t,2™)) con itera la can-
tidad de iteraciones, W, la cantidad de combinaciones que la computadora «c»
puede procesar por unidad de tiempo y «t» el tiempo durante el cual se le per-
mitird ejecutar a la etapa de busqueda local; en la funcién min queda plasmado
que si el tiempo es suficientemente grande, predominara el anélisis exhaustivo
mientras que, si no, la busqueda local explorara sélo una porcién proporcional
a t del espacio de bisqueda de la instancia.

2.6. Mejoras

Dejando de lado las estrategias y la complejidad inherente del problema,
todavia quedan herramientas de las cuales se puede conseguir ayuda.

A continuacién se presentan algunas ideas pensadas para facilitar el trabajo
de optimizaciéon. Cada una tomara el grafo de sustituciones que representa a la
especificacién inicial, intentaré detectar en él porciones que acepten un trata-
miento eficiente, sin comprometer la calidad de las soluciones, y resolvera local-
mente esas situaciones favorables.

En cada caso se trata de procesos inmediatamente anteriores al andlisis que
efectian las estrategias, complementarios con ellas y entre si, para los que se
describe su propuesta, supuestos, algoritmos, validez y complejidad temporal.

2.6.1. Descomposiciéon en componentes conexas

Se pretende dividir un problema grande en subproblemas m&s pequenos,
para que la resolucién independiente de cada una de las partes solucione el
problema original: dividir y conquistar. La descomposiciéon de un grafo en com-
ponentes conexas es un preproceso conveniente en los problemas combinatorios
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que lo admiten, dado que en condiciones favorables es capaz de evitar esfuerzo
innecesario en un analisis exhaustivo. Para explicar esta mejora convienen més
definiciones.

Definicién 32 (componente conexa): un grafo no dirigido se dice conexo si
cada par de nodos se puede unir por un camino y disconexo si no. Se le dice
componente conexa o componente de un grafo simple a un subgrafo conexo
maximal.

Retomando la descripcién, se recibe H el g.s. original y tras procesarlo se
consigue Hy, ..., H; una descomposicién con cada subgrafo més simple si k > 1.
Ya que la descomposicion del grafo y la combinaciéon de resultados se realizan en
tiempo polinomial, en el peor caso la demora adicional es insignificante, mientras
que en el mejor se pueden conseguir ganancias sumamente importantes.

Maés en detalle, se toma el original H =< V, X > y se detectaran las com-
ponentes G; =< V1, X7 >,...,Gr =< Vi, X} > de su grafo no dirigido sub-
yacente, generando una familia {V,...,V;} que parte V. Con esta particidn,
se definen nuevos hipergrafos H; =< Vi, X{ >,..., Hy =< Vi, X}, > tales que
si e = (0e,De) € Xy {0} UD, CV, para algin 1 < j < k entonces e € X;
y ademds los X’ son los minimos conjuntos con esos elementos. La familia de
hiperarcos {X1,..., X} } parte X.

Teorema 6: descomponer el g.s. en componentes conexas permite analizar
exhaustivamente todo el grafo sin més esfuerzo, y probablemente con menos.

Demostracién: dado H el g.s. original y su descomposicién en Hi, ..., Hy
no nulos, pueden darse dos casos: k=106 k > 1. Si k=1 entonces H; = H y
analizarlo demandara el mismo esfuerzo que sin haber descompuesto el grafo.
Si k > 1 entonces Hy, ..., Hx son todos mas pequenos que H y, puesto que la
estrategia de fuerza bruta demanda 2™~ ! esfuerzo para una instancia de tamafio
m, es posible ver que la descomposicién insumira esfuerzo

k

S 2mnl < g 2m < g
= ie{l..k}

dado que Y27 20 < 271 S iy = mp v es aditivo el esfuerzo de analizar

cada componente por separado. [

En la implementacion esta mejora aparece bajo el nombre splitInCC(...);
explicacién y pseudocéddigo del algoritmo, justificacion de su validez y anélisis
de complejidad temporal se encuentran en [NSS94| con el nombre de «Improved
Algorithm 1» («Algoritmo mejorado 1»). Se trata de una variante acelerada de
la deteccién de componentes fuertemente conexas de [HT73]. Emplear el algorit-
mo en grafos no dirigidos devuelve la descomposiciéon deseada en componentes
conexas.

2.6.2. Descomposiciéon en componentes fuertemente conexas

La particiéon en componentes conexas sirve como un primer paso que se
queda corto; con el mismo esfuerzo es posible conseguir una descomposicion
en clases iguales o mds pequenas que las anteriores. Para explicar la nueva
descomposicién, mas definiciones.
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Definicién 33 (componentes fuertes y débiles): un digrafo se dice fuertemente
conezo si cada par de nodos se puede unir por un camino dirigido y débilmente
conezo si cada par de nodos se puede unir por un camino simple en el grafo
no dirigido subyacente. Se le dice componente fuertemente conexa (sce, por
sus siglas en inglés) de un digrafo a un subgrafo fuertemente conexo maximal;
andlogamente se definen las componentes débilmente conezas (wec).

De las definiciones se desprende que la descomposicién en componentes co-
nexas de la mejora anterior coincide con una descomposicién en wce, que el
grafo de sélo un nodo es fuertemente conexo, que un grafo fuertemente cone-
x0 es también débil, y que una scc es un subgrafo débilmente conexo del grafo
subyacente, aunque no necesariamente maximal. Como consecuencia, la anterior
descomposicién puede encontrar en cada componente mas que una Scc pero no
menos; dicho de otro modo, una descomposicién en scc arroja siempre compo-
nentes més pequenas o iguales. Por ejemplo, en una wcc podrian encontrase dos
scc unidas por un arco.

En el transito hacia esta nueva descomposiciéon mas fina hay que ser cuidado-
so. La particién en wcc lograba dividir el grafo original en subgrafos disjuntos,
practicos para trabajar y explicar; ahora se podran encontrar hiperarcos que
vinculen distintas scc y habrd que tratarlos con especial cuidado. Partiendo el
conjunto de nodos segun las scc del digrafo subyacente, y dado un arco del grafo
original, hay que considerar los casos:

1. si origen y destino estan todos en una misma scc, el arco debera ser con-
siderado cuando se analice la componente en que figure el nodo origen;

2. si algunos elementos del destino estan en la misma scc que el origen y otros
no, no se tiene garantia de que el arco pueda ser ignorado en el andlisis
de la componente del nodo de origen y, por lo tanto, el arco también
debera ser considerado como si el destino completo estuviera en la misma
componente;

3. si todos los nodos del destino estan en scc distintas de la del nodo origen,
el arco podra ser ignorado en el anélisis de la componente del nodo origen
y serd analizado por separado.

Volviendo al ejemplo de recién, dos scc unidas por un arco ahora serdn
analizados en tres momentos distintos: cada scc por su lado y el arco que las
une por separado. Esto es, resultaran dos tipos de arcos: los que forman parte de
componentes fuertes y los que no, los primeros se analizan localmente por cada
componente y los segundos se analizan por separado, mas adelante se vera cémo.
Cualquiera sea el tipo de arco, siempre sera analizado de una u otra forma.

En general, dado H =< V, X > el g.s. original, sobre la particion V7,..., Vi
de V segun las scc del grafo subyacente, se construye una nueva particion
Xy,..., Xk, Xiy1 de los hiperarcos en X tal que, si 1 < i < k, en X; se en-
cuentran los arcos de los casos 1 y 2, si su origen esta en la scc que tiene por
nodos a V;, y en X1 los del caso 3, que son todos los demés. Ello conduce a
la descomposicién final del g.s. H en Hy =< V/, Xy >,...,H, =< V/, X} >,
Hyy1 =< Vi 1, Xpy1 >, con V; C V) y V/ —V; los nodos que agrega el caso 2
para 1 <i <k, y V)., los nodos involucrados en el caso 3 de algtin arco.
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Teorema 7: descomponer el g.s. en scc permite analizar exhaustivamente todo
el grafo sin mas esfuerzo que la mejora anterior, y probablemente con menos.

Demostracion: como por definicién las wee engloban a las scc, alcanza con
observar las posibilidades de una sola componente general. Dada una wcc y su
descomposicién en Hy, ..., Hy no nulos y Hy1, pueden darse dos casos: por un
lado, que k =1y Hy41 sea el grafo nulo; por el otro, que £ > 1 6 Hy41 no sea
el grafo nulo. Si k = 1 y Hyy es el grafo nulo entonces H; = H y analizarlo
demandard el mismo esfuerzo que sin haber descompuesto el grafo. Para las
restantes posibilidades hay que tener presente que la estrategia de fuerza bruta
demanda 2™~ esfuerzo para una instancia de tamafio m. Si k > 1 6 Hp, 1 no
es el grafo nulo entonces analizar exhaustivamente la descomposicién demanda

k
Z omm;—1 4 esfuerzo(Hpi1) < gma—1
i=1

ya que el esfuerzo de procesar Hy 1 se verda mas adelante que es suficientemente
pequeno, maxX;cq1.k) My, < my y es aditivo analizar cada componente por
separado; el razonamiento es andlogo al de la descomposicién en wee. [

Igual que antes, en la implementacién esta mejora aparece bajo el nombre
splitInCC(...); me remito a los comentarios previos para mas detalles. La
unica diferencia con la mejora anterior es que ahora se emplea el algoritmo
sobre un grafo dirigido.

2.6.3. Compresion de dahgs

El andlisis de regiones aciclicas quedé vacante en las otras mejoras; aho-
ra se busca darles un procesamiento eficiente (léase «polinomial») que ademas
aprovecha la descomposicién en scc.

Tras descomponer el g.s. se obtuvo un subgrafo, no necesariamente conexo,
con todos los hiperarcos cuyo destino no tuviera ningin nodo en la misma scc
que el origen. Este subgrafo debe ser aciclico por construccién, ya que en caso
contrario existiria un camino dirigido desde el destino de algiin arco hasta su
origen, contradiciendo el criterio que, en primer lugar, exigia distintas compo-
nentes para ambos al momento de seleccionar los arcos.

Teorema 8: en un g.s. aciclico toda solucién maximal consigue igual ahorro.

Demostracion: dado un g.s. H =< V, X > aciclico, sin perdida de genera-
lidad se puede suponer que su grafo no dirigido subyacente es conexo. Voy a
argumentar, primero, que para cualquier solucién las hojas siempre estan pre-
sentes en el grafo resultante y, luego, que ademas son los tinicos nodos presentes;
se sigue que la complejidad final del grafo serd la misma y, por lo tanto, el ahorro
idéntico para cualquier solucién.

Como por definicién las hojas no son origen de ningtin arco y de las expli-
caciones en las Secciones(2.4.1ly 2.4.3 se desprende que sélo los origenes de un
arco pueden aspirar a ser reemplazados y, por lo tanto, eliminados del g.s., cual-
quiera sea la solucién se sabe que las hojas permaneceran siempre en el grafo
resultante.
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Para demostrar que las hojas son los tinicos nodos presentes en el grafo
resultante, al margen de la solucién escogida, en el Apéndice [A.4 figura una
demostracién por absurdo bastante simple pero cargada con abundantes defini-
ciones y notacién poco atractiva. En su lugar, se puede explicar informalmente
el razonamiento del siguiente modo: si se supone un nodo que no es hoja, de-
bera haber un arco que lo tenga por origen y un candidato que lo acompane; sin
embargo, una solucién no seria maximal mientras este candidato persista como
posibilidad y, si desaparece, es porque también el nodo original debe haber sido
eliminado del grafo o bien el grafo no era aciclico en primer lugar, lo que de
cualquier manera resulta una contradiccién. [J

Ya que en un grafo aciclico todas las combinaciones maximales de candidatos
consiguen el mismo ahorro, cualquier algoritmo que provea una solucién de ese
tipo ahora dard garantia suficiente de alcanzar un resultado globalmente éptimo.
En la implementacion el algoritmo particular que efectia esta mejora aparece
bajo el nombre dahgCompression(...) y su pseudocddigo se presenta en la
Figura 7l

Collection<Candidate>
dahgCompression(Collection<Candidate> acyclic)
{

selectedCandidates <- new Collection<Candidate>();

while not acyclic.isEmpty() {
nextCandidate <- acyclic.getAny();
selectedCandidates.add(nextCandidate) ;
acyclic <- updateCandidates(nextCandidate, acyclic);

}

return selectedCandidates;

}
Figura 7: Compresién de dahgs.

Para justificar que el algoritmo finaliza su ejecucion para toda entrada, basta
observar que mientras haya candidatos uno se seleccionara y eliminara en cada
actualizacién. Con una coleccién finita, eso es argumento suficiente si se recuerda
que la actualizacién se justificé en la Seccién [2.4.3.

Que cumple con su propdsito, conseguir una coleccién maximal y deter-
ministica de candidatos, surge de no permitir la detencién mientras queden
elementos agregables y de la justificacién de la actualizacién en la Seccién
que consigue soluciones viables y deterministicas de mediar entre selecciones
consecutivas de candidatos.

Por tltimo, resta justificar su complejidad temporal. Si se mantiene el criterio
usado hasta ahora, el de contar la cantidad de combinaciones de resultados
analizados, surge del andlisis que una tnica combinacién es considerada, con lo
que el algoritmo tiene una complejidad temporal O(1) para cualquier tamano de
la entrada, independientemente de los sucesivos esfuerzos de actualizacién que
aunque impacten en el desempefio no son de utilidad para comparar algoritmos.
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3. Resultados

Ademsds de planteos, teoremas y analisis de complejidad es conveniente po-
ner a prueba la teoria. Esta seccién examina las principales limitaciones de las
estrategias, observa su desempeno comparado, més el de sus variantes si las
tiene, y analiza la capacidad de las mejoras para complementar las estrategias.

Habra dos dimensiones que seran observadas en cada prueba en que tenga
sentido: la cantidad de evaluaciones y el error relativo. La cantidad de evalua-
ciones indica cuantas soluciones diferentes fueron analizadas antes de obtener
un resultado, mientras que el error relativo precisa la calidad de la solucién con-
seguida. No tiene sentido analizar el error de la estrategia exacta, ni la cantidad
de evaluaciones del procedimiento goloso, que sdlo analiza una tnica solucién.

Por otro lado, dada la naturaleza combinatoria del problema conviene prestar
atencion al frecuente uso de escalas logaritmicas, tanto en los graficos como en
las configuraciones de las corridas.

Con relacién a las estrategias, al estudiar los resultados de emplear GRASP
se observara una poda de los datos, poda que descarta a las instancias anali-
zadas exhaustivamente durante la fase exploratoria inicial de la estrategia. Ella
responde a que las instancias suficientemente pequenas no logran desplegar el
comportamiento heuristico de la estrategia, arrojando resultados que se redu-
cen a los que se hubieran conseguido mediante fuerza bruta, sin representar a
la situacién que se quiere analizar.

Las sucesivas pruebas fueron realizadas en una computadora equipada con
un Mobile AMD Semptron 3000+ de 1,8Ghz y 512MB de RAM.

3.1. Limites de fuerza bruta

Idealmente se quisiera garantia de obtener siempre soluciones que sean épti-
mos globales. Sin embargo la tnica garantia conocida de soluciones globalmente
Optimas se consigue mediante la estrategia de fuerza bruta, lo que impone una
limitacién importante: como el problema es de naturaleza combinatoria es espe-
rable que exista un tamano de las instancias a partir del cual deje de ser practico
esperar soluciones exactas.

Para indagar bajo qué condiciones la implementacion de fuerza bruta deja
de ser 1til construyo dos familias de grafos, una en representacion de los casos
ralos compuesta por los grafos ciclo, otra en representacién de los casos densos,
compuesta por los grafos completo.

3.1.1. Grafo ciclo

Los grafos ciclo estan constituidos por un unico ciclo dirigido simple y se
escribe C, para indicar que el grafo tiene n nodos; son los hipergrafos con menos
arcos que forman un ciclo simple de longitud n + 1 y cuyos destinos tienen la
menor cardinalidad. En estos grafos el tamano de las instancias coincide con n.

El objetivo de analizar el comportamiento de la estrategia con estos grafos es
doble: observar si las predicciones temporales tedricas se cumplen y, si lo hacen,
determinar (para una computadora dada) hasta qué tamano de la entrada es
viable analizar exhaustivamente.

Corro el algoritmo sobre sucesivos miembros de la familia, empezando por
los mas pequenos y creciendo hasta que el esfuerzo requerido para analizar com-
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pletamente una instancia exceda el tiempo que razonablemente se esta dispuesto
a esperar una respuesta. Después de casi 10 horas de computo el resultado de
las corridas se ve en la Figura[9l
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Figura 9: Ciclos — C,,

Se destaca:

= se confirma la predicciéon tedrica;

La teoria anticipaba un peor caso con complejidad temporal O(2™) para
instancias de tamano m y la prueba muestra que los grafos ciclo caen en el
limite superior de esa clase de complejidad, lo que permite pensar que no
som mecesarias construcciones intrincadas para encontrar al peor caso. Al
ratificar en la prdctica que el esfuerzo se duplica con cada incremento del
tamano de estos grafos, se afirma la preocupacion de que sdlo instancias
pequenas podrdn ser analizadas exhaustivamente.

el tiempo insumido por las instancias pequenas es volatil;

Hasta alcanzar los 12-14 nodos los ciclos pequenos muestran insumir tiem-
pos dispares, no correlacionados con la cantidad de evaluaciones. Hay
que considerar que estas mediciones no superan la décima de segundo
(1e+2ms) y que sequramente se ven influidas por problemas de ruido en la
medicidn, producto de influencias externas (memoria caché, operaciones
de e/s, precision del crondmetro...), para llegar a la conclusion de que su
manifestacion puede ignorarse.
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= se correlaciona el tiempo con las evaluaciones;

Si se podan los resultados descartando tiempos por debajo de la décima de
seqgundo se confirma que, para estos grafos, la duracion del cdmputo de-
pende estrechamente de la cantidad de evaluaciones; observacion atractiva
porque si se la extrapola con optimismo para otros tipos de grafos permite
suponer que, en instancias topologicamente semejantes, se consiguen bue-
nas estimaciones a partir de los miembros pequenos y, con ello, se logra
la capacidad de predecir el tiempo de computo. Ya que las estimaciones
temporales son dependientes de la computadora, en general serd preferible
concentrar la atencion sobre la cantidad de evaluaciones; sin embargo, un
minimo de detenimiento en el vinculo entre las evaluaciones y el tiempo
que insumen ayuda a contextualizar las pruebas. Sobre todo, para acotar
cudnto esfuerzo es razonable dedicar a una solucion. En la computadora
en que se realizan las pruebas se logran evaluar aproximadamente unas
125.000 soluciones por segundo, para este tipo de grafos.

= sélo instancias pequenas pueden analizarse.

Si el esfuerzo se duplica con cada aumento de tamario y el tiempo es pro-
porcional al esfuerzo, resta decidir cudnto tiempo se estd dispuesto a es-
perar una respuesta para estimar el mdrimo tamano admisible para una
instancia, si es que se la quiere analizar con esta estrategia. Por ejemplo,
suponiendo que una demora de un sequndo es aceptable, en la computado-
ra de referencia se puede suponer que instancias de esta familia con un
tamano no mucho mayor a 20 serdn tratables; si se acepta un minuto, no
mucho mds de 25 y, con una hora, no mds de 30.

3.1.2. Grafo completo

Los grafos completos estan constituidos por todos los arcos posibles para el
conjunto de nodos dado y los completos h-uniformes, en el caso de los hiper-
grafos hacia adelante, por todos los arcos posibles cuyo destino tenga cardinal
exactamente h para el conjunto de nodos dado. Se escribe K, para indicar al
grafo completo de n nodos y K" para indicar al grafo completo h-uniforme de

n nodos. Para K el tamaiio de las instancias es n - (";1)

Figura 10: K; — K3}

El objetivo de analizar el comportamiento de la estrategia con estos gra-
fos reside en equilibrar el conocimiento que se logré con los ciclos; mientras
aquéllos inclufan pocos arcos para una cantidad dada de nodos, éstos contienen
la maxima posible. Se aspira a relativizar los resultados anteriores.

Al igual que antes, corro el algoritmo sobre sucesivas instancias hasta que
el esfuerzo requerido exceda el tiempo que razonablemente se esta dispuesto a
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esperar una respuesta. Después de que algunas instancias demoraran, cada una,
mas de dos dias de cémputo ininterrumpido, el resultado se ve en la Figura
la curva de referencia se explica méas adelante.
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Figura 11: Completos — K"

Se destaca:

= muy pocos nodos vuelven inabordable un grafo completo;

Sdolo hasta la serie de 8 nodos pudo procesarse con facilidad; la explo-
sion de tamano de estos grafos impide procesar subfamilias mds alld de
las analizadas. La excepcién remarcable son las instancias K", tratables
con complejidad lineal, que sin embargo no alteran en general el panora-
ma. Aunque el tamano de las instancias se define segun la cantidad de
hiperarcos, y no la de nodos, es util recordar que apenas muy pocos nodos
son suficientes para poder alcanzar un tamano mds alld de lo tratable.

= es necesario analizar otros aspectos.

La figura es una primera aprorimacion que, aun careciendo de otra infor-
macion importante, muestra de forma sencilla como evoluciona el esfuerzo
insumido por cada instancia; su utilidad se limita a insinuar la naturale-
za combinatoria de estos grafos. Para contrastar éstas con otras pruebas
conviene adoptar una mirada centrada en el tamano de las instancias.

Una pregunta que surge de querer comparar los grafos completos y los ciclos
es si analizar distintas topologias presenta diferencias, pregunta que permite
retomar la comparacion con el tiempo de computo empleada antes y que llevara a
explicar la curva de referencia de la Figura[11. Para comenzar a contestarla se
observa la demora que acompana a cada analisis exhaustivo, por més que el dato
varie entre computadoras; si se alcanza el objetivo de relativizar los resultados
de los ciclos, el tiempo dejara de ser considerado una variable relevante en las
pruebas que sigan.

Nuevamente, las instancias que demoraron menos de una décima de segun-
do tuvieron un comportamiento poco predecible y quedaron excluidas de los
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comentarios; las instancias restantes exhibieron una correlacién fuerte entre el
tiempo y los pardmetros del grafo, que se refleja en el Cuadro (1.

evals./seg.
200.000
130.000
100.000
70.000
55.000
50.000

ST W N =S

Cuadro 1: Velocidades aproximadas

Se destaca:

= la velocidad no es constante;

St bien los datos son pocos, parecen indicar que las evaluaciones por unidad
de tiempo dependen de h en este tipo de grafos.

= se podrian estimar cotas al tiempo que insumird un anélisis.

Para la computadora en que se realizan las pruebas, es probable que la
cota de 200.000 evals./seq. sirva para una estimacion optimista y puede
elegirse otro valor para el caso pesimista, dependiendo de la confianza que
se requiera y de conocer mejor la distribucion de wvalores.

La curva de referencia en la Figura11 presenta, entonces, cuéntas evaluacio-
nes se efectuaron en el lapso de un segundo, para cada valor de h, y refleja los
mismos valores que la Cuadro (1l Cualitativamente, indica que es esperable una
cantidad del orden de las 100.000 (1le+5) evaluaciones en las mismas condiciones
en que los ciclos arrojaban homogéneamente unas 125.000. En otras palabras,
el cambio de grafos no modificé sustancialmente la velocidad de analisis.

Sin embargo, hay otras diferencias posibles. Una pregunta similar a la an-
terior es si el umbral de lo tratable también permanece invariante, inquietud
analoga a averiguar si los grafos estdn igualmente bien representados por el
peor caso. Para contestarla y, a la vez, observar los mismos resultados de la
Figura /1Tl pero con més énfasis en el tamaiio de las instancias, defino el cociente
¢i € [0;1], que indica cuén representativo resulta el peor caso. Si m; es el tamano
v evals; la cantidad exacta de evaluaciones insumidas al analizar una instancia
«i», la cota méxima estard dada por 2" ! evaluaciones y

evals;
C; = .
Qm;— 1

La evolucién del cociente en K" se ve en la Figura
Se destaca:

= hay nuevas relaciones entre tamano y complejidad;

A diferencia de lo que sucedia en los grafos ciclo, en los completos se dan
distintas relaciones entre tamano y complejidad. En vez de permanecer
constantemente igual a 1 (uno), a medida que aumenta la cantidad de
nodos, e indirectamente el tamano, el cociente tiende rdpidamente a cero,
alejandose del peor caso.
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Figura 12: Evolucién del cociente

= la intratabilidad préactica se mantiene.

A pesar del alejamiento del peor caso en la evolucion del cociente, las
instancias de mayor tamano se mantienen inabordables; el alejamiento es
inseparable de un incremento combinatorio en el tamano que neutraliza su
efecto.

A igual cantidad de evaluaciones por unidad de tiempo, como es el caso de los
ciclos y los completos, podra haber una instancia de cada familia que resulten
una tratable y la otra no, dado que las relaciones de cada tipo de grafo con
el peor caso puede variar significativamente. Llegado este punto se sabe que el
peor caso es poco representativo de algunos grafos y, gracias a ello, inconveniente
como estimacion unica del esfuerzo; aporta una cota poco ajustada, razén por
la cual el andlisis de cada familia enfrentard distintos umbrales para el tamano
maximo de instancia tratable.

3.2. Limites de mas pesado primero

Idealmente se quisiera obtener siempre soluciones instantaneas. La estrategia
de més pesado primero estd pensada especificamente para cumplir con este
requisito, dejando de lado la pretensiéon de garantizar soluciones globalmente
Optimas; se consiguen soluciones rapidas aunque puedan ser imperfectas.

Para indagar sobre la calidad de las soluciones que ofrece la implementacién
golosa construyo una familia de grafos que representa a los casos que explotan
la debilidad del método.

3.2.1. Grafo estrellado

Los grafos estrellados se inspiran es los grafos estrella y estdn constituidos
por un nodo central con un tnico arco que tiene por destino a todos los demas,
y otros varios con un tnico arco que solo tiene por destino al primero. Escribo
E,, para indicar que el grafo tiene n nodos. En estos grafos el tamano de las
instancias coincide con n.

El objetivo de analizar el comportamiento de la estrategia con estos grafos
es observar la calidad de las soluciones que se consiguen. Se pretende conse-
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58D sita

guir malas soluciones y con ello abandonar la esperanza de usar esta estrategia
indiscriminadamente.

Corro el algoritmo sobre sucesivos miembros de la familia y comparo los
resultados con los que se obtendrian por medio de un algoritmo exacto. Para
lograr dirigir el comportamiento de la estrategia, al nodo central le asigno una
ganancia mayor a la del resto. La evolucion del error relativo de los resultados
se ve en la Figura[14l
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Figura 14: Evolucion del error relativo
Se destaca:

= ¢l error relativo es muy alto;

Por encima de 1 (uno) el error relativo ya es muy alto y la calidad de las
soluciones es de dudosa utilidad. Seria fdcil demostrar que, ademds, puede
volverse tan grande como uno quiera.

= pudieron procesarse instancias mucho mayores.

A diferencia de las limitaciones que encuentra la estrategia de fuerza bruta,
instancias con tamano en los cientos de arcos pudieron procesarse sin
complicaciones muy velozmente.
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3.3. Limites de GRASP

De esta estrategia se quisiera obtener siempre soluciones con calidad cer-
cana al Optimo pero insumiendo un pequeno esfuerzo. Sin embargo, como el
criterio empleado por la heuristica para restringir los candidatos seleccionados
se guia por el mismo principio que la estrategia golosa, es esperable que se vea
influenciado negativamente ante iguales situaciones desfavorables.

Para someter la estrategia a condiciones adversas y estudiar la degradacién
de su desempeno empleo las mismas instancias usadas para explorar los limites
de més pesado primero.

El objetivo es observar la calidad de las soluciones que se consiguen y com-
probar cémo responde a instancias grandes. Se pretende conseguir un desme-
joramiento progresivo de la calidad y detectar problemas vinculados al tamano
de las instancias; es una forma de conocer qué exigencia es capaz de tolerar la
estrategia.

En las pruebas se configuré la heurfstica con 1 (un) segundo de umbral y
128 iteracionerﬁ, empleando las mismas instancias que en mas pesado primero.
Después de més de 1 (un) dia de cémputo, el resultado de las corridas se ve en
la Figura
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Figura 15: Esfuerzo y error relativo

Se destaca:

= no se encontraron diferencias de calidad con el caso exhaustivo, las solu-
ciones fueron todas exactas;

= ¢l umbral de tiempo condiciona el esfuerzo;

El umbral detiene el crecimiento exponencial del esfuerzo y, conforme otros
factores como la e/s influyen en el desemperio de la estrategia, induce a
la paulatina disminucion de la cantidad de evaluaciones.

5Pardmetros elegidos arbitraria pero consistentemente.
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= ninguna instancia sobrepasé la capacidad de cémputo;

Los factores no considerados que influyen en el tiempo de procesamiento
se compensan con la disminucion progresiva del esfuerzo para no exigir en
exceso a la computadora.

= pudieron procesarse sin inconvenientes instancias de gran tamano, al igual
que con la estrategia mas pesado primero.

3.4. Mejoras

Sabiendo que la tarea por delante de las estrategias puede resultar muy ar-
dua, las mejoras aspiran a simplificar algunas porciones del trabajo. Idealmente
se quisiera que su ambito de aplicacién alcanzara a todo el grafo, para cualquier
tipo de grafo, reduciéndolo a una instancia mucho méas pequena; sin embargo es
esperable que existan subgrafos que no puedan ser reducidos por las mejoras.

Para indagar bajo qué condiciones y con cuanta efectividad las mejoras im-
pactan en el desempeno de las estrategias construyo una familia de grafos que
representa al hipergrafo promedio.

3.4.1. Grafo aleatorio

Los grafos aleatorios son grafos generados por un proceso aleatorio; se co-
mienza con un conjunto de n nodos al que se agregan arcos al azar. En este
trabajo se incluye cada hiperarco con probabilidad p, independientemente y sin
reposicién, extendiendo para los g.s. el modelo G(n, p) descrito en [Bol98, Die00).
Un atractivo del este modelo es que, por medio de andlisis probabilisticos [AS92],
se conocen para los grafos que produce interesantes propiedades asintoticamente
vélidas que ayudan a guiar y enmarcar teéricamente las pruebas realizadas.

El objetivo de analizar miltiples corridas sobre estos grafos es observar el
impacto cualitativo y cuantitativo de las mejoras en el desempeiio esperado de
una estrategia.

Corro cada estrategia con y sin mejoras sobre sucesivos miembros de la fa-
milia, para detectar diferencias. Para n una cantidad dada de nodos, construir
hipergrafos R € G(n,p) demanda una decisién respecto de los valores de p a
emplear; es esperable que distintos valores arrojen instancias cuyas propiedades
las conviertan en més o menos idéneas para las pruebas a realizar. Como la can-
tidad de posibles arcos en un g.s. es ¢ = n - (2"~! — 1) un ntimero exponencial,
a menos que p tienda a cero tan rapidamente como crece ¢ cuando n tiende a
infinito, la cantidad esperada de arcos serd también exponencial. A su vez, los
grafos densos, digamos con tamaifio en el orden o por encima de n?, dificilmente
sean susceptibles de ser influidos por las mejoras, con lo que cualquier valor de p
conviene que arroje arcos por debajo de esa cota. En una primera aproximacion
defino p = f-s, con f una funcién de crecimiento sobre la que todavia resta pro-
fundizar y s = 27" un factor de escala que controla el crecimiento exponencial
de los hipergrafos. Experimentalmente f = k- In(n) resulté satisfactoria, con k
una constante, funcién adoptada siguiendo el enfoque de [FM95] sobre el trabajo
de [ER60]. De tratarse de grafos simples y mientras n — oo, por encima de este
umbral las instancias tienen probabilidad 1 (uno) de ser conexas y 0 (cero) por
debajo. Adicionalmente, para contar con instancias por encima y por debajo
del umbral, se introdujo una variable d € [0;1] a la que se llamard densidad y
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que permite controlar méas finamente la proporcién de arcos de las instancias.
Su participacién es tal que, si d = %, no se altera el umbral; a tal fin, se defini

p=k-n*(n).27"

Para d € {0,05;0,25;0,4;0,5;0,6;0,75;0,95}, k = 1, n de 4 a 32 en incremen-
tos de a 4 y 32 instancias de cada combinacién, 1792 casos en total, los resultados
se presentan por separado para cada estrategia. Con una demora para construir
cada instancia exponencial en n, las aproximadamente 3 horas insumidas por
cada uno de los 224 grafos con n = 32 (més de 25 dias de cémputo) explica que
no resulte practico el enfoque empleado para valores mas grandes de n.

3.4.2. Mejoras y fuerza bruta

Al evaluar el impacto de las mejoras con esta estrategia interesa conocer
qué diferencia hubo en cuanto a la cantidad de evaluaciones necesarias para
procesar las instancias.

Un primer resultado global es la disminucién relativa de la cantidad de eva-
luaciones, que se consigue cocientando la disminucién absoluta acumulada para
todas las instancias sobre el total de evaluaciones. La diferencia fue una dismi-
nucion relativa global de 1084721%%%;2120(?369593 ~ 2,459e — 05.

Para ayudar a explicar el impacto que tienen las mejoras en casos individua-
les sobre el resultado global, se tiene la Figura
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Figura 16: Mejoras y fuerza bruta

En la parte (a) se grafica qué proporcién de casos resulté afectada por al-
guna mejora, al margen de su magnitud, y permite observar como a medida
que aumenta la cantidad de nodos, o la densidad de los grafos, disminuye la
capacidad de las mejoras para simplificar estas instancias. En la parte (b) se
grafica la magnitud relativa de la disminucion de esfuerzo que se consiguié en
promedio, restringiendo los casos a aquellos en los que si se registré una dife-
rencia, es decir, podando los valores nulos; se observa que la distribucién de la
magnitud es bastante homogénea.

Los indicadores estadisticos basicos para la disminucién relativa de la canti-
dad de evaluaciones, sin podar y podados, se ven en el Cuadro [2; valores altos
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son mejores, salvo para el desvio. Cerca del 80% de casos sin mejora explica
la diferencia entre el promedio y la mediana, en el caso sin poda, y justifica el
interés por podar los valores nulos.

sin poda | con poda
maximo 0,958 0,958
minimo 0,000 0,250
promedio 0,120 0,564
mediana 0,000 0,500
desvio 0,241 0,155

Cuadro 2: Indicadores basicos

Notar la concordancia entre la homogeneidad de valores en la parte (b) de
la Figural16]y los indicadores podados, a diferencia de lo que sucede sin podar.

Combinando la lectura de las figuras y los indicadores se explica cémo es
posible que el empleo de las mejoras aporte una disminucién tan pequena del
esfuerzo global, tan lejos de la proporcién de casos con mejoras y de la mag-
nitud podada promedio: sélo los casos més pequenios y menos influyentes se
vieron afectados. En otro planteo relacionado, si se fija en 100.000 evaluaciones
una cantidad arbitraria que se supone representativa del analisis que puede efec-
tuarse en un lapso humanamente perceptible, no hubo ninguna instancia donde
la disminucién absoluta de esfuerzo alcanzara ese valor.

3.4.3. Mejoras y mas pesado primero

Al evaluar el impacto de las mejoras con esta estrategia interesa conocer
qué diferencia hubo en la calidad de las soluciones.

La comparacién de las corridas con y sin mejoras arrojé como resultado
soluciones idénticas; no se encontraron diferencias.

3.4.4. Mejoras y GRASP

Al evaluar el impacto de las mejoras con esta estrategia interesa conocer
qué diferencias hubo en cuanto a la cantidad de evaluaciones necesarias para
procesar las instancias, y a la calidad de las soluciones.

A diferencia de otros casos, la variabilidad que introduce el azar en estas
pruebas produjo resultados significativamente distintos tras repetir las ejecucio-
nes. Con el fin de resaltar esas diferencias se corrieron varias series de ejecuciones
y se decidié adaptar las variables analizadas para facilitar su presentacién: se
optd por combinar en una sola magnitud, el tamano, lo que en otras pruebas
figuraba desglosado segin densidad y cantidad de nodos.

La comparacién de 5 series de corridas con y sin mejoras, para GRASP
configurado con 1 (un) segundo de umbral y 128 iteraciones, insumié un total
de algo més de 8 horas de cémputo y se ve reflejada en la Figura[17.

En la parte (a) se grafica la diferencia relativa en cantidad de evaluaciones,
descartandol® las instancias que se lograron analizar exhaustivamente dentro del
umbral de tiempo. Valores positivos son preferibles pues significan que al aplicar
las mejoras propuestas se obtuvo una disminucién del esfuerzo. No se advierte

6Ver explicacién al comienzo de esta seccién.
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Figura 17: Mejoras y GRASP

una clara tendencia a aumentar ni disminuir el esfuerzo, aunque si se destaca la
existencia de casos en los que el incremento de esfuerzo (valores negativos) es
varias veces mayor, en magnitud, que la mdxima disminucién (valores positivos).

En la parte (b) se grafica la diferencia del error relativo, con igual poda que
en la parte (a). Valores positivos son preferibles pues significan que al aplicar
las mejoras se obtuvo un aumento en la calidad de la solucién. Se destaca que
la mayorfa (més del 90 %) de los casos no arrojé diferencia y que no se advierte
tendencia a aumentar ni disminuir el error.

Un complemento a la Figura se consigue observando los indicadores es-
tadisticos basicos del Cuadro [3] El «esfuerzo» se corresponde con la parte (a)
de la figura y el «error» con la (b).

indicador | esfuerzo | error
méaximo | 40,900 | +0,060
minimo | —4,300 | —0,170
promedio | —0,524 | —0,052
mediana | —0,071 | —0,023
desvio | +1,743 | 40,051

Cuadro 3: Mejoras y GRASP

3.5. Comparacién de variantes

Con una multitud de variantes para elegir, antes de comparar estrategias
entre si se examina el comportamiento a su interior. De las estrategias contem-
pladas, GRASP es la tnica que ofrece esta posibilidad. A continuacién, todas
las pruebas se realizan aplicando las mejoras propuestas.

3.5.1. Variantes GRASP

Como se introdujo en la Seccién [2.5.3 y detalla en el Apéndice [C esta es-
trategia dispone de dos pardmetros que caracterizan las variantes admisibles:
la cantidad de iteraciones durante las cuales se repite el proceso y el tiempo
estimado durante el cual se permite ejecutar a cada iteracion.
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Las siguientes pruebas estan pensadas para reconocer el esfuerzo demandado
por las soluciones y observar la calidad de los resultados, segtin cada combinacién
de los parametros. En representacién del hipergrafo promedio, en todos los casos
se corri6 la estrategia sobre el lote completo de instancias aleatorias también
usado en la Seccién 3.4 durante el andlisis de impacto de las mejoras. El total
de los datos del lote, para una combinacién de los pardmetros, se condensa a fin
de resaltar en desempeno de la variante. Tras mas de 12 dias de cémputo, los
resultados de las corridas se observan en la Figura
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Figura 18: Variantes GRASP

En la parte (a) se grafica cudnto esfuerzo demandé a la variante analizar el
lote, medido en veces que se realizé el mismo esfuerzo (cantidad de evaluaciones)
que el promedio de todas las variantes y una vez podadoy los datos; aunque
arbitraria, la referencia es util para contrastar el esfuerzo relativo de cada va-
riante. Como es de esperar, en el grafico se ve que a medida que aumenta el
numero de iteraciones también aumenta el esfuerzo insumido y, también, que el
ritmo con que se produce ese aumento acompana el crecimiento exponencial de
las iteraciones. Menos evidente resulta la comparativamente leve influencia que
ejerce el aumento del umbral de tiempo en el aumento del esfuerzo.

En la parte (b) se grafica el error relativo, también con poda. All{ se insinia
la confirmacién de que, al aumentar el nimero de iteraciones o el umbral de
tiempo, los errores decrecen.

3.6. Comparacién de estrategias

Dado que se dispone de distintas estrategias surge la inquietud de observar
como se comparan entre si. Se quisiera recolectar informacién empirica que
permita estimar el desempeno en cada caso.

Reconociendo que distintas familias de grafos favoreceran o perjudicaran a
cada estrategia, se realizaron todas las pruebas atractivas para cada tipo de
grafos definido hasta ahora, ya que cada uno representa un caso interesante de
por si; los resultados y observaciones se presentan junto a cada familia.

TVer explicacién al comienzo de esta seccién.
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Todas las pruebas siguientes fueron ejecutadas aplicando las mejoras y, en
cada oportunidad en que GRASP fue puesto a prueba, se consideré arbitraria-
mente como representante a la variante con 1 (un) segundo de umbral de tiempo
y 128 iteraciones.

3.6.1. Grafos ciclo y completo

Los ciclos representan los casos ralos y los completos los densos; sus descrip-
ciones figuran en las Secciones y [3.1.2 respectivamente. Mientras que las
instancias empleadas en las pruebas con ciclos fueron las mismas que en los casos
anteriores, en las pruebas con completos se empleé a la subfamilia K2 afiadien-
do instancias, inabordables para fuerza bruta, para las cuales se obtuvieron sélo
los valores que fue practico conseguir en ejecuciones reales. Interesa estudiar el
esfuerzo insumido por cada estrategia y no asi la calidad de las soluciones, que
dado el modo en que estan construidas las instancias, en todos los casos arrojan
resultados exactos. Los resultados de las corridas se ven en la Figura[19.
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Figura 19: Comparacién de estrategias (grafos C,, y K?2)

En la parte (a) se destaca el quiebre que produce el umbral de tiempo en
GRASP; antes del umbral la estrategia se comporta igual que fuerza bruta
y, después, las evaluaciones se estacionan en una meseta. Inmediatamente a
continuacion del quiebre la cantidad de evaluaciones se advierte mayor que en
el andlisis exhaustivo pero, a medida que aumenta el tamano de las instancias,
el menor esfuerzo se observa marcadamente del lado de la heuristica. En la parte
(b) se observa otra manifestacién del mismo fenémeno que en la parte (a), con
saltos antes de parecer alcanzar un punto de equilibrio.

3.6.2. Grafos estrellados

Representan los casos problematicos para las estrategias no exhaustivas; su
descripcién figura en la Seccién [3.2.1 y se emplean las mismas instancias que
en pruebas anteriores, restringiendo el tamano a los casos tratable por fuerza
bruta. Interesa estudiar el esfuerzo insumido por cada estrategia y la calidad de
las soluciones obtenidas. Los resultados se ven en la Figura 20!

En la parte (a) se observa el mismo fenémeno que en la tltima comparacién.
En la parte (b), fuerza bruta arroja siempre soluciones exactas mientras que las
otras estrategias repiten los resultados analizados en pruebas anteriores.
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3.6.3. Grafos aleatorios

Representan a los casos promedio, su descripcion figura en[3.4.1 y se emplean
las mismas instancias que en otras pruebas. Interesa estudiar el esfuerzo insu-
mido por cada estrategia y la calidad de las soluciones halladas. Los resultados
de las corridas se ven en la Figura[21.
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Figura 21: Comparacién de estrategias (grafos aleatorios)

En la parte (a) se destaca como, inmediatamente a partir del punto de quie-
bre determinado por el umbral de tiempo, la heuristica insume en total més
esfuerzo que el andlisis exhaustivo, y no menos, dada la acumulacién de evalua-
ciones de todas las iteraciones. Antes del quiebre la heuristica se comporta igual
que la estrategia exhaustiva, después parece alcanzar una meseta.

En la parte (b) se destaca lo abundante del error en la estrategia golosa frente
a lo escaso que resulta en la heuristica. La ausencia de errores en GRASP para
las instancias mds pequenas se entiende observando la parte (a) de la figura.
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4. Discusion

Esta seccién recoge los aspectos salientes de los resultados y profundiza en
los puntos que, sometidos a consideracién, permiten lograr un entendimiento
mas acabado. Comienza repasando las pruebas realizadas y finaliza con algunos
aspectos interesantes que no se desprenden directamente de ninguna prueba en
particular.

4.1. Limites de las estrategias

De las pruebas se desprende que las limitaciones de fuerza bruta y més pe-
sado primero las descalifiquen como estrategias de uso general. Si bien en la
practica pueden encontrarse instancias para las cuales arrojen resultados sa-
tisfactorios, s6lo GRASP logré evitar las situaciones més desfavorables de las
otras estrategias. Mejores implementaciones o computadoras mas rapidas no
hacen prever cambios.

Sin embargo, los resultados arrojados por las corridas de la heuristica tam-
poco ofrecen una garantia absoluta. Por empezar, que las pruebas realizadas no
consigan desacreditar a la estrategia no descarta que pueda existir otra familia
de grafos que lo logre. Ademds, atn insistiendo en la familia empleada, la dismi-
nucién paulatina que se observa en la cantidad de evaluaciones al aumentar el
tamano de los grafos permite sospechar que, para grafos suficientemente gran-
des, habra un punto a partir del cual la calidad de las soluciones comenzara a
verse comprometida. Incluso, es razonable suponer que para cualquier familia
de grafos GRASP se verd comprometido cuando las instancias se agranden lo
suficiente.

4.2. Mejoras

Se destaca como primera observaciéon que las mejoras, en general, no repor-
taron ninguna ventaja significativa por sobre el desempeno de las estrategia, sea
con relacién al esfuerzo o a la calidad de las soluciones.

Entre las causas que explican este magro avance se encuentra la ausencia
de instancias con una estructura elaborada, debida a la cual en ningin caso
aparecieron, al menos, dos CFC de tamano comparable al de la instancia que
las contiene. En esta situacién se justifica que los resultados no ahonden en el
origen de cada pequeno cambio que, de hecho, sélo provienen de la compresion
de dahgs.

Una causa apenas sospechada, y sin confirmacién suficiente en los resultados,
que podria agravar el escaso impacto de las mejoras radica en la posibilidad de
que los grafos aleatorios, que son los tnicos susceptibles de mostrar cambios,
rijan su crecimiento por una funcién de probabilidad inapropiada. Si al aumentar
la cantidad de nodos, su tamano esperado aumentara demasiado velozmente se
observaria, como sucede, que a medida que se agregan nodos las instancias son
cada vez mas refractarias de las mejoras.

En otro plano resulta sugerente que la calidad de las soluciones de méas pesado
primero haya resultado inmutable a las mejoras. Seria interesante contar con una
demostracién que justifique este comportamiento o, méds en general, averiguar
bajo qué condiciones se obtiene esta conducta.
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Del mismo modo, otras explicaciones también estan ausentes: ;por qué mo-
tivo la cantidad de evaluaciones de GRASP parece aumentar al aplicar las me-
joras? jPor qué en la heuristica se observa poca dispersién de valores en la
disminucion de esfuerzo y no asi el aumento?

Por tltimo resta reconocer que, a pesar de todo, el pequeno esfuerzo compu-
tacional de aplicar las mejoras avala su uso de manera préacticamente irrestricta.
Aunque sin grandes logros, y en particular considerando el esfuerzo insumido
por la estrategia exhaustiva, el empleo de mejoras abre un camino del cual que-
da mucho por explorar; otras ideas podrian sumarse, asi como otras familias de
instancias podrian permitir apreciar mas claramente el beneficio de utilizar las
que hoy hay.

4.3. Comparacion de variantes

El estudio del desempeno de las variaciones de GRASP anima la imaginacién;
surge la inquietud por contestar a «;Qué combinacién de parametros dard las
mejores soluciones?». Me mantendré alejado de la tentacién de responder a
esa pregunta. Como regla general, la calidad de los resultados dependera de los
recursos dedicados, quedando en manos del usuario decidir cuanto esta dispuesto
a esperar una solucion.

También en sus manos esta la posibilidad de asemejar la heuristica a las otras
estrategias, mediante combinaciones de valores extremos de los pardmetros. Es
decir, se puede entender que la heuristica subsume a las demés alternativas.

4.4. Comparacién de estrategias

Descartadas las estrategias exhaustiva y golosa para el uso general, sélo
la heuristica permanece como una alternativa viable; es momento de evaluar
cualitativamente su desempeno, tanto desde el esfuerzo que le insume encontrar
soluciones, como desde la calidad de sus resultados.

Al respecto, las pruebas confirman la capacidad de GRASP para limitar el
esfuerzo insumido ya que, en cada ocasién en que la estrategia superé el umbral
durante el cual tenia permitido ejecutar, a continuacién se adapté satisfactoria-
mente a la imposicién de una cota de esfuerzo.

La limitacion del esfuerzo, no obstante, no encontré en las pruebas situacio-
nes en las que la calidad de las soluciones resultara seriamente comprometida
sino, méas bien, lo contrario. Diferencias con los valores 6ptimos fueron la excep-
ci6én y, cuando se dieron, se mantuvieron siempre dentro de margenes admisibles.

El tnico inconveniente destacable de la heuristica fue que, para las instancias
que requerian un andlisis exhaustivo ligeramente por encima de lo que el umbral
de ejecucion les permitia, el esfuerzo insumido superé al empleado por fuerza
bruta sin siquiera garantizar la éptima calidad de los resultados; situacién que
da origen a posibles cambios futuros en la implementacion de la estrategia.

Por otra parte, poniendo en consideraciéon no ya las estrategias sino las prue-
bas, es importante remarcar la consistencia que se observa en los resultados, con
independencia de la familia de grafos utilizada.
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4.5.

Otros

Maés alla de los aspectos que se desprenden de alguna prueba en particular,
hay otros que también resultan interesantes.

Esfuerzo: en todo el trabajo se mide como la cantidad de evaluaciones que

insume la obtencién de una solucién aunque se mencioné que hay otros
factores que podrian ser tenidos en cuenta. La decisién de adoptar esta
medida tiene la ventaja de permitir una comparacién sencilla entre estra-
tegias, y la desventaja de esconder en su interior una parte del tiempo de
céomputo insumido. Por ejemplo, aunque una instancia grande y otra pe-
quena requieran, ambas, una sola evaluacion segun una estrategia golosa,
comunmente la grande demorard mas que la pequena; el mismo fenémeno
se observa en la disminucién de la cantidad de evaluaciones de la Figura
15 (Limites de GRASP) donde, para evitar que aumente el tiempo total
de cémputo, se restringe el andlisis. El proceso de actualizacién del uni-
verso de candidatos, que se ejecuta luego de la seleccién propia de cada
estrategia, es un contribuyente importante al tiempo total insumido, aun-
que compartido por todas las estrategias. Como alternativa a la cantidad
de evaluaciones se tuvo en cuenta a la cantidad de comparaciones entre
candidatos, pero se la descarté porque aportaba un nivel de detalle tan
minucioso que en este trabajo sélo entorpece las explicaciones. De todas
maneras esa u otras alternativas valen la pena ser tenidas en cuenta si se
desea avanzar en la capacidad de predecir o disminuir el tiempo insumido.

Grafos aleatorios: la capacidad de los grafos aleatorios para representar a los

hipergrafos promedio depende en gran medida de la manera en que se los
construya y de qué se entienda por promedio; sin ningun tipo de consi-
deraciones, la instancia promedio tendria un tamano o cantidad de arcos
exponencial, respecto de los nodos, que a su vez seria muy poco probable,
luego poco interesante, para el contexto esperado de uso. En cambio, la
manera en que se construyeron las instancias aleatorias de estas pruebas
pretende resolver ese inconveniente mediante una funcién de crecimiento,
que guia los valores de probabilidades involucrados en la generacién de
instancias. Que esta funcion de crecimiento logre instancias representati-
vas de las esperadas es, como minimo, optimista y, como mucho, ingenuo.
Con més conocimiento sobre los casos esperados podrian generarse instan-
cias que los representen; sin él, queda la esperanza de haber logrado una
aproximacién razonable.

Situaciones consideradas: si bien los grafos de estas pruebas aspiran a cubrir

una cantidad grande de situaciones que se asumen esperables, indudable-
mente no alcanzan a la totalidad de las posibilidades; mas temprano se
cité un ejemplo referido a la ausencia de instancias con multiples CFC.
Podran conseguirse nuevas instancias que cubran algunas de las situacio-
nes vacantes... y seguirdan quedando otras sin explorar. Se entendié que los
casos estudiados alcanzaron a cumplir con su objetivo.

Pruebas en lote: el uso de la implementacién para procesar lotes de instancias

se aleja del caso de uso esperado, en el que una unica instancia es analizada
por vez. Asi, lotes que demoraron horas o dias en estudiarse, de todas
maneras son utiles para conocer el comportamiento de la implementacién
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ya que, consideradas las instancias por separado y no el lote en su conjunto,
generalmente se trata de elementos que pueden procesarse en segundos o
minutos, dentro de grupos que pueden contener cientos de otras instancias.
La demora exagerada en procesar un lote no invalida sus resultados.

Integraciéon con ReMo: volviendo al comienzo, el fin dltimo de este traba-
jo consiste en acelerar aquel verificador de modelos. En la interaccion de
ambas implementaciones, no obstante, existe una asimetria: el esfuerzo de-
mandado al verificador para procesar una especificacion es siempre poten-
cialmente mucho mayor que el demandado a esta etapa de simplificacion.
Por lo tanto, instancias simplificables facilmente pueden resultar inabor-
dables para el verificador y no asi a la inversa. ;Qué ventaja se obtiene
de simplificar instancias mayores a las que actualmente puede procesar
este trabajo, si luego resultaran casi seguramente inabordables para el ve-
rificador? La respuesta no es evidente. Las causas de esa asimetria hacen
prever que cualquier evolucién del verificador, a lo sumo, disminuya la
brecha y empareje los esfuerzos; recién entonces serd conveniente retomar
la preocupacion por acelerar este trabajo.
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5. Trabajo futuro

Esta secciéon propone continuaciones al presente trabajo. En algunos casos
se trata de pequenos cambios a la implementacién, en otros de la incorporacion
de nuevas ideas y, por ultimo, algunos enfoques complementarios. De otras sec-
ciones so6lo recojo las ideas mas atractivas, sin desmerecer a las aristas sin pulir
que puedan subsistir.

El primer grupo de cambios a considerar estd formado por modificacio-
nes sencillas que den respuesta a algunas asperezas. Una propuesta que abar-
ca a todas las estrategias consiste en revisar y mejorar la implementacién de
updateCandidates(. . .); actualmente realiza bastante trabajo innecesario, au-
mentando la incidencia de factores ajenos a la cantidad de evaluaciones en el
tiempo total de computo. En cambio, una propuesta que sélo atane a la estra-
tegia GRASP consiste en estimar el total de esfuerzo que dedicard a resolver
heuristicamente una instancia y, de superar lo estimado necesario para resol-
verla exhaustivamente, optar por el comportamiento que garantiza una soluciéon
exacta.

Un préximo grupo de cambios estd constituido por ideas para nuevos pre-
procesos de optimizacién local, es decir, nuevos integrantes de la familia de
«mejoras». Por ejemplo, podria refinarse la descomposicién en subgrafos para
analizar porciones mas pequenas que las actuales, o buscarse arcos y nodos en
la interseccién de varios subgrafos en los que la eleccién de candidatos pueda
resolverse golosamente. Una atractiva fuente de inspiracion se halla en las pro-
piedades de los grafos reducibles ciclicamente (cyclically reducible graphs) segin
[WLSS85]. Ensayos con pruebas de concepto arrojaron resultados prometedores;
resta comprobar la validez de cada propuesta. Nuevas preguntas que habrd que
contestar en esta direccién incluyen la efectividad de combinar distintas pro-
puestas y hasta qué punto es indistinto el orden en que se aplica cada una.

Por 1ltimo, también es posible prestar atenciéon a alternativas més aleja-
das. Podria indagarse sobre la posibilidad de emplear algoritmos polinomiales
de aproximacién [Joh74] o adentrarse en otras manipulaciones simbdlicas més
alla de los reemplazos nacidos de ecuaciones simples.

Sin embargo, antes que sugerir cualquiera de estos caminos, el trabajo futuro
recomendado consiste en someter la implementacion a casos reales de estudio.

46



6. Conclusiones

Este trabajo se propuso desarrollar una herramienta en particular y cum-
plié con esa meta. En el camino se estudié la dificultad computacional del pro-
blema original, implementando y evaluando una familia de soluciones. A la vez,
se continué el trabajo del verificador de modelos ReMo, desarrollando una de
las vias de continuacién previstas en sus recomendaciones de trabajo futuro.

Se trabajé mucho para llegar a este punto, se descartaron montones de ideas,
parrafos, lineas de cddigo, horas de sueno y retazos de demostraciones; pero, mas
que nada, sirvié para abrir la puerta a una nueva etapa.
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A. Complemento técnico

Este apéndice profundiza en las definiciones y demostraciones del Desarrollo.

A.1. Candidatos

A continuacion se presentan los conceptos que permiten definir con rigor la
nociéon de candidato y que mas adelante se empleardan en demostraciones que
los involucran.

Definicién 34 (alcanzabilidad): dado H =< V,X > un hipergrafo se dice
que un nodo v es alcanzable desde otro nodo u en el grafo si, y sélo si, existe un

. . . c .o
camino en H que comienza con u y termina en v. Se nota u — v para indicar
que v es alcanzable desde u mediante arcos en C C X.

Definicién 35 (frontera): dados H =<V, X >ungs.,C={ey,...,e,} CX
una coleccién deterministica y e = (0e, D) € X, F C V se dice la frontera de

. . c o
nodos alcanzables desde «e» mediante C' y se escribe e — F para indicar que

c
F={veV:o, Aty y v # origen(e;) para 1 < i < n}. Ademds, si v € F se

escribe e < v. Si bien puede resultar poco intuitivo basar la definicién sobre un
arco, partir de un nodo obligaria a declarar de todos modos un arco distinguido,
con el agravante de que tener que anadir la restriccién de que su origen coincida
con el nodo. Hecha la advertencia, se consideré mejor la alternativa actual.

Definicién 36 (tail): dada L = [eq,eq,...,ey], tail(L) = [ea,...,e,] sin > 0.

Definicién 37 (Lo): dada L = [ej,es,...,¢e,], si tiene sentido aplicar una
sustitucién a sus elementos y o es una sustitucién, Lo = [e10,.. ., e,0].

Definicién 38 (Q7, L7 y 07): dados Q un sistema de ecuaciones y L una lista

oo . . 0 . [
[01,...,0,] de Q-sustituciones escribo L° = Ly, sio € Q_., ol = 0; si ademés
L’ § %
Pj

"o}y, sisus elementos estan definidos, L/t = tail(L7)o} .

j
. 0 L i i j+1 i pi .
También, QY = Q vy, si existen QY y UZ’;“j , QYT = QF 01’;41, . La extensién a
especificaciones vale con igual definicién que en los sistemas de ecuaciones y, si no
es ambiguo, puedo omitir la mencién a la lista para aligerar la lectura. Observar

J . y . . .z
y el primer elemento de L’ es 02" entonces, si es una sustitucion,

L

existen IV y o

. Jj+1
escribo o =0

que, si existen, reemplazar(L?,Q7) = reemplazar(L7*t1, Q'+, L™ =[]y
L= [aij ,..,00]. Ademds, si L es Q-compatible, vale que p; = j + 1.

En un acercamiento progresivo a la definicién de candidato, el primer paso es
conocer la intuicién. En cada momento del proceso de minimizacién de especifi-
caciones, un candidato representa un elemento que conduce a nuevas soluciones.
Segin se dejé entender méas temprano, tiene un cardcter doble: vinculado con
la especificacién original, encarna una sustitucién en el sistema de ecuaciones
asociado; vinculado con la solucién parcial vigente, encarna un hiperarco del
g.s. construido sobre la representacion asociada, producto de aplicar consecuti-
vamente los reemplazos en la solucién parcial a la especificacién original.

Definicién 39 (candidato elemental): dado @ un sistema de ecuaciones, un
candidato elemental para @ es un par ordenado ¢ = (oy,e) tal que f € Q y
e =rep(oy). Se extiende analogamente la definicién para las especificaciones.
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Definicién 40 (candidato): dados @ un sistema de ecuaciones y L una lista
[1,...,0%] de Q-sustituciones, si existe O’Lk, un candidato es un par ordenado
Lt = (o, eLk) tal que o € Q_ y e’ = rep(ULk). Pueden omitirse la lista o el
superindice cuando no resulte ambiguo; también, se extiende la definicién para
las especificaciones.

Afirmacién 3: dados @ un sistema de ecuaciones, H = rep(Q) un g.s., una
lista L = [o1,...,0k] de Q-sustituciones, una coleccién C' = {ey,..., e} con
Lk)

e; =rep(o;) paral <i<ky Lt = (o,e”") un candidato, si el’ = (0e, Der)

entonces rep(o) < D, k.

Demostracién: hay que considerar los casos: 1) k =0y 2) k > 0.
1) C =0y rep(o) o D,o cumple por definicién.

2) C # 0, rep(o) g F;siCj={e,...,e;} paral < j < ky, cuando j # k, se
asume que F; = D,.;. Dadas consts la funcién que dado un término devuelve el
conjunto de los simbolos de constante que aparecen en él y, si e = (0, D.) es
un arco, dest(e) = D., quiero ver que valen 2.1) F, C D.r y 2.2) Do C F.

2.1) Quiero ver que v € Fy, = v € D considerando:

2.1.1) caso v € Fj,_

veF, = wv#izq(og) (Definicién [35)
vEFy,1 = wvEDu (hipdtesis)
= v € dest(rep(o Lt )) (Definicién [40)
= v € consts(der(o Lt )) (Definicién 21)
= v € consts(der(o Lt Y (v #izq(on))
= v € consts(der(o Lt )) (Definicién [38)
= v € dest(rep(o L* ) (Definicién 21)
= v € D (Definicién [40)
2.1.2) caso v ¢ Fj_1
vgFr1 = vE consts(der(a,fkil)) (hipétesis)
v Fr_1 = izq(oy) € Fy_1 (Definicién 34)
= izq(og) € Der—1 (hipétesis)
= izq(og) € dest(rep(at" ")) (Definicién 40)
= izq(ox) € const(der(c=" ")) (Definicién 21)
= v e const(der(c™ oF)) (v € consts(der(aE")))
= wv€ const(der(oLk)) (Definicién [38)
= wv€ dest(rep(aLk)) (Definicién 21)
= VE Dy (Definicién 40)

De 2.1.1) y 2.1.2) se obtiene que vale 2.1), es decir, F, C Dg«.
2.2) Quiero ver que v € D x = v € F}, considerando:

2.2.1) caso v € Dr-1
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vE€ Dy = v#izq(oy) (Definicién [35)

VE€ D1 = wvEFR (hipétesis)

= rep(o) — G (definicién de Fy_q)
Cr_ 1U{rep(a)} L.,
= izq(o) (Definicién [35)
= izq(o) - lu{ewep(a)} (Definicién[34)
CkU{rep o)} ..,
= izq(o) v (definicién de Cy)
= rep(o) (v #izq(oy))
= vel (definicién de Fy,)
2.2.2) caso v & D

v Dg—1 = v € consts(der(oy)) (hipétesis)

v ¢ D1 = izq(0k) € Der— (Definicién[34)
= zzq(ak) € Fk 1 (hipdtesis)
= rep(a) Elizq(or) (definicién de Fy_1)
= izq(o) Ch—sligep(a)} izq(og) (Definicién [35)
= izq(o) -1 Henrep(a)} izq(oy) (Definicién [34)
= izq(o) Oritrepla)} izq(ok) (defincién de Cy)
= izq(o) i (v € consts(der(oy)))
= rep(a) (v # o)
= vel (definicién de Fy,)

De 2.2.1) y 2.2.2) se obtiene que vale 2.2), es decir, D.x C F}. Luego, como
valen 2.1) y 2.2), vale 2), es decir, si k > 0, Dx = Fy. O

A.2. Compatibilidad y determinismo

A continuacién se establece la estrecha relacién que existe entre las nociones
de compatibilidad y determinismo.

Afirmacion 4: sean () un sistema de ecuaciones, H =< V, X > un g.s. tal que
H = rep(Q), S = [o1,...,0,] una lista de @Q-sustituciones y Z = [e1,...,ey]
con e; = rep(o;) para 1 < i < n, entonces S es compatible si, y sélo si, Z es
deterministica.

Demostracion: conviene partir de las condiciones planteadas y considerar
dos casos separados:

1. Z deterministica = S compatible;

2. S compatible = Z deterministica.

1) caso Z deterministica = S compatible

Probar que S = S° sea compatible requiere probar que S° sea una lista de
Q"-sustituciones y que, si existe, S sea Q'-compatible. Suponiendo a S° una
lista de Q-sustituciones se vuelve a un punto similar al de partida, ya que en
lugar de probar a S° Q°-compatible se debiera probar a S' Q!-compatible.

Generalizando este razonamiento, si se asume dada S7 una lista cuyos ele-
mentos son Q7-sustituciones, probar su Q7-compatibilidad se reduce a probar,
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si existe, la Q71 !-compatibilidad de S7*!; si alguna lista fuese vacia el anélisis
seria sencillo. La utilidad de esta reduccion se halla en que las listas son finitas,
la longitud de S711, si existe, es estrictamente menor que la de S7 y en la facil
determinacién de la compatibilidad de una lista vacia; es decir, en la existencia
de un k < n tal que, si es una lista, S¥ = [ ] garantice la terminacién de la
prueba. Esquematicamente:

SO QO-compatible SO QO-sustituciones y S* Q'-compatible
S Q'-compatible = S Q'-sustituciones y S2 Q2-compatible

Sk=1 QF~1_compatible
Sk =[] QF-compatible

Sk=1 QF~l_sustituciones y S* Q*-compatible

verdadero (por definicién)

Llegado este punto, la demostraciéon se reduce a probar que, para j < k,
S7 sea una lista de Q% -sustituciones. Como se explicé en la Definicién 9] (lista
compatible), la dificultad del caso radica en justificar la existencia de tales listas.
Esta demostracion se completa con la Afirmacién /5] que més adelante se prueba
verdadera. En tal situacién es inmediato que S es compatible.

2) caso S compatible = Z deterministica
Probar esta implicacién no difiere significativamente del caso anterior. O

Definicién 41 (prefijo): dada L = [aq, ..., a,] una lista, su prefijo [aq, ..., a]
con k < n se escribe L.

Afirmacién 5: en iguales condiciones que la Afirmacién 4]y suponiendo que
Z es deterministica, para j < n existen las listas S7 de Q3 -sustituciones.

.. 0 . .
Demostracién: con Q = Q° un sistema de ecuaciones, H =< V, X > un g.s.
tal que H = rep(Q), S = [01,...,0,] una lista de Q-sustituciones, e¥ = rep(c¥)
y Z = [e1,...,e,] una lista deterministica, ya que S = S° existe por hipdtesis
alcanza con garantizar que, si j < n y S’ es una lista de Q7-sustituciones, S7+1
sea una lista de Q7T !-sustituciones. 4

Con S7 una lista de @’-sustituciones, para todo o7 en S7 debe existir una
f.s. f] en @7 tal que o] sea O Si S7 es vacia se completa la demostracién;
si no, existe un primer elemento agj de S7. Sin pérdida de generalidad, si f/

. 4 . i

es la férmula ¢; = ¢ (x1,...,2Zm), por la Definicién [4 (reemplazo), f; oy, s
cioy, =1 (21,... ,xm)ag,j y se quiere saber si esta ltima ecuacién es en si una
f.s. cuando @ # p; o, en otras palabras, si da origen a una nueva sustitucion.
Conviene analizar cada miembro de la ecuacién por separado.

Respecto de c¢;o}, : i + p; = ol # o}, y Z deterministica implica que

z : j ; i —

dgui(ci) < 1, luego ¢; # izq(o},). Se sigue que c;o9 = c;.

Respecto de ¢](z1, ... ,xm)agj: ya que por definicién el término es igual a
tf (xlogj7...,xmogj) alcanza con estudiar xkagj para 1 < k < m. Pretendo

mostrar que ¢; no puede aparecer en esas expresiones. Razonando por absurdo
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supongo que si figura; entonces, para algiun ko deberd suceder que ag;j es la

sustitucién zp, — t%j (€Y1, Ya)-
Notando r = pj, por hipdtesis existen el prefijo P = Sg de S7y ol = Ugj;
luego, existe el candidato ¢ = (o,,el’) con el = rep(cl) = (xkoaDef) y

Z; .
D.r = {ci,y1,-..,yn}. Entonces, e, = rep(o;) —a D.p por la Afirmacién 3y,
Zj ZjU{(L»} . . j
por lo tanto, e, —~ ¢; ¥y 2k, ~— = ¢;. Con el mismo argumento, gracias a o
Z; . Z .
se sabe que ¢; = z,. Como consecuencia debe valer ¢; = ¢;, lo que contradice
que Z sea deterministica.

Se sigue que ¢; no aparece en xkagj paral <k<m,o

J

i

3 1+1 . .
ol = oIt existe si
Py 7

i # p; v, finalmente, S7*! es una lista de Q7! -sustituciones. .

La validez de la Afirmacién[Tlen el Desarrollo estd justificada por la Afirma-
ci6n[4, asumiendo @ = E_ y ap(rep(o;)) = o; para 1 <i < n.
A.3. Soluciones viables

A continuacién se argumenta la validez de las soluciones parciales y se com-
pleta la justificacién del procedimiento presentado en la Seccién

Afirmacién 6: dados @ un sistema de ecuaciones, L = [o1,...,0%] una lista
Q-compatible y ¢ = (0,e~") un candidato, L’ = [0y, ..., 0%, 0] es una nueva
lista Q-compatible.

Demostracién: sie; = rep(o;), C = [e1,...,ex], S+T es la concatenacién de

dos listas y C" = C' + [rep(o)], por la Afirmacién 4 se sabe que L’ es compatible
si, y sblo si, C’ es deterministica. Se debe ver que: 1) e = (0., D.) € C' =
dS,(0.) <1y 2) C' es aciclica.

1) Que dS,,(0e,) < 1sesabe para 1 < i < k porque C es deterministica; resta ver
que ademds izq(o) # izq(o;). Por absurdo, si oy, es tal que izq(o) = izq(o;,),
i _ Li071 1;0_
= O .

, . 20 1 . .
no estarfa definida o’ i ya que los reemplazos en sustitucio-

ag

nes requieren partes izquierdas distintas; luego, tampoco estarfa definida o,

condicién necesaria para la existencia de el* = rep(ULk) en cL". Se sigue que
dC (0.) < 1sieeC'

2) De haber un ciclo en C’ es necesario que rep(o) forme parte de él, ya que
C era aciclica. En ese caso, si rep(c¥) = (0,y,D,y) deben existir o, y 0, en
L tales que oy, € Dy, 05 € Do,y 0g,, oA 0o, lo que junto a 1) implican
que rep(o) < 05y, por la Afirmacién 3} o, € D_.x. Un absurdo ya que en ese

caso eX” es un arco invélido para un g.s. y ¢ resulta un candidato invélido.

Se sigue que C’ es aciclica. O

Afirmacion 7: el procedimiento descrito en la Seccién [2.4.3 para la actuali-
zacion del universo de candidatos es correcto.

Demostracién: ya que la Afirmacién [6 garantiza que los candidatos conduz-
can siempre a soluciones viables, resta justificar que el procedimiento realiza tan-
to una actualizacién necesaria como suficiente. Que sea necesaria se explicé en
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[2.4.3, con la separacién en casos; que sea suficiente se desprende de la Defi-
nicién 40 (candidato) y de la Afirmacién [3! como el destino del hiperarco en
los candidatos es igual a la frontera de nodos alcanzables mediante la solucién
parcial, que a su vez coincide por construccién con el procedimiento de actuali-
zacion, el resultado es una nueva coleccién de candidatos, con todos los cambios
necesarios. [

A.4. Hojas

A continuacién se completa la justificacién del argumento expuesto en la

Seccién

Definicién 42 (conservacién): dados H =< V, X > un gs. y C C X deter-
ministica, Xo = {e € X : {e} UC es deterministica pero e ¢ C} y Vo C V es el
conjunto de nodos tales que algtin arco en X los tiene por origen. Se dice que
C conserva a Vo y X¢o en H.

La intuicién de fondo es que si C' fuera una solucién parcial al problema de
optimizacién que se quiere resolver, tras realizar reemplazos inducidos por C en
una especificacién, permanecerian V¢ y reescrituras de las ecuaciones que dan
origen a X¢ en la representacion del resultado.

Afirmacion 8: en un g.s. aciclico toda solucién maximal conserva tinicamente
a las hojas del grafo.

Demostracién: dados H =<V, X > un gss.y Z = [ey,...,e,] una solucién
maximal para H, por absurdo, supongo que v € V no es hojay v € V. Entonces
debe existir e = (v,D.) € X = Xz, con D, C V y, dado que Z es maximal,
ed Xz =Xz, = ; luego, existe 1 < i <ntal quee € Xz,_, peroe ¢ Xz, .
Por definicion, los motivos posibles son:
= que d;ﬂfj“zi (v) > 1; no puede suceder ya que en este caso el origen de e;
debe ser v y e; € Xz, se contradice con v € Vz,, luego con v € V.

= que {e}UZ; sea conflictiva; no puede suceder ya que la existencia de ciclos
se contradice con los supuestos iniciales.

Como el absurdo provino de suponer la existencia de v, se concluye que toda
solucién maximal conserva unicamente a las hojas del grafo. [
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B. Etiquetas

El model-checker con que se integra este trabajo considera distintos tipos de
relaciones binarias; dados dos conjuntos, una etiqueta identifica el tipo especifico.
Si Ay B son conjuntos y e una etiqueta, el tipo de la relacién A e B se rige por

el Cuadrol4.

etiqueta

relacién

sin restricciones
funcién parcial
funcién total
funcién constante
atomo

Cuadro 4: Etiquetas del model-checker

En cada caso se calcula la cantidad de posibles instancias del tipo y se asigna
ese valor al peso de la relacion. Por ejemplo, si R es un simbolo de constante tal
que R € A*B, |A| =ny |B| =m, peso(R) = 2™™.

A los tipos de relaciones que soporta el model-checker se agregaron nuevas
funciones m4ds especificas, detalladas en el Cuadro 5.

etiqueta

relacién

-i>
-s>
-b>
=i>
1—8>
:-b>

inyectiva parcial
sobreyectiva parcial
biyectiva parcial
inyectiva total
sobreyectiva total
biyectiva total

Cuadro 5: Etiquetas nuevas
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C. Implementacién

Este apéndice detalla algunos aspectos salientes de la implementacion.

C.1. Notas

A continuacién se exponen los detalles que por algin motivo revisten de
interés técnico. A saber:

= Las tres estrategias implementadas ordenan al universo de candidatos en
una lista, de mayor a menor seglin su peso. En su ejecucién, mas pesado
primero se limita a tomar siempre el primer elemento de la lista vigente,
sin realizar ningun tipo de bisqueda, mientras que GRASP logra evitarse
construir la lista restringida de candidatos considerando un prefijo ade-
cuado de la misma lista; por lo tanto, las tres estrategias son capaces de
seleccionar candidatos con esfuerzo constante respecto de la cantidad de
elementos.

» La implementacién de GRASP dispone de dos pardmetros de configura-
cion: el tiempo durante el cual le esta permitido ejecutar a una iteracion, y
la cantidad de iteraciones que se desean. Predeterminadamente se correran
128 iteraciones de 1 (un) segundo cada una.

= Mediante el uso de un cronémetro, la implementaciéon de GRASP es inde-
pendiente de la velocidad de la computadora en que se ejecuta.

C.2. Uso

Para ejecutar el programa se escribe:
minime.Minime [opciones] especl [espec2 ... especN]

donde cada espec es una especificacién en el lenguaje que acepta ReMo y las
opciones son:

--brute emplear estrategia de fuerza bruta (x);
--heavy emplear estrategia mas pesado primero;
—--grasp emplear estrategia GRASP;
--daghCompression habilitar compresién de dahgs (*);

—--noDaghCompression deshabilitar compresiéon de dahgs.

Las (x) marcan las opciones predeterminadas.
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