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UN CALCULO-) CRONOMETRADO

Resumen

El célculo-A permite estudiar la nocién de funcién computable desde un punto de
vista matematico, modelando la abstraccién y la aplicacion de una funcién a un argu-
mento. El mecanismo de cémputo por el cual se realiza esta aplicacién es denominado
B-reduccién (—g) y es el principio central del calculo-A. En este trabajo extendemos el
calculo-\ a una versiéon “cronometrada’ que llamamos calculo-A®. Extendemos la sinta-
xis y la seméntica para capturar la nocién del costo temporal de computar la aplicaciéon
de una funcién a un argumento. Para esto se incorpora un constructor de términos que
representa una demora de una unidad de tiempo, y un operador que modela la accién
de esperar hasta que el resultado de un cémputo esté listo. Modificamos el mecanismo
de computo para que cada paso de fS-reduccién introduzca una demora. Demostramos
que este calculo preserva propiedades del cédlculo-A, como la confluencia y la normaliza-
cién fuerte del fragmento tipado. Damos un argumento de terminacion débil, bajo ciertas
hipétesis de tipabilidad, que exhibe una cota explicita para la longitud de la reduccién a
forma normal, basado en las caracteristicas del nuevo calculo usando la nocién de costo
definida. Finalmente definimos la nocién de término débil y fuertemente temporizable, y
demostramos que no todos los términos son fuertemente temporizables. Este resultado se
obtiene por medio de un sistema de tipos auxiliar en el que los juicios de tipado vienen
acompanados de restricciones ecuacionales.

Palabras clave: cilculo-\, reescritura, sistemas de tipos, seméantica operacional, confluen-
cia, terminacién.



A TIMED M-CALCULUS

Abstract

The A-calculus allows studying the notion of a computable function from a mathe-
matical perspective, modeling the abstraction and application of a function to an ar-
gument. The computational mechanism by which this application is performed is called
B-reduction (—3) and it is the central principle of the A-calculus. In this work, we extend
the A-calculus to a “timed” version that we call A®-calculus. We modify the syntax and
semantics to capture the notion of the temporal cost of computing the application of a
function to an argument.

To achieve this, we introduce a term constructor representing a delay of one unit of
time and an operator modeling the action of waiting until the result of a computation is
ready. We modify the computation mechanism so that each step of S-reduction introduces
a delay. We show that this calculus preserves properties of the A-calculus, such as con-
fluence and strong normalization of the typed fragment. We provide an argument for weak
normalization, under certain typability assumptions, which exhibits an explicit bound for
the length of the reduction to normal form based on the characteristics of the new calculus
using the defined cost notion.

Finally, we define the notion of weakly and strongly temporizable terms and prove that
not all terms are strongly temporizable. This result is obtained through an auxiliary type
system where typing judgments are accompanied by equational constraints.

Keywords: A-Calculus, Rewriting, Type Systems, Operational Semantics, Confluence,
Termination.
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1. INTRODUCCION

1.1. El calculo-\

El célculo-A fue inventado por Alonzo Church en la década de 1930 para estudiar desde
un punto de vista matematico la nocién de funcién efectivamente computable, teniendo
abstracciones de funciones y la aplicacién de una funcién a un argumento. El calculo-A es
un area de estudio muy extensa. Uno de los primeros trabajos que aborda su estudio es el
de Church [I]. Como material de referencia adicional se puede consultar la monografia de
Barendregt [2] o las notas de Selinger [3].

Recordemos brevemente las ideas detras del calculo-A. Si, por ejemplo, tenemos un
polinomio z? + 3 x = + 5 y nos preguntamos cudl es el valor de la expresién si tenemos
x = 2, podemos computar esto sustituyendo x por 2 en la expresién: 22 + 3 x 2 + 5, que
luego podemos reducir para obtener la respuesta 15. En célculo-A podemos representar
esto como:

M. (22 +3 x x4+ 5)

El operador X nos permite hacer una abstraccién sobre . Intuitivamente, podemos pensar
Az. (2 +3 x £ +5) como una expresiéon esperando un valor para la variable z. El simbolo
A funciona como ligador de la variable z, indicando el nombre de la variable que serd
reemplazada en el cuerpo de la funcién al aplicarla a un argumento.

Més formalmente, los programas (llamados términos) del calculo-A se definen induc-
tivamente de tal modo que un término puede ser una variable x, una A-abstraccion de la
forma Az. M, o una aplicacion de la forma M N.

Siguiendo el ejemplo, si apliciramos dicha funcién al argumento 2, obtendriamos el
siguiente paso de reduccion:

Mz, (22 +3x2+5)2 — 22+3%x2+5

Este mecanismo de cémputo se denomina -reduccion y es el principio central del calculo-
A. Este mecanismo indica de manera general cémo se calcula el resultado de la aplicacion
de una funcién a un argumento. En su versién general, la S-reduccién tiene la siguiente
forma:

(\z. M)N —5 M{z:= N}

Esto indica que para calcular el resultado de la funcién Azx. M aplicada a un argumento
arbitrario IV se debe proceder a evaluar el cuerpo de la funcién M, en el que todas las
ocurrencias del parametro formal x fueron reemplazadas por el verdadero argumento N.
La notaciéon M{z := N} representa el resultado de sustituir las ocurrencias de x en M
por N.

Los términos del calculo-A con la S-reduccién forman un sistema de reescritura con-
fluente. La confluencia es una propiedad que, informalmente hablando, expresa que el
resultado que se obtiene al computar el valor de una expresion es independiente del orden
en el que se realizan los pasos de cémputo. Mas formalmente, dado un término M del
célculo-A, si este reduce en cero o mds pasos a dos términos, M —g Ny y M —»g No,
entonces existe un término N3 tal que N1 —g N3 y Ny —g N3. Escribimos — 3 para la
relacion de S-reduccién en cero o mas pasos. En otras palabras, la confluencia afirma que
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si tomamos dos “caminos” de reduccion diferentes, siempre hay una manera de juntarlos.
Veamos un ejemplo parecido al anterior, donde el argumento ahora es la funcién identidad
aplicada a 2, es decir, (Az.x) 2. Luego, tenemos lo siguiente:

Az (22 +3x2+5)) ((\y.y)2)

Podemos ver que valen las siguientes dos reducciones:

Az, (22 +3x2+5)) (A\y.y)2) — (M. (22 + 3 x x +5)) 2

|

(A1) 2% +3x ((\y.y)2) +5

Si seguimos reduciendo ambos términos, podemos ver que ambos tienen un reducto en
comin, en este caso 22 + 3 x 2 + 5. Este ejemplo sirve como ilustracién de que vale la
propiedad de confluencia:

Az. (22 4+ 3 x 2 +5)) (\y.y)2) —= (\z. (22 +3 x 2 +5)) 2

| l

(M. y)2)2+3x (M\y.y)2) +5——22+3x2+5

El célculo-) se considera como la base tedrica de los lenguajes de programacién funcio-
nal e influencid en el diseno de varios lenguajes funcionales como Lisp, ML o Haskell. En
computacion, se usa como herramienta tedrica para definir la seméntica de lenguajes de
programacién y estudiar matematicamente sus propiedades. Hay abundante bibliografia
que demuestra que el calculo-\ resulta 1til en un contexto practico, como nicleo de la im-
plementacion de lenguajes de programacion funcional[4, [5l [6]. Ademads, tiene una estrecha
conexion con la légica, lo que permite usarlo como base de sistemas de demostracion y
como herramienta formal para construir programas correctos. Es importante mencionar
que toda funcién computable puede ser expresada en el cdlculo-A. Esto es lo que hace que
sea adecuado para estudiar los fundamentos de los lenguajes de programacion.

1.2. Calculo-\ tipado

El calculo-\ tiene variantes tipadas, tales como el cdlculo-A simplemente tipado. Es-
tas variantes incluyen un sistema de tipado dado por reglas de inferencia que sirven para
determinar si un término estd bien formado. Un tipo se puede pensar como una especifi-
cacion de la “naturaleza” o el comportamiento de una entidad computacional, tal como
un dato o un programa. Por ejemplo, si una expresion es de tipo Int, tenemos la garantia
de que evalia a un numero entero, en tanto que si una expresién es de tipo Int — Int,
tenemos la garantia de que se trata de una funcién tal que, cuando se le provee un niimero
entero como argumento, produce un niimero entero como resultado. Cuando decimos que
un término esta bien formado, nos referimos al requisito de que los programas y los da-
tos se usan correctamente segin su tipo. Por ejemplo, un programa no deberia sumar un
nimero entero con una funcién. En el calculo-A simplemente tipado, se explicitan los tipos
de todas las variables que aparecen en el programa. Técnicamente, se trabaja bajo un
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contexto de tipado (notado I') de la forma z; : Ay, ..., x, : A, que indica que la variable
x; tiene tipo A;. Siguiendo con el ejemplo anterior, tendriamos que el siguiente término

22 +3xz+5

tiene tipo Int bajo el contexto de tipado z : Int, mientras que no tendria tipo bajo el
contexto de tipado x : Int — Int. En este ejemplo estamos asumiendo que el tipo Int
incluye operaciones aritméticas como la suma, la potencia y la multiplicacién.

Desde el punto de vista formal, el cdlculo-A simplemente tipado se formula usando tres
reglas de tipado:

1. La regla de tipado para las variables dice que una variable x tiene tipo A si y sélo
si asi lo indica el contexto de tipado.

2. La regla de tipado para las funciones dice que una A-abstraccién Axz. M tiene tipo
A — B siy solo si su cuerpo M tiene tipo B bajo la hipétesis de que el pardmetro
formal x tiene tipo A.

3. La regla de tipado para las aplicaciones dice que una aplicacién M N tiene tipo B si
y sélo si la funcién M es de tipo A — B y el argumento N es de tipo A para cierto
A.

El calculo-A simplemente tipado restringe las expresiones que se evalian, de tal modo
que sélo se permite ejecutar programas bien tipados. Ademads, es posible asegurar que todo
programa bien tipado, con términos bien formados, termina produciendo un valor(es decir,
no se cuelga ni produce errores). En particular, el calculo-A simplemente tipado cumple
propiedades como:

1. Preservacion de tipos. Si M es un término que tiene tipo A bajo el contexto de
tipado I' y hay un paso de reduccién M — M’, entonces M’ tiene el mismo tipo
bajo el mismo contexto.

2. Normalizacion fuerte. No existe una secuencia infinita de pasos de reduccién
Ml—)M2—>M3—>....

Ambas propiedades son ampliamente conocidas en el area. Por ejemplo, para una
demostracién de la propiedad de preservacién puede consultarse [7, Proposicién 1.2.6]
y para una demostracién de la propiedad de normalizacién fuerte puede consultarse [7,
Teorema 2.2.1].

1.3. El calculo-)\*

En esta tesis, estudiamos una extensién “cronometrada” del calculo-A que llamamos
calculo-\*. Este cdlculo extiende la sintaxis y la semantica del calculo-\ para capturar la
nocion del “costo” temporal de computar la aplicacion de una funcién a un argumento.

Para cada tipo de datos A, hay un tipo de datos notado e A que corresponde a las
expresiones que producen un resultado de tipo A después de una “unidad de tiempo”. Por
ejemplo, el tipo Int corresponde al tipo de los enteros que se encuentran inmediatamente
disponibles, como 1 o 99. Por otro lado, el tipo e Int corresponde al tipo de los enteros
que se encuentran disponibles después de una unidad de tiempo, como (Ax.x)99, donde
Az. z es la funcién identidad.
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Este calculo incluye una operacion de demora, notada e M, que introduce una demo-
ra de una unidad de tiempo antes de producir M como resultado. Ademads, incluye una
operacion de espera, que permite manipular el valor que produce una expresién que tiene
demora. Esto requiere modificar el sistema de tipos para que la aplicaciéon de una funcién
f:A— Baun argumento x : A sea una expresién de tipo e B. Para ello es necesario mo-
dificar la seméntica operacional de tal modo que cada aplicacién introduzca una demora.
Siguiendo con el mismo ejemplo, en el calculo-A*, se tiene el siguiente paso de reduccién:

Mz, (22 +3x2+5)2 — (22 +3x245)

1.4. Contribuciones y estructura de la tesis

En este trabajo, definimos precisamente el sistema de tipos y la seméntica operacional
de la variante “cronometrada” del cédlculo-A, a la que denominamos calculo-A® y estudia-
mos sus propiedades metatedricas. En particular, damos una caracterizacién de las formas
normales y probamos las propiedades de preservacion de tipos, confluencia y normalizacién
fuerte. Damos dos demostraciones distintas de terminacion: la primera de ellas basada en
una traduccién del célculo-A* al cédlculo-) y la segunda basada en un argumento aritméti-
co elemental, que aprovecha las caracteristicas propias de este calculo “cronometrado”.
Ademis, estudiamos la pregunta de cudndo un término es temporizable, es decir, dado un
término del cédlculo-), si existe un término correspondiente del calculo-A°®.

= En el Capitulo [2 (Preliminares) repasamos algunas nociones bésicas de reescritura
y calculo-A que se usan en el resto de la tesis.

» En el Capitulo 3| (El calculo-\*) definimos el cdlculo-A®, explicitando su sintaxis,
semantica de reduccién y sistema de tipos. Luego caracterizamos las formas normales
vy demostramos las propiedades de preservacion de tipos y confluencia.

» En el Capitulo 4] (Terminacién del cdlculo-)*) damos dos demostraciones de ter-
minacién del calculo-A®. En primer lugar, damos una demostracién por traduccion,
basandonos en el hecho de que el calculo-A simplemente tipado termina. En segundo
lugar, damos una cota explicita para la longitud de la reducciéon a forma normal
usando la nueva semantica y sintaxis introducida en el calculo-A®.

» En el Capitulo |5 (Temporizacién) definimos un nuevo sistema de tipos vinculado
con el del calculo-\®, al que denominamos célculo-)\., para estudiar la temporiza-
cion de un término. Obtenemos un resultado de imposibilidad, que afirma que hay
términos del calculo-A que no es posible temporizar.

= Finalmente, en el Capitulo @] (Conclusién) resumimos las conclusiones del trabajo,
mencionamos trabajo relacionado al de esta tesis y describimos posibles lineas de
trabajo futuro.



2. NOCIONES PRELIMINARES

En este capitulo introducimos més formalmente conceptos que se utilizan en el resto de
la tesis. Primero, en la Seccién definimos la nocién de sistema de reescritura abstracto
junto con algunas de las propiedades que usamos en la tesis. Luego, en la Seccién
recordamos la sintaxis, semdantica y sistema de tipado del calculo-A junto con propiedades
en las que nos basamos mas adelante.

2.1. Sistemas de reescritura

En esta seccién presentamos los sistemas de reescritura abstractos junto con algunas
propiedades como la confluencia y la normalizacion.

Definicién 2.1.1 (Sistema de reescritura abstracto). Un sistema de reescritura abstracto
(ARS) es un par (A,—) donde A es un conjunto, cuyos elementos se llaman objetos, y
— C A2

» Escribimos a — b sii (a,b) € —.
» Escribimos a —" b sii a reduce a b en exactamente n pasos. Mas precisamente:
t=0s — t=s
t—="ls = Ju.(t = u)A(u—"s)
» Escribimos @ —=" b sii a reduce a b en a lo sumo n pasos, es decir, si existe k tal
que()gkgnya—ﬂ’“b.

= Escribimos —* o — para la clausura reflexiva—transitiva de —. Es decir, a - b si y
sélo si existen un entero n > 0 y objetos ag,...,a, € A tales que a = ag — a1 —
ags — ... —ap =0b.

= Decimos que un objeto a € A estda en forma normal o, equivalentemente, que es
irreducible, si y sélo si no existe b € A tal que a — b.

Ejemplo 2.1.2. Un ejemplo de un sistema de reescritura es la relacién de orden de los
nimeros naturales. Tenemos el ARS (N, —<) y podemos ver que vale

.1_>§2
l2—>§3
l1—>§3

La teoria de la reescritura es un tema extenso, por lo que nos centramos en las propie-
dades que nos resultan tutiles en el resto del trabajo. Para mas informacién sobre el tema,
se puede ver el libro de Baader y Nipkow [§] o [9].

Una de las propiedades importantes que puede tener un ARS es la confluencia.



2. Nociones preliminares 6

Definicién 2.1.3 (Confluencia). Un sistema de reescritura abstracto (A, —) es confluente
si y sélo si para todo a,b,c € A tales que a - by a — cexiste d € A tal que b » dy
¢ — d. Graficamente:

a—=b b
i 3d
v
C

Ejemplo 2.1.4. Podemos ver que el ARS (N, —<) es confluente ya que siempre tenemos
un nimero més grande al que ambos nimeros pueden reducir. Por ejemplo, partiendo del
1, podemos reducir a 2 y a 3 y ambos pueden reducir a 4.

1—=2
b
3 >4
El siguiente teorema, que se basa en un argumento de Tait y Martin-Lof, establece con-

diciones suficientes para la confluencia de un ARS, a partir de tres propiedades especificas.
En la tesis, usamos este teorema para probar la confluencia del cédlculo-A* (Teorema (3.4.8)).

Teorema 2.1.5 (Confluencia via el argumento de Tait-Martin-Lof). Sea (A, —) un ARS.
Sea = C A2 que verifica las siguientes propiedades:

1. - C=
2. ==C—

3. Propiedad del diamante: para todo a,b,c € A tales que a = by a = c existe d € A
tal que b=dy c=d.

Entonces (A, —) es confluente.
Demostracion. Ver [9, Prop. 1.1.11]. O

Otras propiedades importantes de un ARS son las propiedades de normalizacion débil
y fuerte.

Definicién 2.1.6 (Normalizacién débil). Un sistema de reescritura abstracto (A, —) es
débilmente normalizante (WN) si y sé6lo si todo objeto reduce a forma normal, es decir,
para todo a € A existe b € A tal que a — b, donde b esta en forma normal.

Definicién 2.1.7 (Normalizacién fuerte). Un sistema de reescritura abstracto (A, —) es
fuertemente normalizante (SN) si y sélo si no hay secuencias de reduccién infinitas, es
decir, para todo objeto a € A no existe una sucesion aq, as, as, ... tal que a — a1 — as —
a3 — ....

Observacion 2.1.8. Todo ARS fuertemente normalizante también es débilmente norma-
lizante.

Ejemplo 2.1.9 (Sistema WN pero no SN). Puede pasar que un sistema sea débilmente
normalizante pero no sea fuertemente normalizante. Por ejemplo, consideremos el ARS
(A,—) donde A = {a,b} y la relacién de reescritura estd dada por:
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A

a——=Db

Es débilmente normalizante porque a — by b — b, donde en ambos casos b esta en forma
normal. No es fuertemente normalizante porque a — a — a — .... Ademads, este ARS
también es confluente pues para todo objeto x € A se tiene que x — b, de modo que sin
importar cudles sean z,y, z € A se tendra:

x%y

¥
)

I\

2.2. El calculo-)\

En esta seccién recordamos la definicién formal del célculo-A y algunas de sus propieda-
des mas relevantes. Recordemos primero la sintaxis y las reglas de reduccion del cdlculo-A
sin tipos.

Definicién 2.2.1 (Sintaxis del célculo-\). Supongamos dado un conjunto infinito de va-
riables {z,y,...}. Recordemos el conjunto de términos del calculo-A que se denota A y
estd dado por la siguiente gramatica:

= =z variables
| Ax.M abstracciones
| M N aplicaciones

M,N,...

Definicién 2.2.2 (Reglas de reduccién). Recordemos que la relacién binaria —g sobre
el conjunto de términos del calculo-\ es la clausura por compatibilidad con contextos
arbitrarios de la siguiente regla de reescritura:

(M. M)N —5 M{x:=N}
Ejemplo 2.2.3. Veamos un ejemplo de reduccion:
(Az. M) (M\y.y) N) =5 (Ax. M) N =g M{z := N}
Como ya mencionamos, el calculo-A es confluente:
Teorema 2.2.4. El calculo-)\ es confluente.

Demostracion. Ver [2, Teorema 11.1.10]. O

En particular, la confluencia implica la unicidad de formas normales. Es decir, si M — g
N1y M —»g Na, donde N1 y N3 estdn en forma normal, entonces N; = Na.

Observacion 2.2.5. El cdlculo-\ no es débilmente normalizante (y por lo tanto tampoco
es fuertemente normalizante). Por ejemplo, sea Q = (Az.zx) (A\x.zx) y notemos que
Q — Q> Q — ---. Ademds, no hay otra reduccién posible, por lo que no existe un
término M en forma normal tal que Q@ — M.
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2.2.1. El calculo-) simplemente tipado

A continuacién recordamos también la definicién del cédlculo-A simplemente tipado,
incluyendo la sintaxis de los tipos y contextos de tipado, asi como las reglas de tipado.

Definicién 2.2.6 (Sintaxis de los tipos). Supongamos dado un conjunto infinito de tipos
base {«, 3, ...}. El conjunto de tipos estd dado por la siguiente gramética:

AB,...:=a|A— B

Un contexto de tipado es un conjunto de asignaciones de tipo, cada una de la forma x : A.
Asumimos que en un contexto de tipado cada variable aparece a lo sumo una vez. Los
contextos de tipado se denotan con letras griegas mayusculas (I', A, ...). Notamos dom(T")
al dominio de I', es decir, al conjunto de variables que aparecen en TI'.

Definicién 2.2.7 (Sistema de tipos). Recordemos que los juicios de tipado son de la
forma I' = M : A. Los juicios vélidos se obtienen inductivamente a través de las siguientes
reglas de tipado:

'z:A+-M:B '-Mm:A—-B TFN:A
——  TVAR TABS TAprp
Fx:AFx: A 'tX.M:A— B I'-MN:B

Ejemplo 2.2.8. Usando las reglas de tipado y asumiendo que valen 'z : AF- M : By
' N : A, tenemos:

TyArga
™= : :
i i TABS
'FMxy.y:A— A
I''z:A+-M:B T I'EN:A
TABS TApPp
THX.M:A— B TH(\y.y)N:A

TApp

' (A\x. M) ((M\y.y) N) : B

Una propiedad fundamental del cédlculo-A simplemente tipado es la preservacién de
tipos. Esta propiedad afirma que, si un término es tipable, todos sus reductos son tipables
y, mas aun, tienen el mismo tipo. Mas precisamente:

Teorema 2.2.9 (Preservacién de tipos). SiI'F M : Ay M — N entonces I' - N : A.
Demostracion. Ver [10, Teorema 8.3.3]. O

Definicién 2.2.10 (Célculo-A simplemente tipado). El conjunto de términos tipables del
calculo-A se define de la siguiente manera:

A" Y UM eA TN ATEM: A}

El cdlculo-A simplemente tipado es el sistema de reescritura definido sobre el conjunto de
términos A~ con la relacién de reescritura — ya definida.
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A diferencia del cédlculo-A no tipado, el cdlculo-A simplemente tipado tiene la propiedad
de normalizacién fuerte, es decir, todos los programas tipables terminan. Mas precisamen-
te:

Teorema 2.2.11 (Normalizacién fuerte). El cdlculo-\ simplemente tipado es fuertemente
normalizante.

Demostracion. Ver [11], Teorema 4.4.6]. O



3. EL CALCULO-)*

En este capitulo definimos el calculo-A®, su sintaxis y seméantica y estudiamos algunas
de sus propiedades bésicas. En la Seccién damos el conjunto de términos del calculo-\*®
no tipado junto con sus reglas de reducciéon y algunos lemas que usamos mas adelante.
Ademds, presentamos el sistema de tipos con las reglas de tipado. Luego, en la Seccién [3.2]
caracterizamos las formas normales del calculo-\*®, dando resultados de correctitud y com-
pletitud de la caracterizacién. En la Seccion mostramos que se preserva el tipo de un
término al reducirlo. Por dltimo, en la Seccién [3.4]usamos el argumento de Tait—Martin-Lof
para ver que el calculo-A® es confluente.

3.1. El calculo-)\* no tipado

En esta secciéon damos algunas definiciones y lemas que usamos en todo el trabajo.

Definicién 3.1.1 (Sintaxis del cdlculo-A®*). Suponemos dado un conjunto infinito de va-
riables {x,y,...}. El conjunto de términos del cdlculo-\* se denota A, y estd dado por la
siguiente gramética:

t,s,... u= «x variables
| Az.t  abstracciones
| ts aplicaciones
| et demora

| t[x/s] espera

La nocién de ocurrencia libre y ligada de una variable en un término se define de la manera
usual, considerando que las ocurrencias libres de = en t estdn ligadas en Az.t y en t[z/s].
Notamos fv(t) al conjunto de variables libres de ¢. Los términos se consideran médulo
a-equivalencia, es decir, permitiendo renombrar las variables ligadas.

Definicién 3.1.2 (Sustitucién sin captura de variables). Escribimos t{z := s} para de-
notar el término que se obtiene de reemplazar todas las ocurrencias libres de x en t por
s, evitando la captura de variables. Mas precisamente, se puede definir ¢t{z := s} por
induccién en t del siguiente modo:

yl{z := s} def {S SLy=2

y sino
Ay.t){z:=s} = y.t{z:=s} asumiendo y ¢ {z} Ufv(s)
(tito){z:=s} = t1{z:=s}to{x :=s}
(ot){z :=s} def ot{r:= s}
(ti[y/ta)){x := s} &f ti{x := s}y/to{x :=s}] asumiendo y ¢ {z} Ufv(s)
Definicién 3.1.3 (Reglas de reduccién). Definimos relaciones binarias — ge, —, sobre el

conjunto de términos del cdlculo-A®* como la clausura por compatibilidad con contextos
arbitrarios de las siguientes reglas de reescritura:

(Az.t)s —pe ot{z:=s}
tlx/os] —, eot{x:=s}

10
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Ademads, se define la relacién — como la unién de —ge y —u-
Recordemos que un término t estd en forma normal (o, equivalentemente, que
irreducible) si y s6lo si no existe s tal que t — s.

Ejemplo 3.1.4. (Az.t)yly/(Az.2)s] —pe (Ax.t)yly/es] —u (Az.t) (@5) —pe @t{x :

os}

Definicién 3.1.5 (Reduccién en muchos pasos). Se define la relacién binaria — como

clausura reflexiva—transitiva de —. Mds precisamente:

t—=t t—=t =t

t—st t—>t t—»t"

Ejemplo 3.1.6. Siguiendo con el Ejemplo [3.1.4] (Az.t) yly/(Az. 2) s] —» e t{x := e s}.
Lema 3.1.7 (La reduccién no crea variables). Si ¢ — ¢’ entonces fv(t) D fv(t').
Demostracion. Por induccién en t, observando que fv(t{z := s}) C (fv(¢)\{z})Ufv(s).
Lema 3.1.8 (Compatibilidad con contextos). Sit — ¢’ entonces:

1. Ax.t — .t/

2. ts—>t's

3. st—»st

4. ot — ot

5. tfz/s] — t'[x/s]

(=}

. s[z/t] = slx/t]

Demostracién. Todos los casos son inmediatos por induccién en la derivacién de t — t'.

Lema 3.1.9 (Sustitucién). Si z ¢ {y} Ufv(u) vale t{z := sH{y := u} = t{y := u}{z:

s{y = u}}
Demostracion. Por induccion en t.

1. t=2z:

1.1 z =z, entonces z{z := s}{y := u} = s{y := u}. Por otro lado, z{y := u}{x
s{y == u}} = x{x := s{y := u}} pues z # y. Podemos ver que s{y := u}
x{x = s{y = u}}. Luego z{x := s}{y == u} = x{y .= u}{x := s{y := u}}.

1.2 z = y, entonces y{z := s}{y = u} = y{y := u} = u. Por otro lado, y{y

up{r = s{y = u}l} = u{z := s{y := u}} = u pues = ¢ fv(u). Luego y{z :

sHy == u} = y{y == ul{z == s{y == u}}.
1.3 z#xy z #y, entonces z{x = s}{y :=u} =2y t{y = u}{z := s{y := u}}
z. Luego z{x := sH{y := u} = z{y := u}{x := s{y := u}}.

2. t = Az.t': asumimos por a-equivalencia z # x y z # y. Por HI t/{z := s}{y :
u} = t'{y := u}{z := s{y := u}}. Entonces \z. (t'{z := s}{y = u}) = \z. ({y :
uﬁx = s{y :=u}}). Luego, A\z.t){z:=sHy :=u} = A\z.t'){y :=u}{z := s{y:

la
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3. t = tite: Por HI t1{z := sH{y = u} = t1{y := ul{z = s{y := u}} y tofx :=
sHy := u} = toly := u}{z := s{y := u}}. Entonces, (t1{z := s}{y := u})(t2{z :=
SHy = u) = (hify = ub{z = s{y = ul})(taly = u}{z = s{y = u}}). Luego,
(trto){z == sH{y = u} = (L t2){y == ul{z = s{y == u}}.

4. t = ot’: Por HI t/{x := s}{y := u} = t/{y := u}{z := s{y := u}}. Luego, ot'{z :=
sHy :=u} = ot'{y :=u}{x := s{y := u}}.

5. t = t1[z/t2]: asumimos por a-equivalencia z # x y z # y. Por HI t1{z := s}{y :=
u} = t1{y = ul{z = s{y :=u}} y to{z = sH{y = u} = to{y = ul{z = s{y :=
u}}. Entonces, t1{z := s}{y := u}[z/to{x = sH{y == u}] = t1{y == u}{z = s{y :=
u}}le/taly = u}a = s{y = u}}). Luego, 1[=/ta){zx = 5} {u 1= u} = ta]2/t2){y =
uH{z :=s{y:=u}} pues z#zxy z #y.

3.1.1. El calculo-\* simplemente tipado
A continuacién extendemos el cdlculo-A® con una nocién de tipo.

Definicién 3.1.10 (Sintaxis de los tipos). Supongamos dado un conjunto infinito de tipos
base {a, 3, ...}. El conjunto de tipos estd dado por la siguiente gramatica:

AB,...:=a|A—B|eA

Un contexto de tipado es un conjunto de asignaciones de tipo, cada una de la forma z : A.
Asumimos que en un contexto de tipado cada variable aparece a lo sumo una vez. Los
contextos de tipado se denotan con letras griegas maytsculas (I', A, . ..). Notamos dom(T")
al dominio de I', es decir, al conjunto de variables que aparecen en I'.

Definicién 3.1.11 (Sistema de tipos). Los juicios de tipado son de la forma I' >t : A.
Los juicios validos se obtienen inductivamente a través de las siguientes reglas de tipado:

xz:A>t: B '>st:A—B I'>s:A
T*VAR T*ABS T*Aprp
MNez:Apz: A ' Mx.t:A— B '>ts:eB
'>t: A INz:At:B TI'i>s:eA
——  T*DELAY T*WAIT
IF'>et:eA I'>tlx/s]:eB

Ejemplo 3.1.12. Asumiendo que valen ',z : @@ A>t: By '>s: A, tenemos:

—  T°VAR :
Iz:A>z: A )
T = T*ABs I'>s: A
I'>MX2.2: A= A
T*Aprp
I'>(M\z.2)s:eA
r A t:B r A AT.VAR
: >t : :
e T*ABS Y APY " PeWarr
'>Me.t:eA— B Lo yly/(Az.2)s]: e A

T*Aprp

' (A\z.t)yly/(Az.2)s] : e B
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3.2. Caracterizacion de las formas normales

Recordemos que un término ¢ es irreducible (o estd en forma normal) si no existe un
término s tal que ¢ — s. Por ejemplo, z[x/\y. y] estd en forma normal. Observemos que
la nocién de forma normal estda dada por una condicién negativa; mas concretamente,
por la ausencia de subexpresiones reducibles. En general es conceptualmente importante
y util contar también con una caracterizacion de la nocién de forma normal dada por
una condicién positiva, por ejemplo, por la pertenencia a un conjunto definido de manera
inductiva.

En esta secciéon damos una caracterizacion positiva de las formas normales del calculo-
A°®, a través de una gramética (Definicién . El resultado principal de esta seccion es
la, Proposicion que afirma que los términos generados por la gramdtica son irredu-
cibles (Lema [3.2.2)) y que todos los términos irreducibles estan generados por la gramati-

ca (Lema (3.2.3).

Definicion 3.2.1. Definimos la siguiente gramatica para caracterizar las formas normales
del calculo-\®:

N == Q|eN|\. N
L == Q|eN

P = Q| e.N

Q == z|N[z/P]|LN

Para cada X € {N, L, P,Q} notamos NFx para el conjunto de términos que se pueden
derivar del simbolo no terminal X en la gramética de arriba.

Lema 3.2.2 (Correctitud). Si ¢ € NFy, entonces ¢ es irreducible.

Demostracion. Demostramos, més en general, que valen las siguientes cuatro implicacio-
nes:

a) Sit € NFy, entonces t es irreducible.

b) Sit € NFp, entonces t es irreducible y ¢ no es una abstraccién.

¢) Sit e NFp, entonces t es irreducible y ¢ no es una demora.

)
)
)
d) Sit e NFg, entonces ¢ es irreducible y ¢ no es una abstraccién ni una demora.

La demostracién procede por induccién en la derivacién de t € NFx de acuerdo con la
gramética de la Definicién [3.2.1

1. Sit € NFy se deriva de t € NFg, entonces por HI @ concluimos.

2. Sit € NFy donde t = ot’ con t' € NFy, entonces por HI t' es irreducible, luego

2

e t’ es irreducible pues no hay reglas cuyo lado izquierdo sea de la forma “e ...”.

3. Sit € NFy donde t = Az.t' con ¢’ € NFy, entonces por HI (@) ¢’ es irreducible, luego

”

Ax.t' es irreducible pues no hay reglas cuyo lado izquierdo sea de la forma “A\z. ...”.
4. Sit e NFp, se deriva de ¢ € NFg, entonces por HI concluimos.

5. Sit € NFy donde t = ot con t' € NFy, entonces por HI @ t' es irreducible, luego
e t’ es irreducible pues no hay reglas cuyo lado izquierdo sea de la forma “e ...” y ¢
no es de la forma “Az.t1”.
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10.

. Sit € NFp se deriva de t € NFg, entonces por HI @ concluimos.

Sit € NFp donde t = Ax.t' con t' € NF, entonces por HI (af) ¢’ es irreducible, luego
Ax.t" es irreducible pues no hay reglas cuyo lado izquierdo sea de la forma “Az. ...”
y t no es de la forma “et{”.

. Sit € NFg y t es una variable. Luego t es irreducible.

. Sit e NFg yt=tiz/ta] cont; € NFy y t2 € NFp, por HI @ t1 es irreducible

y, por HI to es irreducible y no es de la forma et,. Por lo tanto ¢1[x/t2] no es
instancia del lado izquierdo de ninguna regla. Luego ¢ = ¢1[x/t2] es irreducible.

Site NFgyt=ti1tacont; € NFp yta € NFy, por HI @ to es irreducible y, por HI
(]ED t1 es irreducible y no es de la forma Az.t]. Por lo tanto ¢ = t; {2 no es instancia
del lado izquierdo de ninguna regla. Luego ¢t = ¢ t9 es irreducible.

O

Lema 3.2.3 (Completitud). Si ¢ es irreducible, entonces t € NF .

Demostracion. Por induccién en la estructura de ¢:

1.

2.

t = x: es inmediato que x € NFy.

t = Az.t’: como t es irreducible, ¢’ también lo es. Si no lo fuera, serfa posible reducir
t' y por lo tanto t seria reducible. Por HI ¢ € NFy entonces Az.t € NFy.

. t = t1to: como t es irreducible t; y to también lo son. Ademads, t; no es una abs-

traccion. Si lo fuera, t; = A\z.t] y entonces t = (Az. t]) t2 serfa reducible por la regla
6. Por HI t; € NFy y to € NFy. Ademas, t1 € NFy pues t1 € NFy y no es una
abstraccion. Por lo tanto, t1 to € NF .

t = ot': como t es irreducible, ¢ también lo es, Por HI ¢’ € NF entonces et € NF y.

.t = ti[x/ta]: como t es irreducible ¢; y t2 también lo son. Ademds, 2 no es una

demora. Si lo fuera, to = ot} y entonces t = t1[x/et}] serfa reducible por la regla ~.
Por HI t; € NFy y to € NFy. Ademas, to € NFp pues to € NFy y no es una demora.
Por lo tanto, t1[z/ta] € NFy.

O]

Proposicién 3.2.4 (Caracterizacién de formas normales). Sea t un término. Entonces ¢
es irreducible si y sélo si t € NFy.

Demostracidn. Es una consecuencia inmediata de Lemas [3.2.2) y [3:2.3] O

Ejemplo 3.2.5. Los siguientes términos son irreducibles (o, lo que es lo mismo decir,

estdn en forma normal):

1.

2.

3.

(zy)[z/Az. 2]
((Az.2)[z/y]) y
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Es fécil ver que estos términos pertenecen al conjunto NF .

Por otro lado, podemos ver que los siguientes términos no pertenecen al conjunto de
términos que se pueden derivar de la gramatica y por lo tanto son reducibles:

1. z[z/ey] — ex{x =y}

2. A\v.x)y » ex{z:=y}

3.3. Preservacion de tipos

Recordemos que la propiedad de preservacién de tipos (también conocida como subject
reduction) afirma que si un término tipable reduce, su reducto también es tipable con el
mismo tipo. Esta es una propiedad fundamental, que le da sentido al sistema de tipos. Por
ejemplo, sirve para asegurar que, si se ejecuta un programa de tipo Int, el resultado final
del computo también es de tipo Int.

En esta seccién demostramos la propiedad de preservacion de tipos del cédlculo-A®. El
resultado principal de esta seccién es la Proposicién Como resultados auxiliares,
necesitamos demostrar propiedades de debilitamiento Lema y un lema de sustitu-
cién Lema [3.3.21

Lema 3.3.1 (Debilitamiento). SiT'>t: Ay x ¢ dom(I") entonces, ',z : B>t : A.
Demostracion. Por induccién en la derivacion del juicio I't> ¢ : A.

1. T*VAR, t = y: sabemos I,y : Ar>y: A, donde ' =T",y : A. Como x ¢ dom(T),
sabemos que z # y. Luego, I,y : A,x: B>y : A.

2. T*ABs, t = \y.t': sabemos que I' > \y.t' : C — D con A = C — D se deriva por
T*ABs deI',y : C>t' : D. Podemos asumir por a-equivalencia que y # x. Adems4s,
x ¢ dom(T') y por lo tanto x ¢ dom(I',y : C) . Por HI, T,y : C,z : B>t': D y por
T*ABs, ',z : B> \y.t': C — D.

3. T*ApPP, t = su: sabemos que I' > su : e D con A = e D se deriva por T*APP de
'>s:C—DyTl'>u:C. Sabemos x ¢ dom(I'). Por H, 'z : B>s: C — Dy
I'x:Bru:C.Por T°ApP, ',z : B>su:eD.

4. T*DELAY, t = et’: sabemos que I'> ot' : «(C' con A = e se deriva por T*DELAY
de I'>t : C. Sabemos = ¢ dom(T"). Por HI, 'z : B>t : C. Por T*DELAY
Iz:Bret' :eC.

5. T*WAIT, t = s[y/ul: sabemos que I'>s[y/u] : ¢ C con A = e C se deriva por T*WAIT
del,y: D>s:CyI'>wu:eD. Podemos asumir por a-equivalencia que y # x.
Ademas, x ¢ dom(T"), luego, x ¢ dom(I',y : D). Por H[, 'y : D,z : B>s :Cy
Iz : Bru:eD. Por lo tanto, por T*WAIT, ',z : B> s[y/u] : ¢ C.

O
Lema 3.3.2 (Sustitucién). SiT',z: B>t: Ay I'>s: B entonces, I' > t{z := s} : A.
Demostracion. Por induccién en la derivacion del juicio I'yx : B>t : A:

1. T*VAR, t =1y
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1.1 Si s # t entonces, y{z := s} = y.
Sabemos I',x : B>y : A y se deriva por T*VAR. Luego, sabemos que I' =T",y :
A. Por lo tanto ' > g : A.

1.2 Si s =t entonces y{z := s} = s.
Sabemos ',z : Bz : AyI'>s: B.Como ',z : Br>x : A se deriva de T®* VAR,
A = B. Luego, I'> s : A.

2. T*ABS, t = \y.t': asumimos por a-equivalencia que y # z y que y ¢ fv(s).

Sabemos 'z : B> MAy.t' : Ay se dervia de T*ABS, entonces, A = C — Dy
I,z :B,y:Cr>t :D. Usando Lema [3.3.1 sabemos que ',y : C > s : B, y por lo
tanto podemos aplicar la HI para concluir que I',y : C' > t'{z := s} : D. Por T*ABs,
I'> \y. (t'{z := s}) : C — D. Por definicién de la sustitucién, (\y.t"){z := s} =
Ay. (t{x:=s}) pues y £z yy ¢ fv(s).

3. T*Aprp, t = ur: sabemos ',z : B>wur : A. Como se deriva de T*Aprp, 'z : B> :
C—-D,T,z:B>r:CyA=eD.Por HI, I' > u{x := s}r{z := s} : «D y por
definicién de sustitucién I' > (ur){z := s} : o D.

4. T*DELAY, t = ot/
sabemos I',x : Br>et' : A. Como se deriva de T*DELAY, ',z : B>t :Cy A=eC.
Por HI, T'> t/{x := s} : C'y por T*DELAY I'> e (#'{z := s}) :  C. Por definicién de
sustitucién, I't> (et'){x := s} : o C.

5. T*WAIT, t = u[y/r]|: asumimos por a-equivalencia que y # = y que y ¢ fv(s).
Sabemos que I', z : B>uly/r] : Ay se deriva de T*WAIT entonces, ',z : B,y : C>u :
DyT,z:Brr:e(C con A= eD. Por Lema [3.3.1] sabemos que I,y : C' > s : B,
y por lo tanto podemos aplicar la HI sobre la primera premisa para concluir que
vale T,y : C > w{z := s} : D. Ademds, por HI, T > r{z := s} : « C. Por T*WAIT,
Iy:Cp>u{z:=s}y/r{z := s}] : « D Por definicién de sustitucién, como y # = y
y ¢ fv(s), Iy: C>uly/r{z:=s}|:eD.

0
Proposicién 3.3.3 (Preservacion de tipos). SiT't>t: Ayt — t' entonces, I' > ¢ : A.
Demostracion. Por induccién en la derivacion del juicio I't> ¢ : A.

1. T*VAR, t = x y no reduce. Luego este caso es inmediato, porque no se cumple el
antecedente.

2. T*ABs,t = x.sy A= B — C: sabemos I,z : B> s : C. Suponemos que t — t/,
es decir, Az.s — t’. Por lo tanto, la tinica posibilidad es que t' = \z.s’ con s — s'.
Luego, I';z : B> s’ : C por HI. Por lo tanto, I' >t : B — C por T*ABs.

3. T°AprP,t =suy A=eB:sabemos I'>s: C — By Tt wu: C. Suponemos que
t — t/, es decir, su — t'. Hay tres subcasos, dependiendo de si la reduccién es interna
a s, si es interna a u o en la raiz.

3.1 su— s'u con s — s'. Luego, I'> s’ : C — B por HI. Por lo tanto, t' = s’ u,
I'>t' :eB por T*ApP.
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3.2 su — su' con u — u'. Luego, I' > v/ : C por HI. Por lo tanto, t' = s/,

I'>t :eB por T*ApP.

3.3 s = Az.s' y el paso de reduccién es de la forma t = (A\z.s")u —g, @5’ {z =
u} = t'. Como vale I' > A\z.s' : C — By solo se puede concluir por T*ABs,
vale I,z : C > s’ : B. Por Lema [3.3.2] T' > s/{z := u} : B. Por lo tanto,
I'>es'{x:=u}:eB por T*DELAY.

4. T*DELAY, t = es y A = e B: sabemos I' > s : B. Suponemos que t — t/, es decir,
es — t'. Por lo tanto, la tnica posibilidad es que ' = es’ con s — s’. Luego,
I'> s’ : B por HI. Por lo tanto, I' >t : @ B por T*DELAY.

5. T*WAIT, t = s[z/u] y A = e B: sabemos I';z: C>s: By ' >u: e(C. Suponemos
que t — t', es decir, s[z/u] — t'. Hay tres subcasos, dependiendo de si la reduccién
es interna a s, si es interna a u o en la raiz.

5.1 s[z/u] — §'[x/u] con s — . Luego, I,z : C' > ¢ : B por HI. Por lo tanto,
t'=¢[z/u] y >t : e B por T*WAIT.

5.2 s[z/u] — s[z/u] con u — u'. Luego, I' > u' : «C por HI. Por lo tanto, ¢’ =
slz/ul = slx/u'] y I'>t' : @ B por T*WAIT.

5.3 u = eu’ y el paso de reduccién es de la forma t = s[x/u] = s[z/(eu’)] —
es{zx:=u'} =t Como vale'>e v’ : @ C'y solo se puede concluir por T*DELAY,
vale I' >’ : C. Ademsds, vale I',z : C > s : B. Luego, por Lema vale
I'> s{z := v} : B Por lo tanto, I' > @ s{x := «’} : ¢ B por T*DELAY.

O]

3.4. Confluencia

Recordemos que la confluencia de un sistema de reescritura afirma que el resultado
de computar el valor de una expresién es tnico, independientemente del orden en el que
se reduzcan las subexpresiones. En realidad, la definicién formal (Definicién de
confluencia es un poco maés sutil, porque podria pasar que un término no tenga forma
normal, o que simultdneamente existan un camino infinito y otro que llega a una forma
normal.

En esta seccion, demostramos la confluencia del célculo-A®* usando el argumento de
Tait y Martin-Lof (Teorema . Nuestro primer paso es definir una relacién = que co-
rresponde a la reduccion en paralelo (Definicién , es decir, una relaciéon que permite
reducir varias subexpresiones reducibles en simultdneo. A continuacién, demostramos las
tres propiedades que permiten aplicar dicho argumento. El Lema |3.4.4] afirma que un paso
de reduccion se puede simular con un paso de reduccién en paralelo. El Lema afirma
que un paso de reduccién en paralelo se puede simular con varios pasos de reduccion.
El Lema [3.4.7] afirma que la reduccion en paralelo tiene la propiedad del diamante. Por
ultimo, todos estos elementos se combinan para obtener la propiedad de confluencia (Teo-

rema [3.4.8)).

Definicién 3.4.1 (Reduccién en paralelo).

t=t t=t s=7¢
=VAR —/:>ABS — =AprpP1
=z Ar.t= dx.t ts=1t's
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t=1t s=7¢ t =t
; ~ =APP2 ——— = DELAY
(Ar.t)s = ot'{x =5} ot = ot
t=t s=4 t=t s=34
=WAIT1 = WAIT2
tlx/s] = t'[z/s] tx/os] = ot'{x:= 5}

Ejemplo 3.4.2. Sea I la identidad, definida como I f . x, tenemos:

=VAR
r=x
™= = ABS
I=1
=DELAY
o]l = el
=VAR =VAR
r=x = T
=ABS y=9y =WAIT2
I=1 yly/e 1] = o1

=APP2

Tyly/oT) = o (e{z = o (y{y == 1})}) = o o1

Lema 3.4.3 (Reflexividad). Para todo término ¢ vale que t = .
Demostracion. Por induccién en t.
1. t = x. Luego, por =VAR vale z = .
2. t = A\z.t’. Por HI vale t' = t'. Luego, por =ABS vale A\x.t' = \x.t'.
3. t = su. Por HI vale s = s y u = u. Luego, por =APP1 vale su = su.
4. t = ot’. Por HI vale t’ = t'. Luego, por =DELAY vale ot' = ot'.
5. t = s[z/u]. Por HI vale s = s y u = u. Luego, por =WAIT1 vale s[z/u] = s[z/ul.
O
Lema 3.4.4 (— C =). Sit — t/ entonces t = ¢'.
Demostracion. Por induccién en ¢.
1. t = . Este caso es imposible pues no existe t’ tal que x — t'.

2. t = Az.s. Sabemos que t — ', es decir, Az. s — Az.s' donde s — s’. Por HI, s = s'.
Luego, por =ABS, A\x.s = \x.s'.

3. t = su. Sabemos que t — t’. Puede ser que la reduccién sea interna a s, interna a u
o en la raiz.

3.1 Interna a s, es decir su — s’u con s — §': por HI, s = s’ y por Lema [3.4.3]
u = u. Luego, por =APP1, vale su = s u.

3.2 Interna a u, es decir su — su' con v — u': por HI, u = u' y por Lema
s = s. Luego, por =APP1, vale su = su'.
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3.3 En la raiz, es decir s = Az.7 y el paso de reduccion es de la forma (Az.7)u —g,
er{z := u}. Por Lema r =1y u= u. Luego, por ==AprP2, (A\z.7)u =

er{x:=u}.

4. t = e 5. Sabemos que t — t', es decir, s — o s’ con s — s'. Por HI, s = s’. Luego,
por =DELAY, es = e 5.

5. t = s[xz/u]. Sabemos que t — t'. Puede ser que la reduccién sea interna a s, interna
a u o en la raiz.

5.1 Interna a s, es decir s[z/u] — §'[z/u] con s — §: por HI, s = s y por
Lema u = u. Luego, por =WAIT1, vale s[z/u] = §'[z/u].

5.2 Interna a u, es decir s[z/u] — s[z/u/] con v — u': por HI, u = ' y por
Lema s = s. Luego, por =WAIT1, vale s[z/u] = s[z/u/].

5.3 En la raiz, es decir, u = o1 y el paso de reduccién es de la forma s[z/er] —,
o s{z := r}: por Lema s = sy r = r.Luego, por =WAIT2, s[z/er] =
oes{zx :=r}.

O
Lema 3.4.5 (= C —). Sit = t’ entonces t — t'.
Demostracion. Por induccion en la derivacion del juicio ¢t = t/.
1. = VAR, x = x. Vale x — z por reflexividad de —.
2. =ABS, Ax.t = Mx.t' donde t = t'. Por HI vale que t — t'. Luego, Az.t — Ax.t'.

3. =Aprprl,ts = t's’ donde t = t' y s = s’. Por HI vale que t — t’ y s — s’. Luego,
ts—»t's—»ts.

4. =Aprp2, (A\z.t)s = ot/{x := ¢’} donde t = t' y s = §'. Por HI vale que t — t' y
s — §'. Luego, (Az.t)s —» (Az.t') s » (Ax.t') s — ot'{x := 5}

5. =DELAY, et = et donde ¢t = t'. Por HI vale que t — t. Luego, et — et'.

6. =WAIT]1, t[x/s] = t'[x/s'] donde t = t' y s = §'. Por HI vale que t - t' y s — §'.
Luego, t[z/s] — t'[z/s] = t'[x/s].

7. =>WAIT2, t[x/es] = et'{x := '} donde t = t' y s = §'. Por HI vale que t - t' y
s — §'. Luego, t[z/es] — t'[x/es] — t'[x/es'] — et/{x = '}.

O]

Lema 3.4.6 (La sustitucién conmuta con la reduccién en paralelo). Sit = t' y s = ¢
entonces t{z := s} = t'{z := §'}.

Demostracién. Por induccién en la derivacion del juicio ¢t = t/.
1. =VAR, t=y=y=".

1.1 Si y # x entonces, t{z := s} =y =y =t'{x := s’} por =VAR.

1.2 Si y = x entonces, t{z := s} = s = s = /{x := ¢’} por hipétesis.
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2. =ABs, t = (A\y.u). Asumimos por a-equivalencia = # y y que y ¢ fv(s). Sabemos
t = My.u = My.u con u = u. Por HI u{z := s} = v{z := s'}. Por =ABs,
Ay. (u{z = s}) = M. (W{z := §'}). Ademds, \y. (u{x := s}) = (\y. u){x := s} pues
y ¢ {z}Ufv(s) y \y. (W{z :=s'}) = A\y. o/ ){x := s’} pues y{z} Ufv(s’). Observar
que como s = §', entonces s — . Luego, por Lema fv(s) 2 fv(s’). Por lo
tanto, (A\y. u){z := s} = (A\y.u'){z := §'}.

3. =APP1, t = ur. Sabemos que t = ur = t’ se deriva de =APP1, luego t' = '’
conu = v yr=r.Por Hl u{z := s} = u{z =5} y r{z = s} = r'{z = }.
Por lo tanto, t{x := s} = u{x := s} r{z := s}. Por =AprpPl, u{z := s} r{z := s} =
u{x =} {x: =5} =t'{x:=5}.

4. =ApPP2, t = (Ay.u)r. Asumimos por a-equivalencia que y ¢ {z} U fv(s). Sabemos
t=M\y.u)r = eu/{y :=1'} =t donde u = ' y r = /. Por HI v{z := s} =
w{x =5}y r{z = s} = r'{z = s'}. Por lo tanto,

tHr:=s} = ((\y.u)r){z:=s}

= (A w{z:=s})r{z:=s} pues y ¢ {x} Ufv(s)

= eou{r:=sHy:=r'{z:=5}} por =Arp2

= eou{y:=1r"Hz:=4} pues y ¢ {x} Ufv(s)
{ \ y por Lema

= t{x:=4¢

5. =DELAY, t = eu. Sabemos t = eu = eu' = t' con u = «'. Por HI u{z := s} =
u'{x := §'}. Luego, por =DELAY, e u{x := s} = eu/'{z := §'}.

6. =WAIT1, t = ufy/r]. Asumimos por a-equivalencia que y ¢ {z} U fv(s). Sabemos
t =uly/r] = dy/r'] =t con u = u yr =" Por Hl u{z := s} = u/{z := ¢}
y r{z = s} = r'{z := §'}. Por =Warrl, (u{z := s})[y/(r{z = s})] = (W{z =
s'Ply/(r'{z := ¢'})]. Luego, (u{x := s})ly/(r{z := s})] = (uly/r]){z := s} pues
y ¢ {z} Ufv(s). Ademds, (v {x := §})[y/(r'{z := §'})] = ([y/r'])){z := '} pues
y ¢ {z} Ufv(s') por Lema[3.1.7 Entonces, (uly/r]){z := s} = (W[y/r']){z := s}

7. =WAIT2, t = u[y/er]. Asumimos por a-equivalencia que y ¢ {z} U fv(s). Sabemos
t=uly/er] = ou{y:=1r'"} =t conu =y r=1r"Por Hl u{z := s} = {2z :=
'}y r{z = s} = r'{z = §'}. Por lo tanto,

e :=st = (uly/er]){z:=s}
= uf{z:=s}y/er{x = s}] pues y ¢ {x} Ufv(s)
y por =DELAY
= eou{r:=sHy:=r'{z:=5}} por =Warr2
= eou{y:=1r"Hz:=4} pues y ¢ {x} Ufv(s)
y por Lema(3.1.9
= tH{o:=4}

O]

Lema 3.4.7 (Propiedad del diamante). Si ¢t = ¢; y t = t9, entonces existe t3 tal que
t1 = t3y to = 13.
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Demostracion. Queremos ver que vale:

|
to >3

Por induccién en t.

1. t = x. Luego, t = t; y t = t9 solo se pueden haber deducido de = VAR. Por lo tanto,
t1 = to = z. Entonces tomando t3 := x vale t; = t3 y to = t3.

2.t = Ax.s. Luego t = t; y t = t2 solo se pueden haber deducido de =ABs. La
situacién es la siguiente:

t=Ax.s——= Az.s; =t; donde s—— s

ﬂ M

ty = A\T. 59 52

Por HI, existe s3 tal que s1 = s3 y s3 = s3.

s =—— 3]
‘H‘ 4
S92 > 83

Luego por = ABS vale, A\z.s; = Ax.s3 v Ax. so = Ax. s3. Basta tomar t3 := A\z. s3.

t=Ax.s—— Ax.s1 = t1

4
tQZ)\x.SQ >)\l’.83:t3

3. t = su. Luego t = t1 y t = to podrian reducir cada una de dos formas, dependiendo
si se concluye por =ApPpP1l o por =APP2. Por lo tanto, hay cuatro casos. Sélo
consideramos tres casos pues =AppP1/=APP2 y =APP2/=-APP1 son simétricos.

3.1 =AprrP1/=APP1: luego, t; = syuy con § = S1 y u = uy y, ta = Sguz con
§ = S2 ¥ u = ug. La situacién es la siguiente:

t=su——=siu; =1t donde s——s1 y u—— uy

ﬂ I

to = So U2 52 u2
Por HI, existen s3 y ug tales que s1 = s3y s9 = s3 ¥, u1 = usg y us = us.

S§=——=>81 y u——>1uU]

I .

ED) > 83 u2 >us
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3.2

3.3

Luego por =~APpP1 vale, s1 u1 = S3us y S us = S3us. Basta tomar t3 := s3us.

t=su——siu; =11

ﬂ v

to = So U2 >S3uz =13

=AppP1/=APP2: luego, s = (Az.7), por lo tanto, t = (Az.7)u. Entonces,
t1 = siup con s = (Az.r) = s1 y u = uj. Observar que s = (A\z.r) = s;
necesariamente se deriva por =ABS de r = 11 y 81 = Ax.71. Ademds, to =
ero{x :=ug} con r = r9 y u = ug. La situacién es la siguiente:

t=A\r.r)u———=(A\x.r)u; =t; donde r——=r1 y u—=

ﬂ

to = ero{z 1= us} T2 u2
Por HI, existen r3 y us tales que r1 = r3 y 7o = r3 y, u1 = usg y ug = us.

I

79 >3 Uug >us

Entonces, por =ApP2 t; = (Az.r1)u; = ers{zr := us}. Por Lema
ro{z := us} = r3{z := uz} y por =DELAY, t3 = ero{x := us} = ers{x :=
us}. Basta tomar t3 := erg{z := us}.

t=A\z.r)u——== (A\z.11)u1 = t1

ﬂ ;

to = ero{x := ug} >erg{x = u3} = t3
=ApPP2/=APP2: luego t = (A\z.r)u. Entonces, t; = eri{z :=wu;} conr = r;
yu = up,yts = ere{x := us} con r = ro y u = ug. La situacién es la
siguiente:

t=Az.r)u=——=er{z:=u1} =t donde r=—=—rmr y u—=u

ﬂ

to = ero{z := ug} 2 U2
Por HI, existen r3 y us tales que r1 = r3 y 7o = r3 y, u1 = us y ug = us.

I

79 >3 U9 >us
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Por Lema y =DELAY vale, eri{z := u1} = er3{z := uz} y ery{z :=
ug} = erg{x := ug}. Basta tomar t3 := ers{z := us}.

t=Az.r)u———er{z:=u1} =t

ﬂ v

to = ero{x :=ua} >ers{r :=us} =13

4.t = es. Luego t = t1 y t = t2 solo se pueden haber deducido de =-DELAY. La
situacion es la siguiente:

t=—es——e051 =11 donde s—— s

ﬂ ﬂ

to = @39 52

Por HI, existe s3 tal que s1 = s3 y s3 = s3.

s =—— 3]
‘H‘ A\
S92 > 83

Luego por =DELAY vale, @ s] = es3 v @ so = e5s3. Basta tomar t3 := e s3.

I =e5—=>05] =1

|

to = @S9 >e53 =13

5.t = s[z/u]. Luego t = t; y t = t2 podrian reducir cada una de dos formas, de-
pendiendo si se concluye por =WAIT1 o por =WAIT2. Por lo tanto, hay cuatro
casos. S6lo consideramos tres casos pues =WAIT1/=WAIT2 y =WAIT2/=WAIT1
son simétricos.

5.1 =WAIT1/=WAIT1: luego, t; = s1[x/ui] con s = 1y u = w1 y, to = So[x/us)
con s = S92 y u = ug. La situacién es la siguiente:

t = s[z/u] =—= s1[x/u1] =t; donde s=—=s1 y u—= 1w

M I

s U
to = salx/us] 2 2
Por HI, existen s3 y ug tales que s1 = s3y s9 = s3 ¥y, u1 = usg y ug = us.

S§=——=>81 y u——>1uU]

I

ED) > 83 U2 >us
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5.2

5.3

Luego por =WAIT1 vale, s1[x/ui] = s3[z/us] y s2|x/us] = ss3[z/us]. Basta
tomar t3 := s3[x/ug).

t = s[z/u] —= s1[x/ui] = t1

to = sofz/us] > s;;[:r/u\;] =t3

=WAaITl/=WAIT2: luego, u = er, por lo tanto, t = s[z/er]. Entonces, t; =
six/ui] con u = er = u; y s = s1. Observar que u = 7 = u; necesariamente
se deriva por =DELAY de 7 = 71 y u; = er1. Ademds, ty = @ so{x := r3} con
r=-ro2y s = S2. La situacién es la siguiente:

t=slx/or|——=si[z/er] =t donde r—=1r; vy s—= s

ﬂ

to = @ sof{x :=ro} "2 52
Por HI, existen r3 y s3 talesque r1 = r3 y 1o = 73y, S1 = S3 V S2 = S3.

.

79 >Tr3 ED) > S3

Entonces, por =WAIT2 t; = si[z/er] = ess{z := r3}. Por Lema [3.4.6
so{x :=r9} = sg{x :=r3} y por =DELAY, to = e so{x := 13} = es3{x :=rs}.
Basta tomar t3 := e s3{z :=r3}.

t=slx/or| ——=si[x/oer] =11

ﬂ v

to = e so{x :=12} >es3{r =13} =t3

=WAIT2/=WAIT2: luego t = s[x/er]|. Entonces, t; = e s;{x :=r;} conr = r;
y§= 51,y ta=eso{x : =19} conr = ryys= so. Lasituacidn es la siguiente:

t=slx/or)]——=e0s51{x:=r1} =t; donde r——=r; vy s——=5

ﬂ

to = @ so{x : =19} 2 52
Por HI, existen r3 y s3 tales que r{ = r3 y ro = r3y, s = 83y S2 = S3.

.

79 >3 ED) > 83
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Por Lema [3.4.6) y =DELAY vale, es1{z := r1} = es3{z := r3} y esz{z :=
ro} = es3{x :=r3}. Basta tomar t3 := e s3{x := rs}.

t=s[z/or| —=e0s1{z:=r1} =1

ﬂ v

to = @ sof{x :=ra} >es3{r:=r3} =13

Teorema 3.4.8. El calculo-A® es confluente.

Demostracion. Por Lemas|3.4.4}[3.4.5y[3.4.7, usando el argumento de Tait—Martin-Lof (Teo-
rema [2.1.5)). O




4. TERMINACION

En este capitulo estudiamos propiedades de terminacion del calculo-A®*. Abordamos el
problema usando dos técnicas radicalmente distintas.

En primer lugar, en la Seccion probamos que el cdlculo-A® tipado es fuertemente
normalizante dando una traduccién que convierte cada término tipable del cdlculo-A® en un
término tipable del calculo-)\, y basandonos en el hecho de que este tiltimo es fuertemente
normalizante.

FEn segundo lugar, en la seccién Seccién aprovechamos el hecho de que el célculo-
A* tiene marcadores del paso del tiempo para dar cotas explicitas para la longitud de
ciertas reducciones a forma normal, usando una propiedad del calculo-\* tipado a la que
llamamos “productividad”. Esto da una demostraciéon directa de terminaciéon débil de
términos tipables (bajo hipdtesis apropiadas). La idea es que un término de tipo « debe
estar listo, es decir, “inmediatamente disponible” sin necesidad de esperar una unidad de
tiempo. La necesidad de esperar una unidad de tiempo para poder acceder al resultado
de un computo se ve reflejada necesariamente en el tipo. En particular, esto nos permite
probar resultados de terminacién mediante cotas que se expresan directamente a través
de operaciones aritméticas, algo que no es tan sencillo en el calculo-\.

4.1. Terminacién fuerte por traduccién

En esta seccién definimos una traduccién (Definicién que a cada término t del
célculo-A® le asocia un término [t] del cdlculo-A. Demostramos que la traduccién preserva
la tipabilidad (Lema, es decir, si t es tipable, [t] también lo es. Demostramos ademas
que podemos simular las reducciones del cdlculo-\* a través de la traduccion (Lema,
es decir, que cada paso t — s tiene asociada una reduccién [t] =T [s]. A partir de esto,
usando el hecho de que el cdlculo-A es fuertemente normalizante, concluimos que este
nuevo calculo también lo es (Teorema .

Comenzamos dando la definicién precisa del fragmento tipado del calculo-A®:

Definicién 4.1.1 (Célculo-\® simplemente tipado). El conjunto de términos tipables del
calculo-A® se define de la siguiente manera:

A ¥ e | I ATt A

El cdlculo-\* simplemente tipado es el sistema de reescritura definido sobre el conjunto de
términos A,” con la relacién de reescritura — ya definida. Observemos que los términos
tipables son cerrados por reduccidn, es decir, si ¢ € A,” y t — s entonces s € A,”, por el
resultado de preservacién de tipos (Proposicién [3.3.3]).

A continuacion, demostramos que el calculo-A®* simplemente tipado es fuertemente
normalizante a través de una traduccién al cdlculo-\ simplemente tipado.

Definicién 4.1.2 (Traduccién “olvidadiza”). Definimos una traduccién [—] que dado un
tipo (o, respectivamente un contexto de tipado o un término) del calculo-A* devuelve un
tipo (o, respectivamente un contexto de tipado o un término) del célculo-\.

26
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1. Sobre los tipos:
[a]
[A— B]
[o A]

2. Sobre los contextos de tipado:

[x1: Apyooo xn Ay

3. Sobre los términos:
[=]
[Ax.t]
[ts]
[o¢]
[t[z/s]]

[A] — [B]
[A]

x1: [Ai], .-zt [A]

Az. [t]

[4] [s]

[]

(Az.[t]) [s]

Lema 4.1.3 (La traduccién preserva la tipabilidad). Si T't>¢: A en A,” entonces [I'] -

[4] : [A].

Demostracion. Por inducciéon en la derivacién del juicio I' > ¢ : A.

1. T*VAR, t =

Sabemos que

Fz:Apz: A

2. T*ABS, t = A\y. s:

T*VAR entonces,

TVAR

[T],z: [A] F x : [A]

Iz:A>s: B
Sabemos que T*ABS
I'> X .s:A— B
HI

entonces,

[T, = : [A]+[s] : [B]

TABS

[Tl F Az [s] -

3. T*AprpP, t =su:

[A] — [B]

I'>bs:A—=B T'pbu:A

Sabemos que

T*Aprp

HI

entonces,

[T+ [s] - [A] —

[B]

I'>su:eB

HI

T[4,

[T+ [s][w] - [B]

4. T*DELAY, t = e s:

'>s: A
Sabemos que
>es:eA

T*DELAY y por HI vale [I'] - [s] :
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5. T*WAIT, t = s[y/u]:
Nx:A>s: B T'pbu:eA

Sabemos que T*WAIT entonces,
' s[z/u]:eB
HI HI
[CT. 2 [AVF [s] - [B] 1, - [ - 4]

[T] - Az. [s] : [A] — [B]
[I] = (M. [s]) [«] - [B]

TAPP

Lema 4.1.4 (La traduccién conmuta con la sustitucién). [t{z := s}] = [t]{z := [s]}
Demostracion. Por induccién en t.
1. t=y:

1.1 y = x, entonces,

[t{z :=s}] = [z{z:=s}]
= [s]
= af{z:=[s]}
= [z]{z :=[s]} pues [z] = z.
= [t]{z = [s]}
1.2 y # z, entonces,
[t{z:=s}] = [y{z:=s}]
= [yl
= [yl{z :=s}
= [yl{z = [s]}
= [tl{z = [s]}

2. t = Ay.u: asumimos por a-equivalencia que y # x. Luego,

[t{z :=s}] = [(A\y.u){z:=s}]
= Ay [u{z := s}]
= Ay ([ul{z :=[s]}) por HI
= [ w){z = [s]}
= [tl{z = [s]}
3. t =wur: Luego,
[t{z := s}] [(ur){z = s}]

[u{x := s}] [r{z = s}]

([ul{z := [s]}) ([r]{z == [s]}) por HI
[u] [r){z = [s]}

[ur[{z := [s]}

[t]{z = [s]}
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4. t = eu: Luego,

[t{z := s}] [(e u){z := s}]
[u{z := s}]
[ul{z :=[s]}  por HI
[o ul{x := [s]}
[tl{=z := [s]}

5. t = u[y/r]: asumimos por a-equivalencia que y # z. Luego,

[t{z == s}] (uly/r]){z := s}]
Ay [ufz = s}]) [r{z = s}]
Ay [ul{z := [s]}) [r]{z == [s]} por HI
(Ay. [u]) [rD{z == [s]}
[y/r]]]{w = [sl}
Ha = [sl}

[
(
(
(
[
[t

Lema 4.1.5 (Simulacién). Sit — ¢ entonces [t] =+ [¢'].
Demostracion. Por induccién en t.
1. ¢ = x: imposible pues x no reduce.
2. t=Xr.s = Mv.s’ =t con s — §": por HI [s] =7 [s]. Luego,
[t] = [Mx. 5] = Ax. [s] =T Az. [s'] = [Mx. §'] =[]
3. t = su: hay tres subcasos, dependiendo de si la reduccion es interna a s, si es interna
a u o en la raiz.

3.1 Interna a s: t = su — s'u con s — s'. Por HI [s] =T [s']. Luego,
[t] = [sul = [s] [u] =" [T[u] = [s"u] =[]
3.2 Interna a u: t = su — su’ con u — u'. Por HI [u] =T [u]. Luego,

[t] = [sul = [s] [ul = [s] [v] = [s] =[]
3.3 En la raiz: t = (A\z.s)u — e s{x := u} = t'. Luego,

It] [(Az. s)u]

(Az. [s]) [u]

[s{z := [u]}

[s{z :=u}]  por Lema 1.4
[o s{z :=u}]

[t']

4. t=es—>es =t cons— s Por HI [s] =T [s']. Luego,

[t] =[os] =" [os]=[t]

| R [ 1
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5. t = s[z/u]: hay tres subcasos, dependiendo de si la reduccién es interna a s, si es
interna a u o en la raiz.

5.1 Interna a s: t = s[z/u] — s'[z/u] con s — s'. Por HI [s] = [s']. Luego,
[t] = [s[z/u]] = [s]lz/[ul] =7 ['ll2/[u]] = [s'[z/u]] = [t']

5.2 Interna a u: t = s[z/u] — s[z/u'] con u — . Por HI [u] =+ [u/]. Luego,
[t] = [sle/ul] = [sllz/[ul] =7 [s]a/[w]) = [slz/w']] = [']

5.3 En la rafz: t = slz/eu] — e s{z := u} = t'. Luego,

[1]

Il
=
&

8
~

[ ]
£,
=

4

(

(

[s]{z

%s{x = u}] por Lema
[

O]

A partir de la traduccién [—] de la Definicién y usando el hecho de que el calculo-A
simplemente tipado es SN, podemos concluir que el calculo-A® simplemente tipado también
es SN. En efecto:

Teorema 4.1.6. El calculo-\* simplemente tipado es fuertemente normalizante.

Demostracion. Sea t € A,’. Veamos que no puede existir una secuencia de reduccién
infinita que empiece en t. Supongamos que existiera, es decir, sean tg, t1, to2,... € A, tales
que:

t=1tg =t =t — ...

Por el resultado de simulacién (Lema [4.1.5)), tenemos que:
[t] = [to] =7 [ta] =7 [t2] =7 ...

Observemos que para cada i > 0 el término ¢; € A,” es tipable, es decir que existen un
contexto de tipado I'; y un tipo A; tales que I'; > t; : A;. Como la traduccién preserva la
tipabilidad (Lema tenemos que [I;] F [t;] : [A;i] en cdlculo-A simplemente tipado,
es decir, para cada ¢ > 0 se tiene que [t;] € A es un término tipable del célculo-A. Esto
implicaria que el calculo-\ simplemente tipado no es fuertemente normalizante. Esto es
absurdo, que provino de suponer que A,” no era fuertemente normalizante. O

4.2. Terminacion débil con cota explicita

En esta seccién demostramos que los términos tipables (bajo hipdtesis apropiadas)
son débilmente normalizantes. Observemos, en primer lugar, que el hecho de que dichos
términos son débilmente normalizantes es una consecuencia del hecho de que todos los
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términos tipables del calculo-A® son fuertemente normalizantes, como ya fue visto en la
seccién anterior (Teorema .

Sin embargo, lo interesante es que la demostracion que damos en esta seccién aprovecha
las caracteristicas del sistema de tipos para proveer una cota explicita de la longitud de
la reduccion a forma normal. Para esto primero demostramos que después de un paso de
reduccién el tamano de un término puede crecer a lo sumo cuadréaticamente (Lema ,
y generalizamos este resultado para n pasos de reduccién (Lema . Ademads, demos-
tramos el resultado de productividad en un paso (Lema , que afirma esencialmente
que un término de tipo e A se puede reducir hasta “producir” un e en la raiz, en un
numero de pasos que depende linealmente del tamano del término. Finalmente, definimos
explicitamente una funcién (Definicién que calcula una cota para el nimero de
pasos de reduccién que se necesitan para producir k es en la raiz, en funcién del tamano

del término (Teorema [4.2.16]).

Definicién 4.2.1 (Tamano de un término). Dado un término ¢ definimos su tamano
t| € No asi:

f =

M.t 14

its] Y 14t + s
ot X 14

tle/s]l 1+t + s

Definicién 4.2.2 (Numero de ocurrencias de una variable). Notamos #,(t) al nimero
de ocurrencias libres de x en t. Mas precisamente:

def 1 siy==x
#a(0) B {0 si no
#.(Ay. t) f #4(t) asumiendo x # y por a-equivalencia
#alts) 5 Halt) + #als)
#a(ot)  E (D)
#.(tly/s]) f #4(t) + #2(s) asumiendo x # y por a-equivalencia

Definicién 4.2.3 (Término listo). Decimos que ¢ estd listo sii t no es de la forma e s.

Observacion 4.2.4. Sil'>t: A — B entonces t es una abstraccién, es decir, es de la
forma t = A\x.t'.

Observacion 4.2.5. #,(t) < ||
Lema 4.2.6 (Tamano de la sustituciéon). |t{z := s}| = [t| + #(t) - |s| — #(t)
Demostracion. Por induccién en t.
1. Variable, t = y: consideramos dos casos, dependiendo de si y = x o0 y # x:
1.1 y =z, entonces x{x := s} = sy #.(x) = 1. Luego,

[w{z = s} = |s|
14 |S| -1
- ‘t‘ + #$<t) : |S| - #z(t)
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1.2 y # x, entonces y{x := s} =y y #:(y) = 0. Luego,
ly{z = s} =y
= 1
= |t|+0-]s|—0

2. Abstraccién, t = \y.t": asumimos por a-equivalencia y # x. Luego,

[yt = s} = [Ay. (t{z = s})]
= 1+ [t'{z:= s}
= 14+ t'|+#(t) - |s| — #(t) por HI

= My t'[+ #a(Ay. t) - |s| — #a(Ay. 1)
3. Aplicacion, t = t to: Luego,

(trte){z = s} = [(ta{z:=s}) (t2{x = s})|

L+ [ti{z := s}| + [t2{z = s}

= 1+ [ta] + [to] + #a(t1) - || — #a(t1) + F#(t2) - [s| — #x(t2)
por HI

= 1+ [ta] + [to] + (Fa(tr) + #2(t2)) - [s] — #a(t1 t2)

= |tito] + #x(t1t2) - || — #a(t1 t2)

4. Demora, t = et': Luego,

lot'{z :=s} = 14 |t'{x:=s}|
14 |t'] + #2(t') - |s| — #2(t') por HI
= [ot'|+ #u(ot)) - |s| — #u(ot)

5. Espera, t = t1[y/t2]: asumimos por a-equivalencia y # x.

|(t1y/ta]){z == s}
= |(ti{z = sPly/(t2{z == s})]|
= 1+ |ti{x = s}| + |to{x := s}
L+ [t1] + |ta] + #a(t1) - |s| — #a2(t1) + #2(t2) - |s| — #2(t2) por HI
L+ [ta] + [to] + (F#a(t1) + #2(t2)) - |s] — #2(t1 t2)
= |taly/to]| + #(trly/t2]) - |s| — #2(t1]y/ta])

O
Lema 4.2.7 (Cota cuadrética para un paso de reduccién). Si t — ¢’ entonces [t/| < [t|2.
Demostracion. Por induccién en t.
1. Variable, t = z: imposible pues x no reduce.

2. Abstraccién, t = Az.s — A\z.s' =t con s — s: por HI |s'| < |s|?. Luego,

[t] |Az. s

1+

1+|s/*> por HI
(1+[s])?

|t

I IAIA
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3. Aplicacion, t = swu: hay tres subcasos, dependiendo de si la reduccién es interna a s,

si es interna a u o en la raiz.

3.1 Interna a s: t =su — s'u con s — §'. Por HI || < |s

|t

IRVA VAR

[ ul
L+ |s'| +ul
1+ [ + [ul

2. Luego,

por HI

3.2 Interna a w: t = su — su’ con u — u'. Por HI |u/| < |u|?. Luego,

|t

I IAIA

|s /|

L+ [s] + ||
1+ |s] 4 ul?
(1+ [s] + Ju])?
t]?

por HI

3.3 En laraiz: t = (Az.s)u — es{z := u} = t'. Luego,

] = fes{z:=u}
= 1+ |s{z:=u}
< 1+ ]s|+s||ul
< @A s+ Jul)?
= |(Az.s)ul?
= |t

14 |s| + #4(s) - Ju| — #4(s) por Lema [1.2.6]

pues #z(s) < |s|
por Observacién

4. Demora, t = es — s’ =t con s — s': por HI |s'| < |s|?. Luego,

13

IVARVANEI

o 5|
1+ |5

1+ s> por HI

(1+]s])?
t]?

5. Espera, t = s[z/u]: hay tres subcasos, dependiendo de si la reduccién es interna a s,

si es interna a u o en la raiz.

5.1 Interna a s: t = s[z/u] — s'[x/u] con s — s'. Por HI |s'| < |s|?. Luego,

|t

IRVAVANI

|8" [/ u]|

14+ 18| + |uf
1+ [s]? + |ul
(1 4[] 4 [ul)?
t]?

por HI
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5.2 Interna a u: t = s[z/u] — s[xz/u'] con v — . Por HI |v/| < |u|?. Luego,

it = [s[z/u]|

1+ |s[ + [v/|
1+|s|+|ul> por HI
(1+ [s| + [u])?

t]?

AIAIA

5.3 En la raiz: t = s[z/eu] — e s{x :=u} =t'. Luego,

it = |es{z:=u}
= 1+ |s{z:=u}|
= 1+ |s|+ #x(s) - [u] — #4(s) por Lema [£.2.6
< 14 s+ |sl||u| pues #4(s) < |s|
por Observacién [£.2.5]
< (24 [s] - ful)?
= [s[z/ou]]?
= [t

O]

Lema 4.2.8 (Cota doble exponencial para n pasos de reduccién). Si ¢t —™ ¢’ entonces
[t < [t

Demostracion. Por induccion en n.
1. n=0: luego t = ¢'. Por lo tanto, |¢/| = |t| < |t|* = |t/*".

2. Suponemos que vale para n y veamos que vale con n + 1. Luego, t — s =™ t'.

] < [s"  por HI
< (tf)*" por Lema 2T
—
_ ’t’2n+1

Corolario 4.2.9. Sit —=" t' entonces |t/| < |t|*".

Lema 4.2.10 (Productividad en un paso). SiI'> ¢ : e A entonces se da alguna de las dos
condiciones siguientes:

1. t estd en forma normal y estd listo,
2. existe ¢’ tal que t —=Itl o ¢/,
Demostracion. Por induccion en t.

1. ¢ = x: estd en forma normal y estd listo.

2. t = Az. s: imposible pues el tipo de una abstraccién nunca puede ser de la forma e A.
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3. t = su: luego,
I'>s:A—-B TI'>u:A
I'>su:eB

Entonces, por Observacién s=Mz.s. Luego, t = (\r.8)u =1 es'{z :=u} y
1<1+4|s|+ |u| =|su| = [t].

T*App

4. t = e s: inmediato pues t = o5 —»=Y 05y 0 < |t
5. t = s[z/u]: luego,
Ne:A>s: B T'bu:eA
I'>sz/u]:eB

T*WAIT

Por HI u —="l e4/. Por lo tanto, t = s[z/u] == s[z/eu] = es{z = u'}.
Observemos que |u|+1 < 1+ [s| + |u| = |s[x/u]| = |¢].
O

Definicién 4.2.11 (Potencia de “e@”). Definimos la n-ésima potencia de o de la siguiente
forma.

1. Para los tipos:
A df 9
ontlg X (o™ A)
2. Para los términos:
ot = i
.n+1 t ° (.n t)
Definicién 4.2.12 (Grado de A). Definimos el grado de un tipo A como la cantidad de
“e” que aparecen en A. Formalmente:

d(a) = 0
d(A—B) < qa)+dB)
1444

Lema 4.2.13 (Si el grado es cero, el término estd en forma normal). Si I'>¢: Ay
d(A) = 0, entonces t estd en forma normal.

Demostracion. Observemos que A no puede ser de la forma e A’ pues sabemos que d(A) =
0. Consideramos dos casos, dependiendo de la forma de A:

1. Si A = a: observemos que t debe ser una variable pues sélo la regla T® VAR permite
concluir que un término tiene un tipo de la forma «. Luego ¢t = x estd en forma
normal.

2. Si A = (B — (C): observemos que t debe ser una abstraccién, pues sélo la regla
T*®ABs permite concluir que un término tiene un tipo de la forma B — C. Luego
t = A\x.s y tenemos:
I'z:Br>s:C
I'>M.s: B—C
Por HI, s esté en forma normal. Por lo tanto, ¢ = Ax. s también esté en forma normal.

T*ABS
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O]

Definicién 4.2.14 (Funcién de crecimiento). Definimos la funciéon G : Ny — Ny por
recursiéon en el segundo argumento:

G(m,0) =0
Gm,n+1) = m+G(m?", n)

Lema 4.2.15 (Monotonia de la funcién de crecimiento). Si m < m/’ entonces G(m,n) <
G(m/,n).

Demostracion. Por induccién en n.
1. n = 0: entonces G(m,0) = G(m’,0) = 0 y en efecto 0 < 0.

2. Suponemos que vale para n y veamos que vale para n + 1. En efecto

G(m,n+1) = m+Gm?",n)
< m' +Gm?,n)  puesm <m/
< m+ G(m’2m ,n) por HI pues m?" < m'*" pues m < m’

= m' +Gm*" |n)
G(m/,n+1)

O]

Teorema 4.2.16 (Terminacién cronometrada). Si I'>¢ : o A y d(A) = 0, entonces
existen un entero k € Ny y un término ¢’ € A, tales que:

1. 0<k<n
2. oF ¢ est4 en forma normal

3. t »=Gthk) ok ¢/

Demostracion. Por induccién en n.

1. n = 0: sabemos que I'>¢ : A con d(A) = 0. Por Lema|4.2.13| ¢ esta en forma normal.
Tomemos k := 0y t' :=t. Luego, t =%t =ty 0 <0 = G(|t,0).

2. Suponemos que vale para n y veamos que vale para n+ 1. Sabemos que I'>¢ : o711 A
es decir, I'> ¢ : o (o™ A). Por el Lema |4.2.10| hay dos casos:

2.1 Si t estd en forma normal y estd listo. Tomando k := 0 y t' := ¢ tenemos
t—=%t=ty0<0=G(t,0).

2.2 Si existe ¢ tal que t —=! o#”. Por Lema lo#”| < [t/2"". En particular,
|t"| < |t|2‘t|. Como I't> ¢ : "1 A, por preservacién de tipos (Proposicién [3.3.3)
I'>et”: et A Como este juicio sélo se puede haber derivado usando la regla
T*DELAY, tenemos que I' > ¢’ : @™ A. Por HI existen ¥’ € Ny y ¢ € A, tales
que 0 < k' < n, donde o ¢/ estd en forma normal y ademds:

¢SGR Gk 3
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Luego,

<

t _>7|t\ ot _>§G(|t”|,k’) of 1 "

Tomando k := kK’ + 1 sabemos:

it + G, K) < |t]+ Gt k) pues |t"] < |t]*" v por Lema [4.2.15
= G(|t|,K +1) por definicién de G
G(|t], k)

Porlo tanto 0 < k=k"+1<n+1y ademais:

t %SG(It‘vk) .k t/



5. TEMPORIZACION

El célculo-A® estudiado en los capitulos anteriores es una variante del calculo-A con
anotaciones temporales. Una pregunta natural es si, dado un término tipable del calculo-
A, es posible “temporizar” el término para que sea tipable en el calculo-A®. Por ejemplo,
el término fxy es tipable en el calculo-A. Mds precisamente, vale el siguiente juicio de
tipado:

fitA=->B—=Cx:Ay:BF faxy:C

Observemos que dicho término no es tipable en el calculo-A* debido a que f z no tiene tipo
funcién, sino que su tipo es ® (B — ('). Sin embargo, el término f z y se puede “temporizar”
escribiéndolo como (gy)[g/f x], que (intuitivamente) describe el mismo cémputo, pero es
tipable en el cédlculo-\®. M&s precisamente, vale el siguiente juicio de tipado:

f:A=>B—=C z:A y:B>(gy)lg/fz]:eeC

En este capitulo definimos la nocién de término temporizable (Definicién y es-
tudiamos la pregunta de si todos los términos tipables en cédlculo-A son temporizables.
Conjeturamos que la respuesta a esta pregunta es negativa, es decir, que existen A-térmi-
nos tipables que no son temporizables. Sin embargo, no conocemos una demostracién de
este teorema.

Como manera de abordar esta pregunta, definimos una nocién maés restrictiva de
término fuertemente temporizable (Deﬁnicién. El resultado principal de este capitulo
es que existen términos que no son fuertemente temporizables (Teorema .

Para demostrar dicho resultado, definimos un sistema auxiliar, al que denominamos
calculo-\) que predica sobre términos del célculo-)\ y les asigna tipos del calculo-A® en
los que las demoras (e) vienen decoradas con incdgnitas que representan el nimero de
veces que debe repetirse la demora. Por ejemplo, ¢°® A representa el tipo A acompafiado
de un numero de demoras estipulado por el valor de la incégnita 7a, de tal modo que si la
incégnita toma el valor 7a = 3 se tiene que ¢’ A = oo e A.

En el célculo-)\., los juicios estdan acompanados de sistemas de ecuaciones entre las
incégnitas. Definimos primero este sistema de tipos (Definicién y demostramos que
es correcto (Proposicién y completo (Proposicién , en el sentido de que un
A-término es fuertemente temporizable si y s6lo si es tipable en el célculo-\. con un sistema
de ecuaciones soluble. El teorema principal ya mencionado (Teorema se obtiene
como consecuencia de estos resultados.

Definicién 5.0.1 (Funcién de olvido). Si ¢t € A,, definimos t° € A por induccién en t de
la siguiente forma:

(Ax.t)° = Az.t°

(ts)° = t°s°

(o1)° = t°

tlz/s]° = t°{x:=s°}

Definicién 5.0.2 (Aplicacién multiple). Dados términos ¢, s y un ntmero natural n € Ny,

38
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se define t Q™ s por recursion en n de la siguiente manera:

t@O g def

t @TL+1 s

ts

e (x@Q"s)[xz/t] donde x ¢ fv(s)
Observacién 5.0.3. (t@Q"s)° =t°s°

Definicién 5.0.4 (Términos regulares). Un término t € A, es regular si vale regular(t)
de acuerdo con las siguientes reglas:

regular(t) regular(t) regular(s) regular(t)

regular(r) regular(Az.t) regular(t@Q" s) regular(et)

Por ejemplo, (zy)[z/z] es regular pues se puede escribir como z @' y, en tanto que los
términos (yz)[z/z] y (xz)[x/z] no son regulares.

Observacién 5.0.5. Sit es un término regular, se da exactamente uno de los tres siguien-
tes casos:

1. t =e"1.

2. t = e" \x.s con s regular.

3. t = " (s@" ) con s y u regulares.
Definicién 5.0.6 (Términos temporizables).

1. Un término t € A tipable del clculo-\ es temporizable si existe un término t' € A,”
tipable del célculo-A® tal que (t')° = t¢.

2. Un término ¢t € A~ tipable del cédlculo-\ es fuertemente temporizable si existe un
t' € Ay tipable del célculo-A\® tal que (¢')° = t, donde ademds t' es un término
regular.

Definicién 5.0.7 (Célculo-).). Definimos un nuevo célculo-\. con los términos del célculo-
A, es decir:
tu=x| Azttt

Suponemos dado un conjunto infinito de tipos base {«a,3,...}. Los conjuntos de tipos y
tipos demorados se definen de manera mutuamente recursiva por la siguiente gramética:

Tipos A = al|A—-A
Tipos demorados A == e’®A

Generalmente llamamos tipos tanto a los tipos (a secas) como a los tipos demorados. Un
contexto de tipado es un conjunto de asignaciones de variables a tipos demorados, de la
forma:

D=(x1:A1,...,2y : Ay)

Suponemos dado un conjunto infinito numerable de incdgnitas T = {?a,?b,?c, ...} el
conjunto de todas las incégnitas. Una expresion aritmética es una expresién e dada por la
siguiente gramatica:

e = n con n € Ny
| 7a con?a €l
|

e+e
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R
Una ecuacion es un par (e; = eg2) de expresiones aritméticas. Notamos £ al conjunto de
todas las ecuaciones.

Definicién 5.0.8 (Funcién de compatibilidad). Definimos una funcién parcial Eq que
dado un tipo (o un tipo demorado) devuelve un conjunto de ecuaciones:

Eq(a, a) = O

Eq(A > B,A' - B) = Eq(A,A")UEq(B,B)

Eq(a, 8) = (indefinido) sia#f
Eq(a, A — B) = (indefinido)

Eq(A — B,«a) = (indefinido)

Eq(e’" A, " B) = {?a 7} UEq(A,B)

Definicién 5.0.9 (Sistema de tipos \.). Los juicios de tipado son de la forma I' » g
t: A donde E C & es un conjunto finito de ecuaciones. Los juicios vélidos se obtienen
inductivamente a través de las siguientes reglas de tipado:

E = Eq(A;, A . .
q(A1, A2) T?Var T,z:Awgpt:B

Loz Ay > pugmn Loty U o 4y Tope.t:e(A—B)

T!ABs

FPElt:O?a (A1—>O?bB) FPEQS:AQ E3:Eq(A1,A2)

. T.App
o ‘B

| 2 ts:
E1UEUE3U{?c = 1+7a+7b+7d}

Observaciéon 5.0.10. Si Eq(A,Ag) no estd definido, no es posible aplicar las reglas
TIVARr y T App. Por ejemplo, el juicio z : ¢’ b x : % o es vélido con E = {?a z 7b},
pero no hay un juicio vélido de la forma = : ¢ ®a by z: % 3 si a # B.

Ejemplo 5.0.11. Sea I la identidad, definida como I 4t N\ x, v las siguientes ecuaciones:

? ? ?
B = {29 £7j,7h =7k, % =7f+70}
Ey = F;
By = {?d Z£7c+7p}
E4 = E3
Es = BEyUE U{?f =779 =7, =2d} U{?m = 1420+%i+7q}
Es = {7 ;7(14—?7“}
By = BEsUEgU{?7j =2} U{n = 1+2m+7k+7s}

Luego tenemos:

= z:0%q,y: e (s el a) by y:e'i(ea— e a) ToVan
: ! T!ABs

z:0app I:e" (6 (690 — 0 a) = &" (¢ — 'K (1))

T!VAr

_ ? ? ?
T2 = z:eq,z: e amy, 0%

?a %/ _7c 2d T?'ABS
z:e%app, I:0°(6a— e %)
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T!VARr

1 2

? ? )
?a m 5 7k T.APP z:e aa >EG E2R A e
z:0% app ITI:e (67— e ")

- - T!App
z:e%app IIz: 0"

Definicién 5.0.12 (Valuaciones). Una wvaluacion es una funcién V : T — Ny que a
cada incognita le asocia un nimero natural. Las valuaciones se extienden para aplicarse a
expresiones aritméticas de la manera esperable:

V(n) = n
Vier+e) € Vie)+Vie)

Las valuaciones se extienden también para aplicarse a tipos y tipos demorados:

V(a) = «
V(A—B) = V(A)—V(B)
V(.?a A) — .V(?a) V(A)

Por 1ultimo, las valuaciones se extienden para aplicarse a contextos de tipado de la siguiente
manera. Si I' = (z1 : A, ..., x, : Ay) entonces V(I') = (z1 : V(A),...,zy : V(Ay)).

Definicién 5.0.13 (Solubilidad). Una valuacién V' es solucidn de un conjunto de ecua-

ciones E C £ siy s6lo si para toda ecuacion (eq Z e9) € E se tiene que V(e;) = V(ea).
Notamos V' F FE si V es solucién de E. Un conjunto de ecuaciones E es soluble si y sélo si
existe una valuacion V tal que V E E.

Observacion 5.0.14.
1. Si Eq(A,B) esta definido y V F Eq(A, B), entonces V(A) = V(B).
2. VEE UEysiysolosiVEE yVEE,

Lema 5.0.15 (Tipo de la aplicacién miltiple). Son equivalentes:
1. 'pt@"s: C

2. Existen tipos A, B tales que:

C=e""'B I'>t:e"(A— B) I'>s:A

Demostracion.
» (1 = 2) Por induccién en n:
1. n=0: sabemos I'>t@%s : C, es decir, ['> t s : C. Luego,

I'>bt:A—-B TI'>s:A
I'>ts:eB

T*Aprp

Por lo que se cumplen las tres condiciones:

C=eB=eB I'>t:e’(A— B) I'>s: A
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2. Suponemos que vale para n y veamos que vale para n+1. Sabemos I'>t @™+ s
C, es decir, I' > (z Q" s)[z/t] : C. Tenemos entonces:

Iz:A>zQ"s: B T'D>t:eA
I'> (z@Q"s)z/t]: e B

T*WAIT

Como vale I'yz : A2 Q" s: B, por HI existen D, E tales que:

B=e""1D Mx:A>x:e" (E— D) '>s: E
Como el juicio Iz : Az : " (E — D) sblo se puede derivar usando la regla
T*VAR, debe ser A = " (E — D). Tenemos entonces:
21 C=eB=ee""1D=0"t2D
22T>t:eAporlocual T >t:ee" (E — D), es decir ['>t: " (E — D)
23 T'>s: E

» (2 = 1) Por induccién en n:

1. n = 0: sabemos I' > ¢ : " (A — B), es decir, >t : (A — B), yI'>s: A
Luego,
'>t:A—-B TI'>s:A

I'>ts:eB
Notar que I'>¢s: @ B es lo mismo que I' >t @’ s : o! B.

T*AppP

2. Suponemos que vale para n y veamos que vale para n + 1. Sabemos I' > ¢ :
"t (A — B), esdecir, >t : 00" (A — B),y I'>s: A. Sabemos ademds por
T*VAR,

Fz:e"(A— B)>uz:e"(A— B)

Notemos que I',z : " (A — B) > s : A por Lema Por HI tenemos
z:e"(A— B)>xQ"s:e""'B
Por lo tanto, por T*WAIT, como vale I'>t: ee™ A — B, vale
L (x@ " s)[z/t]: "2 B

O

Proposicién 5.0.16 (Correctitud del calculo-\.). SiT' » g ¢: Ay V E E, entonces existe
un término regular t' € A, tal que V(') >t/ : V(A) donde ()° = t.

Demostracion. Procedemos por induccion en la derivacion del juicio I' g ¢ : A:

1. T!VAR: sabemos que vale T,z : % A; » z : oAy donde E =

BEU{7b < 7a+7c}

Eq(A;, As). Sea V E Eq(A1, A2) U{?b ;?a—i—?c}, en particular, V' F Eq(A;, Ay)
?

y V E{? =7a+7¢} por Observacion |5.0.14
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Luego tenemos V(A1) = V(Az) por Observacién [5.0.14} Por lo tanto vale:

T*VAR
V(D),z: e V(A) >z : e V(Ay)

: }V(?c) veces
V(D),z : oV (7a) V(A) > 0V (%) 4 . gV (7a)+V (7c) V(Ay)

T*DELAY

T*DELAY

Tomando t' := ¢V (7) 1 se tiene que ¢’ es regular, porque resulta de aplicar demoras

a una variable. Para concluir, basta observar que V(?a) + V(?¢) = V(?b) pues V E
{2a+7¢ =70},
. T?ABs: luego, t = A\z.s y sabemos,
Fz:Awgps:B
CepAe.s:e®(A—B)
Por HI existe un término regular s’ € Aq tal que V(T'),z : V(A)>s': V(B) y (¢')° = s

T!ABs VEE

Por lo tanto, tomando ¢’ := V(" \z. ¢ se tiene que (#/)° = Az. (s')° = A\z.s =t. Y
ademas:
HI
VI),z: V(A > s : V(B
) VR oS VB
V() > A\x.s" : V(A) — V(B)
T*DELAY
: }V(?a) veces
T*DELAY
V) > e ) N\ s 0DV (A) - V(B)
Tomando ¢ := ¢V (70 \z:. ¢, se tiene que t' es regular pues resulta de aplicar de-

moras a una abstraccién cuyo cuerpo s’ es regular. Para concluir, basta notar que

VIV (A) = V(B) = V(e (A — B)).
. T!App: luego t = su y sabemos,
FPEl S:O?Q(Alﬁo?bB) FPEQU:AQ EgZEq(Al,AQ)

5
su:e°B

T!App

>
E1UEUE3U{?c = 147a-+7b+2d}

Sea V E E1 UEyU EsU{% L 14+?a+7b+7d}, en particular, V E E; y V F E»
por Observacion [5.0.14, Por HI sobre la primera premisa existe un término regular
s’ € A, tal que

V(D) > s e D) (V(A) = oV V(B)) vy (5)° =s.
y por HI sobre la segunda premisa existe un término regular u’ € A4 tal que
V(D) >u' :V(Ag) y (u)° =u.

Como también V F E3 = Eq(A;,A2) tenemos V(A;) = V(Az) por Observa-
cién 5.0.141 Por lo tanto tenemos:

(V@D s eI (V(A) 5 TDV(B) Tl V(Ay)
= V(D) b 5 @700 o ;o eV (70) VD) 1/ ()

LEmA [5.0.15] )
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m
: }V(?d) veces
V(D) > oV (7d) (S/ @V () u’) . ¢V (7d) ¢ gV (7a) gV (7h) V(B)

T*DELAY

T*DELAY

Tomando t' := V("4 (¢ @V (79 ¢//), se tiene que t' es regular pues resulta de apli-
car demoras a una aplicacién multiple s’ @Y (7) ¢/ en la que tanto s como v’ son
regulares. Ademads, tenemos que:

(#)° = (V09 (4@ ()2
_ (S/ @V (?a) )
= (§)°(u)° por Observacién [5.0.3
= su
=t

Para concluir, basta notar que "’ o ¢V (?2) ¢V(?0) \/(B) = oV (1+7a+70+7d) y/(B) —
V() V(B) = V(¢ B) pues V E {1+2a+7b+7d = ?c} por Observacién [5.0.14

O]

Definicién 5.0.17 (Valuacién Vp). Suponemos que entre todas las incégnitas hay ciertas
incognitas
?ao, ?al, ?ag, ?a3, ce

Definimos V{y como la valuaciéon que cumple que para todo n € Ny:
Vo(?an) =n

y tal que V5 (7b) toma algtin otro valor (irrelevante) cuando ?b no es una de dichas incégni-
tas.

Definicién 5.0.18 (Traduccién al célculo con incdgnitas). Definimos una traduccién —4

que dado un tipo (o, respectivamente un contexto de tipado) del cédlculo-A®* devuelve un
tipo (o, respectivamente un contexto de tipado) del calculo-A..

1. Para cada tipo A del calculo-\® definimos un tipo demorado A4 del calculo-A..
Ademés, para cada tipo A del célculo-A\®* que no sea de la forma e A’ definimos
un tipo (a secas) A% del célculo-\.. Las definiciones de A* y A” son mutuamente
recursivas, y usan el hecho de que todo tipo A del calculo-A\® se puede escribir de la
forma e A’ donde A’ no es una demora.

def

(e A)A = o’an (A%) donde A no es una demora
b def « sSiA=«
- |BAr>CA siA=B-—C

2. Sobre contextos de tipado:

def

) ) A def . AA . AA
(x1: A1,z Ap)t = a1 DAL, D A
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Proposicién 5.0.19 (Completitud del célculo-A%). Sea t € A, un término regular tal que
I'>t: A. Entonces existe un conjunto de ecuaciones E tal que T'A pp t°: A% y Vi E E.

Demostracion. Procedemos por induccién en ¢, usando el hecho de que todo término re-
gular t se puede escribir de acuerdo con lo indicado por la Observacién

1. t = &" x. Sabemos I'>e" x : A, luego la situacién necesariamente debe ser la siguiente:

T*VAR

I'x:B>ax:B

T*DELAY

: }n veces
T*DELAY

IMz:Br>e"z:e"B

dondeT' =TV,z : By A = e"B. Sea C tal que B = *C y C no es una demora,

tenemos:
AL — (.n B)A — (.n oF C)A — o Gntk (O
I'* = (I,z:B)A=(I")A z:e'®%C"
t° = ("z)° ==z

Luego,

E = Eq(C*,C*?)

T VAR
(F/)A,JU . .?(lk CA >

.CLn+ A
? xTr:.e k C
EU{,an+k = ?ak+.an}

Notar que Vy E Eq(C?,C%) U {?a, 1k L Tap+Tan}

2. t = @™ \x.s con s regular. Sabemos I'>e" Ax. s : A, luego la situacion es la siguiente:

I'z:Br>s:C
T*ABS
' Mx.s: B—C
T*DELAY
: }n veces
T*DELAY

F'>e"Xx.s:e"(B—C)
donde A = " (B — (). Tenemos ademas,

A = (o"(B — O))A =o' (BA — C4)
(" A\z.s5)° = Ax.s°

Como vale I';z : B> s : C, por HI tenemos:
I'* z:BApps®:C* donde Vg FEE

Luego,
HI
' z:BApps®:CA
T4 g Az.s°: e’ (BA - Ob)

T.ABS
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3. t = &" (5@*u) con s y u regulares. Sabemos T' > o (s @F u) : A, luego la situacién
es la siguiente:

I'>s:ef(C—=B) Tpu:C
I>s@y: et B

LEMA [5.0.15]

T*DELAY

: }n veces

T*DELAY
> e (s@%y):e" e 1 B

donde A = o" ¢t B. Sea D tal que B =/ D y D no es una demora, tenemos:

AA — ( o" k+1 ) — ( o k+1 o/ D)A — .?an+k+1+j DA
BA = (oJ D) — o’% DA
(" (s@Fu))° = s°u°

Como vale I' > s : o¥ (C' — &/ D), por HI existe E; tal que:
T4 gy s°:e'% (CA = &"% D) donde Vj F )
Como vale I' > u : C, por HI existe Ey tal que:

I'*»p, u®:C* donde VyF Fy

Luego,
HI HI
Es
FA > °o. ay, CA N ?a; DA FA > °. CA
B 5 e * ) i u7 TIApp
A [e] uo . ..an+k+1+j DA

E\UBsUBsU{?an 4 k4145 = 147 +2a;,+7an}
Donde E3 = Eq(C4,C*).

Notar que Vo F E1 U Ey U E3 U {?0n4 k4145 L 14+7ak+7a;+"an }

Corolario 5.0.20. Sea t € A. Son equivalentes:
1. Existen I'; A y un conjunto de ecuaciones soluble F tales que I' »g t: A.
2. t es fuertemente temporizable.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de Proposicion [5.0.16]y Proposicién [5.0.19
O

Teorema 5.0.21. Hay términos que no son fuertemente temporizables.
En efecto, el término t = (Af. f (f 2)) I, no es fuertemente temporizable.

Demostracion. Sit fuera fuertemente temporizable, por Corolario [5.0.20] tendriamos que
para ciertos I', A y E soluble vale:

Cepg(MA.f(f2)I:A
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Veamos primero que t € A, es decir, es un término tipable del cdlculo-\. Enumeramos
todos los juicios que aparecen en la derivacion con nimeros desde (1) hasta (9).

™ =

( TVAR)
4)z:Af: A=A f:A— A

T2 = TVAR
((1)2:A,f:A—>A|—z:A )

Nz:Af: A AFf A ATVAR :
3 (2)z:Af:A— f:A— T2 App
B)z: A f:A—->AFfz: A
6)z: Ax: Al ATVAR
TS = . . .
4 (6)z: A x: x: TAgs
(Mz:AFXz.x: A— A
Ay A A gAY
( ;Z : IzlfF.A — f(iz) .A - TABs 4
82 AP A7 (2) (A 4) > .

9)z:AFEf f(f2)I:A

De acuerdo con la hipétesis, tendriamos que tener una derivacién para el juicio:

o (M. f(f2)I:A

en el célculo-)\.. Si dicha derivacién existiera, el arbol tendria que tener la misma forma
que el arbol dado arriba en célculo-) simplemente tipado, pero usando la regla T? VAR en
lugar de la regla TVAR, la regla T.ABS en lugar de la regla TABS y la regla T.APP en
lugar de la regla TAPP.

Vamos a partir de la derivacién en calculo-A simplemente tipado para determinar
cudles son las ecuaciones que deberian verificarse para que pueda existir una derivacién en
calculo-).. Por ltimo, vamos a argumentar que dichas ecuaciones no se pueden satisfacer.

Como convencién de notacion, para evitar introducir incégnitas auxiliares, en el caso
de la regla T.VAR vamos a escribir una desigualdad ?a <?b en lugar de una ecuacién

? . . .
?b =7a+7c que involucra a una incégnita ?c¢ fresca. De la misma forma, para la regla

T.APP vamos a escribir 1+?a+?b <?c en lugar de ?c L 14+2a+7b+7d.

Ademsds, en algunos casos, en lugar de escribir dos tipos potencialmente distintos A; y
As manteniendo registro de un conjunto de ecuaciones Eq(Aj, A2) que los iguala, vamos
a escribir directamente un unico tipo A y a ignorar dichas ecuaciones.

Empecemos mirando el juicio (1):

(Dz:A f:A—-AFz: A
En célculo-\. vamos a tener por la regla T VAR un juicio de la siguiente forma:

(Dz:0" %A f:...pp z:0% A donde By = {?a <?d'}
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Notemos que solo con esto no sabemos el tipo de f en el contexto pero podemos de la
misma forma verlo con (2) y (3), por las reglas T;App y T.VAR:

T T TIVAR m ?G/ATZVAR
AT o @A) T e e -
(3)z:0" A f: e (" A= "l A) by, fr:0 A
Donde )

I = 2:6" %A f (e’ A &’ A)
Ey = {?a<?}
E2 = {?b §7b/}
Es = EyUEyU{14+/47d <?c}

Notemos que el contexto de tipado es siempre el mismo. Sigamos ahora con (4) y (5)
usando las reglas T VAR y T App:

R o T VAR :
()T wg, f:07 (67 A — o A7) (3) T? App
G)Lwg, f(fz): A
Donde
Ey = {7 <}
Es = EjUE3UEq(e’” A,e" A)U {14+20"+7d <?e}

= EyUE3U{2d £7,1+2"+7d <?¢)}

Continuamos con (6) y (7) usando las reglas T, VAR y T?ABS, tenemos que:

TIVAR

/

6)D,z:0 App, e A

?
.o (&P ?h’ T.ABs
(MTwp, Az.x:0' (e A— e A)

Donde
Eg = {?h<?h'}
E7 = E6

Finalmente, analizando (8) y (9) con las reglas T.ABS y T APP tenemos que:

(5)

8T A - 079 (070 (077 A 7 4 7 T!ABs (7)
BT b5, \J.F (f2) o7 (o (0 A+ ) 2 ) TiArr
T wp, (\f.f(fz)I:07A
Donde
Eg = E5
Ey = ExUE;UEq(e” (7 A — o' A) o (6" A — o™ A)) U {1+7g+7 <75}

= EgUE,U{? =7%,% =7, =7 1+2g+7 <75}

Resumiendo, tenemos que las ecuaciones que se generan en cada paso son las siguientes:
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1. {?a <?d'}

2. {7b <7}

3. {14+2b/+7d <?c}

4. {76 <7}

5. {7 =%, 147+7d <?e}

6. {?h <?h'}

7. @

8. o

0. {7 =77/ Z?h,7d =7, 1+7g+7e <75}

Para que el juicio T' » g, (Af. f (f2)) I : A sea tipable en el calculo-\}, deberfa existir una
valuacion que haga verdaderas a todas las ecuaciones de arriba. A continuacién, vamos a
argumentar que esto no es posible.

Por (6) tenemos ?h <?h'. Por lo tanto deberfa valer lo siguiente:

Th <?h <= ?d’ <?h’ pues 7a’ =7h por (9)
< 7' <?d pues ?h =7d por (9)
<= 7c¢<?d pues ?a’ =?¢ por (5)

Observar que no es posible que ?¢ <?d pues {1+70'+7d <?¢} por (3). Por lo tanto no
existe una valuacién V tal que V E Ey como para que valga el juicio:

Tep, \f.f(fz)I:e7A

Por lo tanto, (Af. f (f 2)) I no es fuertemente temporizable. O



6. CONCLUSION

En este trabajo presentamos el calculo-A®, una extension del calculo-\ que nos per-
mite representar el costo de realizar un computo. Definimos su sintaxis y su semaéntica,
damos el conjunto de términos, reglas de reduccion y el sistema de tipos con sus reglas
de tipado. Ademas, caracterizamos las formas normales y estudiamos propiedades como
la confluencia y normalizacién fuerte. Este cédlculo, en particular, hace posible estudiar
propiedades de normalizacion basadas en simples operaciones aritméticas. Por otro lado,
también analizamos la posibilidad de “temporizar” términos del cédlculo-A, para lo cual
haciendo uso de un sistema auxiliar (el célculo-A’) vemos que hay términos del célculo-\
que no son fuertemente temporizables.

En lo que resta de este capitulo, mencionamos primero, en la Seccién [6.1] algunos
trabajos relacionados con este y planteamos preguntas que quedan de trabajo futuro en
relacién a estos. Luego, en la Seccién [6.2] esbozamos un sistema concreto que serfa intere-
sante estudiar en el futuro, en particular una extensién del calculo-A® con una nocién de
subtipado.

6.1. Trabajo relacionado

En esta secciéon comparamos el trabajo hecho sobre el calculo-A® con dos trabajos
relacionados. Mencionamos sus similitudes y diferencias y planteamos ciertas preguntas
que permitirian potencialmente conectar estos trabajos con el presentado en esta tesis.

6.1.1. Clocked Lambda Calculus

El trabajo de Endrullis et al. [12] sobre un célculo-A cronometrado plantea un célculo
sin tipos con reglas similares a las planteadas en este trabajo. Las reglas son las siguientes:

Ax. M)N — 7(M{x:=N})
T(M)N — 7(MN)

En este caso, se representa la espera con 7 en lugar de o . Podemos ver que la primera regla
es exactamente la misma a la dada por la relacién — g, y la segunda cumple una funcién
similar a la de la regla que denominamos —,, en este trabajo. El trabajo de Endrullis
estudia propiedades de reescritura infinitaria, como la confluencia, la normalizacién fuerte
y la unicidad de formas normales, sobre el calculo que plantea. Dado que el calculo-A®
tiene reglas parecidas, es natural preguntarse si cumple estas mismas propiedades.

Por otro lado, el interés del trabajo de [12] es que el cdlculo-A cronometrado que definen
sirve para discriminar términos de manera més refinada a través de sus Bohm trees (BT).
Ma3s precisamente, algunos términos que tienen el mismo BT en el calculo-), resultan tener
distintos BTs en el célculo-A cronometrado. Esta es otra propiedad que posiblemente se
podria estudiar en el marco del calculo-\°.

50
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6.1.2. Ezact bounds for lengths of reductions in typed lambda-calculus

El trabajo de Beckmann [13] en el que se establecen cotas exactas para la longitud de
la reducciéon de A-términos determina la siguiente cota superior de reduccion:

dln(N) < 2,,(N)

donde la funcién 2,,(/V) corresponde a una torre de exponenciales:
2(n) =n  2p41(n) = 22"

mientras que dl,(N) denota la longitud de la reduccién més larga que comienza en un
término de tamano a lo sumo N y de grado a lo sumo n. Més precisamente, se define:

dln(N) € max{d(t) | g(t) <n, [t| < N}

donde:
= { varia sobre todos los posibles términos,

= ¢(t) denota el grado del término t, definido como el orden del tipo més grande de
cualquiera de los subtérminos de t,

» d(t) denota la longitud de la reduccién més larga que comienza en t.

Esta cota, al igual que la presentada en este trabajo (Teorema , se obtiene a partir
de simples calculos aritméticos. Sin embargo, hay dos diferencias importantes. En primer
lugar, el trabajo de Beckmann da una cota para todas las posibles reducciones a forma
normal, mientras que en nuestro caso la funcién de crecimiento da una cota para una
reduccién en particular. En segundo lugar, la cota que proponemos en este trabajo se
achica después de un paso de reduccion, lo cual sirve para demostrar normalizaciéon débil,
en tanto que en el trabajo de Beckmann no hay ninguna garantia de que la cota se achique.

Queda como trabajo futuro evaluar la posibilidad de usar el calculo-A®* para conseguir
una mejor cota, similar en orden de complejidad a la del trabajo de Beckmann, pero que
ademds sirva para probar normalizacién débil.

6.1.3. The Clocks Are Ticking: No More Delays!

El trabajo de Bahr et al. [14] presenta una teoria cronometrada, agregando relojes
y ticks de reloj al calculo-A. Para esto agrega, al igual que en este trabajo, una demora
notada >A para reflejar que A estard listo después de un tiempo. A diferencia de este
trabajo, agrega también un contexto para los relojes y nuevas reglas para plasmar el paso
del tiempo. Quedaria ver si algo de esto puedo ser aplicado al cdlculo-A°®.

6.2. Trabajo futuro — Extension con subtipado

Como ya vimos, hay términos tipables en cédlculo-A que no son fuertemente tempori-
zables. Esto limita la expresividad del calculo-A®. Una intuicion es que esto se debe a que
una misma funcién f : A — B se puede usar més de una vez, aplicindola a argumentos
de tipo A que demoren distinta cantidad de tiempo en producir un resultado.
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Una posible manera de aumentar la expresividad del cdlculo-A® es permitiendo que un
término de tipo A pueda ser usado también como un término de tipo e A. Por ejemplo, si
una funcién recibe un argumento que produce un dato después de k unidades de tiempo,
deberia ser posible usarla pasandole un dato que requiera esperar a lo sumo k unidades
de tiempo.

Mas precisamente, se podria considerar una relacién de subtipado A <: B que incluya
las siguientes reglas:

T*SuB — DELAY
I'>t: B A<:e0A

Ademsds, habria que agregar las reglas usuales de reflexividad, transitividad y congruencia
para la relacién de subtipado:

A<:B B<:C

REFL TRANS
A< A A< C
A'<:A B<: B A< A
CONGARROW —— CONGDELAY
A—-B<:A > B e A< e A

Queda pendiente verificar si el sistema asi extendido sigue teniendo las buenas propiedades
ya estudiadas para el cdlculo-\*, asi como estudiar en qué medida esta extension aumenta
la expresividad.



1]
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