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AGREGANDO UN OPERADOR DE PUNTO FIJO A UNA
EXTENSIÓN CUÁNTICA DE LAMBDA CÁLCULO CON

MATRICES DE DENSIDAD

El cálculo λρ presentado por Dı́az-Caro en 2017 es una extensión cuántica del lambda
cálculo que usa matrices de densidad. Estas matrices permiten representar estados mixtos
de conjuntos de bits cuánticos. El cálculo modificado λ◦ρ generaliza las matrices de densi-
dad a sumatorias algebraicas de términos. Ambos cálculos tienen definida una semántica
denotacional compartida.

Este trabajo representa un primer paso hacia el agregado de punto fijo al cálculo λ◦ρ.
Definimos una extensión con punto fijo en el ĺımite y otra intermedia, con punto fijo
incremental. La semántica denotacional fue redefinida respecto a la original para dar a los
dominios estructura de orden parcial completo sobre matrices positivas. La demostración
de adecuación depende de dos conjeturas dejadas para trabajo futuro.

Suponiendo correcta la definición de la semántica, esto permite probar la existencia
del ĺımite del punto fijo incremental gracias a la estructura de orden parcial completo.
La interpretación del punto fijo puede definirse entonces como el ĺımite de una secuencia
creciente y acotada de interpretaciones de términos en el dominio.

Palabras clave: Punto fijo, lambda cálculo, computación cuántica, matrices de densidad,
orden parcial completo.
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ADDING A FIXED-POINT OPERATOR TO A
QUANTUM EXTENSION TO THE LAMBDA CALCULUS

WITH DENSITY MATRICES

The λρ calculus presented by Dı́az-Caro in 2017 is a quantum extension to lambda calculus
that uses density matrices. These matrices allow us to represent sets of quantum bits’ mixed
quantum states. The modified calculus λ◦ρ generalizes density matrices to algebraic sums
of terms. Both calculi share their denotational semantics.

This work represents a first step towards adding fixed-point to the λ◦ρ calculus. We
define an extension with fixed-point as a limit, and an intermediate one with an incremental
fixed-point. The denotational semantics were redefined in respect to the original one, in
order for the domains to have a complete partial order structure over positive matrices.
The proof of adequacy depends on two conjectures, left for future work.

Supposing that the denotational semantics is sound and well defined, this allows us
to prove the existence of the limit for the fixed-point inside the domains, thanks to the
complete partial order structure. The fixed-point semantics can then be defined as the
limit of an increasing bounded sequence of term interpretations inside the domain.

Keywords: Fixed-point, lambda calculus, quantum computing, density matrices, com-
plete partial order.
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muy útiles.
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INTRODUCCIÓN

En los últimos quince años se han investigado muchas extensiones cuánticas del lambda
cálculo, como por ejemplo [vT04, SV05, PSV14, Zor16, ADCV17, AD17, DCD17]. En
todos estos casos los estados cuánticos están representados mediante vectores en el espacio
de Hilbert. Sin embargo esta representación también puede hacerse mediante matrices
de densidad. Las matrices de densidad permiten la descripción no sólo de los estados,
sino también de mezclas estad́ısticas de ellos, representando aśı nuestro desconocimiento
sobre el estado del sistema mediante una distribución de probabilidad para los estados
precisos. Usar esta representación lleva a una formulación alternativa de los postulados
de la mecánica cuántica, y por lo tanto también puede ser usada para la computación
cuántica.

En [Sel04] Selinger introdujo un lenguaje de diagramas de flujo cuánticos, interpretados
en un orden parcial completo de matrices de densidad. A partir de la publicación de
este paper las matrices de densidad comenzaron a ser mucho más usadas como forma de
representación de datos en computación cuántica, como por ejemplo en [DP06, FDY11,
Yin12, FYY13, YYW17]. Incluso el libro “Foundations of Quantum Programming” [Yin16]
fue escrito por completo usando matrices de densidad.

Además de la clasificación de los lenguajes según la forma de representación de los
estados, estos también pueden ser distinguidos según su forma de control. Este puede
ser tanto clásico como cuántico. La idea de combinar datos cuánticos con control clásico
de [Sel04] fue usada en [SV05] para definir λq, una de las primeras extensiones cuánti-
cas de lambda cálculo. Luego este cálculo fue la base para el lenguaje de programación
cuántico Quipper [GLR+13]. El paradigma de datos cuánticos con control clásico con-
sidera una computadora clásica con programas clásicos, y un procesador cuántico adi-
cional al cual esta puede acceder. Mediante instrucciones clásicas al procesador cuántico
se pueden realizar operaciones sobre los bits cuánticos, realizar mediciones sobre estos y
obtener los resultados. De esta forma es el procesador cuántico el que se encarga de ac-
tuar sobre los qubits. Muchos trabajos están enmarcados dentro de este paradigma, como
[SV05, AG05, GLR+13, PSV14, Zor16].

El paradigma de datos cuánticos con control cuántico supone la idea de proveer de-
finiciones computacionales para las nociones de espacio vectorial y funciones bilineales.
Existen varias definiciones de lenguajes cuánticos de alto nivel que usan control cuántico,
por ejemplo en [AG05, YYF12, YYF14, BP15]. Recientemente fue introducida la prime-
ra extensión de lambda cálculo con control cuántico [DCGMV19], siguiendo la ĺınea de
investigación de trabajos anteriores [ADC12, ADCV17, AD17, ADCP+14, DCP12].

En [DC17] Dı́az-Caro introduce los cálculos λρ y λ◦ρ, las primeras dos extensiones
cuánticas al lambda cálculo sobre matrices de densidad. El cálculo λρ se encuentra enmar-
cado en el paradigma del control clásico, representando los datos cuánticos sobre matrices
de densidad. λ◦ρ es una generalización de esta extensión donde se generalizan las matrices
de densidad al control clásico, es decir que luego de realizar las mediciones se combinan los
términos de todas las posibles reducciones de λρ en una matriz de densidad generalizada
de términos. Este control no es cuántico, ya que los términos no se superponen en este
sentido, sino que podŕıa considerarse como un tipo de control probabiĺıstico.

El objetivo de esta tesis es agregar punto fijo al cálculo λ◦ρ, definiendo una semántica
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adecuada para su interpretación. El punto fijo permite escribir programas recursivos, lo
cual no es posible en la formulación original del cálculo.

Para lograrlo se definieron dos extensiones, λµnρ y λµρ . La primera agrega mı́nimo punto
fijo incremental en n pasos y la segunda agrega el mı́nimo punto fijo en el ĺımite. Se redefinió
completamente la semántica con respecto de la original que teńıa λ◦ρ en [DC17], para pasar
a interpretar cualquier término tipable como una matriz de densidad generalizada. Los
dominios de interpretación fueron definidos como órdenes parciales completos, al igual
que en [Sel04]. Para lograrlo, las funciones son interpretadas en forma similar a las de
[SV08] como mapas completos positivos, aunque con la diferencia de que en este lenguaje
las funciones son afines y no lineales. Para terminar de demostrar que los dominios y
las interpretaciones de funciones sobre estos cumplen las propiedades requeridas para ser
órdenes parciales completos fue necesario agregar dos conjeturas, que por falta de tiempo
no pudieron ser demostradas y quedan como trabajo futuro.

La estructura de la tesis es la siguiente:

En el caṕıtulo 1 se definen los conceptos matemáticos que serán usados en el traba-
jo. Además se hace una introducción breve a mecánica cuántica sobre matrices de
densidad.

En el caṕıtulo 2 se presentan los cálculos λρ y λ◦ρ.

En el caṕıtulo 3 se definen los cálculos λµnρ y λµρ , extensiones de λ◦ρ.

En el caṕıtulo 4 se define la semántica denotacional de los cálculos definidos en
el caṕıtulo 3. Para esto se demuestra (asumiendo las conjeturas) que el punto fijo
incremental de λµnρ tiene ĺımite dentro de los dominios de interpretación.

En el caṕıtulo 5 se exponen las conclusiones e ideas para trabajo futuro.



1. PRELIMINARES

Este caṕıtulo se divide en dos partes. En la primera se definen algunos conceptos y
propiedades sobre matrices, los cuales son necesarios para la segunda parte en la que se
introduce la mecánica cuántica sobre matrices de densidad. Además se definen conceptos
relacionados con los órdenes parciales completos, que van a ser usados en la última parte
de la tesis.

1.1. Definiciones y propiedades matemáticas

Se usa la notación 0n y 1n para representar las matrices nulas y la identidad en Cn×n,
respectivamente.

1.1.1. Traza matricial

Definición 1.1.1 (Traza). Sea A una matriz cuadrada. Su traza tr (A) se define como la
suma de los elementos de la diagonal.

Propiedad 1.1.2 (Linealidad de la traza). Sean A, B en Cn×n y α en C. Entonces
tr (A+B) = tr (A) + tr (B) y tr (αA) = αtr (A).

Propiedad 1.1.3 (Propiedad ćıclica de la traza). Sean A, B y C en Cn×n. Entonces
tr (ABC) = tr (BCA).

1.1.2. Matrices hermı́ticas y positivas

Definición 1.1.4 (Matriz transpuesta conjugada). Sea A una matriz en Cn×n. A† simbo-
liza su transpuesta conjugada, es decir la matriz en Cn×n tal que (A†)ij = Aji.

Propiedades 1.1.5. Sean A, B en Cn×n y α en C. Entonces:

1. (A†)† = A

2. (A+B)† = A† +B†

3. (αA)† = α∗A†

4. (AB)† = B†A†

Definición 1.1.6 (Matriz hermı́tica). Una matriz A en Cn×n se dice hermı́tica si y solo
si A† = A.

Definición 1.1.7 (Matriz positiva). Una matriz A en Cn×n se dice positiva si y solo si
es hermı́tica y u†Au ≥ 0 para todo u en Cn. Notamos con Pn al conjunto de matrices
positivas en Cn×n.

Observación 1.1.8. Toda matriz positiva es diagonalizable.

Teorema 1.1.9. Las matrices positivas forman un espacio vectorial sobre R≥0.

1



1. Preliminares 2

Demostración. Sean a, b constantes en R≥0 y A,B matrices en Pn. Queremos ver que

aA+ bB ∈ Pn

aA+ bB es hermı́tica:

Se tiene (aA+ bB)† = aA† + bB† pues a y b son reales. Como A y B son hermı́ticas
por hipótesis, A† = A y B† = B, y por lo tanto (aA+ bB)† = aA+ bB.

aA+ bB es semidefinida positiva:

Sea u un vector en Cn. Se tiene u†(aA + bB)u = a(u†Au) + b(u†Bu). Como A y B
son positivas, valen u†Au ≥ 0 y u†Bu ≥ 0 para todo u. Por lo tanto u†(aA+ bB)u ≥
a+ b ≥ 0 pues a, b ∈ R≥0.

Por lo tanto aA+ bB pertenece a Pn.

Lema 1.1.10. Sea M una matriz en Pn, si tr (M) = 0 entonces M = 0n.

Demostración. Como M es positiva, es diagonalizable. Entonces existen P una matriz
inversible y D una matriz diagonal tales que

M = PDP−1

Aplicando la traza se tiene:

tr (M) = tr
(
PDP−1

)
= tr

(
DP−1P

)
= tr (D)

Como tr (M) = 0 por hipótesis, se tiene que tr (D) = 0. Por ser D diagonal, es nula y
por lo tanto M también.

1.1.3. Producto tensorial

Sean M y N matrices complejas de dimensiones n×m y p× q respectivamente, donde
M = (mij) y N = (nij). El producto tensorial M ⊗N entre ellas se define como la matriz
compleja de dimensión np×mq tal que:

M ⊗N =

m11N . . . m1mN
...

. . .
...

mn1N . . . mnmN

 =


m11n11 . . . m11n1q m12n11 . . . m1mn1q

...
. . .

...
...

. . .
...

m11np1 . . . m11npq m12np1 . . . m1mnpq
...

. . .
...

...
. . .

...
mn1np1 . . . mn1npq mn2np1 . . . mnmnpq


Cuando M y N son vectores columna, el resultado es otro vector columna. Análoga-

mente, si son vectores fila el resultado también lo es.

v ⊗ w =

v1w...
vnw

 =



v1w1

v1w2
...

v1wp
...

vnwp


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vt ⊗ wt =
(
v1w . . . vnw

)
=
(
v1w1 v1w2 . . . v1wp . . . vnwp

)
Algunas propiedades del producto tensorial:

Propiedades 1.1.11. Sean A,A′ en Cn×m, B,B′ en Cp×q, C en Cm×r, D en Cq×s y α, β
en C. Entonces:

1. (αA)⊗ (βB) = αβ(A⊗B)

2. A⊗ (B +B′) = A⊗B +A⊗B′
(A+A′)⊗B = A⊗B +A′ ⊗B

3. En general, A⊗B 6= B ⊗A

4. Propiedad del producto mixto: (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

5. tr (A⊗B) = tr (A) tr (B)

6. (A⊗B)† = A† ⊗B†

1.1.4. Matrices unitarias

Definición 1.1.12. U ∈ Cn×n es una matriz unitaria si y sólo si U †U = UU † = In.

Lema 1.1.13. Sea U una matriz unitaria en Cn×n y V una matriz unitaria en Cm×m.
Entonces U ⊗ V es una matriz unitaria en Cnm×nm.

Demostración. Usando que † distribuye respecto a ⊗ y por la propiedad del producto
mixto:

(U ⊗ V )(U ⊗ V )† = (U ⊗ V )(U † ⊗ V †)
= UU † ⊗ V V †

= In ⊗ Im = Inm

(U ⊗ V )†(U ⊗ V ) = (U † ⊗ V †)(U ⊗ V )

= U †U ⊗ V †V
= In ⊗ Im = Inm

Teorema 1.1.14. Sea M en Pn, entonces para cualquier matriz U en Cn×n se tiene que
UMU † está en Pn. Si además U es unitaria, la traza se preserva.

Demostración.

UMU † es hermı́tica: por propiedades de † se tiene que (UMU †)† = U(UM)† =
UM †U †. Esto es igual a UMU † porque M ∈ Pn.

UMU † es semidefinida positiva: sea v ∈ C2n . Por propiedades de † se tiene que
vUMU †v† = (vU)M(vU)†. Como Uv ∈ C2n y M es semidefinida positiva, se tiene
que (vU)M(vU)† ≥ 0.

La traza se preserva cuando U es unitaria: por propiedad ćıclica de la traza se tiene
que tr

(
UMU †

)
= tr

(
MU †U

)
. Como U es unitaria, se tiene U †U = I y por lo tanto

tr
(
MU †U

)
= tr (M).
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1.1.5. Coproducto

El operador ⊕ representa la concatenación de matrices. Se puede ver como una matriz
definida por bloques de las matrices concatenadas. Por ejemplo:

(
a11 a12
a21 a22

)
⊕


b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34
b41 b42 b43 b44

 =



a11 a12 0 0 0 0
a21 a22 0 0 0 0
0 0 b11 b12 b13 b14
0 0 b21 b22 b23 b24
0 0 b31 b32 b33 b34
0 0 b41 b42 b43 b44


Se puede ver que la traza distribuye linealmente respecto a ⊕: tr (A⊕B) = tr (A)+ tr (B).

1.1.6. Punto fijo en órdenes parciales completos

En esta sección se definen los órdenes parciales completos (CPOs) y se definen mono-
tońıa y continuidad de funciones entre CPOs. Finalmente se demuestra la existencia de
mı́nimo punto fijo en el teorema (1.1.18) para funciones que cumplan estas propiedades.

Definición 1.1.15 (Supremo). Sea S un subconjunto no vaćıo de T , otro conjunto con
un orden parcial definido. El supremo de S, si existe, es el mı́nimo elemento de T tal que
todos los elementos de S son menores que él, y se denota

⊔
S.

Sea (xn) una sucesión de elementos de T . El supremo de (xn) es igual al supremo de
{xn}, el subconjunto de T con todos los elementos de la sucesión, y se denota

⊔
n xn.

Definición 1.1.16 (Orden parcial completo [Win93, p. 70]).
El orden parcial (D,v) es un orden parcial completo (abreviado CPO en inglés) si tiene
supremos para todas las sucesiones crecientes d0 v d1 v · · · v dn v . . . , es decir que
cualquier sucesión creciente (dn) de elementos de D tiene supremo

⊔
n dn.

(D,v) es un CPO con bottom si es un CPO que tiene un elemento mı́nimo ⊥ ∈ D
(llamado “bottom”).

Definición 1.1.17 (Función continua [Win93, p. 71]).
Una función f : (D,vD)→ (E,vE) entre CPOs (D,vD) y (E,vE) es monótona si y sólo
si

∀d, d′ ∈ D, d vD d′ =⇒ f(d) vE f(d′)

Esta función es continua si y sólo si es monótona y para todas las cadenas d0 vD
d1 vD . . . vD dn vD . . . en D se tiene⊔

n∈ω
f(dn) = f(

⊔
n∈ω

dn)

A continuación se transcribe la demostración de un teorema de punto fijo [Win93,
Teorema 5.11]. Este será usado más adelante para interpretar los términos de punto fijo
en λµnρ .

Teorema 1.1.18. Sea (A,v) un CPO con bottom ⊥, y sea f : (A,v) → (A,v). Si f es
continua, entonces

⊔
n∈ω f

n(⊥) es el mı́nimo punto fijo de f .
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Demostración. Por continuidad de f se tiene:

f(
⊔
n∈ω

fn(⊥)) =
⊔
n∈ω

fn+1(⊥)

= (
⊔
n∈ω

fn+1(⊥)) t {⊥}

=
⊔
n∈ω

fn(⊥)

Por lo tanto
⊔
n∈ω f

n(⊥) es punto fijo de f .
Falta ver que además es el mı́nimo punto fijo. Sea d un punto fijo cualquiera de f en

(A,v). Por definición, vale que ⊥ v d. Como f es monótona, se tiene que f(⊥) v f(d).
Entonces f(⊥) v d, ya que f(d) = d por ser punto fijo de f . Por inducción se tiene que
entonces fn(⊥) v d para todo n. Por lo tanto

⊔
n∈ω f

n(⊥) v d y entonces
⊔
n∈ω f

n(⊥) es
el mı́nimo punto fijo de f .

1.2. Introducción a mecánica cuántica

La mecánica cuántica describe el estado de un sistema como un vector de norma 1 en
un espacio vectorial complejo. La dimensión del espacio depende de las caracteŕısticas del
sistema en cuestión, en el caso de los bits cuánticos, o qubits, la dimensión del espacio
vectorial que los describe es 2. Para un sistema de n qubits la dimensión del espacio
vectorial en el cual se describe el sistema es 2n. En el caso más general los sistemas f́ısicos
podŕıan tener caracteŕısticas como por ejemplo la posición o la velocidad, que tienen
infinitos valores posibles no numerables. Para describir este tipo de sistemas de dimensión
infinita se usan los espacios de Hilbert más generales. Sin embargo, para este trabajo se
usará sólo el espacio de Hilbert C2n .

Las matrices de densidad son una forma alternativa de descripción que representa una
distribución de probabilidades para un conjunto de estados, es decir una mezcla estad́ıstica
de estados. También contienen las representaciones de sistemas para los cuales se sabe con
certeza cuál es el vector del espacio que representa al estado, recuperando aśı los sistemas
descriptos mediante vectores del espacio.

1.2.1. Notación de Dirac

La notación de Dirac es la notación usual para describir estados de sistemas cuánticos.
Los elementos principales son los kets, de la forma |α〉, y los bras 〈β|. α y β son etiquetas
de los elementos.

Los kets representan vectores del espacio. El estado de los sistemas se puede descom-
poner en alguna de las bases de su espacio de representación, donde los vectores de la base
se escriben como kets etiquetados. Por ejemplo el sistema conformado por un solo qubit
está en C2 por lo que su base canónica está conformada por:

|0〉 =

(
1
0

)
|1〉 =

(
0
1

)
El ket |0〉 representa el estado de un qubit análogo a un bit 0 clásico, y el ket |1〉

representa el estado de un qubit análogo a un bit 1 clásico. Cualquier combinación lineal
compleja de estos dos vectores de la base cuya norma sea 1 representa un estado posible
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para un qubit. En este caso se dirá que el qubit está en un estado superposición de |0〉 y
|1〉.

Otra base usual para este espacio es la base de Hadamard. Esta base está rotada 45
grados respecto a la canónica, y sus kets base se etiquetan con + y −:

|+〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉) = 1√

2

(
1
1

)
|−〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉) = 1√

2

(
1
−1

)
Por ejemplo, el vector |α〉 = 1√

2
( 1
i ) en C2 se puede descomponer en la base canónica

como |α〉 = 1√
2
|0〉 + i√

2
|1〉 y en la base de Hadamard como |α〉 = 1+i

2 |+〉 + 1−i
2 |−〉. En

particular |+〉 es un vector de la base de Hadamard, el cual visto sobre la base canónica
está en superposición.

En el caso de los espacios C2n que se usan para describir sistemas de n qubits, se
puede pensar a los kets como vectores columna y a los bras como vectores fila. El bra
correspondiente al ket |α〉 es 〈α| = |α〉†, es decir el vector fila que resulta de trasponer y
conjugar los elementos del ket. De esta forma, los bra correspondientes a los kets anteriores
son:

〈0| =
(
1 0

)
〈+| = 1√

2
(〈0|+ 〈1|) = 1√

2

(
1 1

)
〈1| =

(
0 1

)
〈−| = 1√

2
(〈0| − 〈1|) = 1√

2

(
1 −1

)
〈α| = 1√

2
〈0| − i√

2
〈1| = 1√

2

(
1 −i

)
Producto ket-bra

La forma de interpretar a un ket seguido de un bra es mediante la multiplicación
matricial. Por ejemplo:

|0〉〈0| =
(

1
0

)(
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
|0〉〈1| =

(
1
0

)(
0 1

)
=

(
0 1
0 0

)

|0〉〈+| = |0〉 1√
2
(〈0|+ 〈1|) = 1√

2
(|0〉〈0|+ |0〉〈1|) = 1√

2

(
1 1
0 0

)

|+〉〈+| = 1√
2

(
1
1

)
1√
2

(
1 1

)
= 1

2

(
1 1
1 1

)
De esta forma, la base canónica de C2×2 se puede escribir de la siguiente manera:

{|0〉〈0|, |0〉〈1|, |1〉〈0|, |1〉〈1|}

Producto bra-ket
Los productos bra-ket son equivalentes al producto interno (donde al segundo ar-
gumento se lo conjuga) por lo que el resultado es un elemento de C. Los elementos
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ortogonales tienen producto interno nulo y el producto interno de un elemento con-
sigo mismo es igual al cuadrado de su norma (que es 1):

〈1|1〉 =
(
0 1

)(0
1

)
= 1 〈0|1〉 =

(
1 0

)(0
1

)
= 0

〈−|1〉 = 1√
2
(〈0| − 〈1|)|1〉 = 1√

2
(〈0|1〉 − 〈1|1〉) = 1√

2

Producto tensorial de kets y bras
Los kets también pueden multiplicarse entre śı mediante el producto tensorial. La
interpretación del producto tensorial de dos estados es el estado conjunto. Por ejem-
plo si se tiene un qubit en estado |0〉 y otro en estado |1〉, el estado que los describe a
ambos como un solo sistema es |0〉 ⊗ |1〉. La notación usada para este vector es |01〉.
Esto se generaliza a dimensión n, si se tienen qubits en estados |b1〉, |b2〉, . . . , |bn〉 en-
tonces su estado conjunto está dado por |b1〉⊗|b2〉⊗. . .⊗|bn〉, que se nota |b1b2 . . . bn〉.
De acuerdo a la definición del producto tensorial las bases canónicas para cualquier
dimensión van a estar dadas por {|0 . . . 00〉, |0 . . . 01〉, |0 . . . 10〉, . . . , |1 . . . 11〉}.
Análogamente para los bras se tiene que 〈b1| ⊗ 〈b2| ⊗ . . .⊗ 〈bn| se nota 〈b1b2 . . . bn|,
donde |b1b2 . . . bn〉† = 〈b1b2 . . . bn| y viceversa.

Esta notación es útil ya que los operadores que multiplican a izquierda a los kets
(y de la misma forma los operadores que multiplican a derecha a los bras) si están
escritos en forma de producto tensorial de operadores de la dimensión correcta,
operan separadamente sobre los subsistemas. Por ejemplo:((

0 1
1 0

)
⊗
(

1 0
0 1

))
|00〉 =

(
0 1
1 0

)
|0〉 ⊗

(
1 0
0 1

)
|0〉 = |1〉 ⊗ |0〉 = |10〉

〈10|
((

1 0
0 1

)
⊗
(

0 1
1 0

))
= 〈1|

(
1 0
0 1

)
⊗ 〈0|

(
0 1
1 0

)
= 〈1| ⊗ 〈1| = 〈11|

Estados separables y estados entrelazados
Cuando el estado de un sistema compuesto se puede escribir como producto tensorial
entre estados de sus subsistemas se dice que el estado es separable, es decir que se
pueden recuperar los sistemas independientes que lo conforman. En caso contrario
el estado está entrelazado. Esto significa que las partes que conforman al sistema no
son independientes, sino que hay dependencias entre una y otra. Esto resulta en que
cambios en el estado de una parte del sistema repercutan en el estado de otra parte
del sistema.

Por ejemplo, un sistema de dos qubits cuyo estado se encuentra descripto por el
vector

|00〉+ |11〉√
2

=
1√
2

(
1
0
0
1

)
no puede separarse en un solo producto tensorial, por lo tanto es un estado entrela-
zado.
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1.2.2. Matrices de densidad

Las matrices de densidad representan mezclas estad́ısticas de estados. Estas mezclas
de estados son clásicas, no representan superposiciones. Son matrices positivas (definidas
positivas y hermı́ticas) de traza igual a 1.

Si se tiene una mezcla de estados de la forma {pi, |ψi〉}i (donde el sistema tiene proba-
bilidad clásica pi de estar en estado |ψi〉, y las probabilidades suman 1), entonces la matriz
que describe al sistema es:

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|

Se puede ver que el requerimiento de que la traza sea igual a 1 es equivalente a pedir
que las probabilidades de la mezcla de estados sumen 1, ya que los vectores de estado
están normalizados:

tr (ρ) =
∑
i

tr (pi|ψi〉〈ψi|) =
∑
i

pitr (|ψi〉〈ψi|) =
∑
i

pitr
(
|ψi〉|ψi〉†

)
=
∑
i

pi〈ψi|ψi〉 =
∑
i

pi ‖|ψi〉‖2 =
∑
i

pi

Por ejemplo, si se tiene un sistema de un qubit cuyo estado tiene probabilidad clásica
1
2 de ser |0〉, probabilidad 1

4 de ser |1〉 y probabilidad 1
4 de ser |+〉, la matriz de densidad

que representa el conocimiento sobre el estado del sistema es:

1
2 |0〉〈0|+

1
4 |1〉〈1|+

1
4 |+〉〈+| =

5
8 |0〉〈0|+

1
8 |0〉〈1|+

1
8 |1〉〈0|+

3
8 |1〉〈1| =

(
5
8

1
8

1
8

3
8

)
Se dice que una matriz representa un estado puro cuando la mezcla de estados contiene

sólo uno, con probabilidad 1. En otro caso, el estado del sistema se llama mixto. Si la matriz
ρ describe el estado del sistema, éste es puro si y sólo si tr

(
ρ2
)

= 1, mientras que si es
mixto se tiene tr

(
ρ2
)
< 1.

1.2.3. Postulados de la mecánica cuántica sobre matrices de densidad

Los cuatro postulados de la mecánica cuántica definen la semántica de la representación
de los estados de qubits mediante matrices de densidad.

Postulado de representación
El primer postulado dice que el estado de un sistema puede ser completamente
descripto por una matriz de densidad.

Postulado de evolución
El segundo postulado establece la manera de cambiar el estado de un sistema, me-
diante operadores de evolución. Estos son representados mediante matrices unitarias
U de dimensión correspondiente, y su forma de actuar sobre el estado de un sistema
descripto por la matriz de densidad ρ es UρU †. Esto significa que antes de aplicar el
operador U el estado del sistema estaba descripto por la matriz ρ y luego de aplicarlo
el estado está descripto por la matriz de densidad UρU †. Esta matriz cumple con
la definición de matriz de densidad porque U es una matriz unitaria, de acuerdo
al teorema (1.1.14). Además por ser U unitaria es inversible, con inversa U † tam-
bién unitaria. Esto significa que las evoluciones de estados son reversibles, pudiendo
aplicarse el operador inverso para recuperar el estado original.
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Postulado de medición
El tercer postulado establece la forma de obtener información del sistema, actuan-
do sobre él. En esta tesis vamos a considerar la medición de qubits sobre la base
canónica, por lo tanto la información que podemos obtener de los sistemas van a
ser combinaciones de valores 0 y 1. En un caso más general se podŕıa medir sobre
una base arbitraria, lo cual seŕıa equivalente a realizar una rotación mediante una
evolución unitaria del sistema y luego medir en la base canónica.

Al medir el valor de un qubit en superposición respecto a la base canónica habrá
distintas probabilidades de obtener 0 o 1. Además el estado del qubit se verá afectado,
quedando colapsado al estado representante del valor obtenido. Es decir que una vez
que un qubit es medido, sucesivas mediciones obtendrán el mismo resultado que la
primera vez (si no hay evoluciones intermedias).

Los operadores de medición, en el caso general, son conjuntos de proyectores sobre
los subespacios de los autovectores asociados al observable (representado por una
matriz) que se quiere medir. En el caso de los qubits, para esta tesis nos restringimos
a medir su valor como 0 o 1, valores para los cuales los subespacios asociados se
generan mediante los vectores |0〉 y |1〉. La acción de proyectar el estado sobre un
subespacio en general afecta al estado, y cambia su traza. Por lo tanto es necesario
renormalizar las matrices luego de ser medidas.

El proyector sobre el subespacio asociado al valor 0 es π0 = |0〉〈0|, y el asociado al
valor 1 es π1 = |1〉〈1|. Por lo tanto se define el operador de medición de un qubit
como el conjunto π1 = {|0〉〈0|, |1〉〈1|}. Si se tiene un sistema de un qubit cuyo estado
está descripto por la matriz de densidad ρ, la probabilidad de obtener el valor 0 al
medir está dada por tr(π0ρπ

†
0) y la probabilidad de obtener el valor 1 está dada por

tr(π1ρπ
†
1). Si al medir se obtiene 0, el estado del sistema pasa a estar descripto por

ρ0, y si se obtiene 1 pasa a estar descripto por ρ1:

ρ0 =
π0ρπ

†
0

tr(π0ρπ
†
0)

ρ1 =
π1ρπ

†
1

tr(π1ρπ
†
1)

Por ejemplo, para un qubit cuyo estado está descripto por la matriz de densidad
|+〉〈+| la probabilidad de obtener 0 o 1 al medirlo es la misma:

P (0) = tr(π0|+〉〈+|π†0) = 1
2 tr (|0〉〈0|) = 1

2

P (1) = tr(π1|+〉〈+|π†1) = 1
2 tr (|1〉〈1|) = 1

2

Las matrices de densidad correspondientes luego de cada medición son:

ρ0 = |0〉〈0| ρ1 = |1〉〈1|

Si se tiene un sistema compuesto por n qubits y se los mide a todos a la vez, los
resultados posibles de esta medición son las 2n posibles combinaciones de 0 y 1. Esto
define 2n proyectores distintos.

Por ejemplo, en un sistema de dos qubits los resultados posibles serán las combinacio-
nes 00, 01, 10 y 11 de valores para el primer y segundo qubit respectivamente. Los pro-
yectores correspondientes a estos posibles resultados se definen como π00 = |00〉〈00|,
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π01 = |01〉〈01|, π10 = |10〉〈10| y π11 = |11〉〈11|. De esta manera se define el operador
de medición para dos qubits como el conjunto π2 = {π00, π01, π10, π11}. La medición
se lleva a cabo de la misma manera que en el caso de un qubit, sólo que con cuatro
resultados posibles.

Una diferencia respecto a la evolución es que la proyección no es una operación re-
versible. Los proyectores no son matrices inversibles y por lo tanto una vez que la
medición se lleva a cabo, sea cual sea el operador que se terminó aplicando (corres-
pondiente al resultado obtenido) el estado previo a la medición no puede recuperarse.

Postulado de composición
El cuarto postulado establece la manera de describir dos sistemas al mismo tiempo.
Esto se hace mediante el producto tensorial, de forma que si ρ describe el primer
sistema y ρ′ describe el segundo, la matriz de densidad que describe el sistema
compuesto por los dos es ρ⊗ ρ′.
Por ejemplo si se tienen dos sistemas de un qubit cada uno cuyos estados están
descriptos por las matrices |0〉〈0| y |1〉〈1| respectivamente, usando la propiedad de
producto mixto, se tiene que el sistema conjunto está descripto por:

|0〉〈0| ⊗ |1〉〈1| = (|0〉 ⊗ |1〉)(〈0| ⊗ 〈1|) = |01〉〈01|

Si se quiere agregar un tercer qubit cuyo estado está descripto por 1
2 |0〉〈0|+

1
2 |1〉〈1|,

el estado conjunto de los tres qubits estará representado por:

|01〉〈01| ⊗ (12 |0〉〈0|+
1
2 |1〉〈1|) = |01〉〈01| ⊗ 1

2 |0〉〈0|+ |01〉〈01| ⊗ 1
2 |1〉〈1|

= 1
2(|01〉 ⊗ |0〉)(〈01| ⊗ 〈0|) + 1

2(|01〉 ⊗ |1〉)(〈01| ⊗ 〈1|)
= 1

2 |010〉〈010|+ 1
2 |011〉〈011|

1.2.4. Teorema de no clonado

Dado un sistema de dos qubits, supongamos que existe una operación que copia el
estado del primero en el segundo, es decir:

|ψ〉 ⊗ |s〉 7−→ |ψ〉 ⊗ |ψ〉

Dicha operación no seŕıa reversible para estados arbitrarios. Por lo tanto, no existe
ningún operador unitario que la pueda llevar a cabo. Por otra parte tampoco se podŕıa
realizar una copia usando mediciones, ya que estas colapsaŕıan el estado sin llegar a ca-
racterizarlo por completo.

Esto significa que dicha operación de copia no puede realizarse, lo cual presenta una
restricción adicional en cualquier sistema de computación cuántico en comparación con
los clásicos. Los estados arbitrarios no pueden ser duplicados ni medidos más de una vez
sin ser destruidos.

Este teorema no proh́ıbe la creación de diversos qubits en estados conocidos, sino
solamente la clonación a ciegas del estado de un qubit. Es posible crear tantos qubits en
un mismo estado determinado como se quiera.

Teorema 1.2.1 (No clonado). No existe ningún operador unitario U tal que para cualquier
vector de estado desconocido |ψ〉 y algún estado inicial |s〉 se cumpla

U(|ψ〉 ⊗ |s〉) = |ψ〉 ⊗ |ψ〉
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Demostración. De [NC11, Box 12.1]:
Supongo que tal operador U existe, entonces en particular para los estados puros |ψ〉

y |ϕ〉 vale

U(|ψ〉 ⊗ |s〉) = |ψ〉 ⊗ |ψ〉
U(|ϕ〉 ⊗ |s〉) = |ϕ〉 ⊗ |ϕ〉

Por lo tanto,

(U(|ψ〉 ⊗ |s〉))† U(|ϕ〉 ⊗ |s〉) = (|ψ〉 ⊗ |ψ〉)†|ϕ〉 ⊗ |ϕ〉
(〈ψ| ⊗ 〈s|)U †U(|ϕ〉 ⊗ |s〉) = (〈ψ| ⊗ 〈ψ|)(|ϕ〉 ⊗ |ϕ〉)

〈ψ|ϕ〉 = (〈ψ|ϕ〉)2

Entonces se tiene que 〈ψ|ϕ〉 vale o bien 0 o bien 1. En el primer caso esto implica que
|ψ〉 y |ϕ〉 son ortogonales, y en el segundo que son iguales. Por lo tanto U sólo podŕıa
clonar estados ortogonales entre śı, y no serviŕıa en el caso general.

1.2.5. Compuertas lógicas cuánticas

Las compuertas lógicas cuánticas son ejemplos de operadores unitarios de evolución.
Su aplicación sobre uno o más qubits cambia su estado, y su aplicación sobre una mezcla
probabiĺıstica de estados cambia independientemente a cada uno de ellos. Son el análogo
cuántico a las compuertas lógicas que actúan sobre bits. Algunos ejemplos son:

Compuerta NOT
Este operador es análogo a la compuerta lógica NOT, invirtiendo las probabilidades
asociadas a los estados clásicos |0〉 y |1〉.

NOT =

(
0 1
1 0

)
Las matrices que describen sistemas en estados puros alineados con la base son
invertidas mediante este operador.

NOT |0〉〈0| NOT† = |1〉〈1| NOT |1〉〈1| NOT† = |0〉〈0|

El operador no tiene efecto sobre el estado del sistema descripto por la matriz |+〉〈+|.

NOT |+〉〈+| NOT† = 1
2 NOT (|0〉〈0|+ |0〉〈1|+ |1〉〈0|+ |1〉〈1|) NOT† = |+〉〈+|

Compuerta de Hadamard
Este operador rota el estado |0〉 a |+〉 y el estado |1〉 a |−〉.

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
Se tiene que H2 = I, por lo tanto dos aplicaciones consecutivas de este operador
devuelven el estado original.

H |0〉〈0| H† = |+〉〈+| H |1〉〈1| H† = |−〉〈−|

H |+〉〈+| H† = |0〉〈0| H |−〉〈−| H† = |1〉〈1|
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Compuerta CNOT
Este es el operador de NOT controlado. Actúa sobre dos qubits, aplicando el operador
NOT al segundo si y sólo si el estado del primer bit es |1〉, pero sin realizar una
medición.

CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Cuando el estado del primer qubit es |1〉, el estado del segundo qubit se invierte.

CNOT |10〉〈10| CNOT† = |11〉〈11| CNOT |11〉〈11| CNOT† = |10〉〈10|

Cuando el estado del primer qubit es |0〉, el estado del segundo qubit no cambia.

CNOT |00〉〈00| CNOT† = |00〉〈00| CNOT |01〉〈01| CNOT† = |01〉〈01|

Operadores de Pauli
Las matrices de Pauli son operadores que forman una base de las matrices hermı́ticas
en C2×2 sobre R, es decir que cualquier operador que actúe sobre un qubit se puede
descomponer en una combinación lineal real de estos tres. Notar que σx = NOT.

σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
σz opera de forma análoga a NOT en la base de Hadamard, es decir σz|+〉 = |−〉 y
σz|−〉 = |+〉. Además se tiene que σy = iσxσz.

En mecánica cuántica estas matrices representan los observables asociados a cada
una de las 3 dimensiones del spin de una part́ıcula, por ejemplo el electrón.

Los operadores unitarios se pueden expandir con identidades o combinar con otros
operadores unitarios mediante el producto tensorial, ya que según el lema (1.1.13) estos
productos son unitarios. De esta manera pueden aplicarse simultáneamente varias trans-
formaciones unitarias en diferentes subsistemas de los representados por una matriz de
densidad.

Por ejemplo, una manera de conseguir un estado entrelazado de dos qubits es mediante
la aplicación sucesiva del operador de Hadamard al primer qubit y la compuerta CNOT a
un sistema descripto por |00〉〈00|. El operador unitario de evolución que aplica la compuerta
de Hadamard al primer qubit y no actúa sobre el segundo es (H ⊗ I2). Entonces se tiene:

CNOT (H ⊗ I2) |00〉〈00| (H ⊗ I2)† CNOT† = CNOT (H|0〉 ⊗ |0〉)(〈0|H† ⊗ 〈0|) CNOT†

= CNOT (|+〉 ⊗ |0〉)(〈+| ⊗ 〈0|) CNOT†

= CNOT (|+〉〈+| ⊗ |0〉〈0|) CNOT†

= 1
2 CNOT (|00〉+ |10〉)(〈00|+ 〈10|) CNOT†

= 1
2 (|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|)
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1.2.6. Operadores de medición extendidos

Dado un sistema de n qubits se pueden definir distintos operadores de medición, de-
pendiendo de cuáles qubits se quiera medir. Si se quieren medir los primeros m qubits del
sistema, se define la siguiente notación para 0 ≤ i ≤ 2m − 1, dado el proyector πi sobre
C2m :

πi := πi ⊗ I2n−m

donde cada uno de los πi corresponde a cada uno de los resultados posibles en la medición
de los primeros m qubits. La notación πi es ambigua ya que no se explicita la dimensión
del espacio al que pertenece, sin embargo esto estará claro por el contexto.

Por ejemplo, tomando el caso n = 2 y m = 1 esto significa que se mide el primer qbit
de un sistema de dos qbits, y los operadores definidos son entonces:

π0 = |0〉〈0| ⊗ I2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 π1 = |1〉〈1| ⊗ I2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


En el caso de n = 2 y m = 2, se definen:

π0 = |00〉〈00| =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 π1 = |01〉〈01| =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



π2 = |10〉〈10| =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 π3 = |11〉〈11| =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


Por definición resulta que los πi son proyectores ortogonales en C2n×2n . Esto significa

que son matrices diagonales con 1 y 0 en la diagonal. En el caso general la forma de πi es:

πi =



0

. . .

1

. . .

0


Es decir que πi es una matriz diagonal en R2n×2n formada por 2m bloques de matrices

en R2n−m×2n−m , todos nulos excepto el i-ésimo que es igual a la identidad.
Como es diagonal y real, se tiene que πi

† = πi para todo i, n y m; es una matriz
hermı́tica.

También es posible combinar los operadores de medición con identidades en cualquier
orden. Por la propiedad de producto mixto, sólo se proyectarán las partes del estado
correspondientes a los qubits seleccionados para medir. Por ejemplo, para medir el segundo
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qubit en un sistema de tres qubits, los operadores correspondientes a los dos resultados
posibles son I2 ⊗ π0 ⊗ I2 y I2 ⊗ π1 ⊗ I2.

Usando estos proyectores extendidos se pueden realizar mediciones parciales en los
sistemas. Esto permite ver un ejemplo de las consecuencias del entrelazamiento entre
qubits.

Sea un sistema de dos qubits entrelazados, cuyo estado está descripto por la matriz
ρ = 1

2(|00〉+|11〉)(〈00|+〈11|). Se realiza una medición sobre el primer qubit. Si el resultado
obtenido es 0, el estado del sistema luego de la medición está dado por ρ0 y en caso contrario
por ρ1:

ρ0 =
π0ρπ0

†

tr
(
π0ρπ0†

) = (π0 ⊗ I2) (|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|) (π0 ⊗ I2)† = |00〉〈00|

ρ1 =
π1ρπ1

†

tr
(
π1ρπ1†

) = (π1 ⊗ I2) (|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|) (π1 ⊗ I2)† = |11〉〈11|

Si luego de realizar esta medición se quiere realizar otra sobre el segundo qubit usando
I2 ⊗ π0 y I2 ⊗ π1, se puede ver que según el estado del sistema esté descripto por ρ0 o
por ρ1, este tendrá probabilidad 1 de valer 0 o 1, respectivamente. Sin embargo, cuando el
sistema estaba en su estado inicial descripto por ρ, las probabilidades de que el segundo
qubit valiera 0 o 1 vaĺıan 1

2 . Esto significa que la medición realizada sobre el primer qubit
afectó el estado de ambos.

A continuación se demuestran unos lemas que van a ser útiles más adelante. El pri-
mero dice que cuando se realizan todas las mediciones posibles para un m fijo usando
los operadores de medición extendidos y sobre una matriz positiva, se conserva la traza
de la matriz original. Esto es necesario ya que en el cálculo con punto fijo los dominios
van a estar definidos sobre matrices positivas, con cotas sobre la traza pero sin un valor
espećıfico para esta. Que la traza no vaŕıe al considerar todas las mediciones posibles es
equivalente a considerar que se están examinando todos los caminos posibles.

Lema 1.2.2. Sea ρ una matriz en P2n. Entonces vale que tr

(
2m−1⊕
i=0

(
πiρπi

†)) = tr (ρ) para

todo m ≤ n.

Demostración. Primero, distribuyendo, se tiene que

tr

(
2m−1⊕
i=0

(
πiρπi

†
))

=
2m−1∑
i=0

tr
(
πiρπi

†
)

Por la propiedad ćıclica de la traza, esto resulta igual a
∑2m−1

i=0 tr
(
ρπi
†πi
)
. Como πi es

hermı́tica y además es un proyector, se tiene que πi
†πi = πi, y el término resulta igual a∑2m−1

i=0 tr (ρπi). Como
∑2m−1

i=0 πi = 12n :

2m−1∑
i=0

tr (ρπi) = tr

(
2m−1∑
i=0

ρπi

)
= tr

(
ρ

2m−1∑
i=0

πi

)
= tr (ρ)
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Corolario 1.2.3. Sea ρ una matriz en P2n. Para todo m ≤ n y 0 ≤ i ≤ 2m − 1 se tiene
que tr

(
πiρπi

†) ≤ tr (ρ).

Demostración. Se obtiene acotando cada término de la sumatoria por separado.

También se tiene el resultado de que las matrices positivas, luego de ser medidas con
los operadores extendidos, siguen siendo positivas.

Lema 1.2.4. Sea ρ ∈ P2n, tal que tr (ρ) ≤ 1. Entonces para todo m ≤ n, para todo
0 ≤ i ≤ 2m − 1 se tiene que πiρπi

† es positiva y tiene traza acotada por 1.

Demostración. πiρπi
† es hermı́tica: se tiene (πiρπi

†)† = πiρ
†πi
† por propiedad del

operador †. Esto es igual a πiρπi
† porque ρ es hermı́tica por hipótesis.

πiρπi
† es positiva: multiplicando a ambos lados por un vector u en C2n se tiene que

u†πiρπi
†u = (u†πi)ρ(πi

†u). Llamando v = πi
†u ∈ C2n se tiene que v† = (πi

†u)† =
u†πi. Por lo tanto (u†πi)ρ(πi

†u) = v†ρv ≥ 0 por positividad de ρ.

La traza de πiρπi
† está acotada por 1: usando el corolario (1.2.3) se tiene que

tr
(
πiρπi

†) ≤ tr (ρ) ≤ 1.



2. ESTADO DEL ARTE

Este caṕıtulo presenta los cálculos λρ y λ◦ρ de [DC17], donde la información sobre los
sistemas está dada en términos de matrices de densidad. El cálculo λρ es de control clásico
y reescritura probabiĺıstica, donde las reescrituras con probabilidades distintas de 1 están
relacionadas a las mediciones de qubits. El cálculo λ◦ρ no es de reescritura probabiĺıstica,
pero su control está basado en las probabilidades de las distintas mediciones de qubits.

Al final del caṕıtulo se presentan algunas propiedades de estos cálculos. En [DC17]
se demuestra que ambos cálculos cumplen subject reduction y que se pueden interpretar
con una única semántica, en [Rom20] se demuestra que son fuertemente normalizantes
y confluentes y en [Bor19] se demuestra cierta equivalencia de λρ con el lambda cálculo
cuántico λq definido en [SV05].

2.1. Cálculo con control clásico y reescritura probabiĺıstica

La sintaxis de λρ, en la figura (2.1), está dividida en tres categoŕıas:

Los términos correspondientes al lambda cálculo usual con variables y abstracciones.

Cuatro términos correspondientes cada uno a los postulados de mecánica cuánti-
ca: representación mediante matrices de densidad, evolución mediante un operador
unitario, medición en la base canónica y composición de sistemas.

Dos términos que determinan el control clásico: (bm, ρn) describe el resultado de una
medición, donde bm es el valor obtenido y ρn es la matriz de densidad que describe
el estado del sistema luego de dicha medición; y el término de letcase que controla
la ejecución de acuerdo a un par correspondiente a una medición.

t := x | λx.t | tt (Lambda cálculo estándar)

| ρn | Unt | πnt | t⊗ t (Postulados cuánticos)

| (bm, ρn) | letcase x = r in {t, . . . , t} (Control clásico)

donde:
– n,m ∈ N,m ≤ n.
– ρn es una matriz de densidad de n qubits.
– bm ∈ N, 0 ≤ bm < 2m.
– {t, . . . , t} contiene 2m términos.
– Un es un operador unitario de dimensión 2n × 2n.
– πn = {π0, . . . , π2n−1}, describe una medición cuántica en la base canónica, donde
cada πi es un proyector.

Fig. 2.1: Sintaxis de λρ

16
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El sistema de reescritura para λρ está dado en la figura (2.2), donde la relación r −→p s
determina que r reduce a s con probabilidad p. Cuando el operador Um, que afecta a m
qubits, se usa para evolucionar un sistema representado por ρn con m ≤ n, éste es aplicado
a los primeros m qubits del sistema. El operador que actúa sobre el sistema completo
está extendido con identidades usando la notación Um = Um ⊗ I2n−m , definida en la
sección (1.2.6). De forma similar πm simboliza una medición de los primeros m qubits del
sistema, que aplicada a la matriz de densidad ρn con m ≤ n corresponde a los proyectores
π0 ⊗ I2n−m , . . . , π2m−1 ⊗ I2n−m .

(λx.t)r −→1 t[x := r]

Umρn −→1 ρ
′n con ρ′n = UmρnUm

†

πmρn −→pi (i, ρni ) con

{
pi = tr

(
πiρ

nπi
†)

ρni = πiρ
nπi
†

pi

ρ⊗ ρ′ −→1 ρ
′′ con ρ′′ = ρ⊗ ρ′

letcase x = (bm, ρn) in {t0, . . . , t2m−1} −→1 tbm [x := ρn]

t −→p r

λx.t −→p λx.r

t −→p r

ts −→p rs

t −→p r

st −→p sr

t −→p r

Unt −→p U
nr

t −→p r

πnt −→p π
nr

t −→p r

t⊗ s −→p r ⊗ s
t −→p r

s⊗ t −→p s⊗ r

t −→p r

letcase x = t in {s0, . . . , sn} −→p letcase x = r in {s0, . . . , sn}

Fig. 2.2: Reglas de reducción de λρ

A := n | (m,n) | A( A

donde m ≤ n ∈ N.

Γ, x : A ` x : A
ax

Γ, x : A ` t : B

Γ ` λx.t : A( B
(i

Γ ` t : A( B ∆ ` r : A
Γ,∆ ` tr : B

(e

Γ ` ρn : n
axρ Γ ` t : n

Γ ` Umt : n
u Γ ` t : n

Γ ` πmt : (m,n)
mi

Γ ` t : n ∆ ` r : m
Γ,∆ ` t⊗ r : n+m

⊗

Γ ` (bm, ρn) : (m,n)
axam

x : n ` t0 : A . . . x : n ` t2m−1 : A Γ ` r : (m,n)

Γ ` letcase x = r in {t0, . . . , t2m−1} : A
me

Fig. 2.3: Sistema de tipos de λρ

El sistema de tipos de λρ, en la figura (2.3), es af́ın. Esto significa que las variables
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sólo podrán ser usadas una vez, cumpliendo de esta forma con el teorema de no clonado.
Hay un solo caso en el que se permite compartir variables, que es en el de la x ligada por
el letcase. Esto no rompe no clonado ya que sólo una de las ramas posibles será la que
continúe la reducción.

2.2. Cálculo con control probabiĺıstico y reescritura no probabiĺıstica

El cálculo λ◦ρ es una versión alternativa de λρ, donde se permiten las combinaciones
lineales de términos. Luego de una medición, el sistema pasa a un estado mixto, aprove-
chando aśı la descripción en términos de matrices de densidad.

Su sintaxis modificada, dada en la figura (2.4), permite la combinación lineal de térmi-
nos pesada por probabilidades. Además, en este cálculo no existe el término correspon-
diente al resultado de una medición, porque todos los resultados posibles son considerados
a la vez en el letcase◦.

t := x | λx.t | tt (Lambda cálculo estándar)

| ρn | Unt | πnt | t⊗ t (Postulados cuánticos)

|
∑n

i=1 piti | letcase
◦ x = r in {t, . . . , t} (Control probabiĺıstico)

donde pi ∈ (0, 1],
∑n

i=1 pi = 1, y
∑

es considerada módulo asociatividad y conmutati-
vidad.

Fig. 2.4: Sintaxis de λ◦ρ

El sistema de reescritura para λ◦ρ está dado por la relación en la figura (2.6). En este
caso la medición no reduce, excepto como parámetro del letcase◦. Las probabilidades de
cada resultado son usadas entonces para combinar los términos tomados como parámetro.

A := n | (m,n) | A( A

donde m ≤ n ∈ N.

Γ, x : A 
 x : A
ax

Γ, x : A 
 t : B

Γ 
 λx.t : A( B
(i

Γ 
 t : A( B ∆ 
 r : A
Γ,∆ 
 tr : B

(e

Γ 
 ρn : n
axρ Γ 
 t : n

Γ 
 Umt : n
u Γ 
 t : n

Γ 
 πmt : (m,n)
mi

Γ 
 t : n ∆ 
 r : m
Γ,∆ 
 t⊗ r : n+m

⊗

x : n 
 t0 : A . . . x : n 
 t2m−1 : A Γ 
 r : (m,n)

Γ 
 letcase x = r in {t0, . . . , t2m−1} : A
me

Γ 
 t1 : A . . . Γ 
 tn : A
∑n

i=1 pi = 1

Γ 

∑n

i=1 piti : A
+

Fig. 2.5: Sistema de tipos de λ◦ρ
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(λx.t)r  t[x := r]

letcase◦ x = πmρn in {t0, . . . , t2m−1} 
2m−1∑
i=0

piti[x := ρni ] con

{
pi = tr

(
πiρ

nπi
†)

ρni = πiρ
nπi
†

pi

Umρn  ρ′n con ρ′n = UmρnUm
†

ρ⊗ ρ′  ρ′′ con ρ′′ = ρ⊗ ρ′∑
i
piρi  ρ′ con ρ′ =

∑
i
piρi∑

i
pit t

(
∑
i
piti)r  

∑
i
pi(tir)

t r
λx.t λx.r

t r
ts rs

t r
st sr

t r
Unt Unr

t r
πmt πmr

t r
t⊗ s r ⊗ s

t r
s⊗ t s⊗ r

tj  rj∑n
i=1 piti  

∑n
i=1 piri

(∀i 6=j,ti=rj)

t r
letcase◦ x = t in {s0, . . . , s2m−1} letcase◦ x = r in {s0, . . . , s2m−1}

Fig. 2.6: Reglas de reducción de λ◦ρ

El sistema de tipos para λ◦ρ está dado en la figura (2.5). Las únicas diferencias con el
sistema de tipos de λρ están en la nueva regla para tipar combinaciones lineales y en que
se saca la regla que tipaba los resultados de mediciones (bm, ρn), que ya no están en la
sintaxis. El sistema de tipos en λ◦ρ deja de ser estrictamente af́ın, ya que permite compartir
variables entre las ramas del letcase◦ y por lo tanto entre las ramas de sumatorias, por ser
una generalización de λρ.

Ejemplo 2.2.1. Este ejemplo muestra la reducción de un término en λρ, usando las reglas
de producto tensorial y aplicación de operadores unitarios. Notar que la reducción de este
término es igual en λ◦ρ considerando la relación  , ya que las reglas aplicadas para este
caso son las mismas en ambos cálculos.

CNOT2 (H1 (|0〉〈0| ⊗ |0〉〈0|)) −→1 CNOT
2 (H1 |00〉〈00|)

−→1 CNOT
2 (12(|00〉〈00|+ |00〉〈10|+ |10〉〈00|+ |10〉〈10|))

−→1
1
2(|00〉〈00|+ |00〉〈11|+ |11〉〈00|+ |11〉〈11|)

Ejemplo 2.2.2. El ejemplo de la figura (2.7) muestra las diferencias respecto a las reduc-
ciones de mediciones y letcase en ambos lenguajes, para un término análogo.

En el caso de λρ el término reduce probabiĺısticamente y tiene 3 trazas posibles. El
término π1|+〉〈+| reduce con probabilidad 1

2 a (0, |0〉〈0|) y con probabilidad 1
2 a (1, |1〉〈1|).
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Luego, según cuál sea el resultado obtenido, el término de letcase reduce con probabilidad
1 al término entre llaves correspondiente al resultado obtenido en la medición.

En el caso de λ◦ρ la reducción no es probabiĺıstica. El término π1|+〉〈+| no reduce solo
sino adentro del letcase◦, el cual reduce a una combinación lineal probabiĺıstica de los
resultados posibles.

Se observa que el resultado conjunto de las trazas de la reducción en λρ es equivalente
al resultado de la reducción en λ◦ρ.

letcase x = π1|+〉〈+| in {letcase y = π1|+〉〈+| in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}, |0〉〈0|}

letcase x = (0, |0〉〈0|) in {letcase y = π1|+〉〈+| in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}, |0〉〈0|}

letcase y = π1|+〉〈+| in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}

letcase y = (1, |1〉〈1|) in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}

|1〉〈1|

letcase y = (0, |0〉〈0|) in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}

|0〉〈0|

1
2

1

1
2

1

1
2

1

letcase x = (1, |1〉〈1|) in {letcase y = π1|+〉〈+| in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}, |0〉〈0|}

|0〉〈0|

1
2

1

letcase◦ x = π1|+〉〈+| in {letcase y = π1|+〉〈+| in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}, |0〉〈0|}
 1

2 letcase y = π1|+〉〈+| in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}+ 1
2 |0〉〈0|

 1
2 (12 |0〉〈0|+

1
2 |1〉〈1|) + 1

2 |0〉〈0|
 3

4 |0〉〈0|+
1
4 |1〉〈1|

Fig. 2.7: Comparación de la reducción de dos términos análogos en λρ y λ◦ρ

2.3. Propiedades de los cálculos

Subject reduction
Para ambos cálculos se tiene que vale subject reduction [DC17, Lema 4.4].

Lema (Subject reduction en λρ y λ◦ρ).

– Si Γ ` t : A, y t −→p r, entonces Γ ` r : A.

– Si Γ 
 t : A, y t r, entonces Γ 
 r : A.



2. Estado del arte 21

Equivalencia con λq
λq es una extensión cuántica de cálculo lambda introducida en [SV05]. Esta extensión
se encuentra dentro del paradigma de datos cuánticos y control clásico, al igual
que λρ. Fue usado como base para el lenguaje de programación cuántico Quipper
[GLR+13]. Borgna demuestra en [Bor19] cierta equivalencia entre λρ y λq.

Normalización fuerte
Romero demuestra normalización fuerte para una extensión polimórfica de λρ [Rom20,
Teorema 4.3.5] y para una extensión polimórfica de λ◦ρ [Rom20, Teorema 4.3.8]. Am-
bas implican normalización fuerte en los cálculos sin extender. Además mediante la
equivalencia de λρ con λq también se demuestra su normalización fuerte en [Bor19,
Corolario 3.1.10].

Teorema (Normalización fuerte en λρ y λ◦ρ). Los términos bien tipados de λρ y λ◦ρ
son fuertemente normalizantes, es decir que no pueden reducir infinitamente.

Confluencia
Ambos cálculos son confluentes. La extensión polimórfica de λ◦ρ es localmente con-
fluente [Rom20, Teorema 4.4.4], por lo tanto el cálculo no extendido también lo es.
Además según el análisis de los pares cŕıticos de la extensión polimórfica de λρ en
[Rom20, Sección 4.4.2], aunque su extensión no es localmente confluente, el cálculo
original śı lo es. Como ambos cálculos son fuertemente normalizantes el lema de
Newman [Ter03, Teorema 1.2.1] implica la confluencia global.

La confluencia probabiĺıstica necesaria para el caso de λρ está definida en [Mar17].
La idea intuitiva es que tomando todos los caminos posibles de reducción, siempre se
llega a la misma distribución de probabilidad de términos. Además la composición
de la relación de reescritura multiplica las probabilidades, es decir que si r −→p s y
s −→p′ t, entonces r −→∗pp′ t.

Teorema (Confluencia local de λρ y λ◦ρ).

– Sea t un término bien tipado de λρ. Para todo s, s′, p, p′ tales que t −→p s y
t −→p′ s

′, s y s′ reducen a la misma distribución probabiĺıstica de términos.

– Sea t un término bien tipado de λ◦ρ. Para todo s, s′ tales que t  s y t  s′

existe r tal que s ∗ r y s′  ∗ r.

Teorema (Confluencia global de λρ y λ◦ρ).

– Sea t un término bien tipado de λρ. Para todo s, s′, p, p′ tales que t −→∗p s y
t −→∗p′ s′, s y s′ reducen a la misma distribución probabiĺıstica de términos.

– Sea t un término bien tipado de λ◦ρ. Para todo s, s′ tales que t  ∗ s y t  ∗ s′

existe r tal que s ∗ r y s′  ∗ r.



3. SINTAXIS DEL CÁLCULO CON PUNTO FIJO

Los cálculos λµρ y λµnρ son extensiones de λ◦ρ al cual se le agregan los términos y reglas de
reducción necesarias para tener punto fijo y punto fijo incremental, respectivamente. Esto
significa que en λµnρ habrá reducciones finitas que tienden al punto fijo, en una cantidad
máxima de pasos fijada, mientras que en λµρ no habrá normalización fuerte.

Ambas extensiones usan matrices de densidad generalizadas, donde la generalización
implica que la restricción de tr (ρ) = 1 que teńıan las matrices de λ◦ρ pasa a ser tr (ρ) ≤ 1.
Estas siguen siendo hermı́ticas y semidefinidas positivas, y son las matrices usadas en
[Sel04]. Esta generalización es necesaria porque las reducciones intermedias del punto fijo
pueden incluir términos no normalizados, como se verá en el ejemplo (3.1.1).

El cálculo incremental es necesario como paso intermedio al cálculo con punto fijo, ya
que para poder definir la semántica del segundo es necesario demostrar la existencia de
un ĺımite en la semántica del primero.

En este caṕıtulo se definen las reglas para estas extensiones y se demuestran los casos
necesarios para ver que algunos resultados previos de λ◦ρ siguen valiendo en el cálculo
incremental.

3.1. Sintaxis, reglas de tipado y de reducción

En la figura (3.1) se presenta la sintaxis del cálculo λµnρ . Sus nuevos términos son µnx.t,
que representa el punto fijo incremental y ⊥A. Este término simboliza el elemento nulo de
tipo A, y es necesario porque el punto fijo incremental reduce a partir de este término.

Además de estos nuevos términos se agregan las combinaciones lineales de términos
con probabilidades que sumen menos que 1. Esto es porque al permitir matrices de den-
sidad con trazas menores a 1 se necesita poder reducir los letcase◦ correspondientes a sus
mediciones.

t := x | λx.t | tt | µnx.t | ⊥A (Lambda cálculo estándar)

| ρn | Unt | πmt | t⊗ t (Postulados cuánticos)

|
n∑
i=1

piti | letcase◦ x = r in {t, . . . , t} (Control probabiĺıstico)

donde 0 < pi ≤ 1,
n∑
i=1

pi ≤ 1 y
∑

es considerado módulo asociatividad y conmutativi-

dad.

Fig. 3.1: Sintaxis de λµn
ρ

La sintaxis de λµρ , en la figura (3.2), es igual a la de λµnρ , excepto que sin el término
⊥A y con el término de punto fijo no etiquetado por n, ya que este no es incremental. Este
término es entonces de la forma µx.t.

22
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t := x | λx.t | tt | µx.t (Lambda cálculo estándar)

| ρn | Unt | πmt | t⊗ t (Postulados cuánticos)

|
n∑
i=1

piti | letcase◦ x = r in {t, . . . , t} (Control probabiĺıstico)

donde 0 < pi ≤ 1,
n∑
i=1

pi ≤ 1 y
∑

es considerado módulo asociatividad y conmutativi-

dad.

Fig. 3.2: Sintaxis de λµρ

En la figura (3.3) se presentan las reglas de reducción del cálculo λµnρ . Se agregaron las
reglas de reducción correspondientes a los términos de punto fijo incremental y bottom.

La regla pt+q⊥A  pt permite la aparición de sumatorias con probabilidades menores
que 1. La regla que simplificaba sumatorias del mismo término se modificó ya que ahora
las probabilidades no necesariamente suman 1.

(λx.t)r  t[x := r]

letcase◦ x = πmρn in {t0, . . . , t2m−1} 
2m−1∑
i=0

piti[x := ρni ] con

{
ρni = πiρ

nπi
†

pi
pi = tr

(
πiρ

nπi
†)

µ0x.t ⊥A µn+1x.t t[x := µnx.t]

⊥n  02n ⊥(m,n)  πm02n ⊥A(B t ⊥B pt+ q⊥A  pt

Umρn  ρ′n con ρ′n = UmρnUm
†

ρ⊗ ρ′  ρ′′ con ρ′′ = ρ⊗ ρ′∑
i
piρ

n
i  ρ′n con ρ′n =

∑
i
piρ

n
i∑

i
(pit) (

∑
i
pi)t (

∑
i
piti)r  

∑
i
pi(tir)

t r
ts rs

t r
st sr

t r
Unt Unr

t r
πmt πmr

t r
t⊗ s r ⊗ s

t r
s⊗ t s⊗ r

tj  rj∑n
i=1 piti  

∑n
i=1 piri

(∀i 6=j,ti=rj)

t r
letcase◦ x = t in {s0, . . . , s2m−1} letcase◦ x = r in {s0, . . . , s2m−1}

Fig. 3.3: Reglas de reducción de λµn
ρ
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Se sacó la regla de reducción bajo lambda ya que en combinación con la reducción del
punto fijo tráıa problemas con la validez de subject reduction sobre términos cerrados, a
causa de la afinidad del sistema de tipos.

La diferencia respecto a las reglas de reducción de λµρ , en la figura (3.4), es que las
correspondientes a los términos µ0x.t y µn+1x.t en λµnρ se reemplazan por la única regla
µx.t t[x := µx.t]. Además desaparecen las reglas relacionadas con los términos ⊥A.

(λx.t)r  t[x := r]

letcase◦ x = πmρn in {t0, . . . , t2m−1} 
2m−1∑
i=0

piti[x := ρni ] con

{
ρni = πiρ

nπi
†

pi
pi = tr

(
πiρ

nπi
†)

µx.t t[x := µx.t]

Umρn  ρ′n con ρ′n = UmρnUm
†

ρ⊗ ρ′  ρ′′ con ρ′′ = ρ⊗ ρ′∑
i
piρ

n
i  ρ′n con ρ′n =

∑
i
piρ

n
i∑

i
(pit) (

∑
i
pi)t (

∑
i
piti)r  

∑
i
pi(tir)

t r
ts rs

t r
st sr

t r
Unt Unr

t r
πmt πmr

t r
t⊗ s r ⊗ s

t r
s⊗ t s⊗ r

tj  rj∑n
i=1 piti  

∑n
i=1 piri

(∀i 6=j,ti=rj)

t r
letcase◦ x = t in {s0, . . . , s2m−1} letcase◦ x = r in {s0, . . . , s2m−1}

Fig. 3.4: Reglas de reducción de λµρ

En la figura (3.5) se presentan las reglas de tipado para el cálculo λµnρ . Se define para
ello la función ` sobre tipos como el último tipo a la derecha de la flecha, en forma recursiva.

`(n) = n

`((m,n)) = (m,n)

`(A( B) = `(B)

Además de agregar las reglas µn y ⊥ para tipar el punto fijo incremental y bottom, se
modifican dos reglas de λ◦ρ:

+ se modifica permitiendo tipar combinaciones lineales cuyas probabilidades sumen
menos que 1, para poder tipar las nuevas combinaciones definidas por la sintaxis.
Además ahora se proh́ıbe el tipado de sumatorias de mediciones. Este cambio fue he-
cho para facilitar las pruebas, pero además no restringe la expresividad del lenguaje.
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En efecto, los términos de la forma πmt, que representan mediciones, sólo se usan
dentro de sus destructores letcase◦. Los tipos que terminan en mediciones tampoco
se pueden sumar ya que aplicarlos conduce a sumatorias de mediciones.

me se modifica introduciendo contextos en las ramas del letcase◦ para aumentar la
expresividad del lenguaje, permitiendo tipar términos de punto fijo más interesantes.
El tipo de los términos de cada rama no puede ser una medición ni una flecha que
termine en medición, ya que esto eventualmente reduciŕıa a una suma de mediciones
que no tipa por la regla anterior.

La única diferencia respecto a estas reglas de tipado para λµρ , en la figura (3.6), es que
el término µnf.t cambia por µf.t, pero estos son tipados de la misma manera, y la regla
⊥ desaparece ya que el término ⊥A no existe en este cálculo.

A := n | (m,n) | A( A

donde m ≤ n ∈ N.

Γ, x : A ` x : A
ax

Γ, x : A ` t : B

Γ ` λx.t : A( B
(i

Γ ` t : A( B ∆ ` r : A
Γ,∆ ` tr : B

(e

Γ ` ρn : n
axρ Γ ` t : n

Γ ` Umt : n
ui

Γ ` t : n
Γ ` πmt : (m,n)

mi
Γ ` t : n ∆ ` r : m
Γ,∆ ` t⊗ r : n+m

⊗

Γ, f : A ` t : A

Γ ` µnf.t : A
µ

Γ ` ⊥A : A
⊥

∆0, x : n ` t0 : A . . . ∆2m−1, x : n ` t2m−1 : A Γ ` r : (m,n) `(A) 6= (m′, n′)

∆0, . . . ,∆2m−1,Γ ` letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1} : A
me

Γ ` t1 : A . . . Γ ` tn : A
∑n

i=1 pi ≤ 1 `(A) 6= (m,n)

Γ `
∑n

i=1 piti : A
+

Fig. 3.5: Sistema de tipos de λµn
ρ

Ejemplo 3.1.1.
El siguiente término cerrado de λµnρ es válido según la nueva sintaxis:

µ2x.letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}

Se puede probar que su tipo es 1:

x : 1, z : 1 ` x : 1
ax

x : 1, z : 1 ` |+〉〈+| : 1
axρ

` |+〉〈+| : 1
axρ

` π1|+〉〈+| : (1, 1)
mi

x : 1 ` letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|} : 1
me

` µ2x.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|} : 1
µ
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A := n | (m,n) | A( A

donde m ≤ n ∈ N.

Γ, x : A ` x : A
ax

Γ, x : A ` t : B

Γ ` λx.t : A( B
(i

Γ ` t : A( B ∆ ` r : A
Γ,∆ ` tr : B

(e

Γ ` ρn : n
axρ Γ ` t : n

Γ ` Umt : n
ui

Γ ` t : n
Γ ` πmt : (m,n)

mi
Γ ` t : n ∆ ` r : m
Γ,∆ ` t⊗ r : n+m

⊗

Γ, f : A ` t : A

Γ ` µf.t : A
µ

∆0, x : n ` t0 : A . . . ∆2m−1, x : n ` t2m−1 : A Γ ` r : (m,n) `(A) 6= (m′, n′)

∆0, . . . ,∆2m−1,Γ ` letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1} : A
me

Γ ` t1 : A . . . Γ ` tn : A
∑n

i=1 pi ≤ 1 `(A) 6= (m,n)

Γ `
∑n

i=1 piti : A
+

Fig. 3.6: Sistema de tipos de λµρ

El término reduce a 3
4 |+〉〈+|:

µ2x.letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}

 letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {µ1x.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}, |+〉〈+|}
 1

2µ1x.letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}+ 1

2 |+〉〈+|
 1

2 letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {µ0x.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}, |+〉〈+|}+ 1

2 |+〉〈+|
 1

2

(
1
2µ0x.letcase

◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}+ 1
2 |+〉〈+|

)
+ 1

2 |+〉〈+|
 1

2

(
1
2⊥1 + 1

2 |+〉〈+|
)

+ 1
2 |+〉〈+| 

1
4 |+〉〈+|+

1
2 |+〉〈+| 

3
4 |+〉〈+|

Se puede ver que si aumenta la cantidad de iteraciones (la n del punto fijo) las rees-
crituras se van aproximando cada vez más a |+〉〈+|:

µnx.letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|} ∗ 1

2n⊥1 + (1− 1
2n )|+〉〈+| (1− 1

2n )|+〉〈+|

El término análogo en λµρ es el siguiente:

µx.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}

Su tipo coincide con el anterior, ya que las reglas son las mismas. En este caso el
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término reduce infinitamente:

µx.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}
 letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {µx.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}, |+〉〈+|}
 1

2µx.letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}+ 1

2 |+〉〈+|
 1

2 letcase
◦ z = π1|+〉〈+| in {µx.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}, |+〉〈+|}+ 1

2 |+〉〈+|
 1

2

(
1
2µx.letcase

◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}+ 1
2 |+〉〈+|

)
+ 1

2 |+〉〈+|
 ∗ 1

2(12 . . . (
1
2µx.letcase

◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}+ 1
2 |+〉〈+|) . . .+

1
2 |+〉〈+|) + 1

2 |+〉〈+|
 . . .

3.2. Resultados previos

Normalización fuerte, el lema de sustitución y subject reduction ya fueron demostrados
para λ◦ρ en [DC17] y [Rom20]. Normalización fuerte sigue valiendo en λµnρ , pero subject
reduction sólo vale para términos cerrados, a causa del término de punto fijo.

Teorema 3.2.1 (Normalización fuerte). Los términos bien tipados de λµnρ son fuertemente
normalizantes, es decir que no pueden reducir infinitamente.

Demostración. La demostración para λ◦ρ está dada por [Rom20, Teorema 4.3.8]. Vale tri-
vialmente para extensión λµnρ ya que sólo se agregan los términos con punto fijo incremen-
tal, que reducen finitamente, y bottom. Consideramos que no parece ser muy complicado
extender la demostración agregando estos términos.

Lema 3.2.2 (Sustitución). Si Γ, x : A ` t : B y ` r : A entonces Γ ` t[x := r] : B.

Demostración. Por inducción en t.

Sea t = x. Entonces valen A = B y x[x := r] = r, por lo tanto se cumple.

Sea t = y. Entonces se tienen (y : B) ∈ Γ y y[x := r] = y, por lo tanto vale Γ ` y : B.

Sea t = λy.s. Entonces B = C ( D, y por inversión Γ, x : A, y : C ` s : D. Por
hipótesis inductiva vale Γ, y : C ` s[x := r] : D, y por la regla (i se tiene que
Γ ` (λy.s)[x := r] : C ( D.

Sea t = t1t2. Sean Γ1,Γ2 = Γ, x : A disjuntas, tales que Γ1 ` t1 : C ( B y
Γ2 ` t2 : C.

• Si (x : A) ∈ Γ1, entonces por hipótesis inductiva Γ1\{x : A} ` t1[x := r] : C (
B. Por lo tanto usando la regla (e se tiene que Γ ` (t1[x := r])t2 : B, y vale
(t1t2)[x := r] = (t1[x := r])t2, ya que x no aparece libre en t2.

• Si (x : A) ∈ Γ2, entonces por hipótesis inductiva Γ2\{x : A} ` t2[x := r] : C.
Por lo tanto usando la regla (e se tiene que Γ ` t1(t2[x := r]) : B, y vale
(t1t2)[x := r] = t1(t2[x := r]), ya que x no aparece libre en t1.

Sea t = µny.s. En este caso se tiene Γ, x : A ` µny.s : B. Esto solo puede pasar si
Γ, x : A, y : B ` s : B. Por hipótesis inductiva se tiene entonces que Γ, y : B ` s[x :=
r] : B. Entonces por la regla µ vale Γ ` (µny.s)[x := r] : B.
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Sea t = ⊥A. Este caso es trivial ya que ⊥A no tiene variables libres.

Sea t = ρn. Este caso es análogo al anterior.

Sea t = Ums. En este caso B = n y por inversión Γ, x : A ` s : n. Por hipótesis
inductiva se tiene que Γ ` s[x := r] : n y por la regla ui vale Γ ` (Ums)[x := r] : n.

Sea t = πms. Entonces B = (m,n) y por inversión se tiene Γ, x : A ` s : n. Por
hipótesis inductiva vale Γ ` s[x := r] : n y por la regla mi, Γ ` (πms)[x := r] : (m,n).

Sea t = t1⊗ t2. En este caso B = n+m, y sean Γ1,Γ2 = Γ, x : A disjuntas, tales que
Γ1 ` t1 : n y Γ2 ` t2 : m.

• Si (x : A) ∈ Γ1 entonces por hipótesis inductiva Γ1\{x : A} ` t1[x := r] : n.
Por lo tanto usando la regla ⊗ se tiene que Γ ` t1[x := r] ⊗ t2 : n + m, y vale
(t1 ⊗ t2)[x := r] = t1[x := r]⊗ t2 ya que x no aparece libre en t2.

• Si (x : A) ∈ Γ2 entonces por hipótesis inductiva Γ2\{x : A} ` t2[x := r] : m.
Por lo tanto usando la regla ⊗ se tiene que Γ ` t1 ⊗ t2[x := r] : n + m, y vale
(t1 ⊗ t2)[x := r] = t1 ⊗ t2[x := r] ya que x no aparece libre en t1.

Sea t =
∑

i piti. Entonces se tiene que Γ, x : A ` ti : B para todo i. Por hipótesis
inductiva, Γ ` ti[x := r] : B para todo i, con `(B) 6= (m,n). Entonces por la regla +
se tiene Γ ` (

∑
i piti)[x := r] : B. Notar que x sólo puede estar libre en uno de los ti.

Sea t = letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1}. Sean Γ1, . . . ,Γ2m−1,Γ
′ = Γ, x : A, disjuntas.

Entonces se tiene Γi, y : n ` ti : B para todo i, Γ′ ` s : (m,n) y `(B) 6= (m′, n′).

• Si (x : A) ∈ Γj para alguna j, entonces por hipótesis inductiva Γj\{x : A} `
tj [x := r] : B, y por la regla me vale Γ ` letcase◦ y = s in {t0, . . . , tj [x :=
r], . . . , t2m−1} : B, que es lo mismo que Γ ` (letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1})[x :=
r] : B porque x no aparece libre en los demás ti ni en s.

• Si (x : A) ∈ Γ′, entonces por hipótesis inductiva Γ′\{x : A} ` s[x := r] : (m,n),
y por la regla me vale Γ ` letcase◦ y = s[x := r] in {t0, . . . , t2m−1} : B, que es
lo mismo que Γ ` (letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1})[x := r] : B porque x no
aparece libre en ningún ti.

Teorema 3.2.3 (Subject reduction). Si ` t : A y t r entonces ` r : A.

Demostración. Por inducción en  .

Sean t = (λx.t′)s y r = t′[x := s]. Entonces ` (λx.t′)s : A, por lo tanto ` λx.t′ :
B( A y ` s : B. Se tiene x : B ` t′ : A, y por el lema (3.2.2) ` t′[x := s] : A.

Sean t = letcase◦ x = πmρn in {t0, . . . , t2m−1} y r =
∑

i piti[x := ρni ], con pi =

tr
(
πiρ

nπi
†) y ρni = πiρ

nπi
†

pi
. Entonces por inversión se tiene que x : n′ ` ti : A para

todo i, ` πmρn : (m,n′) y `(A) 6= (m′, n′′). Por inversión nuevamente, ` ρn : n′ y
por la regla axρ, n = n′. Por el lema (3.2.2) se tiene que ` ti[x := ρni ] : A y por la
regla +, `

∑
i piti[x := ρni ] : A.

Sean t = µ0x.s y r = ⊥A. Siempre vale ` ⊥A : A.
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Sean t = µn+1x.s y r = s[x := µnx.s]. Se tiene que ` µn+1x.s : A, y por inversión
x : A ` s : A. Usando la regla µ vale ` µnx.s : A, y por el lema (3.2.2) se tiene que
` s[x := µnx.s] : A.

Sean t = ⊥n y r = 02n . En este caso A = n y Γ ` 02n : n porque es la matriz
constante nula en 2n × 2n.

Sean t = ⊥(m,n) y r = πm02n . En este caso A = (m,n) y como Γ ` 02n : n se tiene
Γ ` πm02n : (m,n) por la regla mi.

Sean t = ⊥C(Ds y r = ⊥D. Se tiene ` ⊥C(Ds : A, y por inversión vale A = D.
Además siempre vale ` ⊥D : D.

Sean t = pt+q⊥A y r = pt. Por inversión se tiene Γ ` t : A y por lo tanto Γ ` pt : A,
considerando la sumatoria con un solo elemento.

Sean t = Umρn y r = ρ′n, con UmρnUm
†

= ρ′n. Entonces A = n, y por la regla axρ
se tiene ` ρ′n : n.

Sean t = ρn1 ⊗ ρm2 y r = ρ, con ρ = ρn1 ⊗ ρm2 . Entonces A = n + m con ` ρn1 : n y
` ρm2 : m. Como ρ es una matriz de densidad que representa n + m qubits se tiene
` ρ : n+m.

Sean t =
∑

i piρ
n
i y r = ρ′, con ρ′ =

∑
i piρ

n
i . Entonces se tiene A = n y por la regla

axρ,` ρ′ : n.

Sean t =
∑

i(pis) y r = (
∑

i pi)s. Por inversión se tiene ` s : A y por lo tanto conside-
rando la sumatoria con un único elemento y probabilidad

∑
i pi vale ` (

∑
i pi)s : A.

Sean t = (
∑

i piti)s y r =
∑

i pi(tis). Por inversión se tiene que `
∑

i piti : B ( A,
` s : B y `(A) 6= (m,n). Por inversión nuevamente ` ti : B( A para todo i, por lo
tanto por la regla (e se tiene ` tis : A. Usando la regla +, como `(A) 6= (m,n), se
tiene `

∑
i pi(tis) : A.

Casos contextuales: Sean s y s′ tal que s s′.

Sean t = st′ y r = s′t′. Se tiene ` st′ : A, por inversión ` s : B ( A y ` t′ : B. Por
hipótesis inductiva ` s′ : B( A, y por la regla (e se tiene ` s′t′ : A.

Sean t = t′s y r = t′s′. Se tiene ` t′s : A, por inversión ` t′ : B ( A y ` s : B. Por
hipótesis inductiva ` s′ : B, y por la regla (e se tiene ` t′s′ : A.

Sean t = Ums y r = Ums′. Se tiene A = n, y por inversión ` s : n. Por hipótesis
inductiva vale ` s′ : n, y por la regla ui se tiene ` Ums′ : n.

Sean t = πms y r = πms′. Se tiene A = (m,n) y por inversión ` s : n. Por hipótesis
inductiva se tiene que ` s′ : n y por la regla mi vale ` πms′ : (m,n).

Sean t = s⊗ t′ y r = s′⊗ t′. En este caso A = n+m y por inversión ` s : n y ` t′ : m.
Por hipótesis inductiva vale que ` s′ : n y por lo tanto ` s′ ⊗ t′ : n+m.

Sean t = t′ ⊗ s y r = t′ ⊗ s′. En este caso A = n + m y por inversión ` t′ : n y
` s : m. Por hipótesis inductiva vale que ` s′ : m y por lo tanto ` t′ ⊗ s′ : n+m.
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Sean t =
∑

i piti y r =
∑

i piri, con tj  rj y para todo i 6= j se tiene ti = ri. Por
inversión se tiene que ` ti : A para todo i y `(A) 6= (m,n). Por hipótesis inductiva
vale ` ri : A para todo i, y por la regla + se tiene `

∑
i piri : A.

Sean t = letcase◦ x = s in {t0, . . . , t2m−1} y r = letcase◦ x = s′ in {t0, . . . , t2m−1}.
Por inversión se tiene x : n ` ti : A para todo i, ` s : (m,n) y `(A) 6= (m′, n′).
Por hipótesis inductiva ` s′ : (m,n), y por lo tanto usando la regla me se tiene
` letcase◦ x = s′ in {t0, . . . , t2m−1} : A.



4. SEMÁNTICA DENOTACIONAL EN CPM

La semántica denotacional para λµnρ y λµρ va a ser redefinida por completo respecto a
la dada para λ◦ρ en [DC17]. El objetivo es que los dominios de interpretación tengan la
estructura de CPOs de matrices positivas, para poder asegurar la existencia del punto fijo
como ĺımite del punto fijo incremental dentro del dominio. Las funciones van a ser inter-
pretadas como CPMs (Complete Positive Maps), es decir mapas completamente positivos
que llevan matrices positivas de un CPO a matrices positivas de otro CPO.

Esta semántica está inspirada en la de [SV08], en la cual se usan CPMs para interpretar
las funciones. Además, la construcción de los dominios como CPOs es análoga a la de
[Sel04].

Los mapas en estos lenguajes son afines, es decir que pueden separarse en una suma
entre una parte lineal y otra constante. Si las funciones fuesen lineales puras, el mı́nimo
punto fijo de cualquier función seŕıa el mı́nimo elemento del dominio.

Una diferencia importante respecto a λ◦ρ es que entre las matrices de densidad básicas se
incluyen matrices positivas con trazas menores a 1. Esto es necesario para la construcción
de la estructura de los dominios, ya que el orden en los CPOs va a estar definido en base
a la positividad de las diferencias de matrices, quedando el elemento mı́nimo de cada uno
como la matriz nula en la dimensión correspondiente. Desde un punto de vista semántico,
las matrices de traza menor a 1 representan a los programas con probabilidad positiva de
no detenerse nunca.

La estructura de este caṕıtulo es la siguiente: primero se definen los dominios asociados
a cada tipo. Dos de ellos (los que representan los estados de los qubits y los resultados de
las mediciones) van a tener su traza acotada por 1; los tipos flecha no van a tener su traza
acotada en un principio.

Luego el caṕıtulo se divide en dos partes principales. En la primera se demuestran una
serie de lemas sobre la semántica de λµnρ con el objetivo de demostrar el teorema (4.6.16)
(adecuación). Para lograrlo fue necesario incluir dos conjeturas: la primera (4.6.1) afirma
que la parte lineal de los mapas es completamente positiva y la segunda (4.6.15) afirma
que la aplicación preserva positividad. Demostrar estas conjeturas se deja como trabajo
futuro, por falta de tiempo.

En la segunda parte, ya teniendo el resultado de adecuación en λµnρ , se demuestra que
para cada tipo flecha existe una cota para la traza de las interpretaciones de términos bien
tipados. Usando estas cotas para la traza se demuestra que los dominios tienen estructura
de CPO, respecto a un orden preservado por las funciones. Esto permite demostrar la exis-
tencia del ĺımite de la interpretación del punto fijo incremental, y definir la interpretación
del punto fijo en λµρ como este ĺımite.

4.1. Dominio de interpretación

Se definen las matrices de densidad generalizadas como:

Dn :=
{
ρ | ρ ∈ C2n×2n positiva con tr(ρ) ≤ 1

}
La interpretación de los tipos está dada por la figura (4.1).

31
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LnM := Dn

L(m,n)M :=

{
p | p ∈

2m⊕
i=1
Dn y tr (p) ≤ 1

}
LA( BM := {f | f positiva en (LAM⊗ LBM)⊕ LBM}

Fig. 4.1: Dominios de interpretación de λµn
ρ

– Los términos de tipo n se interpretan como matrices de densidad generalizadas de
tamaño 2n × 2n, es decir que representan los sistemas de n qubits.

– Los términos de tipo (m,n) representan los resultados de las mediciones. Se interpre-
tan como coproductos de las matrices de densidad que resultan de la proyección de la
matriz medida mediante cada uno de los proyectores correspondientes a la medición
de los primeros m qubits del sistema. Por esta razón la traza de estos elementos está
acotada por 1, ya que las matrices de densidad generalizadas en el coproducto no
están necesariamente normalizadas. Por ejemplo, (12 |0〉〈0| ⊕

1
2 |1〉〈1|) es un elemento

de L(1, 1)M ya que 1
2 |0〉〈0| ∈ D1,

1
2 |1〉〈1| ∈ D1 y sus trazas suman 1.

– Los términos de tipo flecha A ( B son interpretados como funciones afines en el
espacio formado por el coproducto entre LAM⊗LBM y LBM. La parte lineal se representa
en LAM ⊗ LBM mediante su forma de actuar en la base canónica de LAM, y la parte
constante es una matriz en LBM.

Definición 4.1.1 (Dominios). Se define el conjunto Dom de los dominios de interpretación
como:

Dom =
⋃

A∈Types
LAM

Definición 4.1.2 (Dimensión). Se define la dimensión de un tipo como la dimensión de
su espacio de representación, es decir dim(A) := dim(LAM):

dim(n) = 2n

dim((m,n)) = 2m2n = 2n+m

dim(A( B) = (dim(A) + 1) dim(B)

4.2. Representación de funciones

Las funciones representadas son afines, es decir que consisten de una transformación
lineal y una traslación desde el origen. La interpretación χ[f ] ∈ LA( BM de una función
f está dada por una matriz que representa la parte lineal y una matriz que representa la
parte constante:

χ[f ] :=

 f(EA11)− f(0dim(A)) . . . f(EA1n)− f(0dim(A))
...

. . .
...

f(EAn1)− f(0dim(A)) . . . f(EAnn)− f(0dim(A))

⊕ f(0dim(A))
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donde los EAij representan los elementos de la base canónica y 0dim(A) es la matriz nula en
el espacio LAM. La matriz a la izquierda del coproducto representa la transformación lineal
sobre la base canónica de LAM, mientras que la matriz a la derecha representa la traslación
del origen.

Ejemplos

El término λx.letcase◦ y = π1|+〉〈+| in {x, |0〉〈0|} tiene tipo 1 ( 1 y se denota por

la función a
f7→ letcase◦ y = π1|+〉〈+| in {a, |0〉〈0|}. Su representación se encuentra en

C4×4 ⊕ C2×2:

χ[f ] =

(
1
2 |0〉〈0|

1
2 |0〉〈1|

1
2 |1〉〈0|

1
2 |1〉〈1|

)
⊕ 1

2
|0〉〈0| =


1
2 0
0 0

0 1
2

0 0

0 0
1
2 0

0 0
0 1

2

⊕ (1
2 0
0 0

)

El término λx.letcase◦ y = x in {|0〉〈0|, |1〉〈1|} tiene tipo (1, 1)( 1 y se denota por la

función a
g7→ letcase◦ y = a in {|0〉〈0|, |1〉〈1|}. La base canónica del espacio de salida

L(1, 1)M está compuesta por:

|0〉〈0| ⊕ 02

|0〉〈1| ⊕ 02

|1〉〈0| ⊕ 02

|1〉〈1| ⊕ 02

02 ⊕ |0〉〈0|
02 ⊕ |0〉〈1|

02 ⊕ |1〉〈0|
02 ⊕ |1〉〈1|

y por lo tanto la interpretación de esta función está dada por:

χ[g] =

((
|0〉〈0| 02

02 |0〉〈0|

)
⊕
(
|1〉〈1| 02

02 |1〉〈1|

))
⊕ 02

=




1 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 0

⊕


0 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1


⊕ (0 0

0 0

)

El término λx.π1x tiene tipo 1 ( (1, 1) y se denota por la función a
h7→ π1a. Su

representación está dada por:

χ[h] =

(
|0〉〈0| ⊕ 02 02 ⊕ 02

02 ⊕ 02 02 ⊕ |1〉〈1|

)
⊕ (02 ⊕ 02)

=


(

1 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

) (
0 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

)
(

0 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

) (
0 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 1

)
⊕ ((0 0

0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

))

4.3. Semántica de la aplicación

Las funciones son afines y su interpretación está dada por una transformación lineal y
una traslación. Por lo tanto, la forma de aplicarlas es descomponer el término sobre el cual
se aplican en la base canónica, aplicar la transformación lineal y luego sumar la traslación.
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Definición 4.3.1 (Operador $ ). Sea {Enij} la base canónica de Cn×n. Sean Mij ,M⊥ ∈
Cm×m para 1 ≤ i, j ≤ n. Dada una matriz en Cnm×nm ⊕ Cm×m y un elemento de la base
de Cn×n, el operador $ selecciona la submatriz en Cm×m correspondiente de la parte
izquierda del coproducto:∑

ij

Enij ⊗Mij

⊕M⊥
 $ Enkl = Mkl

para todo 1 ≤ k, l ≤ n. En el caso de la matriz nula 0n ∈ Cn×n se selecciona la parte
derecha del coproducto: ∑

ij

Enij ⊗Mij

⊕M⊥
 $ 0n = M⊥

Definición 4.3.2 (Operador # ). Sea χ un elemento de Cnm×nm ⊕ Cm×m. El operador
# define su forma de actuar sobre elementos de Cn×n de la siguiente manera:

χ #

∑
ij

mijE
n
ij

 =
∑
ij

mij

(
χ $ Enij

)
+χ $ 0n

Ejemplos

Para las funciones f , g y h definidas anteriormente.

En el caso de la función f , que denota el término t = λx.letcase◦ y = π1|+〉〈+| in {x, |0〉〈0|},
se tiene:

χ[f ] #

(
0 1
0 1

)
=χ[f ] # (|1〉〈1|+ |0〉〈1|)

=χ[f ] $ |1〉〈1|+χ[f ] $ |0〉〈1|+χ[f ] $ 02

=

(
0 0
0 1

2

)
+

(
0 1

2
0 0

)
+

(
1
2 0
0 0

)
=

(
1
2

1
2

0 1
2

)
En el caso de la función g, que denota el término t = λx.letcase◦ y = x in {|0〉〈0|, |1〉〈1|},
se tiene:

χ[g] #

((
0 0
1 1

2

)
⊕
(

1
2

1
2

0 0

))
= χ[g] # ((|1〉〈0|+ 1

2 |1〉〈1|)⊕ (12 |0〉〈0|+
1
2 |0〉〈1|))

= χ[g] # (|1〉〈0| ⊕ 02) + 1
2χ[g] # (|1〉〈1| ⊕ 02)

+1
2χ[g] # (02 ⊕ |0〉〈0|) +

1

2
χ[g] # (02 ⊕ |0〉〈1|) +χ[g] # (02 ⊕ 02)

= 02 + 1
2 |0〉〈0|+

1
2 |1〉〈1|+

1
202 + 02 =

(
1
2 0
0 1

2

)
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En el caso de la función h, que denota el término t = λx.π1x, se tiene:

χ[h] #

(
1
2

1
2

0 0

)
=χ[h] # (12 |0〉〈0|+

1
2 |0〉〈1|)

=1
2(|0〉〈0| ⊕ 02) + 1

2(02 ⊕ 02) + 02 ⊕ 02

=1
2 |0〉〈0| ⊕ 02 =

(
1
2 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

)
Lema 4.3.3. La aplicación # es af́ın a derecha.

Demostración. Sean χ en Cnm×nm⊕Cm×m, α, β en C y M,N en Cn×n. Sea {Enij} la base
canónica de Cn×n, descompongo M y N en esta base:

M =

n∑
i=1

n∑
j=1

mijE
n
ij N =

n∑
i=1

n∑
j=1

nijE
n
ij

Por lo tanto se tiene:

αM + βN =

n∑
i=1

n∑
j=1

(αmij + βnij)E
n
ij

Por lo tanto:

χ # (αM + βN) =
n∑
i=1

n∑
j=1

(αmij + βnij)(χ $ Eij) +χ $ 0n

El primer término del resultado de la aplicación es lineal:

n∑
i=1

n∑
j=1

(αmij + βnij)(χ $ Enij) = α

n∑
i=1

n∑
j=1

mij(χ $ Enij) + β

n∑
i=1

n∑
j=1

nij(χ $ Enij)

Como el segundo es constante para todo argumento (χ $ 0n) la aplicación es af́ın a
derecha.

Lema 4.3.4. La aplicación # es lineal a izquierda.

Demostración. Sean χ[f ] y χ[g] elementos de Cnm×nm ⊕ Cm×m, y sea M una matriz en

Cn×n. Sea {Enij} la base canónica de Cn×n, descompongo M sobre esta base como:

M =

n∑
i=1

n∑
j=1

mijE
n
ij

Descompongo χ[f ] y χ[g] en sus partes lineal y constante de la siguiente manera:

χ[f ] =

(
n∑
k=1

n∑
l=1

Enkl ⊗ (Lf )kl

)
⊕Kf = Lf ⊕Kf

χ[g] =

(
n∑
k=1

n∑
l=1

Enkl ⊗ (Lg)kl

)
⊕Kg = Lg ⊕Kg
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Sean α, β en C. Desarrollando (αχ[f ] + βχ[g]) # M :

(αχ[f ] + βχ[g]) # M = (α(Lf ⊕Kf ) + β(Lg ⊕Kg)) # M

= ((αLf + βLg)⊕ (αKf + βKg)) #

n∑
i=1

n∑
j=1

mijE
n
ij

=

n∑
i=1

n∑
j=1

mij(αLf + βLg)ij + αKf + βKg

= α

 n∑
i=1

n∑
j=1

mij(Lf )ij +Kf

+ β

 n∑
i=1

n∑
j=1

mij(Lg)ij +Kg


= α(χ[f ] # M) + β(χ[g] # M)

4.4. Semántica denotacional del cálculo con punto fijo incremental

Una valuación es una función θ : Var → Dom, donde Var es el conjunto de todas las
variables. Dada θ una valuación y t un término de λµnρ , se define la interpretación de t
respecto a θ como LtMθ en la figura (4.2). M #n N simboliza n aplicaciones sucesivas de
M sobre N , por ejemplo M #3 N = M # (M # (M # N)).

LxMθ = θ(x) Lλx.tMθ = χ[a7→LtMθ,x=a] LtrMθ = LtMθ # LrMθ

Lµnx.tMθ = Lλx.tMθ #n 0dim(A) L⊥AMθ = 0dim(A)

LρMθ = ρ LUtMθ = ULtMθU
† LπmtMθ =

2m−1⊕
i=0

(
πiLtMθπi†

)
Lt⊗ rMθ = LtMθ ⊗ LrMθ

Lletcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1}Mθ =
2m−1∑
i=0

tr (ρi) LtiMθ,x=ρ′i con

LrMθ =
2m−1⊕
i=0

ρi y ρ′i =

{ ρi
tr(ρi)

si tr (ρi) 6= 0

ρi si tr (ρi) = 0

L
∑
i
pitiMθ =

∑
i
piLtiMθ

Fig. 4.2: Semántica denotacional de λµn
ρ

4.5. Lemas preliminares

En esta sección se demuestran cinco lemas de la semántica denotacional necesarios
para demostrar el teorema de adecuación (4.6.16).

El primero de los lemas establece la linealidad de lo que fue definido como la parte
lineal de la aplicación de un término de la forma λx.t. Como las funciones del cálculo
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son afines, su parte lineal está dada por la resta entre la función y su parte constante. El
siguiente lema muestra que esta resta es efectivamente una función lineal. La demostración
usa la linealidad a izquierda de la aplicación (lema 4.3.4) y su afinidad a derecha (lema
4.3.3).

Lema 4.5.1 (Linealidad). Sea t un término bien tipado de λµnρ tal que Γ, x : A ` t : B,
entonces para a en LAM y n = dim(A) la siguiente función es lineal.

a 7→ LtMθ,x=a − LtMθ,x=0n

Demostración. La función definida es lineal si cumple:

LtMθ,x=αA+βB − LtMθ,x=0n = α(LtMθ,x=A − LtMθ,x=0n) + β(LtMθ,x=B − LtMθ,x=0n)

Despejando, la condición de linealidad resulta:

LtMθ,x=αA+βB = αLtMθ,x=A + βLtMθ,x=B − (α+ β − 1)LtMθ,x=0n (4.1)

Por inducción en t:

Sea t = x.

LxMθ,x=αA+βB = αA+ βB

= αA+ βB − (α+ β − 1) 0n
= αLxMθ,x=A + βLxMθ,x=B − (α+ β − 1)LxMθ,x=0n

Sea t = y 6= x. Por un lado se tiene:

LyMθ,x=αA+βB = LyMθ = θ(y)

Por otro lado:

αLyMθ,x=A + βLyMθ,x=B − (α+ β − 1)LyMθ,x=0n = αθ(y) + βθ(y)− (α+ β − 1)θ(y) = θ(y)

Sea t = λy.r. Quiero ver que

Lλy.rMθ,x=αA+βB = αLλy.rMθ,x=A + βLλy.rMθ,x=B − (α+ β − 1)Lλy.rMθ,x=0n

Por definición de L·Mθ esto es equivalente a ver que:

χ[a7→LrMθ,x=αA+βB ,y=a]
= αχ[a7→LrMθ,x=A,y=a]+βχ[a7→LrMθ,x=B,y=a]−(α+β−1)χ[a7→LrMθ,x=0n,y=a]

(4.2)

Desarrollando el lado izquierdo de esta ecuación, por hipótesis inductiva queda:

χ[a7→LrMθ,x=αA+βB ,y=a]
= χ[a7→αLrMθ,x=A,y=a+βLrMθ,x=B,y=a−(α+β−1)LrMθ,x=0n,y=a]

Esto es igual al lado derecho de (4.2), por linealidad de la suma de matrices y multipli-
cación de matrices por escalares.
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Sea t = rs. Reemplazando en (4.1), quiero ver que:

LrsMθ,x=αA+βB = αLrsMθ,x=A + βLrsMθ,x=B − (α+ β − 1)LrsMθ,x=0n (4.3)

Como el cálculo es af́ın, o bien vale x ∈ FV(r) o bien vale x ∈ FV(s).

• Si x ∈ FV(r), de (4.3) quiero ver que:

LrMθ,x=αA+βB # LsMθ = α(LrMθ,x=A # LsMθ)+β(LrMθ,x=B # LsMθ)−(α+β−1)(LrMθ,x=0n # LsMθ)
(4.4)

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

LrMθ,x=αA+βB # LsMθ
HI
= (αLrMθ,x=A + βLrMθ,x=B − (α+ β − 1)LrMθ,x=0n) # LsMθ

(4,3,4)
= α(LrMθ,x=A # LsMθ) + β(LrMθ,x=B # LsMθ)− (α+ β − 1)(LrMθ,x=0n # LsMθ)

Se obtiene el lado derecho de (4.4).

• Si x ∈ FV(s), de (4.3) quiero ver que:

LrMθ # LsMθ,x=αA+βB = α(LrMθ # LsMθ,x=A) +β(LrMθ # LsMθ,x=B)− (α+β−1)(LrMθ # LsMθ,x=0n)
(4.5)

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

LrMθ # LsMθ,x=αA+βB
HI
= LrMθ # (αLsMθ,x=A + (βLsMθ,x=B − (α+ β − 1)LsMθ,x=0n))

(4,3,3)
= LrMθ # (αLsMθ,x=A) + LrMθ # (βLsMθ,x=B − (α+ β − 1)LsMθ,x=0n)− (LrMθ # 0n)

(4,3,3)
= LrMθ # (αLsMθ,x=A) + LrMθ # (βLsMθ,x=B) + LrMθ # (−(α+ β − 1)LsMθ,x=0n)− 2(LrMθ # 0n)

(4,3,3)
= α(LrMθ # LsMθ,x=A) + (1− α)(LrMθ # 0n) + β(LrMθ # LsMθ,x=B) + (1− β)(LrMθ # 0n)

− (α+ β − 1)(LrMθ # LsMθ,x=0n) + (α+ β)(LrMθ # 0n)− 2(LrMθ # 0n)

=α(LrMθ # LsMθ,x=A) + β(LrMθ # LsMθ,x=B)− (α+ β − 1)(LrMθ # LsMθ,x=0n)

Se obtiene el lado derecho de (4.5).

Sea t = µmy.r. En este caso quiero ver que, reemplazando en (4.1):

Lµmy.rMθ,x=αA+βB = αLµmy.rMθ,x=A + βLµmy.rMθ,x=B − (α+ β − 1)Lµmy.rMθ,x=0n

Desarrollando el lado izquierdo:

Lµmy.rMθ,x=αA+βB = (Lλy.rMθ,x=αA+βB) #m 0n
abs
= (αLλy.rMθ,x=A + βLλy.rMθ,x=B − (α+ β − 1)Lλy.rMθ,x=0n) #m 0n

(4,3,4)
= α (Lλy.rMθ,x=A) #m 0n + β (Lλy.rMθ,x=B) #m 0n − (α+ β − 1) (Lλy.rMθ,x=0n) #m 0n

=αLµmy.rMθ,x=A + βLµmy.rMθ,x=B − (α+ β − 1)Lµmy.rMθ,x=0n

Sea t = ⊥A. Este caso se cumple trivialmente ya que L⊥AMθ = 0dim(A) para toda valua-
ción θ.
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Sea t = ρn. Este caso es análogo al de t = y 6= x.

Sea t = Ur. Reemplazando en (4.1) quiero ver que:

LUrMθ,x=αA+βB = αLUrMθ,x=A + βLUrMθ,x=B − (α+ β − 1)LUrMθ,x=0n

Desarrollando el lado izquierdo:

LUrMθ,x=αA+βB =ULrMθ,x=αA+βBU
†

HI
=U(αLrMθ,x=A + βLrMθ,x=B − (α+ β − 1)LrMθ,x=0n)U

†

=α(ULrMθ,x=AU
†
) + β(ULrMθ,x=BU

†
)− (α+ β − 1)(ULrMθ,x=0nU

†
)

=αLUrMθ,x=A + βLUrMθ,x=B − (α+ β − 1)LUrMθ,x=0n

Sea t = πmr. En este caso quiero ver que, reemplazando en (4.1):

LπmrMθ,x=αA+βB = αLπmrMθ,x=A + βLπmrMθ,x=B − (α+ β − 1)LπmrMθ,x=0n

Desarrollando el lado izquierdo:

LπmrMθ,x=αA+βB =
2m⊕
i=1

(
πiLrMθ,x=αA+βBπ

†
i

)
HI
=

2m⊕
i=1

(
πi(αLrMθ,x=A + βLrMθ,x=B − (α+ β − 1)LrMθ,x=0n)π†i

)
=

2m⊕
i=1

(
απiLrMθ,x=Aπ

†
i + βπiLrMθ,x=Bπ

†
i − (α+ β − 1)πiLrMθ,x=0nπ

†
i

)
=α

2m⊕
i=1

(
πiLrMθ,x=Aπ

†
i

)
+ β

2m⊕
i=1

(
πiLrMθ,x=Bπ

†
i

)
− (α+ β − 1)

2m⊕
i=1

(
πiLrMθ,x=0nπ

†
i

)
=αLπmrMθ,x=A + βLπmrMθ,x=B − (α+ β − 1)LπmrMθ,x=0n

Sea t = r ⊗ s. En este caso quiero ver que, reemplazando en (4.1):

Lr ⊗ sMθ,x=αA+βB = αLr ⊗ sMθ,x=A + βLr ⊗ sMθ,x=B − (α+ β − 1)Lr ⊗ sMθ,x=0n (4.6)

Como el cálculo es af́ın, o bien vale x ∈ FV(r) o bien vale x ∈ FV(s).

• Si x ∈ FV(r), de (4.6) quiero ver que:

LrMθ,x=αA+βB⊗ LsMθ = αLrMθ,x=A⊗ LsMθ +βLrMθ,x=B⊗ LsMθ− (α+β−1)LrMθ,x=0n⊗ LsMθ

Desarrollando el lado izquierdo:

LrMθ,x=αA+βB ⊗ LsMθ
HI
= (αLrMθ,x=A + βLrMθ,x=B − (α+ β − 1)LrMθ,x=0n)⊗ LsMθ
=αLrMθ,x=A ⊗ LsMθ + βLrMθ,x=B ⊗ LsMθ − (α+ β − 1)LrMθ,x=0n ⊗ LsMθ
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• Si x ∈ FV(s), de (4.6) quiero ver que:

LrMθ⊗ LsMθ,x=αA+βB = αLrMθ⊗ LsMθ,x=A+βLrMθ⊗ LsMθ,x=B− (α+β−1)LrMθ⊗ LsMθ,x=0n

Desarrollando el lado izquierdo:

LrMθ ⊗ LsMθ,x=αA+βB
HI
= LrMθ ⊗ (αLsMθ,x=A + βLsMθ,x=B − (α+ β − 1)LsMθ,x=0n)

=αLrMθ ⊗ LsMθ,x=A + βLrMθ ⊗ LsMθ,x=B − (α+ β − 1)LrMθ ⊗ LsMθ,x=0n

Sea t = letcase◦ y = r in {t1, . . . , tm}. Reemplazando t en (4.1), quiero ver que:

Lletcase◦ y = r in {t1, . . . , tm}Mθ,x=αA+βB =αLletcase◦ y = r in {t1, . . . , tm}Mθ,x=A (4.7)

+ βLletcase◦ y = r in {t1, . . . , tm}Mθ,x=B
− (α+ β − 1)Lletcase◦ y = r in {t1, . . . , tm}Mθ,x=0n

De acuerdo al sistema de tipos, o bien vale x ∈ FV(r) o bien vale x ∈ FV(ti) para algún
i (o varios).

• Si x ∈ FV(r), llamo ρiαA+βB, ρiA, ρiB, ρi0 para i ∈ {1, . . . ,m} tal que:

LrMθ,x=αA+βB =

m⊕
i=1

ρiαA+βB

LrMθ,x=A =
m⊕
i=1

ρiA

LrMθ,x=B =
m⊕
i=1

ρiB

LrMθ,x=0n =
m⊕
i=1

ρi0

Por otro lado, usando la hipótesis inductiva en r, se tiene:

LrMθ,x=αA+βB = αLrMθ,x=A + βLrMθ,x=B − (α+ β − 1)LrMθ,x=0n

Es decir que:

m⊕
i=1

ρiαA+βB = α

m⊕
i=1

ρiA + β

m⊕
i=1

ρiB − (α+ β − 1)

m⊕
i=1

ρi0

Por lo tanto para todo i vale que:

ρiαA+βB = αρiA + βρiB − (α+ β − 1)ρi0 (4.8)

Aplicando la traza se tiene:

tr
(
ρiαA+βB

)
= αtr

(
ρiA
)

+ βtr
(
ρiB
)
− (α+ β − 1)tr

(
ρi0
)

(4.9)
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En general para todo ρ vale por hipótesis inductiva en ti (con α = 1
tr(ρ) , A = ρ, β = 0,

y n′ la dimensión adecuada) que:

LtiMθ,y= ρ
tr(ρ)

=
1

tr (ρ)
LtiMθ,y=ρ − (

1

tr (ρ)
+ 0− 1)LtiMθ,y=0n′

Es decir,

LtiMθ,y= ρ
tr(ρ)

=
1

tr (ρ)
LtiMθ,y=ρ + (1− 1

tr (ρ)
)LtiMθ,y=0n′

Multiplicando a ambos lados por tr (ρ) se tiene:

tr (ρ) LtiMθ,y= ρ
tr(ρ)

= LtiMθ,y=ρ + (tr (ρ)− 1)LtiMθ,y=0n′ (4.10)

Por otra parte, de (4.8) se tiene que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= LtiMθ,y=αρiA+βρiB−(α+β−1)ρi0

Por hipótesis inductiva, con α′ = α, A′ = ρiA, β′ = 1, B′ = βρiB − (α + β − 1)ρi0, se
tiene que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= αLtiMθ,y=ρiA + LtiMθ,y=βρiB−(α+β−1)ρi0 − αLtiMθ,y=0n′

Usando la hipótesis inductiva en el segundo término con α′ = β, A′ = ρiB, β′ =
−(α+ β − 1) y B′ = ρi0 queda:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0 (4.11)

Por definición, y como x ∈ FV(r) pero x /∈ FV(ti) para todo i, para ver (4.7) quiero
ver que:

n∑
i=1

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y= ˜ρiαA+βB

=α

n∑
i=1

tr
(
ρiA
)
LtiMθ,y=ρ̃iA

+ β

n∑
i=1

tr
(
ρiB
)
LtiMθ,y=ρ̃iB

− (α+ β − 1)

n∑
i=1

tr
(
ρi0
)
LtiMθ,y=ρ̃i0

Donde

φ̃ =

{
0n′ si tr (φ) = 0
φ

tr(φ) en otro caso
(4.12)

Voy a ver la igualdad lugar a lugar en la sumatoria, es decir que para todo i se tiene
que

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y= ˜ρiαA+βB

=αtr
(
ρiA
)
LtiMθ,y=ρ̃iA

(4.13)

+ βtr
(
ρiB
)
LtiMθ,y=ρ̃iB

− (α+ β − 1)tr
(
ρi0
)
LtiMθ,y=ρ̃i0
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1. Caso tr
(
ρiαA+βB

)
6= 0, tr

(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)
6= 0

Evaluando (4.13) quiero ver que:

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y=
ρi
αA+βB

tr(ρiαA+βB)

=αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

+ βtr
(
ρiB
)
LtiM

θ,y=
ρi
B

tr(ρiB)

− (α+ β − 1)tr
(
ρi0
)
LtiM

θ,y=
ρi0

tr(ρi0)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
+ (tr

(
ρiαA+βB

)
− 1)LtiMθ,y=0n′ =α(LtiMθ,y=ρiA + (tr

(
ρiA
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

+ β(LtiMθ,y=ρiB + (tr
(
ρiB
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

− (α+ β − 1)(LtiMθ,y=ρi0 + (tr
(
ρi0
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
=αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0+

(−tr
(
ρiαA+βB

)
+ αtr

(
ρiA
)

+ βtr
(
ρiB
)
− (α+ β − 1)tr

(
ρi0
)
)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) se anula el último término, y queda:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0

Se obtiene (4.11), y por lo tanto vale.

2. Casos tr
(
ρiαA+βB

)
6= 0, tr

(
ρiA
)

= 0, tr
(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)
6= 0 y tr

(
ρiαA+βB

)
6= 0,

tr
(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)

= 0, tr
(
ρi0
)
6= 0 (análogos)

Pruebo el caso donde tr
(
ρiB
)

= 0. Evaluando en (4.13), quiero ver que:

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y=
ρi
αA+βB

tr(ρiαA+βB)

=αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

− (α+ β − 1)tr
(
ρi0
)
LtiM

θ,y=
ρi0

tr(ρi0)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
+ (tr

(
ρiαA+βB

)
− 1)LtiMθ,y=0n′ =α(LtiMθ,y=ρiA + (tr

(
ρiA
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

− (α+ β − 1)(LtiMθ,y=ρi0 + (tr
(
ρi0
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
=αLtiMθ,y=ρiA − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0+

(−tr
(
ρiαA+βB

)
+ αtr

(
ρiA
)
− (α+ β − 1)tr

(
ρi0
)

+ β)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ρiB
)

= 0, queda:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= αLtiMθ,y=ρiA − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0 + βLtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρiB
)

= 0 implica que ρiB = 0n′
por el lema (1.1.10).
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3. Caso tr
(
ρiαA+βB

)
6= 0, tr

(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)

= 0

Evaluando en (4.13), quiero ver que:

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y=
ρi
αA+βB

tr(ρiαA+βB)

=αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

+ βtr
(
ρiB
)
LtiM

θ,y=
ρi
B

tr(ρiB)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
+ (tr

(
ρiαA+βB

)
− 1)LtiMθ,y=0n′ =α(LtiMθ,y=ρiA + (tr

(
ρiA
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

+ β(LtiMθ,y=ρiB + (tr
(
ρiB
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
=αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB+

(−tr
(
ρiαA+βB

)
+ αtr

(
ρiA
)

+ βtr
(
ρiB
)

+ 1− α− β)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ρi0
)

= 0, queda:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
=αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β − 1)LtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρi0
)

= 0 implica que ρi0 = 0n′
por el lema (1.1.10).

4. Caso tr
(
ρiαA+βB

)
6= 0, tr

(
ρiA
)

= 0, tr
(
ρiB
)

= 0, tr
(
ρi0
)
6= 0

Evaluando en (4.13), quiero ver que:

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y=
ρi
αA+βB

tr(ρiαA+βB)

= −(α+ β − 1)tr
(
ρi0
)
LtiM

θ,y=
ρi0

tr(ρi0)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
+(tr

(
ρiαA+βB

)
−1)LtiMθ,y=0n′ = −(α+β−1)(LtiMθ,y=ρi0+(tr

(
ρi0
)
−1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
=− (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0+

(−tr
(
ρiαA+βB

)
− (α+ β − 1)tr

(
ρi0
)

+ α+ β)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ρiA
)

= tr
(
ρiB
)

= 0, queda:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= −(α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0 + (α+ β)LtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρiA
)

= tr
(
ρiB
)

= 0 implica
que ρiA = ρiB = 0n′ por el lema (1.1.10).
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5. Casos tr
(
ρiαA+βB

)
6= 0, tr

(
ρiA
)

= 0, tr
(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)

= 0 y tr
(
ρiαA+βB

)
6= 0,

tr
(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)

= 0, tr
(
ρi0
)

= 0 (análogos)
Pruebo el caso donde tr

(
ρiB
)

= 0. Evaluando en (4.13), quiero ver que:

tr
(
ρiαA+βB

)
LtiM

θ,y=
ρi
αA+βB

tr(ρiαA+βB)

= αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
+(tr

(
ρiαA+βB

)
−1)LtiMθ,y=0n′ = α(LtiMθ,y=ρiA+(tr

(
ρiA
)
−1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= αLtiMθ,y=ρiA + (−tr

(
ρiαA+βB

)
+ αtr

(
ρiA
)

+ 1− α)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ρiB
)

= tr
(
ρi0
)

= 0, queda:

LtiMθ,y=ρiαA+βB
= αLtiMθ,y=ρiA + (1− α)LtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρiB
)

= tr
(
ρi0
)

= 0 implica que
ρiB = ρi0 = 0n′ por el lema (1.1.10).

6. Caso tr
(
ρiαA+βB

)
= 0, tr

(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)
6= 0

Evaluando en (4.13), con n′′ la dimensión adecuada, quiero ver que:

0n′′ = αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

+βtr
(
ρiB
)
LtiM

θ,y=
ρi
B

tr(ρiB)

−(α+β−1)tr
(
ρi0
)
LtiM

θ,y=
ρi0

tr(ρi0)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

0n′′ =α(LtiMθ,y=ρiA + (tr
(
ρiA
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

+ β(LtiMθ,y=ρiB + (tr
(
ρiB
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

− (α+ β − 1)(LtiMθ,y=ρi0 + (tr
(
ρi0
)
− 1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

0n′′ =αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0+

(αtr
(
ρiA
)

+ βtr
(
ρiB
)
− (α+ β − 1)tr

(
ρi0
)
− 1)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ραA+ βBi

)
= 0, queda:

0n′′ = αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0 − LtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρiαA+βB

)
= 0 implica que

ρiαA+βB = 0n′ por el lema (1.1.10).

7. Casos tr
(
ρiαA+βB

)
= 0, tr

(
ρiA
)

= 0, tr
(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)
6= 0 y tr

(
ρiαA+βB

)
= 0,

tr
(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)

= 0, tr
(
ρi0
)
6= 0 (análogos)
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Pruebo el caso donde tr
(
ρiB
)

= 0. Evaluando en (4.13), quiero ver que:

0n′′ = αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

− (α+ β − 1)tr
(
ρi0
)
LtiM

θ,y=
ρi0

tr(ρi0)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

0n′′ = α(LtiMθ,y=ρiA+(tr
(
ρiA
)
−1)LtiMθ,y=0n′ )−(α+β−1)(LtiMθ,y=ρi0+(tr

(
ρi0
)
−1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

0n′′ = αLtiMθ,y=ρiA−(α+β−1)LtiMθ,y=ρi0+(αtr
(
ρiA
)
−(α+β−1)tr

(
ρi0
)
+β−1)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ραA+ βBi

)
= tr

(
ρiB
)

= 0, queda:

0n′′ = αLtiMθ,y=ρiA − (α+ β − 1)LtiMθ,y=ρi0 + (β − 1)LtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρiαA+βB

)
= tr

(
ρiB
)

= 0

implica que ρiαA+βB = ρiB = 0n′ por el lema (1.1.10).

8. Caso tr
(
ρiαA+βB

)
= 0, tr

(
ρiA
)
6= 0, tr

(
ρiB
)
6= 0, tr

(
ρi0
)

= 0

Evaluando en (4.13), quiero ver que:

0n′′ = αtr
(
ρiA
)
LtiM

θ,y=
ρi
A

tr(ρiA)

+ βtr
(
ρiB
)
LtiM

θ,y=
ρi
B

tr(ρiB)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

0n′′ = α(LtiMθ,y=ρiA+(tr
(
ρiA
)
−1)LtiMθ,y=0n′ )+β(LtiMθ,y=ρiB+(tr

(
ρiB
)
−1)LtiMθ,y=0n′ )

Reordenando esto resulta equivalente a:

0n′′ = αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB + (αtr
(
ρiA
)

+ βtr
(
ρiB
)
− α− β)LtiMθ,y=0n′

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr
(
ραA+ βBi

)
= tr

(
ρi0
)

= 0, queda:

0n′′ = αLtiMθ,y=ρiA + βLtiMθ,y=ρiB − (α+ β)LtiMθ,y=0n′

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr
(
ρiαA+βB

)
= tr

(
ρi0
)

= 0

implica que ρiαA+βB = ρi0 = 0n′ por el lema (1.1.10).

9. Casos triviales:
El caso donde tr

(
ρiαA+βB

)
= tr

(
ρiA
)

= tr
(
ρiB
)

= tr
(
ρi0
)

= 0 se cumple trivial-

mente.
Los demás casos que faltan seŕıan aquellos tales que tr

(
ρiM
)
6= 0 para algún

M ∈ {αA+ βB,A,B, 0} y las demás trazas valen 0. Pero por (4.9), se tiene que:

◦ (Caso M = αA+ βB) tr (ραA+βB) = 0 y por lo tanto se cumple (4.13).

◦ (Caso M = A) Vale αtr
(
ρiA
)

= 0 y o bien α = 0 o bien tr
(
ρiA
)

= 0 y en
ambos casos se cumple (4.13).

◦ (Caso M = B) Vale βtr
(
ρiB
)

= 0 y o bien β = 0 o bien tr
(
ρiB
)

= 0 y en
ambos casos se cumple (4.13).
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◦ (Caso M = 0) Vale (α + β − 1)tr
(
ρi0
)

= 0 y o bien (α + β − 1) = 0 o bien
tr
(
ρi0
)

= 0 y en ambos casos se cumple (4.13).

• Si x ∈ FV(ti) para uno o varios i, sean ρi tal que:

LrMθ =

n⊕
i=1

ρi

De (4.7), en este caso quiero ver que:

n∑
i=1

tr
(
ρi
)
LtiMθ,x=αA+βB,y=ρ̃i =α

n∑
i=1

tr
(
ρi
)
LtiMθ,x=A,y=ρ̃i

+ β

n∑
i=1

tr
(
ρi
)
LtiMθ,x=B,y=ρ̃i

− (α+ β − 1)

n∑
i=1

tr
(
ρi
)
LtiMθ,x=0n,y=ρ̃i

Con ·̃ definida en (4.12). Voy a ver la igualdad lugar a lugar en la sumatoria, es decir
que para todo i vale:

tr
(
ρi
)
LtiMθ,x=αA+βB,y=ρ̃i =αtr

(
ρi
)
LtiMθ,x=A,y=ρ̃i + βtr

(
ρi
)
LtiMθ,x=B,y=ρ̃i

− (α+ β − 1)tr
(
ρi
)
LtiMθ,x=0n,y=ρ̃i

Si tr
(
ρi
)
, vale. Si no, quiero ver que para todo i:

LtiMθ,x=αA+βB,y= ρi

tr(ρi)

=αLtiMθ,x=A,y= ρi

tr(ρi)

+ βLtiMθ,x=B,y= ρi

tr(ρi)

− (α+ β − 1)LtiMθ,x=0n,y=
ρi

tr(ρi)

Llamo θ′ = θ ∪ {y = ρi

tr(ρi)
}. Entonces esto es equivalente a ver que para todo i tal

que tr
(
ρi
)
6= 0 vale:

LtiMθ′,x=αA+βB = αLtiMθ′,x=A + βLtiMθ′,x=B − (α+ β − 1)LtiMθ′,x=0n

Que vale por hipótesis inductiva en ti.

Sea t =
∑
i
piti, con

∑
i
pi ≤ 1 y 0 < pi ≤ 1 para todo i. En este caso quiero ver que,

reemplazando en (4.1):

L
∑
i

pitiMθ,x=αA+βB = αL
∑
i

pitiMθ,x=A + βL
∑
i

pitiMθ,x=B − (α+ β − 1)L
∑
i

pitiMθ,x=0n



4. Semántica denotacional en CPM 47

Desarrollando el lado izquierdo:

L
∑
i

pitiMθ,x=αA+βB =
∑
i

piLtiMθ,x=αA+βB

HI
=
∑
i

pi(αLtiMθ,x=A + βLtiMθ,x=B − (α+ β − 1)LtiMθ,x=0n)

=α
∑
i

piLtiMθ,x=A + β
∑
i

piLtiMθ,x=B − (α+ β − 1)
∑
i

piLtiMθ,x=0n

=αL
∑
i

pitiMθ,x=A + βL
∑
i

pitiMθ,x=B − (α+ β − 1)L
∑
i

pitiMθ,x=0n

El siguiente lema establece que las interpretaciones de los términos son matrices de
dimensión correspondiente a la de su tipo.

Definición 4.5.2. Sea θ una valuación y Γ ⊆ Var×Types un contexto de tipado. θ �dim Γ
si y sólo si para todo par (x,A) ∈ Γ se tiene dim(θ(x)) = dim(A).

Lema 4.5.3. Sea t un término tal que Γ ` t : A y θ �dim Γ. Entonces dim(LtMθ) = dim(A).

Demostración. Por inducción en t.

Sea t = x. Entonces (x,A) ∈ Γ y como θ �dim Γ se tiene que dim(LxMθ) = dim(θ(x)) =
dim(A).

Sea t = λx.u. En este caso A = B ( C. Por definición se tiene Lλx.uMθ =
χ[a7→LuMθ,x=a]. Sea {EBij} la base canónica de Cdim(B)×dim(B). Por inversión vale Γ, x :

B ` u : C, y como θ �dim Γ, dim(EBij ) = dim(B) y dim(0dim(B)) = dim(B) se tiene

θ ∪ {x := EBij} �dim Γ, x : B

θ ∪ {x := 0dim(B)} �dim Γ, x : B

Entonces por hipótesis inductiva

dim(LuMθ,x=EBij ) = dim(C)

dim(LuMθ,x=0dim(B)
) = dim(C)

Finalmente, por definición deχ[a7→LuMθ,x=a], dim(Lλx.uMθ) = dim(B) dim(C)+dim(C) =

dim(B( C).

Sea t = uv. Sean Γ1,Γ2 = Γ tales que Γ1 ` u : B( A y Γ2 ` v : B, se tiene θ �dim Γ1

y θ �dim Γ2. Por hipótesis inductiva dim(LuMθ) = dim(B ( A) y dim(LvMθ) =
dim(B). Como dim(B ( A) = (dim(B) + 1) dim(A), por definición de # se tiene
dim(LuvMθ) = dim(LuMθ # LvMθ) = dim(A).

Sea t = µnx.u. Por inversión se tiene Γ, x : A ` u : A, y por la regla (i vale
Γ ` λx.u : A( A. Por definición se tiene Lµnx.uMθ = Lλx.uMθ #n 0dim(A), y usando
el caso de la abstracción de más arriba se tiene dim(Lλx.uMθ) = dim(A( A). Por lo
tanto como dim(A( A) = (dim(A) + 1) dim(A) y cada aplicación de # devuelve
una matriz en Cdim(A)×dim(A) se tiene que dim(Lµnx.uMθ) = dim(A).
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Sea t = ⊥A. Por definición vale dim(L⊥AMθ) = dim(0dim(A)) = dim(A).

Sea t = ρn. En este caso A = n y dim(ρn) = 2n.

Sea t = Umv. En este caso A = n. Por inversión vale Γ ` v : n y por hipótesis

inductiva se tiene dim(LvMθ) = 2n. Por lo tanto dim(LUmvMθ) = dim(UmLvMθUm
†
) =

2n.

Sea t = πmu. En este caso A = (m,n). Por inversión vale Γ ` u : n y por hipótesis in-

ductiva se tiene dim(LuMθ) = 2n. Por lo tanto dim(LπmuMθ) = dim(
⊕2m−1

i=0 πiLuMθπm
†
) =

2m2n, ya que dim(πiLuMθπm
†
) = 2n para todo i.

Sea t = u⊗ v. En este caso A = n+m. Sean Γ1,Γ2 = Γ tales que Γ1 ` u : n y Γ2 `
v : m, por hipótesis inductiva como θ �dim Γ1 y θ �dim Γ2 se tiene dim(LuMθ) = 2n y
dim(LvMθ) = 2m. Por lo tanto dim(Lu⊗ vMθ) = dim(LuMθ ⊗ LvMθ) = 2n+m.

Sea t =
∑n

i=1 piti. Por inversión se tiene Γ ` ti : A para todo i, y por hipótesis in-
ductiva dim(LtiMθ) = dim(A). Por lo tanto dim(L

∑n
i=1 pitiMθ) = dim(

∑n
i=1 piLtiMθ) =

dim(A).

Sea t = letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1}. Sean Γ0, . . . ,Γ2m−1,Γ
′ = Γ tales que

Γi, x : n ` ti : A para todo i y Γ′ ` r : (m,n). Entonces θ �dim Γ′ y por hipótesis
inductiva dim(LrMθ) = dim((m,n)) = 2n+m. Sea ρi con 0 ≤ i ≤ 2m − 1 cada una de
las submatrices de 2n × 2n en la diagonal de LrMθ, defino ρ′i como ρi si tr (ρi) = 0
y como ρi

tr(ρi)
sino. Como dim(ρ′i) = 2n se tiene θ ∪ {x := ρ′i} �dim Γi, x : n para

todo i y por hipótesis inductiva dim(ti) = dim(A). Por lo tanto dim(Lletcase◦ x =
r in {t0, . . . , t2m−1}Mθ) = dim(

∑2m−1
i=0 tr (ρi) LtiMθ,x=ρ′i) = dim(A).

Definición 4.5.4. Sea θ una valuación y Γ ⊆ Var×Types un contexto de tipado. Decimos
que θ satisface a Γ, notado como θ � Γ, si y sólo si para todo par (x,A) ∈ Γ se tiene
θ(x) ∈ LAM.

El siguiente lema establece que la aplicación se comporta de la forma esperada respecto
a la valuación usada en la interpretación. Su demostración se basa en el lema anterior de
linealidad.

Lema 4.5.5 (Aplicación). Si Γ, x : A ` t : B y θ � Γ, entonces para todo a ∈ Cdim(A)×dim(A)

vale
Lλx.tMθ # a = LtMθ,x=a

Demostración. Por definición se tiene:

Lλx.tMθ = χ[a7→LtMθ,x=a]

=

LtMθ,x=EA11 − LtMθ,x=0dim(A)
. . . LtMθ,x=EA1n − LtMθ,x=0dim(A)

...
. . .

...
LtMθ,x=EAn1 − LtMθ,x=0dim(A)

. . . LtMθ,x=EAnn − LtMθ,x=0dim(A)

⊕ LtMθ,x=0dim(A)
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Sea {EAij} la base canónica de Cdim(A)×dim(A), descomponiendo a en la base y aplicando
Lλx.tMθ mediante # :

Lλx.tMθ # a =Lλx.tMθ #

 n∑
i=1

n∑
j=1

aijE
A
ij


=

n∑
i=1

n∑
j=1

aij

(
LtMθ,x=EAij − LtMθ,x=0dim(A)

)
+ LtMθ,x=0dim(A)

Por el lema (4.5.1), LtMθ,x=EAij − LtMθ,x=0dim(A)
es lineal en EAij , entonces se tiene:

Lλx.tMθ # a = LtMθ,x=∑
ij
aijEAij

− LtMθ,x=0dim(A)
+ LtMθ,x=0dim(A)

= LtMθ,x=a

El siguiente es un lema de sustitución habitual, para ver que la interpretación de los
términos está bien definida respecto a la sustitución de variables.

Lema 4.5.6 (Sustitución). Lt[x := r]Mθ = LtMθ,x=LrMθ

Demostración. Por inducción en t.

Sea t = x, en este caso quiero ver que Lx[x := r]Mθ = LxMθ,x=LrMθ . Por un lado se tiene
que Lx[x := r]Mθ = LrMθ y por otro LxMθ,x=LrMθ = θ′(x) = LrMθ, donde θ′ = θ ∪ {x =
LrMθ}.

Sea t = y 6= x, quiero ver que Ly[x := r]Mθ = LyMθ,x=LrMθ . Como x 6= y, se tiene que
ambos lados son iguales a LyMθ.

Sea t = λy.s, en este caso quiero ver que L(λy.s)[x := r]Mθ = Lλy.sMθ,x=LrMθ .

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(λy.s)[x := r]Mθ = Lλy.(s[x := r])Mθ = χ[a7→Ls[x:=r]Mθ,y=a]

Por hipótesis inductiva esto es igual a χ[a7→LsMθ,y=a,x=LrMθ,y=a
], y como y no pertenece

a las variables libres de r, se tiene que LrMθ,y=a = LrMθ. Entonces esto es igual a
χ[a7→LsMθ,y=a,x=LrMθ

], que es lo mismo que Lλy.sMθ,x=LrMθ .

Sea t = s1s2, en este caso quiero ver que L(s1s2)[x := r]Mθ = Ls1s2Mθ,x=LrMθ . Como
el cálculo es af́ın hay dos casos disjuntos: o bien x ∈ FV(s1) y x /∈ FV(s2), o bien
x /∈ FV(s1) y x ∈ FV(s2).

• Para el primer caso se tiene desarrollando el lado izquierdo:

L(s1s2)[x := r]Mθ = L(s1[x := r])s2Mθ = Ls1[x := r]Mθ # Ls2Mθ

Por hipótesis inductiva esto es igual a Ls1Mθ,x=LrMθ # Ls2Mθ. Como x /∈ FV(s2) ,
esto resulta igual a Ls1Mθ,x=LrMθ # Ls2Mθ,x=LrMθ = Ls1s2Mθ,x=LrMθ .

• Para el segundo caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(s1s2)[x := r]Mθ = Ls1(s2[x := r])Mθ = Ls1Mθ # Ls2[x := r]Mθ

Por hipótesis inductiva, esto es igual a Ls1Mθ # Ls2Mθ,x=LrMθ . Como x /∈ FV(s1) ,
resulta igual a Ls1Mθ,x=LrMθ # Ls2Mθ,x=LrMθ = Ls1s2Mθ,x=LrMθ .
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Sea t = µny.s. En este caso quiero ver que L(µny.s)[x := r]Mθ = Lµny.sMθ,x=LrMθ .
Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(µny.s)[x := r]Mθ = Lµny.(s[x := r])Mθ = Lλy.(s[x := r])Mθ #n 0A

De acuerdo a la demostración para el caso t = λy.s visto más arriba, esto es igual a:

Lλy.sMθ,x=LrMθ #n 0A = Lµny.sMθ,x=LrMθ

Sea t = ⊥A, este caso es análogo al de t = y 6= x.

Sea t = ρn, este caso es análogo al de t = y 6= x.

Sea t = Ums, en este caso quiero ver que L(Ums)[x := r]Mθ = LUmsMθ,x=LrMθ . Desa-
rrollando el lado izquierdo se tiene:

L(Ums)[x := r]Mθ = LUm(s[x := r])Mθ = UmLs[x := r]MθUm
†

Por hipótesis inductiva esto resulta igual a UmLsMθ,x=LrMθU
m† = LUmsMθ,x=LrMθ .

Sea t = πms, en este caso quiero ver que L(πms)[x := r]Mθ = LπmsMθ,x=LrMθ . Desarro-
llando el lado izquierdo se tiene:

L(πms)[x := r]Mθ = Lπm(s[x := r])Mθ =
2m−1⊕
i=0

(πiLs[x := r]Mθπi†)

Por hipótesis inductiva, esto es igual a
2m−1⊕
i=0

(πiLsMθ,x=LrMθπi
†) = LπmsMθ,x=LrMθ .

Sea t = s1⊗s2, en este caso quiero ver que L(s1⊗s2)[x := r]Mθ = Ls1s2Mθ,x=LrMθ . Como
el cálculo es af́ın, hay dos casos: o bien x ∈ FV(s1) y x /∈ FV(s2), o bien x /∈ FV(s1)
y x ∈ FV(s2).

• En el primer caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(s1 ⊗ s2)[x := r]Mθ = L(s1[x := r])⊗ s2Mθ = Ls1[x := r]Mθ ⊗ Ls2Mθ

Por hipótesis inductiva esto es igual a Ls1Mθ,x=LrMθ ⊗ Ls2Mθ. Como x /∈ FV(s2)
vale Ls2Mθ = Ls2Mθ,x=LrMθ , entonces:

L(s1 ⊗ s2)[x := r]Mθ = Ls1Mθ,x=LrMθ ⊗ Ls2Mθ,x=LrMθ = Ls1 ⊗ s2Mθ,x=LrMθ

• En el segundo caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(s1 ⊗ s2)[x := r]Mθ = Ls1 ⊗ (s2[x := r])Mθ = Ls1Mθ ⊗ Ls2[x := r]Mθ

Por hipótesis inductiva esto es igual a Ls1Mθ ⊗ Ls2Mθ,x=LrMθ . Como x /∈ FV(s1)
vale Ls1Mθ = Ls1Mθ,x=LrMθ , entonces:

L(s1 ⊗ s2)[x := r]Mθ = Ls1Mθ,x=LrMθ ⊗ Ls2Mθ,x=LrMθ = Ls1 ⊗ s2Mθ,x=LrMθ
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Sea t = letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1}. En este caso quiero ver que L(letcase◦ y =
s in {t0, . . . , t2m−1})[x := r]Mθ = Lletcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1}Mθ,x=LrMθ .

Desarrollando el lado derecho se tiene que:

Lletcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1}Mθ,x=LrMθ =
2m−1∑
i=0

tr (ρi) LtiMθ,x=LrMθ,y=
ρi

tr(ρi)
(4.14)

donde

LsMθ,x=LrMθ =
2m−1⊕
i=0

ρi (4.15)

Por afinidad o bien x ∈ FV(s) y x /∈ FV(ti) para todo i, o bien x /∈ FV(s) y existe a
lo sumo un j tal que x ∈ FV(tj).

• En el primer caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1})[x := r]Mθ =

Lletcase◦ y = s[x := r] in {t0, . . . , t2m−1}Mθ =

2m−1∑
i=0

tr
(
ρ′i
)
LtiM

θ,y=
ρ′
i

tr(ρ′i)

donde Ls[x := r]Mθ =
2m−1⊕
i=0

ρ′i. Por hipótesis inductiva, se tiene que Ls[x := r]Mθ =

LsMθ,x=LrMθ . Por (4.15), esto implica que ρ′i = ρi para todo i.

Por lo tanto, y como x /∈ FV(ti) para todo i:

2m−1∑
i=0

tr
(
ρ′i
)
LtiM

θ,y=
ρ′
i

tr(ρ′i)

=
2m−1∑
i=0

tr (ρi) LtiMθ,y= ρi
tr(ρi)

=
2m−1∑
i=0

tr (ρi) LtiMθ,x=LrMθ,y=
ρi

tr(ρi)

y se obtiene la igualdad con el lado derecho de (4.14).

• En el segundo caso se tiene, desarrollando el lado izquierdo:

L(letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1})[x := r]Mθ =

Lletcase◦ y = s in {t0[x := r], . . . , t2m−1[x := r]}Mθ =
2m−1∑
i=0

tr
(
ρ′′i
)
Lti[x := r]M

θ,y=
ρ′′
i

tr(ρ′′i )

donde LsMθ =
2m−1⊕
i=0

ρ′′i . Como x /∈ FV(s), vale que LsMθ = LsMθ,x=LrMθ . Por (4.15)

esto implica que ρ′′i = ρi para todo i.

Por lo tanto se tiene que:

L(letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1})[x := r]Mθ =

2m−1∑
i=0

tr (ρi) Lti[x := r]Mθ,y= ρi
tr(ρi)
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Usando la hipótesis inductiva sobre los ti:

L(letcase◦ y = s in {t0, . . . , t2m−1})[x := r]Mθ =

2m−1∑
i=0

tr (ρi) LtiMθ,x=LrM
θ,y=

ρi
tr(ρi)

,y=
ρi

tr(ρi)

Y como y /∈ FV(r), se obtiene la igualdad con el lado derecho de (4.14).

Sea t =
∑
i
piti, quiero ver que L(

∑
i
piti)[x := r]Mθ = L

∑
i
pitiMθ,x=LrMθ :

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

L(
∑
i

piti)[x := r]Mθ = L
∑
i

pi(ti[x := r])Mθ =
∑
i

piLti[x := r]Mθ

Por hipótesis inductiva, esto es igual a
∑
i
piLtiMθ,x=LrMθ = L

∑
i
pitiMθ,x=LrMθ .

El siguiente lema demuestra que la interpretación es estable con respecto a la reducción.
Usa los lemas de aplicación y de sustitución anteriores, y la linealidad a izquierda de la
aplicación.

Lema 4.5.7 (Correctitud de la reducción). Si Γ ` t : A, θ � Γ y t r entonces LtMθ = LrMθ

Demostración. Por inducción en  .

(λx.t)r  t[x := r]

En este caso quiero ver que L(λx.t)rMθ = Lt[x := r]Mθ. Por definición se tiene que
L(λx.t)rMθ = Lλx.tMθ # LrMθ. Por el lema (4.5.5) esto es igual a LtMθ,x=LrMθ . Por el lema
(4.5.6) vale LtMθ,x=LrMθ = Lt[x := r]Mθ y se tiene la igualdad.

letcase◦ x = πmρ in {t0, . . . , t2m−1} 
2m−1∑
i=0

piti[x := ρi] donde:

pi = tr
(
πiρπi

†
)

ρi =

{
πiρπi

†

pi
si pi 6= 0

πiρπi
† si pi = 0

En este caso quiero ver que vale:

Lletcase◦ x = πmρ in {t0, . . . , t2m−1}Mθ = L
2m−1∑
i=0

piti[x := ρi]Mθ

Por un lado vale Lletcase◦ x = πmρ in {t0, . . . , t2m−1}Mθ =
∑2m−1

i=0 piLtiMθ,x=ρi usando

las definiciones de más arriba para pi y ρi, porque LπmρMθ =
⊕2m−1

i=0 πiρπi
†.

Por otro lado se tiene que vale L
∑2m

i=1 piti[x := ρi]Mθ =
∑2m

i=1 piLti[x := ρi]Mθ por

definición. Usando el lema de sustitución esto es igual a
∑2m

i=1 piLtiMθ,x=LρiMθ . Como

LρiMθ = ρi para toda θ, esto resulta igual a
∑2m

i=1 piLtiMθ,x=ρi y se tiene la igualdad.
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µ0x.t ⊥A
En este caso quiero ver que Lµ0x.tMθ = L⊥AMθ. Por definición se tiene que Lµ0x.tMθ =
Lλx.tMθ #0 0dim(A). Esto es igual a 0dim(A), que a su vez es igual a L⊥AMθ.

µn+1x.t t[x := µnx.t]

En este caso quiero ver que Lµn+1x.tMθ = Lt[x := µnx.t]Mθ. Por definición se tiene que
Lµn+1x.tMθ = Lλx.tMθ #n+1 0dim(A). Descomponiendo las aplicaciones, esto resulta
igual a

Lλx.tMθ # (Lλx.tMθ #n 0dim(A))

Por hipótesis inductiva, esto es lo mismo que Lλx.tMθ # Lµnx.tMθ. Como Γ ` µn+1x.t :
A entonces por inversión Γ, x : A ` t : A, y por la regla µ se tiene Γ ` µnx.t : A. Como
θ � Γ también se tiene θ �dim Γ y usando el lema (4.5.3) resulta dim(Lµnx.tMθ) =
dim(A). Usando el lema (4.5.5), se tiene Lλx.tMθ # Lµnx.tMθ = LtMθ,x=Lµnx.tMθ . Usando
el lema (4.5.6) se obtiene Lt[x := µnx.t]Mθ.

⊥n  02n

Por definición se tiene que L⊥nMθ = 0dim(n) = 02n .

⊥(m,n)  πm02n

Por un lado se tiene que L⊥(m,n)Mθ = 0dim((m,n)) = 02n+m . Por el otro se tiene

Lπm02nMθ =
⊕2m−1

i=0 02n , que es equivalente a 02n+m cuando represento ⊕ mediante
la inclusión de las matrices en la diagonal.

⊥A(B t ⊥B
Desarrollando L⊥A(B tMθ se tiene:

L⊥A(B tMθ = L⊥A(BMθ # LtMθ = 0dim(A(B) # LtMθ = 0dim(B) = L⊥BMθ

pt+ q⊥A  pt

Desarrollando, se tiene Lpt + q⊥AMθ = pLtMθ + qL⊥AMθ = pLtMθ + q0dim(A) = pLtMθ =
LptMθ.

Umρn  ρ′n con ρ′n = UmρnUm
†

En este caso quiero ver que vale LUmρnMθ = Lρ′nMθ.

Por definición se tiene que LUmρnMθ = UmLρnMθUm
†

= UmρnUm
†
. Esto es igual a la

definición de ρ′n. Vale ρ′n = Lρ′nMθ y se obtiene la igualdad.

ρ⊗ ρ′  ρ′′ con ρ′′ = ρ⊗ ρ′

En este caso quiero ver que vale Lρ⊗ ρ′Mθ = Lρ′′Mθ.

Por definición vale que Lρ⊗ ρ′Mθ = LρMθ ⊗ Lρ′Mθ = ρ⊗ ρ′. Esto es igual a la definición
de ρ′′. Vale ρ′′ = Lρ′′Mθ y se tiene la igualdad.∑
i
piρ

n
i  ρ′n con ρ′n =

∑
i
piρ

n
i

En este caso quiero ver que vale L
∑

i piρ
n
i Mθ = Lρ′nMθ.

Por definición se tiene que L
∑

i piρ
n
i Mθ =

∑
i piLρ

n
i Mθ =

∑
i piρ

n
i . Esto es igual a la

definición de ρ′n. Vale ρ′n = Lρ′nMθ y se tiene la igualdad.



4. Semántica denotacional en CPM 54

∑
i

(pit) (
∑
i
pi)t

En este caso quiero ver que L
∑

i(pit)Mθ = L(
∑

i pi)tMθ. Ambos son iguales a
∑

i piLtMθ,
considerando

∑
i pi como el único número de la sumatoria en el segundo término.

(
∑
i
piti)r  

∑
i
pi(tir)

En este caso quiero ver que L(
∑

i piti)rMθ = L
∑

i pi(tir)Mθ. Desarrollando desde L(
∑

i piti)rMθ,
y usando el lema (4.3.4):

L(
∑
i

piti)rMθ = L
∑
i

pitiMθ # LrMθ = (
∑
i

piLtiMθ) # LrMθ

(4,3,4)
=

∑
i

pi (LtiMθ # LrMθ) =
∑
i

piLtirMθ = L
∑
i

pi(tir)Mθ

Casos contextuales:

t r =⇒ ts rs

En este caso quiero ver que LtsMθ = LrsMθ cuando t r.

Por definición se tiene que LtsMθ = LtMθ # LsMθ. Por hipótesis inductiva, como t  r
vale LtMθ = LrMθ y por lo tanto LtMθ # LsMθ = LrMθ # LsMθ que por definición es igual a
LrsMθ y se tiene la igualdad.

t r =⇒ st sr

En este caso quiero ver que LstMθ = LsrMθ cuando t r.

Por definición se tiene que LstMθ = LsMθ # LtMθ. Por hipótesis inductiva, como t  r
vale LtMθ = LrMθ y por lo tanto LsMθ # LtMθ = LsMθ # LrMθ que por definición es igual a
LsrMθ.

t r =⇒ Umt Umr

En este caso quiero ver que LUmtMθ = LUmrMθ cuando t r.

Por definición se tiene que LUmtMθ = UmLtMθUm
†
. Por hipótesis inductiva, como

t  r vale LtMθ = LrMθ. Reemplazando se obtiene UmLrMθUm
†
, y esto resulta igual a

LUmrMθ por definición.

t r =⇒ πmt πmr

En este caso quiero ver que LπmtMθ = LπmrMθ cuando t r.

Por definición vale LπmtMθ =
⊕2m−1

i=0 (πiLtMθπi†). Usando la hipótesis inductiva según

la cual LtMθ = LrMθ, esto resulta igual a
⊕2m−1

i=0 (πiLrMθπi†). Por definición esto es igual
a LπnrMθ y se obtiene la igualdad buscada.

t r =⇒ t⊗ s r ⊗ s
En este caso quiero ver que vale Lt⊗ sMθ = Lr ⊗ sMθ cuando t r.

Por definición vale que Lt⊗ sMθ = LtMθ⊗ LsMθ. Esto es igual a LrMθ⊗ LsMθ por hipótesis
inductiva, y nuevamente por definición se tiene la igualdad con Lr ⊗ sMθ.
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t r =⇒ s⊗ t s⊗ r
En este caso quiero ver que vale Ls⊗ tMθ = Ls⊗ rMθ cuando t r.

Por definición vale que Ls⊗ tMθ = LsMθ⊗ LtMθ. Esto es igual a LsMθ⊗ LrMθ por hipótesis
inductiva, y nuevamente por definición se tiene la igualdad con Ls⊗ rMθ.

tj  rj para algún j en {1, . . . , n} =⇒
n∑
i=1

piti  
n∑
i=1

piri con ti = ri para todo i 6= j en {1, . . . , n}

En este caso quiero ver que vale L
∑n

i=1 pitiMθ = L
∑n

i=1 piriMθ con ti = ri para todo
i 6= j en {1, . . . , n} cuando tj  rj para un j en {1, . . . , n}.
Por definición se tiene que L

∑n
i=1 pitiMθ =

∑n
i=1 piLtiMθ. Separando el término con

j de la sumatoria esto es lo mismo que
∑n

i=1
i 6=j

piLtiMθ + pjLtjMθ. Como tj  rj , por

hipótesis inductiva vale que LtjMθ = LrjMθ. Al definir ri = ti para todo i 6= j, la
sumatoria queda igual a

∑n
i=1
i 6=j

piLriMθ + pjLrjMθ =
∑n

i=1 piLriMθ que por definición es

igual a L
∑n

i=1 piriMθ.

t r =⇒ letcase◦ x = t in {s0, . . . , s2m−1} letcase◦ x = r in {s0, . . . , s2m−1}
Quiero ver que Lletcase◦ x = t in {s0, . . . , s2m−1}Mθ = Lletcase◦ x = r in {s0, . . . , s2m−1}Mθ
cuando t r.

Por definición se tiene que Lletcase◦ x = t in {s0, . . . , s2m−1}Mθ =
∑2m−1

i=0 tr (ρi) LsiMθ,x= ρi
tr(ρi)

con LtMθ =
⊕2m−1

i=0 ρi; y Lletcase◦ x = r in {s0, . . . , s2m−1}Mθ =
∑2m−1

i=0 tr (σi) LsiMθ,x= σi
tr(σi)

con LrMθ =
⊕2m−1

i=0 σi.

Como por hipótesis inductiva se tiene que LtMθ = LrMθ, entonces se tiene que ρi = σi
para todo i, y se tiene que

∑2m−1
i=0 tr (ρi) LsiMθ,x= ρi

tr(ρi)
=
∑2m−1

i=0 tr (σi) LsiMθ,x= σi
tr(σi)

que es la igualdad buscada.

4.6. Adecuación

El teorema de adecuación (4.6.16) dice que para todos los términos bien tipados del
cálculo su interpretación se encuentra dentro de la interpretación de su tipo.

La parte más complicada de su demostración está en los términos de tipo flecha. La
estructura de la demostración es la siguiente: primero se demuestra adecuación en el caso
de los términos de la forma λx.t. Luego se demuestra un lema de progreso (4.6.10), por
el que todos los términos de tipo flecha reducen a alguno que tiene esta forma. Usando la
correctitud de la reducción (4.5.7), se obtiene adecuación para todos los términos de tipo
flecha.

Para la demostración de la adecuación de las funciones expĺıcitas fue necesario agregar
la conjetura (4.6.1). Además se agregó la conjetura (4.6.15) para la demostración de los
casos de aplicación y punto fijo en el teorema de adecuación (4.6.16). La demostración de
ambas conjeturas se deja para trabajo futuro.
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4.6.1. Adecuación para funciones expĺıcitas

La siguiente conjetura dice que la parte lineal de la interpretación de las funciones,
visto en el lema (4.5.1), es completamente positiva. Esto significa que la aplicación de estas
funciones sobre matrices positivas devuelve matrices positivas, es decir que no salen fuera
del dominio. Es necesaria para ver que la matriz caracteŕıstica de la parte lineal de las
interpretaciones de funciones es una matriz positiva, en el lema (4.6.4).

Conjetura 4.6.1. Sea t un término tal que Γ ` t : A( B, con θ � Γ y sea n = dim(A),
entonces la siguiente función es completamente positiva:

a 7→ LtMθ,x=a − LtMθ,x=0n

El siguiente lema es auxiliar a la demostración de lema (4.6.4).

Lema 4.6.2. Sean M ∈ Pm, N ∈ Pn. Entonces M ⊕N ∈ Pn+m.

Demostración. M ⊕N es hermı́tica porque M y N lo son.

(M ⊕N)† = M † ⊕N † = M ⊕N

M ⊕N es semidefinida positiva porque M y N lo son. Sea u = (v, w), con v ∈ Cm

y w ∈ Cn.

u†(M ⊕N)u = (v, w)†(M ⊕N)(v, w) = (v†Mv) + (w†Nw) ≥ 0

El siguiente teorema se utiliza en la demostración de adecuación.

Teorema 4.6.3. [Sel04, Teorema 6.5] Sea F : Cn×n → Cm×m un operador lineal, y sea
χF ∈ Cnm×nm su matriz caracteŕıstica.

(a) F es de la forma F (A) = UAU †, para algún U ∈ Cm×n, si y sólo si χF es pura.

(b) Las siguiente proposiciones son equivalentes:

(i) F es completamente positiva.

(ii) χF es positiva.

(iii) F es de la forma F (A) =
∑

i UiAU
†
i , para alguna secuencia finita de matrices

U1, . . . , Uk ∈ Cm×n. �

Finalmente se demuestra adecuación para funciones expĺıcitas.

Lema 4.6.4 (Adecuación para funciones expĺıcitas). Sean A y B dos tipos. Sea t un
término tal que Γ, x : A ` t : B, y θ una valuación tal que θ � Γ. Además, asumo que
tanto LtMθ,x=a como LtMθ,x=⊥ están en LBM. Entonces χ[a7→LtMθ,x=a] ∈ LA( BM.

Demostración. Por el lema (4.5.1) se tiene que dado un término t, la función a 7→ LtMθ,x=a−
LtMθ,x=⊥ es lineal. Además, es completamente positiva por la conjetura (4.6.1), por lo tanto
su matriz caracteŕıstica es positiva por el teorema (4.6.3).

Su matriz caracteŕıstica está dada por:

Mt =

LtMθ,x=E11 − LtMθ,x=⊥ . . . LtMθ,x=E1n − LtMθ,x=⊥
...

. . .
...

LtMθ,x=En1 − LtMθ,x=⊥ . . . LtMθ,x=Enn − LtMθ,x=⊥


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De acuerdo a la definición en (4.2), se tiene que

χ[a7→LtMθ,x=a] = Mt ⊕ LtMθ,x=⊥

Como Mt ∈ LAM ⊗ LBM, se tiene que χ[a7→LtMθ,x=a] ∈ (LAM ⊗ LBM) ⊕ LBM. Por otra par-

te, como LtMθ,x=⊥ pertenece a LBM, es una matriz positiva. Entonces por el lema (4.6.2)
χ[a7→LtMθ,x=a] es una matriz positiva, y como está en (LAM ⊗ LBM) ⊕ LBM, pertenece a

LA( BM.

4.6.2. Adecuación para funciones impĺıcitas

Llamo funciones impĺıcitas a los términos t del lenguaje tales que LtMθ ∈ LA( BM para
ciertos tipos A y B y valuación θ, pero tales que t no es de la forma

∑n
i=1 λx.si.

Por el lema (4.6.4) ya sé que las funciones expĺıcitas cumplen adecuación. Para de-
mostrarlo en el caso de las funciones impĺıcitas se definen valores y se demuestra un lema
de progreso para términos abiertos (4.6.10). Se definen las funciones de cierre, que son
sustituciones que cierran los términos para poder reducirlos de acuerdo a la valuación
respecto a la cual se los busca interpretar. Al cerrar los términos de forma coherente con
su contexto de tipado, se los puede reducir y llegar a alguno de los valores posibles para
los términos de tipo flecha. Estos son o bien la función nula o bien una combinación lineal
de términos de la forma λx.t, que por el lema (4.6.4) cumplen con adecuación.

Finalmente usando estos resultados se demuestra el lema (4.6.13).

Definición 4.6.5 (Valores). Llamo Val al conjunto de valores del cálculo, definido por los
siguientes términos cerrados:

Val := ρn | πmρn |
n∑
i=1

pi(λx.ti)

donde 0 < pi ≤ 1 y ti es un término cualquiera para todo i ∈ {1, . . . , n}, y vale
∑n

i=1 pi ≤ 1.

El caso particular de los términos de la forma λx.t está contemplado dentro de la
sumatoria, con n = 1 y p1 = 1. Además, las funciones que forman parte de los valores
pueden reducir a otras funciones que también sean valores.

Definición 4.6.6 (Función de cierre). Sea τ : Var → Val ∪ {⊥A}, denoto τ(t) a la susti-
tución que reemplaza las variables libres en t por valores de acuerdo al mapeo dado por
τ . Llamo a τ función de cierre.

Las funciones de cierre van a usarse sobre términos tipados, por lo que tienen que ser
coherentes con los contextos de tipado, es decir asignar valores con el mismo tipo que la
variable que se está reemplazando.

Definición 4.6.7. Sea τ una función de cierre, sea Γ un contexto de tipado. τ satisface
Γ (notado como τ � Γ) si y sólo si para todo x : A en Γ vale ` τ(x) : A.

A continuación se demuestra que las funciones de cierre que satisfacen el contexto de
tipado de un término, al ser aplicadas devuelven términos cerrados del mismo tipo. Para
demostrar esto primero se prueba un lema donde la satisfacción es parcial, y luego en
el corolario (4.6.9) se muestra el caso particular en que se satisface todo el contexto. Se
decidió hacer la demostración de esta manera a causa del caso de las abstracciones en la
inducción.
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Lema 4.6.8. Sea t un término tal que Γ,∆ ` t : A. Sea τ una función de cierre tal que
τ � Γ. Entonces ∆ ` τ(t) : A.

Demostración. Por inducción en t.

Sea t = x. En este caso se tiene Γ,∆ ` x : A.

• Si x : A ∈ Γ entonces como τ � Γ se tiene que ` τ(x) : A, por lo tanto
∆ ` τ(x) : A.

• Si x : A ∈ ∆, τ no sustituye a x por lo tanto τ(x) = x y x : A ` x : A, es decir
∆ ` τ(x) : A.

Sea t = λx.u. Entonces se tiene Γ,∆ ` λx.u : B ( C, y vale Γ,∆, x : B ` u : C.
Por hipótesis inductiva se tiene entonces que ∆, x : B ` τ(u) : C, y por lo tanto
∆ ` λx.τ(u) : C.

Sea t = uv. Se tiene que Γ,∆ ` uv : A. Sean Γ = Γ1,Γ2 y ∆ = ∆1,∆2 tales que
Γ1,∆1 ` u : B ( A y Γ2,∆2 ` v : B. Como τ � Γ se tienen τ � Γ1 y τ � Γ2. Por
hipótesis inductiva vale que ∆1 ` τ(u) : B ( A y ∆2 ` τ(v) : B, y por lo tanto
∆ ` τ(u)τ(v) : A.

Sea t = µnx.u. Se tiene Γ,∆ ` µnx.u : A, por lo tanto vale Γ,∆, x : A ` u : A. Por
hipótesis inductiva se tiene que ∆, x : A ` τ(u) : A, y por lo tanto ∆ ` µnx.τ(u) : A.

Sea t = ⊥A. En este caso no hay variables libres.

Sea t = ρn. En este caso no hay variables libres.

Sea t = Umv. Se tiene Γ,∆ ` Umv : n, por lo tanto Γ,∆ ` v : n. Por hipótesis
inductiva vale que ∆ ` τ(v) : n y entonces se tiene ∆ ` Umτ(v) : n.

Sea t = πmu. Se tiene Γ,∆ ` πmu : (m,n). Por lo tanto Γ,∆ ` u : n. Por hipótesis
inductiva se tiene que ∆ ` τ(u) : n, y por lo tanto ∆ ` πmτ(u) : (m,n).

Sea t = u ⊗ v. En este caso se tiene Γ,∆ ` u ⊗ v : n + m. Sean Γ = Γ1,Γ2 y
∆ = ∆1,∆2 tales que Γ1,∆1 ` u : n y Γ2,∆2 ` v : m. Como τ � Γ se tienen τ � Γ1 y
τ � Γ2. Por hipótesis inductiva vale que ∆1 ` τ(u) : n y ∆2 ` τ(v) : m. Por lo tanto
∆ ` τ(u)⊗ τ(v) : n+m.

Sea t =
∑n

i=1 piti. Se tiene Γ,∆ `
∑n

i=1 piti : A. Por lo tanto, vale que Γ,∆ ` ti : A
para todo i en {1, . . . , n}. Por hipótesis inductiva se tiene que ∆ ` τ(ti) : A para
todo i, por lo tanto ∆ `

∑n
i=1 piτ(ti) : A.

Sea t = letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1}. En este caso se tiene Γ,∆ ` letcase◦ x =
r in {t0, . . . , t2m−1} : A. Sean Γ = Γ1,Γ2 y ∆ = ∆1,∆2 tales que Γ1,∆1, x : n ` ti : A
para todo i en {0, . . . , 2m − 1} y Γ2,∆2 ` r : (m,n). Como τ � Γ se tienen τ � Γ1 y
τ � Γ2. Por hipótesis inductiva se tiene que ∆1, x : n ` τ(ti) : A para todo i y ∆2 `
τ(r) : (m,n). Por lo tanto ∆ ` letcase◦ x = τ(r) in {τ(t0), . . . , τ(t2m−1)} : A.

El siguiente corolario es el caso particular del lema cuando ∆ es vaćıo.

Corolario 4.6.9 (Sustitución). Sea t un término tal que Γ ` t : A. Sea τ una función de
cierre tal que τ � Γ. Entonces ` τ(t) : A. �
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A continuación se demuestra el lema de progreso para términos abiertos, cerrándolos
mediante funciones de cierre.

Lema 4.6.10 (Progreso). Sea t un término tal que Γ ` t : A. Sea τ una función de cierre
tal que τ � Γ. Entonces τ(t) o bien está en Val ∪ {⊥A} o bien reduce.

Demostración. Por inducción en t.

Sea t = x. En este caso se tiene Γ = {x : A} ` x : A. Como τ � Γ, entonces
τ(t) = τ(x) ∈ Val ∪ {⊥A}.

Sea t = λx.u. Vale τ(t) = λx.τ(u), donde τ no reemplaza las apariciones libres de x
en u. Entonces τ(t) ∈ Val ya que es un caso particular de la sumatoria.

Sea t = uv, vale τ(t) = τ(u)τ(v). Se tiene que Γ ` uv : A. Sean Γ = Γ1,Γ2 tales que
Γ1 ` u : B ( A y Γ2 ` v : B. Como τ � Γ se tienen τ � Γ1 y τ ` Γ2. Por hipótesis
inductiva vale que tanto τ(u) como τ(v) o bien están en Val∪{⊥A}, o bien reducen.

• Por el lema (4.6.8) se tiene que ` τ(u) : B ( A. Entonces, si τ(u) está en
Val ∪ {⊥A}, por su tipo o bien τ(u) =

∑n
i=1 pi(λx.ti) para x una variable y

términos ti (con 0 < pi ≤ 1 y
∑n

i=1 pi ≤ 1), o bien τ(t) = ⊥A(B.

En el primer caso, si n = 1 y p1 = 1:

τ(t) = (λx.t1) τ(v) t1[x := τ(v)]

Para las demás distribuciones posibles de pi:

τ(t) =

(
n∑
i=1

pi(λx.ti)

)
τ(v) 

n∑
i=1

pi ((λx.ti) τ(v))

En el segundo caso:
τ(t) = ⊥A(B τ(v) ⊥B

• Si τ(u) r entonces τ(t) r τ(v).

Sea t = µnx.u. En este caso τ(t) = µnx.τ(u), donde τ no reemplaza las apariciones
libres de x en u. Por inducción en n:

• Si n = 0 se tiene τ(t) ⊥A.

• Si n > 0, entonces τ(t) τ(u)[x := µ(n−1)x.τ(u)].

Sea t = ⊥A. En este caso τ(⊥A) = ⊥A.

Sea t = ρn. En este caso τ(ρn) = ρn ∈ Val.

Sea t = Umu. En este caso τ(t) = Umτ(u). Por hipótesis, se tiene Γ ` Umu : n. Por
lo tanto Γ ` u : n, entonces por hipótesis inductiva τ(u) o bien está en Val ∪ {⊥A},
o bien reduce.

• Por el lema (4.6.8) se tiene que ` τ(u) : n. Si τ(u) está en Val ∪ {⊥A}, por su

tipo vale τ(u) = ρn y se tiene τ(t) = Umρn  UmρnU †.
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• Si τ(u) r, entonces τ(t) Umr.

Sea t = πmu. En este caso τ(t) = πmτ(u). Por hipótesis se tiene que Γ ` πmu : (m,n),
por lo tanto Γ ` u : n. Por hipótesis inductiva entonces τ(u) o bien está en Val∪{⊥A},
o bien reduce.

• Por el lema (4.6.8), vale que ` τ(u) : n. Si τ(u) está en Val∪ {⊥A} se tiene que
τ(u) = ρn. Por lo tanto τ(t) = πmρn es un valor.

• Si τ(u) r, se tiene que τ(t) πmr.

Sea t = u⊗ v. En este caso τ(t) = τ(u)⊗ τ(v). Por hipótesis se tiene que Γ ` u⊗ v :
n + m. Sean Γ = Γ1,Γ2 tales que Γ1 ` u : n y Γ2 ` v : m. Como τ � Γ, se tiene
que τ � Γ1 y τ � Γ2. Por hipótesis inductiva, tanto τ(u) como τ(v) o bien están en
Val ∪ {⊥A}, o bien reducen.

• Por el lema (4.6.8) se tiene que ` τ(u) : n y ` τ(v) : m. Si tanto τ(u) como
τ(v) están en Val ∪ {⊥A}, entonces τ(u) = ρn y τ(v) = ρm. Por lo tanto
τ(t) = ρn ⊗ ρm  ρn+m, con ρn+m = ρn ⊗ ρm.

• Si τ(u) u′, se tiene τ(t) u′ ⊗ τ(v).

• Si τ(v) v′, se tiene τ(t) τ(u)⊗ v′.

Sea t =
∑n

i=1 piti. En este caso se tiene τ(t) =
∑n

i=1 piτ(ti). Por hipótesis vale que
Γ `

∑n
i=1 piti : A, por lo tanto Γ ` ti : A para todo i en {1, . . . , n}. Entonces por

hipótesis inductiva vale que τ(ti) o bien está en Val ∪ {⊥A}, o bien reduce. Además
por el lema (4.6.8) se tiene que ` τ(ti) : A para todo i.

• Si τ(ti) está en Val∪{⊥A} para todo i y A = m, por su tipo vale que τ(ti) = ρmi
para todo i. Si n = 1 y p1 = 1 se tiene τ(t) = ρm ∈ Val. En otro caso se tiene
τ(t) =

∑n
i=1 piρ

m
i  ρm, con ρm =

∑n
i=1 piρ

m
i .

• Si τ(ti) está en Val ∪ {⊥A} para todo i y A = B ( C, n > 1 y existe j ∈
{1, . . . , n} tal que τ(tj) = ⊥B(C , entonces τ(t) =

∑n
i=1 piτ(ti) 

∑n
i=1
i 6=j

piτ(ti).

• Si τ(ti) está en Val∪{⊥A} para todo i y A = B( C, pero τ(ti) 6= ⊥B(C para
todo i, se tiene que para todo i existe un término ui tal que τ(ti) = λx.ui, por
su tipo y porque considero que todas las posibles sumatorias están aplanadas.
Entonces τ(t) =

∑n
i=1 piτ(ti) es un valor.

• Si τ(tj) t′j para algún j en {1, . . . , n}, entonces se tiene

τ(t) =

n∑
i=1

piτ(ti) 
n∑
i=1
i 6=j

piτ(ti) + pjt
′
j

Sea t = letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1}. En este caso se tiene τ(t) = letcase◦ x =
τ(r) in {τ(t0), . . . , τ(t2m−1)}. Por hipótesis, Γ ` letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1} : A.
Sean Γ = Γ1,Γ2 tal que Γ1, x : n ` ti : A para todo i y Γ2 ` r : (m,n). Como τ � Γ,
valen τ � Γ1 y τ � Γ2. Por hipótesis inductiva τ(r) o bien reduce, o bien está en
Val ∪ {⊥A}.
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• Por el lema (4.6.8) se tiene que ` τ(r) : (m,n). Si τ(r) está en Val∪ {⊥A}, por
su tipo vale τ(r) = πmρn. Entonces se tiene que:

τ(t) 
2m−1∑
i=0

piτ(ti)[x := ρni ]

donde pi = tr
(
πiρ

nπ†i

)
y ρni =

πiρ
nπ†i
pi

.

• Si τ(r) s entonces τ(t) letcase◦ x = s in {τ(t0), . . . , τ(t2m−1)}.

La siguiente definición de coherencia entre una valuación θ y una función de cierre τ es
necesaria ya que la demostración de la equivalencia entre funciones expĺıcitas e impĺıcitas
se hace por separado del teorema de adecuación, donde esta equivalencia está garantizada.

Definición 4.6.11. Sea τ una función de cierre y θ una valuación, τ y θ son coherentes
(notado τ ↔ θ) si y sólo si

τ(x) = v ⇐⇒ θ(x) = LvM∅

El siguiente corolario es una consecuencia directa del lema de sustitución (4.5.6).

Corolario 4.6.12. Sea t un término tal que Γ ` t : A, θ una valuación tal que θ � Γ y τ
una función de cierre tal que τ � Γ y τ ↔ θ. Entonces vale LtMθ = Lτ(t)M∅.

Demostración. Sean x1, x2, . . . , xn las variables libres de t. Sea θ = {x1 := v1, x2 :=
v2, . . . , xn := vn}. Entonces, usando el lema (4.5.6) n veces:

LtMθ = Lt[x1 := v1]Mθ\x1
= Lt[x1 := v1, x2 := v2]M(θ\x1)\x2

...

= Lt[x1 := v1, x2 := v2, . . . , xn := vn]M∅
= Lτ(t)M∅

Finalmente, usando los lemas anteriores, a continuación se demuestra el lema de ade-
cuación para funciones impĺıcitas.

Lema 4.6.13 (Adecuación para funciones impĺıcitas). Sea t un término tal que Γ ` t :
A( B, y θ una valuación tal que θ � Γ. Hay dos posibilidades:

Existen n términos t1, . . . , tn y n reales p1, . . . , pn tales que x : A ` ti : B, 0 < pi ≤ 1,∑n
i=1 pi ≤ 1 y LtMθ =

∑n
i=1 piLλx.tiM∅.

LtMθ = 0dim(A(B)

Demostración. Sea τ una función de cierre tal que τ � Γ y τ ↔ θ. Por el lema (4.6.10) se
tiene que τ(t) o bien está en Val∪ {⊥A} o bien reduce, y por el lema (4.6.12) se tiene que
LtMθ = Lτ(t)M∅. Además por el corolario 4.6.9) se tiene que ` τ(t) : A( B.
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Si τ(t) está en Val∪{⊥A}, por su tipo se tiene que o bien τ(t) =
∑n

i=1 pi(λx.ti) para
una variable x y términos ti (tales que x : A ` ti : B, 0 < pi ≤ 1 y

∑n
i=1 pi ≤ 1), o

bien τ(t) = ⊥A(B.

En el primer caso se tiene:

LtMθ = Lτ(t)M∅ = L
∑
i

pi(λx.ti)M∅ =
∑
i

piLλx.tiM∅

En el segundo caso se tiene:

LtMθ = Lτ(t)M∅ = L⊥A(BM∅ = 0dim(A(B)

Si τ(t)  r, como ` τ(t) : A ( B, usando el teorema (3.2.3) se tiene que `
r : A ( B. Como τ(r) = r al ser r un término cerrado, usando el lema (4.6.10)
sucesivamente se tiene que existen r1, . . . , rn−1 términos cerrados y rn en Val∪{⊥A},
con ` ri : A( B, tales que

τ(t) r  r1  · · · rn

Esto es aśı ya que no hay reducciones infinitas debido al teorema de normalización
fuerte (3.2.1). Por el teorema (4.5.7) se tiene entonces que:

LtMθ = Lτ(t)M∅ = LrM∅ = Lr1M∅ = · · · = LrnM∅

Como en particular ` rn : A ( B y rn está en Val ∪ {⊥A}, se tienen los mismos
resultados que en el ı́tem anterior.

4.6.3. Teorema de adecuación

Habiendo demostrado los lemas de adecuación para funciones (4.6.4) y (4.6.13), en esta
sección se demuestra el teorema de adecuación (4.6.16) usando principalmente estos dos
lemas, un lema auxiliar (4.6.14) y la segunda conjetura (4.6.15).

El siguiente lema establece que las combinaciones lineales pesadas por probabilidades
de términos de un dominio pertenecen al mismo dominio, cuando la suma de las probabi-
lidades es menor o igual a 1.

Lema 4.6.14. Sea A un tipo. Para i en {1, . . . , n}, sean ai ∈ LAM y 0 < pi ≤ 1 con∑n
i=1 pi ≤ 1. Entonces

∑n
i=1 piai ∈ LAM.

Demostración. Si A = n, se tiene LAM = Dn.

Como pi ≤ 1 para todo i, por el teorema (1.1.9)
∑n

i=1 piai ∈ Pn.

Por linealidad de la traza, se tiene que tr (
∑n

i=1 piai) =
∑n

i=1 pitr (ai). Esto está
acotado por

∑n
i=1 pi ≤ 1 porque por hipótesis ai ∈ LnM = Dn.
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Si A = (m,n), se tiene LAM = {p | p ∈
⊕2m−1

i=1 Dn y tr (p) ≤ 1}.
Como por hipótesis ai ∈ L(m,n)M, puedo descomponer los ai como ai =

⊕2m−1
j=0 aij ,

donde aij ∈ Dn. Entonces se tiene:

n∑
i=1

piai =
n∑
i=1

pi

2m−1⊕
j=0

aij

 =
2m−1⊕
j=0

(
n∑
i=1

piaij

)

Por el caso A = n se tiene que
∑n

i=1 piaij ∈ Dn para todo j ∈ {0, . . . , 2m − 1}, por

lo tanto
∑n

i=1 piai ∈
⊕2m−1

i=0 Dn.

Por linealidad de la traza, se tiene que tr (
∑n

i=1 piai) =
∑n

i=1 pitr (ai). Como por
hipótesis ai ∈ L(m,n)M, entonces esto está acotado por

∑n
i=1 pi ≤ 1.

Si A = B( C, se tiene LAM = {f | f positiva en (LBM⊗ LCM)⊕ LCM}.
Como

∑n
i=1 piai es una combinación lineal positiva de elementos de LB ( CM, por

el teorema (1.1.9) está en LB( CM.

La siguiente conjetura dice que la aplicación de las funciones preserva positividad. Es
necesario ya que la conjetura (4.6.1) sólo establećıa este hecho para la parte lineal de las
interpretaciones. Esto es equivalente a pedir que la parte constante (es decir, la función
evaluada en 0) es siempre positiva.

Conjetura 4.6.15 (# preserva positividad). Sean t un término y θ una valuación tales
que Lλx.tMθ ∈ LA( BM, entonces para todo a en LAM se tiene que LtMθ,x=a ∈ LBM.

Finalmente se demuestra el teorema de adecuación.

Teorema 4.6.16 (Adecuación). Si Γ ` t : A y θ � Γ, entonces LtMθ ∈ LAM.

Demostración. Por inducción en las reglas de tipado:

1. Γ, x : A ` x : A
ax

En este caso se tiene LxMθ = θ(x) por definición. Además por hipótesis se tiene que
θ � Γ, x : A, por lo tanto θ(x) = LxMθ ∈ LAM.

2.

Γ, x : A ` t : B

Γ ` λx.t : A( B
(i

Por hipótesis inductiva vale que para todo θ′ tal que θ′ � Γ, x : A se tiene que
LtMθ′ ∈ LBM. Sea a ∈ LAM, entonces θ′ = θ ∪ {x = a} � Γ, x : A, por lo tanto
LtMθ,x=a ∈ LBM. Además, 0dim(A) ∈ LAM, por lo tanto LtMθ,x=⊥ ∈ LBM también. Por
definición se tiene que Lλx.tMθ = χ[a7→LtMθ,x=a] y por el lema (4.6.4) esto pertenece a

LA( BM.

3.
Γ ` t : A( B ∆ ` r : A

Γ,∆ ` tr : B
(e

Como se tiene θ � Γ,∆, vale que θ � Γ y θ � ∆. Por hipótesis inductiva vale
entonces que LtMθ ∈ LA ( BM y LrMθ ∈ LAM. Por el lema (4.6.13) se tiene entonces
que o bien dado n ∈ N existen n términos t1, . . . , tn y n reales p1, . . . , pn tales que
LtMθ =

∑n
i=1 piLλx.tiM∅ (con x : A ` ti : B, 0 < pi ≤ 1 y

∑n
i=1 pi ≤ 1), o bien

LtMθ = 0dim(A(B).

Por definición se tiene LtrMθ = LtMθ # LrMθ.



4. Semántica denotacional en CPM 64

En el primer caso se tiene:

LtrMθ =

(
n∑
i=1

piLλx.tiM∅

)
# LrMθ =

n∑
i=1

pi(Lλx.tiM∅ # LrMθ)

Por el lema (4.5.5) se tiene que esto es igual a
∑n

i=1 piLtiMx=LrMθ . Por la conjetura
(4.6.15), LtiMx=LrMθ ∈ LBM para todo i. Por el lema (4.6.14) esta combinación
lineal está en LBM.

En el segundo caso se tiene:

LtrMθ = 0dim(A(B) # LrMθ = 0dim(B) ∈ LBM

Esto es aśı porque de acuerdo a la definición de # , 0dim(A(B) es la función
constante a 7→ 0dim(B).

4.

Γ, f : A ` t : A

Γ ` µnf.t : A
µ

Asumo que tengo Γ y θ tal que Γ ` µnf.t : A y θ � Γ. Entonces por µn se tiene que
Γ, f : A ` t : A. Usando (i vale que entonces Γ ` λf.t : A( A. Usando el caso de
adecuación para las abstracciones de más arriba, tengo que Lλf.tMθ ∈ LA( AM.

Quiero ver que Lµnf.tMθ = Lλf.tMθ #n 0dim(A) está en LAM. Por inducción en n:

Caso base: Lλf.tMθ #0 0dim(A) = 0dim(A) ∈ LAM por definición.

Lλf.tMθ #n+1 0dim(A) = Lλf.tMθ # (Lλf.tMθ #n 0dim(A)). Por hipótesis inductiva
se tiene que Lλf.tMθ #n 0dim(A) ∈ LAM. Como Lλf.tMθ pertenece a LA ( AM se
tiene que Lλf.tMθ #n+1 0dim(A) está en LAM por la conjetura (4.6.15).

5. Γ ` ⊥A : A
⊥

Por definición se tiene que L⊥AMθ = 0dim(A). La matriz nula es hermı́tica, semidefinida
positiva y de traza acotada por 1, por lo tanto 0dim(A) pertenece a LAM para todo
tipo A.

6. Γ ` ρn : n
axρ

Para todo θ, en particular tal que θ � Γ, vale que LρnMθ = ρn ∈ Dn = LnM.

7.
Γ ` t : n

Γ ` Umt : n
ui

Por hipótesis inductiva vale que para todo θ′ tal que θ′ � Γ se tiene que LtMθ′ ∈ LnM =
Dn.

Como θ � Γ entonces LtMθ ∈ Dn. Por definición se tiene que LUmtMθ = UmLtMθUm
†
.

Por el lema (1.1.13) se tiene que Um es unitaria, y por el teorema (1.1.14) esto está
en Dn.

8.
Γ ` t : n

Γ ` πmt : (m,n)
mi

Por hipótesis inductiva vale que para todo θ′ tal que θ′ � Γ se tiene LtMθ′ ∈ LnM = Dn.
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Como θ � Γ, entonces LtMθ ∈ Dn. Por definición se tiene que LπmtMθ =
⊕2m−1

i=0 (πiLtMθπi†).

Como LtMθ está en Dn, por el lema (1.2.4), πiLtMθπi† también está en Dn. Falta ver que
se cumple la restricción de que tr (LπmtMθ) ≤ 1. Usando el lema (1.2.2), se tiene que

tr (LπmtMθ) = tr
(⊕2m−1

i=0 πiLtMθπi†
)

= tr (LtMθ), que está acotada por 1 por definición

de Dn.

Por lo tanto, LπmrMθ ∈
⊕2m−1

i=0 Dn = L(m,n)M.

9.
Γ ` t : n ∆ ` r : m
Γ,∆ ` t⊗ r : n+m

⊗

Por hipótesis inductiva vale que para todo θ′ tal que θ′ � Γ vale que LtMθ′ ∈ LnM = Dn;
y que para todo θ′′ tal que θ′′ � ∆ vale que LtMθ′′ ∈ LmM = Dm.

Como por hipótesis se tiene que θ � Γ,∆, vale que θ � Γ y θ � ∆. Por lo tanto,
LtMθ ∈ Dn y LrMθ ∈ Dm.

Entonces se tiene que Lr⊗ sMθ = LrMθ ⊗ LsMθ ∈ Dn+m = Ln+mM porque la aridad del
producto tensorial está dada por ⊗ : Dn ×Dm → Dn+m.

10.

∆0, x : n ` t0 : A . . . ∆2m−1, x : n ` t2m−1 : A Γ ` r : (m,n) `(A) 6= (m′, n′)

∆0, . . . ,∆2m−1,Γ ` letcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1} : A
me

Por hipótesis inductiva vale que para todo θ′ tal que θ′ � Γ se tiene que LrMθ′ ∈
L(m,n)M. Como θ � ∆0, . . . ,∆2m−1,Γ, vale que θ � Γ y entonces LrMθ ∈ L(m,n)M.

También por hipótesis inductiva vale que para todo i en {0, . . . , 2m − 1}, para todo
θ′ tal que θ′ � ∆i, x : n se tiene que LtiMθ′ ∈ LAM. Como θ � ∆0, . . . ,∆2m−1,Γ, en
particular θ � ∆i para todo i y θ ∪ {x := ρ} � ∆i, x : n para todo ρ ∈ Dn. Por lo
tanto LtiMθ,x=ρ ∈ LAM para todo ρ ∈ Dn y todo i ∈ {0, . . . , 2m − 1}.
Por definición se tiene que:

Lletcase◦ x = r in {t0, . . . , t2m−1}Mθ =
2m−1∑
i=0

tr (ρi) LtiMθ,x=ρ̃i

donde LrMθ =
⊕2m−1

i=0 ρi ∈ L(m,n)M y

ρ̃i =

{ ρi
tr (ρi)

si tr (ρi) 6= 0

ρi si tr (ρi) = 0

ρ̃i ∈ Dn porque ρi ∈ Dn y tr
(

ρ
tr(ρ)

)
= 1, por lo tanto LtiMθ,x=ρ̃i ∈ LAM para todo i en

{0, . . . , 2m − 1}.
Como ρi ∈ Dn para todo i, se tiene 0 ≤ tr (ρi) ≤ 1. Además, como LrMθ ∈ L(m,n)M,
se tiene tr (LrMθ) ≤ 1. Por lo tanto,

tr (LrMθ) = tr

(
2m−1⊕
i=0

ρi

)
=

2m−1∑
i=0

tr (ρi) ≤ 1

Entonces por el lema (4.6.14),
∑2m−1

i=0 tr (ρi) LtiMθ,x=ρ̃i ∈ LAM.
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11.

Γ ` t1 : A . . . Γ ` tn : A
∑n

i=1 pi ≤ 1 `(A) 6= (m,n)

Γ `
∑n

i=1 piti : A
+

Por hipótesis inductiva se tiene que para todo θ′ tal que θ′ � Γ vale LtiMθ′ ∈ LAM para
todo i en {1, . . . , n}.
Como por hipótesis θ ` Γ, vale LtiMθ ∈ LAM para todo i en {1, . . . , n}.
Por definición se tiene que L

∑n
i=1 pitiMθ =

∑n
i=1 piLtiMθ, y por el lema (4.6.14) esto

está en LAM.

4.7. Dominios acotados

Para ver que el ĺımite del punto fijo existe en el cálculo vamos a demostrar que todos
los términos posibles tienen su traza acotada. La parte del dominio que representa a
los tipos n y (m,n) tiene su traza trivialmente acotada por 1, por definición. La parte
que no tiene una cota definida para la traza es la de las funciones, y se puede ver que
al interpretar la parte lineal de estos términos en el espacio generado por el producto
tensorial de la interpretación de los espacios de salida y llegada, esto introduce términos
con traza potencialmente mayor a 1. Un ejemplo de esto es la función identidad en 1( 1,
cuya interpretación tiene traza igual a 2:

Lλx.xM∅ = χ[a7→LxMx=a] =


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

⊕ (0 0
0 0

)

Se define el tamaño de los tipos como el valor de la cota para la traza que van a tener
los términos bien tipados correspondientes. A continuación se demuestra que esta cota es
correcta.

Definición 4.7.1 (Tamaño de tipos).

Nn = 1

N(m,n) = 1

NA(B = (dim(A) + 1)NB

Teorema 4.7.2. Para todo término cerrado t tal que ` t : A vale que tr (LtM∅) ≤ NA.

Demostración. Por inducción en los tipos.
Por el teorema (4.6.16) se tiene que LtM∅ ∈ LAM para todo tipo A.

Si A = n ó A = (m,n), vale que tr (LtM∅) ≤ 1 por definición de LnM y L(m,n)M.

Si A = B( C, por el lema (4.6.13) hay dos posibilidades:

• Para n ∈ N, existen n términos t1, . . . , tn y n reales p1, . . . , pn tales que x : B `
ti : C, 0 < pi ≤ 1,

∑n
i=1 pi ≤ 1 y LtM∅ =

∑n
i=1 piLλx.tiM∅. Por linealidad de la
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traza:

tr (LtM∅) = tr

(
n∑
i=1

piLλx.tiM∅

)

=
n∑
i=1

pitr (Lλx.tiM∅)

=
n∑
i=1

pi

dim(B)∑
j=1

tr
(
LtiMx=EBii − LtiMx=0dim(B)

)
+ tr

(
LtiMx=0dim(B)

)
=

n∑
i=1

pi

dim(B)∑
j=1

tr
(
LtiMx=EBii

)
−

dim(B)∑
j=1

tr
(
LtiMx=0dim(B)

)
+ tr

(
LtiMx=0dim(B)

)
Por la conjetura (4.6.15), tanto LtiMx=EBii como LtiMx=0dim(B)

están en LCM, para
todo i. Por lo tanto, y por hipótesis inductiva, todos esos términos son positivos
y están acotados por NC . Entonces se tiene:

tr (LtM∅) ≤
n∑
i=1

pi

dim(B)∑
j=1

NC +NC

 =
n∑
i=1

pi(NB(C) ≤ NB(C

La última desigualdad se obtiene por la cota a la sumatoria de pi.

• LtM∅ = 0dim(B(C)

Este caso es trivial ya que:

tr (LtM∅) = tr
(
0dim(B(C)

)
= 0 ≤ NB(C

4.8. Existencia de punto fijo

Habiendo visto que todos los términos de λµnρ se interpretan en dominios de matrices
positivas y con trazas acotadas según su tipo, falta ver que estos dominios cumplen con
la definición de CPO para cierto orden definido en ellos. Además es necesario ver algunas
propiedades que las interpretaciones de funciones cumplen, con el objetivo de probar la
existencia del ĺımite del punto fijo incremental. Con esa existencia probada, se reemplaza
el punto fijo incremental de λµnρ por el punto fijo a secas definiendo aśı el cálculo λµρ . Su
interpretación va a ser el ĺımite de la interpretación del punto fijo incremental.

En el caso de las matrices cuadradas complejas, las cuales contienen a los dominios,
los supremos de las sucesiones son iguales a sus ĺımites por [Sel04, Observación 3.8]. Por lo
tanto la definición de continuidad (1.1.17) y el teorema de punto fijo (1.1.18) serán usados
en este contexto, reemplazando los supremos de las cadenas por su ĺımite.

Se define el siguiente orden sobre las matrices positivas. Este define un CPO sobre los
dominios, como se demostrará en el lema (4.8.5).

Definición 4.8.1 (Orden de Löwner). Sean A,B ∈ Pn. Entonces A vL B si y sólo si
B −A ∈ Pn.
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Lema 4.8.2. Las funciones expĺıcitas de λµnρ preservan el orden de Löwner.

Demostración. Sea t tal que Γ, x : A ` t : A, con θ � Γ. Quiero ver que para todo
a, b ∈ LAM, si a vL b entonces Lλx.tMθ # a vL Lλx.tMθ # b.

Por la conjetura (4.6.1) y el lema (4.5.1), se tiene que la siguiente función es lineal y
completamente positiva, donde n = dim(A).

f(c) = LtMθ,x=c − LtMθ,x=0n

Como a vL b por hipótesis, b − a es una matriz positiva y como f es completamente
positiva, f(b − a) es una matriz positiva. Pero además f es lineal, entonces f(b − a) =
f(b)− f(a) es positiva.

f(b− a) =LtMθ,x=b − LtMθ,x=0n − (LtMθ,x=a − LtMθ,x=0n)

=LtMθ,x=b − LtMθ,x=a

Por el lema (4.5.5) se tiene que LtMθ,x=a = Lλx.tMθ # a y LtMθ,x=b = Lλx.tMθ # b.
Reemplazando vale:

f(b− a) = Lλx.tMθ # b− Lλx.tMθ # a

Por lo tanto Lλx.tMθ # b− Lλx.tMθ # a es una matriz positiva, lo que implica que

Lλx.tMθ # a vL Lλx.tMθ # b

El siguiente lema muestra que las funciones del cálculo sobre las que se puede calcular
punto fijo son continuas según la definición (1.1.17), usando el ĺımite.

Lema 4.8.3. Las funciones expĺıcitas de λµnρ son continuas.

Demostración. Por el lema (4.8.2) se tiene que las funciones expĺıcitas de λµnρ son monóto-
nas respecto al orden de Löwner.

Sea (Pn) una sucesión creciente de elementos de Pn tal que ĺımn→∞ Pn = P . Esto
significa que para todo 1 ≤ i, j ≤ n, ĺımn→∞(Pn)ij = Pij , donde (Pn)ij es una sucesión en
C. Sean Lij ,K en Cm×m y {Enij} la base canónica de Cn×n tal que:

χ =

 n∑
i=1

n∑
j=1

Enij ⊗ Lij

⊕K
Como el primer término de la aplicación es lineal en el argumento por el lema (4.3.3),

es lineal en cada elemento de la matriz. Por lo tanto la aplicación es continua en cada
elemento de la matriz sobre la cual actúa:

ĺım
n→∞

χ # Pn = ĺım
n→∞

n∑
i=1

n∑
j=1

(Pn)ijLij+K =

n∑
i=1

n∑
j=1

PijLij+K = χ # P = χ #
(

ĺım
n→∞

Pn

)

El siguiente lema es necesario para demostrar la existencia del ĺımite en todas las
cadenas crecientes de acuerdo al orden de Löwner en los dominios.

Lema 4.8.4. Para toda M en Pn y u en Cn se tiene que u†Mu ≤ tr (M) ‖u‖2.



4. Semántica denotacional en CPM 69

Demostración. Como M es positiva, es diagonalizable y se la puede descomponer como
P−1DP donde D ∈ Cn×n es diagonal y P ∈ Cn×n es unitaria.

Por lo tanto se tiene que

u†Mu = u†(P−1DP )u = (u†P−1)D(Pu) = v†Dv

definiendo v = Pu ∈ Cn. Llamando vi ∈ C a las componentes de v:

u†Mu =
∑
i

v2i dii ≤

(∑
i

v2i

)(∑
i

dii

)
= tr (D) ‖v‖2 = tr (M) ‖u‖2

La desigualdad vale porque dii ≥ 0 para todo i ya que son los autovalores de M , que
es una matriz positiva.

El siguiente lema acerca de la estructura de los dominios de λµρ está demostrado en
forma análoga a la proposición (3.6) en [Sel04].

Lema 4.8.5. Para todo A tipo de λµnρ (LAM,vL) es un orden parcial completo.

Demostración. Quiero ver que para todo dominio de λµρ las sucesiones crecientes respecto
al orden de Löwner tienen supremo. Los dominios están compuestos de matrices positivas,
restringidas con una cota para la traza que depende del tipo asociado a cada dominio.

Sea A un tipo cualquiera de λµρ . Su dominio asociado es LAM ⊆ P2n . Sean M1 y M2

matrices en LAM.
Por definición M1 vL M2 si y sólo si M2 −M1 es una matriz positiva, y esto sucede

si y sólo si u†(M2 −M1)u ≥ 0 para todo u en C2n . Por lo tanto M1 vL M2 si y sólo si
u†M1u ≤ u†M2u para todo u en C2n .

De esta forma cualquier sucesión creciente en LAM:

M1 vL M2 vL . . . vL Mn vL . . .

tiene una sucesión creciente correspondiente en R≥0 para cada u en C2n :

u†M1u ≤ u†M2u ≤ · · · ≤ u†Mnu ≤ . . .

Usando el lema (4.8.4) y el corolario (4.7.2) se tiene que los elementos de la sucesión
creciente {u†Mnu}n están acotados por NA ‖u‖2, ya que las matrices Mn están en LAM.
Cualquier sucesión creciente y acotada en R tiene supremo. Por lo tanto la sucesión co-
rrespondiente {Mn} en LAM también tiene supremo, y éste cumple con la cota de la traza
por continuidad de la traza, por lo tanto está en LAM.

Como corolario de los lemas de esta sección y usando el teorema de punto fijo del
caṕıtulo de Preliminares (1.1.18), se demuestra su existencia en los dominios del cálculo.

Corolario 4.8.6. El mı́nimo punto fijo existe en λµρ y se interpreta como el ĺımite infinito
del punto fijo incremental.

Demostración. Por los lemas (4.8.3) y (4.8.5), usando el teorema (1.1.18).
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4.9. Semántica denotacional del cálculo con punto fijo

Se define la semántica de λµρ igual a la de λµnρ , excepto en la interpretación del punto
fijo. Usando el corolario (4.8.6) esta se define como el ĺımite de la interpretación del punto
fijo incremental en λµnρ , es decir:

Lµx.tMθ = ĺım
n→∞

(
Lλx.tMθ #n 0dim(A)

)
Ejemplos

El término del ejemplo (3.1.1) tiene la siguiente interpretación:

Lµx.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}M∅ = ĺım
n→∞

Lλx.letcase◦ z = π1|+〉〈+| in {x, |+〉〈+|}M∅ #n 02

= ĺım
n→∞

(
1
2x+ 1

2 |+〉〈+|
)

#n 02

= ĺım
n→∞

1
2n02 +

n∑
i=1

1
2i
|+〉〈+|

= ĺım
n→∞

(
1− 1

2n+1

1−1
2

− 1

)
|+〉〈+| = |+〉〈+|

La función identidad tiene como puntos fijos a todos los elementos de su dominio. La
interpretación de su punto fijo es entonces el mı́nimo del dominio, es decir la matriz
nula:

Lµx.xM∅ = ĺım
n→∞

Lλx.xM∅ #n 02 = 02



5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En esta tesis se definieron los cálculos λµnρ y λµρ , que agregan punto fijo al cálculo
λ◦ρ definido en [DC17]. Para hacerlo se redefinió por completo la semántica respecto a la
original, en dominios de matrices positivas. El resultado conseguido asume la validez de
las conjeturas (4.6.1) y (4.6.15). Esto representa un puntapié inicial hacia la definición
de punto fijo en este cálculo, y aunque creemos que la conjeturas son ciertas es necesario
demostrarlas. Esto queda como trabajo futuro.

Trabajo futuro

Un camino posible para demostrar las conjeturas es el siguiente. En [Cho75, Teorema
1], Choi da la siguiente forma de descomposición para los mapas completamente positivos:

Teorema. Sea Φ : Cn×n → Cm×m. Entonces Φ es completamente positivo si y sólo si Φ
es de la forma Φ(A) =

∑
i V
†
i AVi para todo A en Cn×n donde Vi son matrices de n×m.

Si pudiéramos redefinir la semántica de las funciones en términos de estas Vi, podŕıamos
tener asegurado que preservan la positividad, lo cual resolveŕıa la segunda conjetura. La
primera conjetura, donde se afirma que la parte lineal de las funciones es completamente
positiva para tener adecuación de las abstracciones, tendŕıa que revisarse ya que una
nueva semántica en función de las Vi tendŕıa que estar definida de forma tal de cumplir
adecuación.

Queda pendiente también demostrar confluencia para esta extensión. Romero demues-
tra en [Rom20] que λ◦ρ es confluente, por lo que se espera que λµnρ y λµρ también lo sean.
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Rodŕıguez (editores): Theory and Practice of Natural Computing (TPNC
2017), volumen 10687 de Lecture Notes in Computer Science, páginas 281–
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