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AGREGANDO UN OPERADOR DE PUNTO FIJO A UNA
EXTENSION CUANTICA DE LAMBDA CALCULO CON
MATRICES DE DENSIDAD

El célculo ), presentado por Diaz-Caro en 2017 es una extensién cudntica del lambda
calculo que usa matrices de densidad. Estas matrices permiten representar estados mixtos
de conjuntos de bits cudnticos. El cédlculo modificado A} generaliza las matrices de densi-
dad a sumatorias algebraicas de términos. Ambos célculos tienen definida una semaéntica
denotacional compartida.

Este trabajo representa un primer paso hacia el agregado de punto fijo al calculo AJ.
Definimos una extensién con punto fijo en el limite y otra intermedia, con punto fijo
incremental. La semdantica denotacional fue redefinida respecto a la original para dar a los
dominios estructura de orden parcial completo sobre matrices positivas. La demostracion
de adecuacion depende de dos conjeturas dejadas para trabajo futuro.

Suponiendo correcta la definicion de la seméantica, esto permite probar la existencia
del limite del punto fijo incremental gracias a la estructura de orden parcial completo.
La interpretacién del punto fijo puede definirse entonces como el limite de una secuencia
creciente y acotada de interpretaciones de términos en el dominio.

Palabras clave: Punto fijo, lambda calculo, computacién cudntica, matrices de densidad,
orden parcial completo.



ADDING A FIXED-POINT OPERATOR TO A
QUANTUM EXTENSION TO THE LAMBDA CALCULUS
WITH DENSITY MATRICES

The A, calculus presented by Diaz-Caro in 2017 is a quantum extension to lambda calculus
that uses density matrices. These matrices allow us to represent sets of quantum bits’ mixed
quantum states. The modified calculus A) generalizes density matrices to algebraic sums
of terms. Both calculi share their denotational semantics.

This work represents a first step towards adding fixed-point to the A7 calculus. We
define an extension with fixed-point as a limit, and an intermediate one with an incremental
fixed-point. The denotational semantics were redefined in respect to the original one, in
order for the domains to have a complete partial order structure over positive matrices.
The proof of adequacy depends on two conjectures, left for future work.

Supposing that the denotational semantics is sound and well defined, this allows us
to prove the existence of the limit for the fixed-point inside the domains, thanks to the
complete partial order structure. The fixed-point semantics can then be defined as the
limit of an increasing bounded sequence of term interpretations inside the domain.

Keywords: Fixed-point, lambda calculus, quantum computing, density matrices, com-
plete partial order.
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INTRODUCCION

En los ultimos quince anos se han investigado muchas extensiones cuanticas del lambda
célculo, como por ejemplo [vT04, SV05, PSV14, Zorl6, ADCV17, AD17, DCD17]. En
todos estos casos los estados cudnticos estan representados mediante vectores en el espacio
de Hilbert. Sin embargo esta representacion también puede hacerse mediante matrices
de densidad. Las matrices de densidad permiten la descripcién no sélo de los estados,
sino también de mezclas estadisticas de ellos, representando asi nuestro desconocimiento
sobre el estado del sistema mediante una distribuciéon de probabilidad para los estados
precisos. Usar esta representacién lleva a una formulacion alternativa de los postulados
de la mecénica cudntica, y por lo tanto también puede ser usada para la computacion
cuéntica.

En [Sel04] Selinger introdujo un lenguaje de diagramas de flujo cuédnticos, interpretados
en un orden parcial completo de matrices de densidad. A partir de la publicaciéon de
este paper las matrices de densidad comenzaron a ser mucho mas usadas como forma de
representaciéon de datos en computacién cudntica, como por ejemplo en [DP06, FDY11,
Yinl12, FYY13, YYW17]. Incluso el libro “Foundations of Quantum Programming” [Yin16]
fue escrito por completo usando matrices de densidad.

Ademsds de la clasificacién de los lenguajes segin la forma de representacién de los
estados, estos también pueden ser distinguidos segin su forma de control. Este puede
ser tanto clasico como cudntico. La idea de combinar datos cuénticos con control clasico
de [Sel04] fue usada en [SV05] para definir \;, una de las primeras extensiones cudnti-
cas de lambda célculo. Luego este calculo fue la base para el lenguaje de programacion
cudntico Quipper [GLR'13]. El paradigma de datos cudnticos con control cldsico con-
sidera una computadora cldsica con programas cldsicos, y un procesador cudntico adi-
cional al cual esta puede acceder. Mediante instrucciones clasicas al procesador cudntico
se pueden realizar operaciones sobre los bits cuanticos, realizar mediciones sobre estos y
obtener los resultados. De esta forma es el procesador cudntico el que se encarga de ac-
tuar sobre los qubits. Muchos trabajos estan enmarcados dentro de este paradigma, como
[SV05, AG05, GLR*13, PSV14, Zor16].

El paradigma de datos cuanticos con control cudntico supone la idea de proveer de-
finiciones computacionales para las nociones de espacio vectorial y funciones bilineales.
Existen varias definiciones de lenguajes cuanticos de alto nivel que usan control cudntico,
por ejemplo en [AG05, YYF12, YYF14, BP15]. Recientemente fue introducida la prime-
ra extensién de lambda calculo con control cudntico [DCGMV19], siguiendo la linea de
investigacién de trabajos anteriores [ADC12, ADCV17, AD17, ADCP*14, DCP12].

En [DC17] Diaz-Caro introduce los cdlculos A, y A9, las primeras dos extensiones
cudnticas al lambda célculo sobre matrices de densidad. El célculo A, se encuentra enmar-
cado en el paradigma del control clésico, representando los datos cudnticos sobre matrices
de densidad. A\J es una generalizacion de esta extension donde se generalizan las matrices
de densidad al control clasico, es decir que luego de realizar las mediciones se combinan los
términos de todas las posibles reducciones de A, en una matriz de densidad generalizada
de términos. Este control no es cuantico, ya que los términos no se superponen en este
sentido, sino que podria considerarse como un tipo de control probabilistico.

El objetivo de esta tesis es agregar punto fijo al cdlculo A}, definiendo una seméntica
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adecuada para su interpretacién. El punto fijo permite escribir programas recursivos, lo
cual no es posible en la formulacién original del calculo.

Para lograrlo se definieron dos extensiones, A" y Aj. La primera agrega minimo punto
fijo incremental en n pasos y la segunda agrega el minimo punto fijo en el limite. Se redefinié
completamente la semdntica con respecto de la original que tenfa A) en [DC17], para pasar
a interpretar cualquier término tipable como una matriz de densidad generalizada. Los
dominios de interpretacién fueron definidos como érdenes parciales completos, al igual
que en [Sel04]. Para lograrlo, las funciones son interpretadas en forma similar a las de
[SV08] como mapas completos positivos, aunque con la diferencia de que en este lenguaje
las funciones son afines y no lineales. Para terminar de demostrar que los dominios y
las interpretaciones de funciones sobre estos cumplen las propiedades requeridas para ser
ordenes parciales completos fue necesario agregar dos conjeturas, que por falta de tiempo
no pudieron ser demostradas y quedan como trabajo futuro.

La estructura de la tesis es la siguiente:

= En el capitulo 1 se definen los conceptos matematicos que seran usados en el traba-
jo. Ademds se hace una introducciéon breve a mecanica cuantica sobre matrices de

densidad.
» En el capitulo 2 se presentan los calculos A, y A7.
» En el capitulo 3 se definen los calculos A)™ y Af, extensiones de Ap-

= En el capitulo 4 se define la semantica denotacional de los calculos definidos en
el capitulo 3. Para esto se demuestra (asumiendo las conjeturas) que el punto fijo
incremental de \," tiene limite dentro de los dominios de interpretacion.

= En el capitulo 5 se exponen las conclusiones e ideas para trabajo futuro.



1. PRELIMINARES

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera se definen algunos conceptos y
propiedades sobre matrices, los cuales son necesarios para la segunda parte en la que se
introduce la mecanica cudntica sobre matrices de densidad. Ademas se definen conceptos
relacionados con los érdenes parciales completos, que van a ser usados en la dltima parte
de la tesis.

1.1. Definiciones y propiedades matematicas

Se usa la notacién 0, y 1, para representar las matrices nulas y la identidad en C™*"

respectivamente.

)

1.1.1. Traza matricial

Definicién 1.1.1 (Traza). Sea A una matriz cuadrada. Su traza tr (4) se define como la
suma de los elementos de la diagonal.

Propiedad 1.1.2 (Linealidad de la traza). Sean A, B en C"*" y « en C. Entonces
tr(A+ B) =tr(A) +tr(B) ytr(ad) = atr (A).

Propiedad 1.1.3 (Propiedad ciclica de la traza). Sean A, B y C en C"*". Entonces
tr (ABC) = tr (BCA).
1.1.2. Matrices hermiticas y positivas

Definicién 1.1.4 (Matriz transpuesta conjugada). Sea A una matriz en C"*". AT simbo-
liza su transpuesta conjugada, es decir la matriz en C™**" tal que (AT)ij = Aj;.

Propiedades 1.1.5. Sean A, B en C™"*™ y o en C. Entonces:

Definicién 1.1.6 (Matriz hermitica). Una matriz A en C"*™ se dice hermitica si y solo
si AT = A,

Definicién 1.1.7 (Matriz positiva). Una matriz A en C"*™ se dice positiva si y solo si
es hermitica y ufAu > 0 para todo u en C". Notamos con P, al conjunto de matrices
positivas en C™*",

Observacion 1.1.8. Toda matriz positiva es diagonalizable.

Teorema 1.1.9. Las matrices positivas forman un espacio vectorial sobre R>q.
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Demostracion. Sean a,b constantes en R>g y A, B matrices en P,,. Queremos ver que

aA+bB e P,

» gA 4+ bB es hermitica:

Se tiene (aA + bB)T = a AT + bBT pues a y b son reales. Como A y B son hermiticas
por hipétesis, AT = Ay BY = B, y por lo tanto (aA + bB)t = aA + bB.

= aA + bB es semidefinida positiva:

Sea u un vector en C". Se tiene uf(aA + bB)u = a(u'Au) + b(u! Bu). Como Ay B
son positivas, valen uf Au > 0 y uf Bu > 0 para todo u. Por lo tanto uf(aA +bB)u >
a+b >0 pues a,bc R>p.

Por lo tanto aA + bB pertenece a P,,. O

Lema 1.1.10. Sea M una matriz en Py, si tr (M) =0 entonces M = 0,

Demostracion. Como M es positiva, es diagonalizable. Entonces existen P una matriz
inversible y D una matriz diagonal tales que

M =pPDP!
Aplicando la traza se tiene:
tr (M) =tr (PDP~') =tr (DP™'P) =tr(D)
Como tr (M) = 0 por hipdtesis, se tiene que tr (D) = 0. Por ser D diagonal, es nula y
por lo tanto M también. ]

1.1.3. Producto tensorial

Sean M y N matrices complejas de dimensiones n X m y p X g respectivamente, donde
M = (my;) y N = (ni;). El producto tensorial M ® N entre ellas se define como la matriz
compleja de dimensién np X mq tal que:

MiINIL ... Mi1N1g M2N11 -.. MimNig
miuN ... minN
M@ N = . = | munpr ... MiNpg M12Mp1 ... MimNpg
muN ... mpmN : :
MmpiNpl .. MpiNlpg Mp2Np1 ... MpmTipg

Cuando M y N son vectores columna, el resultado es otro vector columna. Andaloga-
mente, si son vectores fila el resultado también lo es.

v1wy
v1w2
nw
v ® w = . =
: V1Wp
VW

UpWp
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vt ®wt = (vlw vnw) = (vlwl VW ... VIWp ... vnwp)

Algunas propiedades del producto tensorial:

Propiedades 1.1.11. Sean A, A’ en C"*™ B, B’ en CP*4, C en C"™*", D en C?*% y o, 8
en C. Entonces:

1.
2.

(ad) @ (BB) = af(A© B)

AR (B+B)=A®B+A®D'
(A+A)® B=A®B+A'®B

3. En general, A B# B® A
/
5
6

Propiedad del producto mizto: (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)

. tr(A® B) =tr(A)tr (B)
. (A@B)=Ate Bt

1.1.4. Matrices unitarias

Definicién 1.1.12. U € C"*" es una matriz unitaria si y sélo si UTU = UUT = I,.

Lema 1.1.13. Sea U una matriz unitaria en C™"*™ y V una matriz unitaria en

Cme

Entonces U @ V' es una matriz unitaria en CHmxnm,

Demostracion. Usando que f distribuye respecto a ® y por la propiedad del producto
mixto:

Teorema 1.1.14. Sea M en Py, entonces para cualquier matriz U en

UV UeV) =UeV) (U eV
=yUtevvt

U UeV)=UteVHU V)
=UUeViV
=I,®1,=1Imn ]

C™ "™ se tiene que

UMUT estd en P,,. Si ademds U es unitaria, la traza se preserva.

Demostracion.

» UMUT es hermitica: por propiedades de t se tiene que (UMUY)T = U(UM)T =

UM'U?. Esto es igual a UMU' porque M € P,,.

» UMU?' es semidefinida positiva: sea v € C2". Por propiedades de 1 se tiene que

vUMUTvT = (vU)M (vU)T. Como Uv € C*" y M es semidefinida positiva, se tiene
que (vU)M (vU)T > 0.

= La traza se preserva cuando U es unitaria: por propiedad ciclica de la traza se tiene

que tr (UMUT) =tr (MUTU). Como U es unitaria, se tiene UTU = I y por lo tanto
tr (MUTU) = tr (M). O
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1.1.5. Coproducto

El operador @ representa la concatenacion de matrices. Se puede ver como una matriz
definida por bloques de las matrices concatenadas. Por ejemplo:

all a2 0 0 0 0

bi1 bz b1z bus a1 a2 0 0 0 O
<a11 GIQ)@ bar baz boz boa| _ | O 0 bu bz b1z bug
a1 as bs1 b3z b3z b3y 0 0 bor baa bog boy

bar baz by baa 0 0 b31 bz2 b3z b3

0 0 b1 baz bag byg

Se puede ver que la traza distribuye linealmente respecto a @: tr (A @ B) = tr (A) +tr (B).

1.1.6. Punto fijo en 6rdenes parciales completos

En esta seccién se definen los érdenes parciales completos (CPOs) y se definen mono-
tonia y continuidad de funciones entre CPOs. Finalmente se demuestra la existencia de
minimo punto fijo en el teorema (1.1.18) para funciones que cumplan estas propiedades.

Definicién 1.1.15 (Supremo). Sea S un subconjunto no vacio de 7', otro conjunto con
un orden parcial definido. El supremo de S, si existe, es el minimo elemento de T tal que
todos los elementos de S son menores que €él, y se denota | | S.

Sea (z,) una sucesién de elementos de T'. El supremo de (z,) es igual al supremo de
{zn}, el subconjunto de T con todos los elementos de la sucesién, y se denota | |, .

Definicién 1.1.16 (Orden parcial completo [Win93, p. 70]).
El orden parcial (D,C) es un orden parcial completo (abreviado CPO en inglés) si tiene
supremos para todas las sucesiones crecientes dg C dy C --- C d,, C ..., es decir que
cualquier sucesién creciente (d,,) de elementos de D tiene supremo | |, d,.

(D,C) es un CPO con bottom si es un CPO que tiene un elemento minimo L € D
(lamado “bottom”).

Definicién 1.1.17 (Funcién continua [Win93, p. 71}).
Una funcién f: (D,Cp) — (F,Cg) entre CPOs (D,Cp) y (E,Cg) es mondtona si y sélo
si

Vd,d € D,dCp d = f(d) Cg f(d)

Esta funcién es continua si y sélo si es mondtona y para todas las cadenas dy Cp
diCp...Cpd,Cp...en D se tiene

new new

A continuacién se transcribe la demostracién de un teorema de punto fijo [Win93,
Teorema 5.11]. Este serd usado mds adelante para interpretar los términos de punto fijo
en A"

Teorema 1.1.18. Sea (A,C) un CPO con bottom L, y sea f: (A,C) = (A,C). Si f es
continua, entonces | |, f"(L) es el minimo punto fijo de f.
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Demostracion. Por continuidad de f se tiene:

Ly =L
= (L] )iy

=] rw

new

Por lo tanto | |, f"(L) es punto fijo de f.

Falta ver que ademads es el minimo punto fijo. Sea d un punto fijo cualquiera de f en
(A,C). Por definicién, vale que L C d. Como f es mondtona, se tiene que f(L) T f(d).
Entonces f(L) C d, ya que f(d) = d por ser punto fijo de f. Por induccién se tiene que
entonces f"(L) E d para todo n. Por lo tanto | |, ., f"(L) E d y entonces | |, f"(L) es
el minimo punto fijo de f. O

1.2. Introduccién a mecanica cuantica

La mecanica cuantica describe el estado de un sistema como un vector de norma 1 en
un espacio vectorial complejo. La dimensién del espacio depende de las caracteristicas del
sistema en cuestion, en el caso de los bits cudnticos, o qubits, la dimensién del espacio
vectorial que los describe es 2. Para un sistema de n qubits la dimensién del espacio
vectorial en el cual se describe el sistema es 2". En el caso més general los sistemas fisicos
podrian tener caracteristicas como por ejemplo la posicién o la velocidad, que tienen
infinitos valores posibles no numerables. Para describir este tipo de sistemas de dimensién
infinita se usan los espacios de Hilbert mas generales. Sin embargo, para este trabajo se
usard sélo el espacio de Hilbert C2".

Las matrices de densidad son una forma alternativa de descripcién que representa una
distribucién de probabilidades para un conjunto de estados, es decir una mezcla estadistica
de estados. También contienen las representaciones de sistemas para los cuales se sabe con
certeza cudl es el vector del espacio que representa al estado, recuperando asi los sistemas
descriptos mediante vectores del espacio.

1.2.1. Notacion de Dirac

La notacién de Dirac es la notacion usual para describir estados de sistemas cuanticos.
Los elementos principales son los kets, de la forma |a), y los bras (5|. a 'y 5 son etiquetas
de los elementos.

Los kets representan vectores del espacio. El estado de los sistemas se puede descom-
poner en alguna de las bases de su espacio de representacion, donde los vectores de la base
se escriben como kets etiquetados. Por ejemplo el sistema conformado por un solo qubit
estd en C2 por lo que su base canénica esta conformada por:

El ket |0) representa el estado de un qubit andlogo a un bit 0 clasico, y el ket |1)
representa el estado de un qubit analogo a un bit 1 clasico. Cualquier combinacién lineal
compleja de estos dos vectores de la base cuya norma sea 1 representa un estado posible
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para un qubit. En este caso se dird que el qubit estd en un estado superposicién de |0) y

11).

Otra base usual para este espacio es la base de Hadamard. Esta base esta rotada 45
grados respecto a la candnica, y sus kets base se etiquetan con + y —:

1 1
— 1 — 1 V= L —_ - L
H=h+=5(1) P =Ho-m=% ()
Por ejemplo, el vector |a) = % (}) en C? se puede descomponer en la base canénica
como |a) = %\0) + ﬁ\l} y en la base de Hadamard como |a) = 1|+) + 14|—). En

particular |+) es un vector de la base de Hadamard, el cual visto sobre la base canénica
estd en superposicién.

En el caso de los espacios C2" que se usan para describir sistemas de n qubits, se
puede pensar a los kets como vectores columna y a los bras como vectores fila. El bra
correspondiente al ket o) es (a| = |a)T, es decir el vector fila que resulta de trasponer y
conjugar los elementos del ket. De esta forma, los bra correspondientes a los kets anteriores
son:

o=@ 0 (+l= oI+ =J5 (1 1)

Producto ket-bra
La forma de interpretar a un ket seguido de un bra es mediante la multiplicacién
matricial. Por ejemplo:

10)(0] = (3) (1 0)= <(1) 8) j0)1| = <(1)> 0 1)= <8 (1))

0+ = 10) L5 (0] + (1]) = Z5(0)0] + [0)1]) = L5 ((1) 3)

=% (1) B0 v=4(; )
De esta forma, la base canénica de C2*? se puede escribir de la siguiente manera:
{10)XOF, JO)L], [1)O], [1)(1]}
Producto bra-ket

Los productos bra-ket son equivalentes al producto interno (donde al segundo ar-
gumento se lo conjuga) por lo que el resultado es un elemento de C. Los elementos
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ortogonales tienen producto interno nulo y el producto interno de un elemento con-
sigo mismo es igual al cuadrado de su norma (que es 1):

(11) = (0 1) (?) =1 (0]1) = (1 0) <(1)> =0

(=11) = ({0l = (1DI1) = 5 ((0[1) — (1]1)) = 5

Producto tensorial de kets y bras

Los kets también pueden multiplicarse entre si mediante el producto tensorial. La
interpretacion del producto tensorial de dos estados es el estado conjunto. Por ejem-
plo si se tiene un qubit en estado |0) y otro en estado |1), el estado que los describe a
ambos como un solo sistema es |0) ® |1). La notacién usada para este vector es |01).
Esto se generaliza a dimensién n, si se tienen qubits en estados |b1), |b2), ..., |by) en-
tonces su estado conjunto estd dado por |b1) ®|b2) ®...®|b,), que se nota |b1by ... by).
De acuerdo a la definicién del producto tensorial las bases candnicas para cualquier
dimensién van a estar dadas por {|0...00),[0...01),]0...10),...,|1...11)}.

Andlogamente para los bras se tiene que (b1| ® (ba| @ ... ® (by| se nota (b1by...by|,
donde |b1bs .. .bn>T = (b1by...b,| y viceversa.

Esta notacién es 1til ya que los operadores que multiplican a izquierda a los kets
(v de la misma forma los operadores que multiplican a derecha a los bras) si estdn
escritos en forma de producto tensorial de operadores de la dimensién correcta,
operan separadamente sobre los subsistemas. Por ejemplo:

((g (1))®((1) ?>)‘00>: (2 (1)> ‘0>®<(1) ?) 10) = 1) @ |0) = [10)
wi((5 el o)) -u(p 1)ew(] ) =aea=a

Estados separables y estados entrelazados

Cuando el estado de un sistema compuesto se puede escribir como producto tensorial
entre estados de sus subsistemas se dice que el estado es separable, es decir que se
pueden recuperar los sistemas independientes que lo conforman. En caso contrario
el estado estd entrelazado. Esto significa que las partes que conforman al sistema no
son independientes, sino que hay dependencias entre una y otra. Esto resulta en que
cambios en el estado de una parte del sistema repercutan en el estado de otra parte
del sistema.

Por ejemplo, un sistema de dos qubits cuyo estado se encuentra descripto por el

00) +[11) 1 (5)

vector

= 0

V2 V2 \1

no puede separarse en un solo producto tensorial, por lo tanto es un estado entrela-
zado.
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1.2.2. Matrices de densidad

Las matrices de densidad representan mezclas estadisticas de estados. Estas mezclas
de estados son clédsicas, no representan superposiciones. Son matrices positivas (definidas
positivas y hermiticas) de traza igual a 1.

Si se tiene una mezcla de estados de la forma {p;, |1;)}; (donde el sistema tiene proba-
bilidad clésica p; de estar en estado |1);), y las probabilidades suman 1), entonces la matriz
que describe al sistema es:

p= Zpi\¢i>(¢i|

Se puede ver que el requerimiento de que la traza sea igual a 1 es equivalente a pedir
que las probabilidades de la mezcla de estados sumen 1, ya que los vectores de estado
estdn normalizados:

Ztr (s bi Yabi)) Zpltr | i) sztr<|1/}z |¥s) )
= sz<¢z’¢z Zpl ”W}z sz

Por ejemplo, si se tiene un sistema de un qubit cuyo estado tiene probabilidad clasica
3 de ser |0), probabilidad % de ser |1) y probabilidad § de ser |+), la matriz de densidad
que representa el conocimiento sobre el estado del sistema es:

5 1
LOXO] 4 1(1] + L] = 2[0)X0] + LJoN1| + L1)0] + B|1)1| = (z g)

Se dice que una matriz representa un estado puro cuando la mezcla de estados contiene
s6lo uno, con probabilidad 1. En otro caso, el estado del sistema se llama mixto. Si la matriz
p describe el estado del sistema, éste es puro si y sélo si tr (p2) = 1, mientras que si es
mixto se tiene tr (p2) < 1.

1.2.3. Postulados de la mecanica cuantica sobre matrices de densidad

Los cuatro postulados de la mecénica cudntica definen la seméntica de la representacion
de los estados de qubits mediante matrices de densidad.

Postulado de representacion
El primer postulado dice que el estado de un sistema puede ser completamente
descripto por una matriz de densidad.

Postulado de evolucion

El segundo postulado establece la manera de cambiar el estado de un sistema, me-
diante operadores de evolucién. Estos son representados mediante matrices unitarias
U de dimension correspondiente, y su forma de actuar sobre el estado de un sistema
descripto por la matriz de densidad p es UpU?*. Esto significa que antes de aplicar el
operador U el estado del sistema estaba descripto por la matriz p y luego de aplicarlo
el estado estd descripto por la matriz de densidad UpUT. Esta matriz cumple con
la definicién de matriz de densidad porque U es una matriz unitaria, de acuerdo
al teorema (1.1.14). Ademds por ser U unitaria es inversible, con inversa UT tam-
bién unitaria. Esto significa que las evoluciones de estados son reversibles, pudiendo
aplicarse el operador inverso para recuperar el estado original.
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Postulado de medicion
El tercer postulado establece la forma de obtener informacién del sistema, actuan-
do sobre él. En esta tesis vamos a considerar la medicion de qubits sobre la base
candnica, por lo tanto la informaciéon que podemos obtener de los sistemas van a
ser combinaciones de valores 0 y 1. En un caso més general se podria medir sobre
una base arbitraria, lo cual seria equivalente a realizar una rotacién mediante una
evolucién unitaria del sistema y luego medir en la base candnica.

Al medir el valor de un qubit en superposicién respecto a la base candnica habra
distintas probabilidades de obtener 0 o 1. Ademds el estado del qubit se vera afectado,
quedando colapsado al estado representante del valor obtenido. Es decir que una vez
que un qubit es medido, sucesivas mediciones obtendran el mismo resultado que la
primera vez (si no hay evoluciones intermedias).

Los operadores de medicion, en el caso general, son conjuntos de proyectores sobre
los subespacios de los autovectores asociados al observable (representado por una
matriz) que se quiere medir. En el caso de los qubits, para esta tesis nos restringimos
a medir su valor como 0 o 1, valores para los cuales los subespacios asociados se
generan mediante los vectores |0) y |1). La accién de proyectar el estado sobre un
subespacio en general afecta al estado, y cambia su traza. Por lo tanto es necesario
renormalizar las matrices luego de ser medidas.

El proyector sobre el subespacio asociado al valor 0 es my = |0)0|, y el asociado al
valor 1 es m = |1)(1]. Por lo tanto se define el operador de medicién de un qubit
como el conjunto 7! = {|0)0], |1)X1|}. Si se tiene un sistema de un qubit cuyo estado
estd descripto por la matriz de densidad p, la probabilidad de obtener el valor 0 al
medir estd dada por tr(7r0p7r$) y la probabilidad de obtener el valor 1 estd dada por
tr(my pﬂ ). Si al medir se obtiene 0, el estado del sistema pasa a estar descripto por
po, ¥ si se obtiene 1 pasa a estar descripto por ps:

_ _mopm) _ mpm)
PO = VR P11 = PP )
tr(mopmy) tr(mpmy)

Por ejemplo, para un qubit cuyo estado estd descripto por la matriz de densidad
|+)+]| la probabilidad de obtener 0 o 1 al medirlo es la misma:

3tr (J0X0])
str ([1X1)

P(0) = tr(mo|+)+|m})
P(1) = tr(my|[+)+|r])

N[—= D=

Las matrices de densidad correspondientes luego de cada medicién son:
po = |0X0] p1 = 1)1

Si se tiene un sistema compuesto por n qubits y se los mide a todos a la vez, los
resultados posibles de esta medicién son las 2" posibles combinaciones de 0 y 1. Esto
define 2™ proyectores distintos.

Por ejemplo, en un sistema de dos qubits los resultados posibles seran las combinacio-
nes 00, 01, 10 y 11 de valores para el primer y segundo qubit respectivamente. Los pro-
yectores correspondientes a estos posibles resultados se definen como mpp = [00)(00],
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mo1 = |01)X01[, w19 = |10)10| y 711 = [11){11|. De esta manera se define el operador
de medicién para dos qubits como el conjunto 72 = {mgo, 71, T10, 711 }- La medicién
se lleva a cabo de la misma manera que en el caso de un qubit, sélo que con cuatro
resultados posibles.

Una diferencia respecto a la evolucién es que la proyeccién no es una operacion re-
versible. Los proyectores no son matrices inversibles y por lo tanto una vez que la
medicion se lleva a cabo, sea cual sea el operador que se terminé aplicando (corres-
pondiente al resultado obtenido) el estado previo a la medicién no puede recuperarse.

Postulado de composicion
El cuarto postulado establece la manera de describir dos sistemas al mismo tiempo.
Esto se hace mediante el producto tensorial, de forma que si p describe el primer
sistema y p’ describe el segundo, la matriz de densidad que describe el sistema
compuesto por los dos es p ® p'.

Por ejemplo si se tienen dos sistemas de un qubit cada uno cuyos estados estan
descriptos por las matrices |0)0] y |1)(1| respectivamente, usando la propiedad de
producto mixto, se tiene que el sistema conjunto estd descripto por:

[0X0 @ [1)1] = (|0) @ [1))((0] @ (1]) = |01)01]

Si se quiere agregar un tercer qubit cuyo estado estd descripto por %\O)(O\ + %\1><1|,
el estado conjunto de los tres qubits estard representado por:

101)(01] @ (510)X0] + 3[1)(1]) = [01)01] ® 5]0)0] +[01)01] @ 5|1)1|
= 5(01) @ [0)) (01| @ (0]) + 3(01) ® [1))({01] @ (1)
= 11010)(010| + 1[011)(011]

1.2.4. Teorema de no clonado

Dado un sistema de dos qubits, supongamos que existe una operaciéon que copia el
estado del primero en el segundo, es decir:

) @ |s) — |) @ [4)

Dicha operacién no seria reversible para estados arbitrarios. Por lo tanto, no existe
ningtn operador unitario que la pueda llevar a cabo. Por otra parte tampoco se podria
realizar una copia usando mediciones, ya que estas colapsarian el estado sin llegar a ca-
racterizarlo por completo.

Esto significa que dicha operaciéon de copia no puede realizarse, lo cual presenta una
restriccién adicional en cualquier sistema de computacion cuantico en comparacién con
los clésicos. Los estados arbitrarios no pueden ser duplicados ni medidos méas de una vez
sin ser destruidos.

Este teorema no prohibe la creacion de diversos qubits en estados conocidos, sino
solamente la clonacién a ciegas del estado de un qubit. Es posible crear tantos qubits en
un mismo estado determinado como se quiera.

Teorema 1.2.1 (No clonado). No eziste ningin operador unitario U tal que para cualquier
vector de estado desconocido |1)) y algiun estado inicial |s) se cumpla

U(lh) @s)) = [¥) @ [)
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Demostracion. De [NC11, Box 12.1]:
Supongo que tal operador U existe, entonces en particular para los estados puros |¢)
Y lp) vale

Por lo tanto,

U() @ s)'Ule) ® 1)) = (1) © [9)]e) © |io)
(W@ (sNUTU () @ 1s)) = (] @ (¥]) (I} @ )

(Wle) = ((¢le))?

Entonces se tiene que (¥|p) vale o bien 0 o bien 1. En el primer caso esto implica que
|) v |¢) son ortogonales, y en el segundo que son iguales. Por lo tanto U sélo podria
clonar estados ortogonales entre si, y no serviria en el caso general. O

1.2.5. Compuertas légicas cuanticas

Las compuertas légicas cuanticas son ejemplos de operadores unitarios de evolucién.
Su aplicacién sobre uno o més qubits cambia su estado, y su aplicacién sobre una mezcla
probabilistica de estados cambia independientemente a cada uno de ellos. Son el andlogo
cuantico a las compuertas l6gicas que actdan sobre bits. Algunos ejemplos son:

Compuerta NOT
Este operador es analogo a la compuerta légica NOT, invirtiendo las probabilidades
asociadas a los estados clasicos |0) y |1).

0 1
not = (1 1)

Las matrices que describen sistemas en estados puros alineados con la base son
invertidas mediante este operador.

NOT |0)0] NOT = |1)1] NOT [1)(1] NOT = |0)0|
El operador no tiene efecto sobre el estado del sistema descripto por la matriz |+)(+|.
NOT [-+)(+| NOT" = NOT (|0)0] + [0)}1] + [1)(0] + [1)X1]) NOTT = |-+ )(+|

Compuerta de Hadamard
Este operador rota el estado |0) a |[+) y el estado [1) a |—).

1 /1 1
H=—
V2 \1 -1
Se tiene que H? = I, por lo tanto dos aplicaciones consecutivas de este operador
devuelven el estado original.

H0)0| HY = [+)+  H [1}1] H = |-)(~|

H [+)(+| H = [0)0]  H |=)~| H" = |1)1]
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Compuerta CNOT
Este es el operador de NOT controlado. Actiia sobre dos qubits, aplicando el operador
NOT al segundo si y sélo si el estado del primer bit es |1), pero sin realizar una

medicién.
1 0 0O
01 00
CNOT = 000 1
0010

Cuando el estado del primer qubit es |1), el estado del segundo qubit se invierte.

CNOT [10)10] CNOTT = |11)(11] CNOT [11)(11] CNOTT = |10)(10]|

Cuando el estado del primer qubit es |0), el estado del segundo qubit no cambia.

CNOT [00)00] CNOTT = |00)(00] CNOT [01)01] CNOTT = |01)(01]

Operadores de Pauli
Las matrices de Pauli son operadores que forman una base de las matrices hermiticas
en C2*2 sobre R, es decir que cualquier operador que actie sobre un qubit se puede
descomponer en una combinacién lineal real de estos tres. Notar que o, = NOT.

(o1 (0 i (v o0
== \1 0 v=\i o0 == \o -1

o, opera de forma analoga a NOT en la base de Hadamard, es decir o,|+) = |—) y
0.|—) = [+). Ademas se tiene que oy = io,0..

En mecénica cudntica estas matrices representan los observables asociados a cada
una de las 3 dimensiones del spin de una particula, por ejemplo el electron.

Los operadores unitarios se pueden expandir con identidades o combinar con otros
operadores unitarios mediante el producto tensorial, ya que segun el lema (1.1.13) estos
productos son unitarios. De esta manera pueden aplicarse simultdneamente varias trans-
formaciones unitarias en diferentes subsistemas de los representados por una matriz de
densidad.

Por ejemplo, una manera de conseguir un estado entrelazado de dos qubits es mediante
la aplicacién sucesiva del operador de Hadamard al primer qubit y la compuerta CNOT a
un sistema descripto por |00)00|. El operador unitario de evolucién que aplica la compuerta
de Hadamard al primer qubit y no actia sobre el segundo es (H ® I3). Entonces se tiene:

CNOT (H ® I,) |00Y00| (H ® I,)" CNOTT = CNOT (H10) ® |0))((0|HT ® (0]) CNOTT
= CNOT (|4) @ |0))((+] ® (0]) CNOTT
= CNOT (|+)(+| ®|0)0]) CNOT'
= 1 CNOT (|00) + [10))((00| + (10]) CNOT'
= 5 (/00) +[11))((00] + (11)
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1.2.6. Operadores de medicién extendidos

Dado un sistema de n qubits se pueden definir distintos operadores de medicién, de-
pendiendo de cudles qubits se quiera medir. Si se quieren medir los primeros m qubits del
sistema, se define la siguiente notacion para 0 < ¢ < 2™ — 1, dado el proyector m; sobre
c2":

717‘ = 7Ti ® Ianm

donde cada uno de los 7; corresponde a cada uno de los resultados posibles en la medicién
de los primeros m qubits. La notaciéon 7; es ambigua ya que no se explicita la dimension
del espacio al que pertenece, sin embargo esto estara claro por el contexto.

Por ejemplo, tomando el caso n = 2 y m = 1 esto significa que se mide el primer gbit
de un sistema de dos gbits, y los operadores definidos son entonces:

1 0 00 0000
_ 01 00 _ 0 00O
7T0—|0><0|®IQ— 00 0 0 7T1—’1><1’®IQ— 00 1 0
0 00O 00 01
En el caso de n = 2 y m = 2, se definen:
1 0 00 0000
_ 0 000 _ 01 00
0 = [00X001 = | o 5 o o m =000 =1, 4 ¢ o
0 000 0000
0 00O 0000
_ 0 000 _ 0 00O
™ =[10X101= | o o 1 ¢ m=10U=10 5 0 0
0 000 00 01
Por definicién resulta que los 7; son proyectores ortogonales en C2"*2". Esto significa

que son matrices diagonales con 1 y 0 en la diagonal. En el caso general la forma de 7; es:

0

0

. —_ . . n n .
Es decir que 7; es una matriz diagonal en R?"*2" formada por 2 bloques de matrices
n—m n—m . s . . . .
en RZ" " x2 , todos nulos excepto el i-ésimo que es igual a la identidad.
Como es diagonal y real, se tiene que T =T para todo ¢, n y m; es una matriz
hermitica.

También es posible combinar los operadores de medicion con identidades en cualquier
orden. Por la propiedad de producto mixto, sélo se proyectaran las partes del estado
correspondientes a los qubits seleccionados para medir. Por ejemplo, para medir el segundo
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qubit en un sistema de tres qubits, los operadores correspondientes a los dos resultados
posibles son Is @ My @ Is v Is @ m1 & Is.

Usando estos proyectores extendidos se pueden realizar mediciones parciales en los
sistemas. Esto permite ver un ejemplo de las consecuencias del entrelazamiento entre
qubits.

Sea un sistema de dos qubits entrelazados, cuyo estado estd descripto por la matriz
p = 3(|00)-+[11))({00[+(11]). Se realiza una medicién sobre el primer qubit. Si el resultado
obtenido es 0, el estado del sistema luego de la medicion estd dado por pg y en caso contrario

por p1:

TOpTo! f
= ) (mo ® I2) (|00) + [11))({00] + (11]) (mo ® I2)" = [00)00|
TOPTO

T

pr=———— = (m ® I2) (|00) + [11))((00] + (11]) (m1 © I»)" = [11)(11]
tr (71'1/)71’”)

Si luego de realizar esta medicién se quiere realizar otra sobre el segundo qubit usando
I, ® mg v Is ® w1, se puede ver que segln el estado del sistema esté descripto por pg o
por p1, este tendra probabilidad 1 de valer 0 o 1, respectivamente. Sin embargo, cuando el
sistema estaba en su estado inicial descripto por p, las probabilidades de que el segundo
qubit valiera 0 o 1 valian % Esto significa que la medicién realizada sobre el primer qubit
afecté el estado de ambos.

A continuacién se demuestran unos lemas que van a ser ttiles més adelante. El pri-
mero dice que cuando se realizan todas las mediciones posibles para un m fijo usando
los operadores de medicion extendidos y sobre una matriz positiva, se conserva la traza
de la matriz original. Esto es necesario ya que en el cdlculo con punto fijo los dominios
van a estar definidos sobre matrices positivas, con cotas sobre la traza pero sin un valor
especifico para esta. Que la traza no varie al considerar todas las mediciones posibles es
equivalente a considerar que se estan examinando todos los caminos posibles.

2m_1
Lema 1.2.2. Sea p una matriz en Pan. Entonces vale que tr < L, (mpﬂ'ﬁ)) = tr (p) para
todo m < n. =

Demostracion. Primero, distribuyendo, se tiene que

2m_1 2m_1

tr(EB (mpm*)) = >t (mpm)
i=0 i=0

Por la propiedad ciclica de la traza, esto resulta igual a Z?mofl tr (pTrﬁ-Twﬁ-). Como 7; es

hermitica y ademds es un proyector, se tiene que 7; 7 = 7, v el término resulta igual a

Z?:oil tr (pm;). Como Z?;no*l 7 = lon:

2m—1 2m—1 2m—1
> tr(ﬂm)z”(Z pm) =tr (p > m) = tr (p)

1=0 =0 =0
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Corolario 1.2.3. Sea p una matriz en Paon. Para todo m <n y 0 <i < 2™ —1 se tiene
que tr (mipm;T) < tr(p).

Demostracion. Se obtiene acotando cada término de la sumatoria por separado. O

También se tiene el resultado de que las matrices positivas, luego de ser medidas con
los operadores extendidos, siguen siendo positivas.

Lema 1.2.4. Sea p € Pan, tal que tr(p) < 1. Entonces para todo m < n, para todo
0<:<2™ —1 se tiene que ﬁ-pﬂﬁ-T es positiva y tiene traza acotada por 1.

Demostracion. » T;p7; es hermitica: se tiene (7;pm; )1 = Tpi7; por propiedad del
operador . Esto es igual a 7;p7; porque p es hermitica por hipétesis.

» T;p7; ! es positiva: multiplicando a ambos lados por un vector u en C2" se tiene que
u'Tpmiu = (ulm;)p(FiTu). Llamando v = 7;'u € C?" se tiene que vl = (7;lu)l =
u'7;. Por lo tanto (u!7;)p(7i u) = vfpv > 0 por positividad de p.

» La traza de ;p7;| estd acotada por 1: usando el corolario (1.2.3) se tiene que
tr (mpmi') < tr(p) < 1. O
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Este capitulo presenta los célculos A\, y A) de [DC17], donde la informacién sobre los
sistemas estd dada en términos de matrices de densidad. El célculo A, es de control clasico
y reescritura probabilistica, donde las reescrituras con probabilidades distintas de 1 estan
relacionadas a las mediciones de qubits. El cdlculo A} no es de reescritura probabilistica,
pero su control estd basado en las probabilidades de las distintas mediciones de qubits.

Al final del capitulo se presentan algunas propiedades de estos célculos. En [DC17]
se demuestra que ambos calculos cumplen subject reduction y que se pueden interpretar
con una unica semdantica, en [Rom20] se demuestra que son fuertemente normalizantes
y confluentes y en [Borl9] se demuestra cierta equivalencia de A, con el lambda calculo
cuantico )\, definido en [SV05].

2.1. Calculo con control clasico y reescritura probabilistica

La sintaxis de \,, en la figura (2.1), estd dividida en tres categorfas:
= Los términos correspondientes al lambda célculo usual con variables y abstracciones.

= Cuatro términos correspondientes cada uno a los postulados de mecanica cuanti-
ca: representacién mediante matrices de densidad, evolucién mediante un operador
unitario, medicién en la base candnica y composicién de sistemas.

» Dos términos que determinan el control clésico: (b, p™) describe el resultado de una
medicion, donde b™ es el valor obtenido y p" es la matriz de densidad que describe
el estado del sistema luego de dicha medicién; y el término de letcase que controla
la ejecucion de acuerdo a un par correspondiente a una medicién.

ti=a| et |tt (Lambda célculo estandar)
|p | U™ | n"t [t @t (Postulados cuédnticos)
| (b, p") | letcase z =7 in {t,... t} (Control clésico)
donde:

-n,méeNm<n.
— p" es una matriz de densidad de n qubits.
- eN,0ZS " < 2™,

—{t,...,t} contiene 2™ términos.
— U™ es un operador unitario de dimension 2™ x 2™.
— 7" = {mp,...,mon_1}, describe una medicién cudntica en la base canénica, donde

cada ; es un proyector.

Fig. 2.1: Sintaxis de A,

16
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El sistema de reescritura para A, estd dado en la figura (2.2), donde la relacién r —, s
determina que r reduce a s con probabilidad p. Cuando el operador U™, que afecta a m
qubits, se usa para evolucionar un sistema representado por p”™ con m < n, éste es aplicado
a los primeros m qubits del sistema. El operador que actia sobre el sistema completo

estd extendido con identidades usando la notacién U™ = U™ ® Iyn-m, definida en la

seccion (1.2.6). De forma similar 7™ simboliza una medicién de los primeros m qubits del
sistema, que aplicada a la matriz de densidad p™ con m < n corresponde a los proyectores

™0 ® Ianm, ce.yTTOMm 1 ® Ianm.

(Az.t)r —1 t[x == 1]
Ump" —1 p™ con p' = T gt
7" s, (i, 1) con { i =t ()
P =
pRp —1p" conp’ =pp
letcase = = (b, p") in {to,... ,tam_1} —1 tp,, [T := p"]

t—pT t—pT t—pr t—>pr
Azt —p Ax.r ts —p s st —p ST Ut —, U"r

L—pr t—pr t—pr
Tt ——y, T t®s—pTr®s 5t —ps@r

t—pr
letcase x =t in {sp,...,Sn} —p letcase z = rin {sp,..., s,}

Fig. 2.2: Reglas de reduccién de A,

A=n|(mn)|A— A

donde m <n € N.

Ix:A+t: B . F'Ft:A—B AFr:A

F,:U:AI—:U:AaX 'Xxt:A—-oB I'Akrtr:B ©
ax I'Ft:n I'Ft:n m; FEt:n AFr:m
Tkpt:in ° '=0™:n L'F7a™t: (m,n) LAFt®r:n+m
ax x:nkty:A ... z:inbktm_1:A T'Fr:(m,n)
T ®®™p"): (myn) o 'k letcase x = rin {tg,...,tom_1}: A ¢

Fig. 2.3: Sistema de tipos de A,

El sistema de tipos de \,, en la figura (2.3), es afin. Esto significa que las variables
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s6lo podran ser usadas una vez, cumpliendo de esta forma con el teorema de no clonado.
Hay un solo caso en el que se permite compartir variables, que es en el de la x ligada por
el letcase. Esto no rompe no clonado ya que solo una de las ramas posibles sera la que
continte la reduccién.

2.2. Calculo con control probabilistico y reescritura no probabilistica

El célculo A) es una version alternativa de Ay, donde se permiten las combinaciones
lineales de términos. Luego de una medicién, el sistema pasa a un estado mixto, aprove-
chando asi la descripcién en términos de matrices de densidad.

Su sintaxis modificada, dada en la figura (2.4), permite la combinacién lineal de térmi-
nos pesada por probabilidades. Ademds, en este calculo no existe el término correspon-
diente al resultado de una medicion, porque todos los resultados posibles son considerados
a la vez en el letcase®.

ti=x| x|t (Lambda célculo estandar)
|p | U™ | n"t [ t®t (Postulados cuénticos)
| Yo piti | letcase® x = rin {t,...,t} (Control probabilistico)

donde p; € (0,1],>°" ; p; =1,y > es considerada médulo asociatividad y conmutati-
vidad.

Fig. 2.4: Sintaxis de A

El sistema de reescritura para Aj esta dado por la relacién ~ en la figura (2.6). En este
caso la medicién no reduce, excepto como pardmetro del letcase®. Las probabilidades de
cada resultado son usadas entonces para combinar los términos tomados como parametro.

A:=n|(mn)|A—A

donde m <n € N.

Do AlFt:B PkEt:A—oB AlFr:A |

Tx:AlFz:A>% TIFixet:4A B T,AIFtr:B ¢

ax Llbtin 'iFt:n m; LClFt:n AlFr:m

T'iEpt:n P TIFU™t:n I 7™t : (m,n) AFt®r:n+m
x:nlktg: A ... z:nlktom_1: A Tlkr:(m,n)

[ IF letcase x = 7 in {to,...,tam_1} : A

P”—tliA P”—tn:A Z?:lpi:1+
I+ Z?:lpitiZA

Fig. 2.5: Sistema de tipos de A}
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(Ax.t)r ~ tlx :=r]

2m 1 ;= tr (Tp" T
letcase® z = 7‘[‘mpn in {to’ . ,t2m,1} ~ Z pltl[aj — sz] con { bi 7(n7‘LOT ? )

n o _ TP T
=0 i i

Umpn ~ pln con pln — WPnWT
p®Rp ~ p con p’ =p@p
2 pipi ~» p'con pl =3 pip;
K3 7
dopit~t
%

(O pita)r ~ Do piltar)

t~r t~~7r t~~17r t~r
Ar.t ~ Ax.r ts ~>rs st ~> sr Ut ~ Umr
t~~r t~>r t~>r
Tt~ M tRs~rQs SRt~>sQr
tj~ 1
J J .
(Vl;ﬁj,ti:T")
Z?:1 Diti ~ Z?:1 DiT; ’
t~>r
letcase® x =t in {sp,...,Sam_1} ~> letcase” z = rin {sg,...,Sam_1}

Fig. 2.6: Reglas de reduccién de Aj

El sistema de tipos para A) estd dado en la figura (2.5). Las unicas diferencias con el
sistema de tipos de A\, estdn en la nueva regla para tipar combinaciones lineales y en que
se saca la regla que tipaba los resultados de mediciones (b, p™), que ya no estan en la
sintaxis. El sistema de tipos en A) deja de ser estrictamente afin, ya que permite compartir
variables entre las ramas del letcase® y por lo tanto entre las ramas de sumatorias, por ser
una generalizacion de A,.

Ejemplo 2.2.1. Este ejemplo muestra la reduccién de un término en \,, usando las reglas
de producto tensorial y aplicacion de operadores unitarios. Notar que la reduccién de este
término es igual en Aj considerando la relacién ~», ya que las reglas aplicadas para este
caso son las mismas en ambos célculos.

CNOT? (H! (Jo)0| ®|0)0])) —1 CNOT? (H*' |00)00|)
—1 CNOT? (£(]00)00] + [00)10] + [10)00]| + |10)10]))
—1 £(|00X00| + |00X11| + |11X00]| + |11)11])

Ejemplo 2.2.2. El ejemplo de la figura (2.7) muestra las diferencias respecto a las reduc-
ciones de mediciones y letcase en ambos lenguajes, para un término andalogo.

En el caso de A, el término reduce probabilisticamente y tiene 3 trazas posibles. El
término m!|+)(+| reduce con probabilidad 4 a (0,[0)0|) y con probabilidad & a (1,[1)(1]).
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Luego, segiin cual sea el resultado obtenido, el término de letcase reduce con probabilidad

1 al término entre llaves correspondiente al resultado obtenido en la medicién.

En el caso de A} la reduccién no es probabilistica. El término 7! |+)+| no reduce solo
sino adentro del letcase®, el cual reduce a una combinacién lineal probabilistica de los

resultados posibles.

Se observa que el resultado conjunto de las trazas de la reduccién en A, es equivalente

al resultado de la reduccion en )\Z.

letcase 2 = (0, ]0)0]) in {letcase y = ! |+ )| in {|0XO0], [1)}1|}, [0XO|}

letcase x = m!|+)+| in {letcase y = 7|+ )X+]| in {|0XO[, |1)(1]}, [0)X0|}

/

letcase y = 7!+ )(+] in {|0)O],|1X1]}

/

etcase y = (1, [11]) in {0401, 1)1} 3
| letcase y = (0, |0X0]) in {|0X0, [1)1}
1L N
0)0

letcase z = (1,]1)1]) in {letcase y = |+ )}+]| in {|OXO|, |1)(1]}, |0XO|}

1

|0X0]

letcase® & = 7! |+)(+]| in {letcase y = 7! |+)(+]| in {|OXO|,|1)1|},[0)X0[}

~ § letcase y = m' [-+)(+| in {|0)O], [1)(1|} + 3[0)0|
~ 5 (310X0] + 31)(1]) + 5|00
~ 3|0)0[ + |1X1]

2.3.

Fig. 2.7: Comparacién de la reduccién de dos términos analogos en A, y A

Propiedades de los calculos

Subject reduction

Para ambos cdlculos se tiene que vale subject reduction [DC17, Lema 4.4].
Lema (Subject reduction en A\, y A7).

- Sil'Ft: A, yt —pr, entonces I' =r: A.
- SiTIFt: A, yt~r, entoncesI'IFr: A.
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Equivalencia con )\,
Aq €s una extension cudntica de calculo lambda introducida en [SV05]. Esta extension
se encuentra dentro del paradigma de datos cudnticos y control clasico, al igual
que A,. Fue usado como base para el lenguaje de programacién cudntico Quipper
[GLR™13]. Borgna demuestra en [Borl9] cierta equivalencia entre A, y Aq.

Normalizacién fuerte
Romero demuestra normalizacién fuerte para una extension polimérfica de A, [Rom20,
Teorema 4.3.5] y para una extensién polimérfica de A7 [Rom20, Teorema 4.3.8]. Am-
bas implican normalizacién fuerte en los calculos sin extender. Ademds mediante la
equivalencia de A, con A, también se demuestra su normalizacién fuerte en [Borl9,
Corolario 3.1.10].

Teorema (Normalizacién fuerte en A\, y A7). Los términos bien tipados de A, y A
son fuertemente normalizantes, es decir que no pueden reducir infinitamente.

Confluencia
Ambos calculos son confluentes. La extension polimoérfica de A7 es localmente con-
fluente [Rom20, Teorema 4.4.4], por lo tanto el cdlculo no extendido también lo es.
Ademas segtin el anédlisis de los pares criticos de la extensién polimérfica de A, en
[Rom20, Seccién 4.4.2], aunque su extensién no es localmente confluente, el cdlculo
original si lo es. Como ambos calculos son fuertemente normalizantes el lema de
Newman [Ter03, Teorema 1.2.1] implica la confluencia global.

La confluencia probabilistica necesaria para el caso de A, estd definida en [Marl7].
La idea intuitiva es que tomando todos los caminos posibles de reduccién, siempre se
llega a la misma distribucién de probabilidad de términos. Ademas la composicién
de la relacién de reescritura multiplica las probabilidades, es decir que si r —, sy
5 —, t, entonces r —>;p, t.

Teorema (Confluencia local de A, y A).
~ Sea t un término bien tipado de X\,. Para todo s,s',p,p’ tales que t —p, s y
t —y 8, s y s reducen a la misma distribucion probabilistica de términos.
— Sea t un término bien tipado de Ay- Para todo s, s tales que t ~ s yt ~ &
existe v tal que s ~* 1 y s’ ~* r.
Teorema (Confluencia global de A\, y A7).
— Sea t un término bien tipado de X\,. Para todo s,s',p,p’ tales que t —p 5 Y
t —>;, s', s y s reducen a la misma distribucion probabilistica de términos.

— Sea t un término bien tipado de A). Para todo s,s tales que t ~* s yt ~* s
existe v tal que s ~*r y s’ ~*r.



3. SINTAXIS DEL CALCULO CON PUNTO F1JO

Los cédlculos Ay y A5™ son extensiones de A, al cual se le agregan los términos y reglas de
reduccién necesarias para tener punto fijo y punto fijo incremental, respectivamente. Esto
significa que en Ap™ habrd reducciones finitas que tienden al punto fijo, en una cantidad
méxima de pasos fijada, mientras que en A, no habrd normalizacién fuerte.

Ambas extensiones usan matrices de densidad generalizadas, donde la generalizacién
implica que la restriccién de tr (p) = 1 que tenfan las matrices de A} pasa a ser tr (p) < 1.
Estas siguen siendo hermiticas y semidefinidas positivas, y son las matrices usadas en
[Sel04]. Esta generalizacién es necesaria porque las reducciones intermedias del punto fijo
pueden incluir términos no normalizados, como se vera en el ejemplo (3.1.1).

El célculo incremental es necesario como paso intermedio al cdlculo con punto fijo, ya
que para poder definir la seméantica del segundo es necesario demostrar la existencia de
un limite en la semantica del primero.

En este capitulo se definen las reglas para estas extensiones y se demuestran los casos
necesarios para ver que algunos resultados previos de Aj siguen valiendo en el célculo
incremental.

3.1. Sintaxis, reglas de tipado y de reduccién

En la figura (3.1) se presenta la sintaxis del cdlculo Ap™. Sus nuevos términos son ju,z.t,
que representa el punto fijo incremental y L 4. Este término simboliza el elemento nulo de
tipo A, y es necesario porque el punto fijo incremental reduce a partir de este término.

Ademsds de estos nuevos términos se agregan las combinaciones lineales de términos
con probabilidades que sumen menos que 1. Esto es porque al permitir matrices de den-
sidad con trazas menores a 1 se necesita poder reducir los letcase® correspondientes a sus
mediciones.

ti=x | At |tt| ppxt | Lo (Lambda célculo estandar)
|p | U™ |7t |t @t (Postulados cuénticos)
n
| > pit; | letcase® x =rin {t,...,t} (Control probabilistico)
i=1

n

donde 0 < p; <1, > p; <1y > es considerado médulo asociatividad y conmutativi-
i=1

dad.

Fig. 3.1: Sintaxis de A\j»

La sintaxis de A5, en la figura (3.2), es igual a la de A\}", excepto que sin el término
L4 y con el término de punto fijo no etiquetado por n, ya que este no es incremental. Este
término es entonces de la forma px.t.

22
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t:=x| At |tt]| pat (Lambda célculo estandar)
|p" | U™ | 7™t |t @t (Postulados cuénticos)
n
| > piti | letcase® z = rin {¢t,... t} (Control probabilistico)
i=1

n

donde 0 < p; <1, > p; <1y > es considerado médulo asociatividad y conmutativi-
i=1

dad.

Fig. 3.2: Sintaxis de A}

En la figura (3.3) se presentan las reglas de reduccién del calculo \5". Se agregaron las
reglas de reduccion correspondientes a los términos de punto fijo incremental y bottom.

La regla pt+q.l 4 ~~ pt permite la aparicién de sumatorias con probabilidades menores
que 1. La regla que simplificaba sumatorias del mismo término se modificé ya que ahora
las probabilidades no necesariamente suman 1.

(Az.t)r ~ tlx = r]

am_1 o = T !
letcase® z = " p" in {to,...,tam_1} ~> > piti[x = pl'] con i P
i=0 pi = tr (Tp" ")
pox.t ~> 14 P12t~ tz = ppx.t

Ly~ Ogn J—(m,n) ~> " 0gn laopt~ Lp pt+qla~pt
Umpn ~ pln con pln — WPnWT
p®,0,“’“>/),/ con p//:p®p/

2 pipit ~> p™ con p" =3 S pip]!
(2 3

> (pit) ~ (X pi)t (X2 pits)r ~ > pi(tir)

%

t~>7r t~>7r t~r
ts ~rs st ~» sr U™t~ Umr
t~~r t~>7r t~sr
TNt~ My tRSsS~~>r®s SRt ~>sRr
tj ~ ’I”j
Z:‘L:1 Dit; ~ Z?:1 DT
t~>r
letcase® x =t in {sg,...,Sam_1} ~ letcase® x = rin {sg,...,Sam_1}

Fig. 3.3: Reglas de reduccién de Aj»
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Se sacé la regla de reduccién bajo lambda ya que en combinacién con la reducciéon del
punto fijo traia problemas con la validez de subject reduction sobre términos cerrados, a
causa de la afinidad del sistema de tipos.

La diferencia respecto a las reglas de reduccién de \j, en la figura (3.4), es que las
correspondientes a los términos poz.t y pn+17.t en \o™ se reemplazan por la tunica regla
px.t ~ tlr ;= px.t]. Ademds desaparecen las reglas relacionadas con los términos L 4.

(Az.t)r ~ tlx :=r]

2m—1 n o __ TP izl
letcase® z = " p" in {to,...,tam_1} ~> > piti[x := pl'] con Pi = Pi_ :
i=0 pi = tr (Tp" ")

pux.t ~~ tr = pw.t
Umpn ~ p/n con p/n — WPnWT
p®plwp// con p//:p®p/

22 pip} ~= p" con p" =3 pipy
(2 3

2 (pit) ~ (X pi)t (X pita)r ~ > piltir)

i

t~~7r t~7r t~~r
ts ~rs st ~» sr U™t~ U"r
t~~r t~>sr t~sr
T~ T tRs~rQs SRt~>sQ@r
tj ~ Ty
Z:‘L:1 Dit; ~ Z:‘L:1 DiTs
t~~r
letcase® x =t in {sp,...,Sam_1} ~~ letcase® z = rin {sg,...,Sam_1}

Fig. 3.4: Reglas de reduccién de A

En la figura (3.5) se presentan las reglas de tipado para el calculo \,". Se define para
ello la funcién £ sobre tipos como el tltimo tipo a la derecha de la flecha, en forma recursiva.

ln)=mn
((m,n)) = (m,n)
(A — B) = {(B)

Ademads de agregar las reglas u, y L para tipar el punto fijo incremental y bottom, se
modifican dos reglas de A7:

= + se modifica permitiendo tipar combinaciones lineales cuyas probabilidades sumen
menos que 1, para poder tipar las nuevas combinaciones definidas por la sintaxis.
Ademas ahora se prohibe el tipado de sumatorias de mediciones. Este cambio fue he-
cho para facilitar las pruebas, pero ademds no restringe la expresividad del lenguaje.
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En efecto, los términos de la forma #n"¢, que representan mediciones, sélo se usan
dentro de sus destructores letcase®. Los tipos que terminan en mediciones tampoco
se pueden sumar ya que aplicarlos conduce a sumatorias de mediciones.

= m. se modifica introduciendo contextos en las ramas del letcase® para aumentar la
expresividad del lenguaje, permitiendo tipar términos de punto fijo mas interesantes.
El tipo de los términos de cada rama no puede ser una medicién ni una flecha que
termine en medicién, ya que esto eventualmente reduciria a una suma de mediciones
que no tipa por la regla anterior.

La tnica diferencia respecto a estas reglas de tipado para A}, en la figura (3.6), es que
el término pu, f.t cambia por pf.t, pero estos son tipados de la misma manera, y la regla
1 desaparece ya que el término 1 4 no existe en este calculo.

A=n|(m,n)|A—A
donde m <n € N.

Izx:AFt: B e 'bt:A—oB AbFr:A

Tz AFz:A4% TFxi:A—-B ¢ T,AFtr:B ¢
ax, F'Ft:n u; F'Ft:n m; 'Ft:n A}—T:m®
LEph:in -0 :n I'Ea"t: (m,n) LAFt®r:n+m
F,f:AI—t:AM N
F'Fuft: A F'Fl,4:A
Ap,z:nbto: A ... Agm_j,x:nbtom_: A TEr:(myn) L(A)#(m,n)

€

Ag,...,Agm_1, ' F letcase® z = rin {tg,...,tam_1} : A

Pt A ... Tht,: A Yo pi<l1 E(A)#(m,n)+
Fl—Z?:lpititA

Fig. 3.5: Sistema de tipos de Aj»

Ejemplo 3.1.1.
El siguiente término cerrado de A\p™ es vélido segin la nueva sintaxis:

pox.letcase® z = w4 )+ in {z, [+ )+]}

Se puede probar que su tipo es 1:

N — axp
FlHX+| 1 '
]

ax axp 1
x:l,z:1Fx:1 x:lz: 1 |H)+ 1 l—ﬂ'H—>(—|—|:(1,1)m
z: 1k letcase® z = |+ )(+| in {z, |[+)(+]} : 1 ©
F pow.letcase® z = wh+)X+] in {x, [+)(+|} : 1
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A:=n|(mn)|A— A
donde m <n € N.

Lx:Abt:B 'tt:A—oB AbFr:A |

Fja::Al—ac:AaX 'FXet:A—oB ' I'Artr:B ¢
ax FEt:n . 'tt:n m; F'Ht:n AFr:m
Tkp':n TFU™:n ' I'Ex™t: (m,n) NLAFt®r:n+m
If:AFt: A
'Fuft: A
Ag,x:nbty: A ... Agm_j,z:nbtom_y: A Thkr:(mmn) ((A)#(m n)

e

Ag,...,Aom_1, ' letcase® z = r in {to, e ,tgm_l} A

FFtltA Fktn:A Z?leigl K(A);é(m,n)+
F"E?leiti:A

Fig. 3.6: Sistema de tipos de A}

El término reduce a 2|+)+|:
pox.letcase® z = |+ X+ in {z, |[+)+]|}
~ letcase® z = w4 )+| in {piz.letcase® z = 7t [+ )+ in {z, |[+)+|}, |[+)X+]}
~ Sppzletcase® z = [+ )+ in {@, |[+)+[} + 5|+H)N+]
sletcase” 2 = ' [+ )(+] in {poa-letcase® z = m![+)(+] in {a, [+)+[}, [+)+[} + 5[+)(+
3 (Bpoz.letcase® z = |+ )+ in {z, [+)+[} + 3|+ )X+]) + 3|+ )X+]
5 (GLu 4 51D + 31N~ FKH + S~ K

lod
N
N

Se puede ver que si aumenta la cantidad de iteraciones (la n del punto fijo) las rees-
crituras se van aproximando cada vez més a |+)(+/|:

pne-letcase® z = ! |+)(+ in {a, [+)+]} " grly + (1= o) [+~ (1= ) [+)(+

El término andlogo en \j es el siguiente:
pa.letcase® z = 7w+ )+ in {z, [+)X+]}

Su tipo coincide con el anterior, ya que las reglas son las mismas. En este caso el
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término reduce infinitamente:

pa.letcase® z = 7+ )+ in {z, |[+)}+|}
letcase® z = ml|+)(+]| in {px.letcase® z = w |+ )X+ in {z, [+)+|}, |[+)+|}
tuxletcase® z = ! |[4+)+| in {z, [+)(+|} + 3+ )(+]
Lletcase® z = ml|+)(+| in {uz.letcase® z = w[+)+| in {z, |[+}+[}, [+ )X+]} + 3[+X+]
2 (Buzletcase® 2 = 7wl [+X+] in {z, |[+)(+|} + F+X+]) + F[+X+]

" 3(3 - (gualetcase® z = [N+ in {a, [FNH} A+ GlENH]D A FHCED + g HXH

I

3.2. Resultados previos

Normalizacion fuerte, el lema de sustitucién y subject reduction ya fueron demostrados
para Aj en [DC17] y [Rom20]. Normalizacién fuerte sigue valiendo en Ab™, pero subject
reduction sélo vale para términos cerrados, a causa del término de punto fijo.

Teorema 3.2.1 (Normalizacién fuerte). Los términos bien tipados de \y™ son fuertemente
normalizantes, es decir que no pueden reducir infinitamente.

Demostracion. La demostracién para A7 estd dada por [Rom20, Teorema 4.3.8]. Vale tri-
vialmente para extension )\f.f" ya que solo se agregan los términos con punto fijo incremen-
tal, que reducen finitamente, y bottom. Consideramos que no parece ser muy complicado
extender la demostracién agregando estos términos. O

Lema 3.2.2 (Sustitucién). i,z : AFt: B ytr: A entonces I' - tjx :=r] : B.
Demostracion. Por induccién en ¢.

» Sea t = z. Entonces valen A = By z[x :=r] = r, por lo tanto se cumple.

» Seat = y. Entonces se tienen (y : B) € I'y y[z := r] = y, por lo tanto vale I' - y : B.

= Sea t = A\y.s. Entonces B = C' — D, y por inversién I'x : Ay : C + s : D. Por
hipétesis inductiva vale T,y : C' + s[x := r] : D, y por la regla —o; se tiene que
't (A\y.s)[z:=r]:C — D.

s Sea t = tyts. Sean I'1,I's = I',x : A disjuntas, tales que I'1 H ¢t : C — By
FQ (= tg . C

e Si(x:A) eI, entonces por hipétesis inductiva I'1\{z : A} F t1[z :=7r]: C —
B. Por lo tanto usando la regla —o, se tiene que I' - (t1][x := 7])t2 : B, y vale
(t1to)[z := r] = (t1[z := r])t2, ya que = no aparece libre en ts.

e Si (z: A) € 'y, entonces por hipdtesis inductiva I'o\{x : A} F to[z = 1] : C.
Por lo tanto usando la regla —o, se tiene que I'  t1(¢ts]x := r]) : B, y vale
(t1to)[z := r] = t1(t2[x := r]), ya que = no aparece libre en t;.

= Sea t = u,y.s. En este caso se tiene I',z : A+ p,y.s : B. Esto solo puede pasar si
I'yz:Ajy: BF s: B. Por hipétesis inductiva se tiene entonces que I',y : B F sz :=
r] : B. Entonces por la regla p vale I' b (upy.s)[z :=r] : B.
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m Sea t = 1 4. Este caso es trivial ya que L 4 no tiene variables libres.
= Sea t = p". Este caso es andlogo al anterior.

= Sea t = U™s. En este caso B = n y por inversién I,z : A F s : n. Por hipétesis
inductiva se tiene que I' - s[x := r] : n y por la regla u; vale I' - (U™s)[z := 7] : n.

» Sea t = 7s. Entonces B = (m,n) y por inversién se tiene I'yx : A+ s : n. Por
hipétesis inductiva vale I' - s[z := 7] : n y por laregla m;, I' - (7™s)[x :=r| : (m,n).

= Seat =11 ®to. En este caso B =n+m, ysean I';,'y =T", x : A disjuntas, tales que
I'iFtiinyTokHty:m.

e Si (x : A) € T'; entonces por hipétesis inductiva T'1\{z : A} F t1[z := 7] : n.
Por lo tanto usando la regla ® se tiene que I' F ¢1[x := r] @ t2 : n + m, y vale
(t1 @ to)[z :=r] = t1[z := r] ® t2 ya que x no aparece libre en ts.

e Si (x: A) € T'y entonces por hipétesis inductiva To\{z : A} F to[z := 1] : m.
Por lo tanto usando la regla ® se tiene que I' - ¢ ® to[x := r| : n 4+ m, y vale
(t1 @ to)[z :=r] =t; @ to[z := r| ya que x no aparece libre en ;.

= Sea t = ), pit;. Entonces se tiene que I',x : A I t; : B para todo i. Por hipétesis
inductiva, I - ¢;[x := r] : B para todo i, con ¢(B) # (m,n). Entonces por la regla +
se tiene I' = (>, pits)[z := r] : B. Notar que x s6lo puede estar libre en uno de los ¢;.

» Seat = letcase® y = sin {tg,...,tam_1}. Sean T'y,... ., Tom_1, IV =T,z : A, disjuntas.
Entonces se tiene I';,y : n - ¢; : B para todo 4, I s : (m,n) y £(B) # (m/,n’).

e Si (z: A) € T'j para alguna j, entonces por hipétesis inductiva I'j\{z : A} -
tilx == r] : B, y por la regla m. vale I - letcase® y = s in {to,...,t;[z :=
r],...,tam_1} : B, que es lo mismo que I' - (letcase® y = s in {to, ..., tam_1})[z :=

]

r| : B porque x no aparece libre en los dem4ds t; ni en s.
e Si(xz:A) eI, entonces por hipétesis inductiva I"\{z : A} - s[z :=7r]: (m,n),

y por la regla m, vale I' |- letcase® y = s[z := r| in {tg,...,tam_1} : B, que es
lo mismo que I' - (letcase® y = s in {tg,...,tom_1})[x := r| : B porque x no
aparece libre en ningtn ¢;. O

Teorema 3.2.3 (Subject reduction). Sit: Ayt~ r entonces - r: A.
Demostracion. Por induccién en ~-.

» Sean t = (Az.t’)s y r = t/[x := s]. Entonces - (Az.t')s : A, por lo tanto - Az.t’ :
B—oAyts:B.Setiene x: BEt': A, yporel lema (3.2.2) - t'[x := 5] : A.

» Sean t = letcase” x = 7"p" in {to,...,tam_1} y r = Y . pitilx := p}], con p; =
tr (mp"m!) v o =
todo i, = #™p" : (m,n’) y L(A) # (m/,n”). Por inversién nuevamente, - p" : n' y
por la regla ax,, n = n’. Por el lema (3.2.2) se tiene que  t;[z := pl'] : Ay por la
regla +, = > . piti[x :== p}'] + A.

Tt . .y .
TP Ti_ Entonces por inversién se tiene que x : n’ F t; : A para

» Sean t = pgx.s y r = L 4. Siempre vale - 1 4 : A.
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Sean t = 1.8y r = s[x := pnx.s]. Se tiene que b py 1.5 @ A, y por inversién
x: Al s: A Usando la regla p vale b p,z.s : A, y por el lema (3.2.2) se tiene que
Foslz = ppa.s] @ A.

Seant = 1, y r = Ogn. En este caso A = n y I' - Oan : n porque es la matriz
constante nula en 2™ x 2™.

Sean t = L(y, ) y 7 = 7"02n. En este caso A= (m,n) y como I' - Ogn : n se tiene
['F 7™0gn : (m,n) por la regla m;.

Seant = Lo o.psyr = Lp. Se tiene - Lo _,ps: A, y por inversién vale A = D.
Ademés siempre vale - Lp : D.

Seant = pt+qla y r = pt. Por inversién se tiene I' - ¢ : A y por lo tanto I' - pt : A,
considerando la sumatoria con un solo elemento.

Sean t = U™p" y r = p, con Wp”WT = p'". Entonces A = n, y por la regla ax,
se tiene - p : n.

Sean t = p} @ py' y r = p, con p = p!' ® py'. Entonces A =n+mcon k- p} : ny
F p5' @ m. Como p es una matriz de densidad que representa n + m qubits se tiene
Fp:n+m.

Seant =Y . pipl yr=yp,conp =3 pp? Entonces se tiene A =ny por la regla
ax,, = p 1 n.

Seant =) (pis) yr = (D_; pi)s. Por inversién se tiene - s : Ay por lo tanto conside-
rando la sumatoria con un unico elemento y probabilidad ), p; vale - (>, p;)s : A.

Sean t = (D, piti)s y r = >, pi(t;s). Por inversién se tiene que - ). pit; : B — A,
Fs: By {(A) # (m,n). Por inversién nuevamente - t; : B — A para todo 4, por lo
tanto por la regla —o, se tiene F ¢;s : A. Usando la regla +, como ¢(A) # (m,n), se
tiene F ) . pi(tis) : A.

Casos contextuales: Sean s y s’ tal que s ~ .

Sean t = st' y r = s't’. Se tiene - st’ : A, por inversion - s: B — Ayt : B. Por
hipétesis inductiva - s’ : B — A, y por la regla —o, se tiene - s't’ : A.

Sean t =t's y r = t's’. Se tiene - t's : A, por inversion -t : B— Ay s: B. Por
hipétesis inductiva = s’ : B, y por la regla —o, se tiene - t's’" : A.

Sean t = U™s y r = U™s'. Se tiene A = n, y por inversién F s : n. Por hipdtesis
inductiva vale F s’ : n, y por la regla u; se tiene - U™s’ : n.

Sean t = sy r = ™', Se tiene A = (m,n) y por inversién - s : n. Por hipétesis
inductiva se tiene que - s’ : n y por la regla m; vale - #™s" : (m,n).

Seant = s®t' yr = s'@t'. En este caso A = n+m y por inversion - s : ny =t : m.
Por hipétesis inductiva vale que - s’ : n y por lo tanto - s’ @ t' : n + m.

Seant =t'®@syr =t ®s'. En este caso A = n+ m y por inversién - t' : n y
s : m. Por hip6tesis inductiva vale que = s’ : m y por lo tanto -t/ ® s’ : n + m.
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m Sean t =) . piti y 7 =), piri, con tj ~» r; y para todo i # j se tiene t; = ;. Por
inversién se tiene que F t; : A para todo ¢ y ¢(A) # (m,n). Por hipdtesis inductiva
vale - r; : A para todo i, y por la regla + se tiene - ) . p;r; : A.

» Sean t = letcase® x = s in {tg,...,tam_1} y r = letcase® x = §" in {tg,...,tam_1}.
Por inversién se tiene x : n = t; : A para todo i, F s : (m,n) y £(A) # (m/,n').
Por hipétesis inductiva - s’ : (m,n), y por lo tanto usando la regla m, se tiene
b letcase® z = s’ in {tg,...,tam_1} : A. O



4. SEMANTICA DENOTACIONAL EN CPM

La seméntica denotacional para A" y A, va a ser redefinida por completo respecto a
la dada para A) en [DC17]. El objetivo es que los dominios de interpretacién tengan la
estructura de CPOs de matrices positivas, para poder asegurar la existencia del punto fijo
como limite del punto fijo incremental dentro del dominio. Las funciones van a ser inter-
pretadas como CPMs (Complete Positive Maps), es decir mapas completamente positivos
que llevan matrices positivas de un CPO a matrices positivas de otro CPO.

Esta semantica estd inspirada en la de [SV08], en la cual se usan CPMs para interpretar
las funciones. Ademas, la construcciéon de los dominios como CPOs es andloga a la de
[Sel04].

Los mapas en estos lenguajes son afines, es decir que pueden separarse en una suma
entre una parte lineal y otra constante. Si las funciones fuesen lineales puras, el minimo
punto fijo de cualquier funcién seria el minimo elemento del dominio.

Una diferencia importante respecto a A) es que entre las matrices de densidad bésicas se
incluyen matrices positivas con trazas menores a 1. Esto es necesario para la construccién
de la estructura de los dominios, ya que el orden en los CPOs va a estar definido en base
a la positividad de las diferencias de matrices, quedando el elemento minimo de cada uno
como la matriz nula en la dimensién correspondiente. Desde un punto de vista semantico,
las matrices de traza menor a 1 representan a los programas con probabilidad positiva de
no detenerse nunca.

La estructura de este capitulo es la siguiente: primero se definen los dominios asociados
a cada tipo. Dos de ellos (los que representan los estados de los qubits y los resultados de
las mediciones) van a tener su traza acotada por 1; los tipos flecha no van a tener su traza
acotada en un principio.

Luego el capitulo se divide en dos partes principales. En la primera se demuestran una
serie de lemas sobre la seméntica de A" con el objetivo de demostrar el teorema (4.6.16)
(adecuacién). Para lograrlo fue necesario incluir dos conjeturas: la primera (4.6.1) afirma
que la parte lineal de los mapas es completamente positiva y la segunda (4.6.15) afirma
que la aplicacién preserva positividad. Demostrar estas conjeturas se deja como trabajo
futuro, por falta de tiempo.

En la segunda parte, ya teniendo el resultado de adecuacién en Ap™, se demuestra que
para cada tipo flecha existe una cota para la traza de las interpretaciones de términos bien
tipados. Usando estas cotas para la traza se demuestra que los dominios tienen estructura
de CPO, respecto a un orden preservado por las funciones. Esto permite demostrar la exis-
tencia del limite de la interpretacion del punto fijo incremental, y definir la interpretacién
del punto fijo en A\, como este limite.

4.1. Dominio de interpretacion
Se definen las matrices de densidad generalizadas como:
D, :={p| p € C*"*?" positiva con tr(p) < 1}

La interpretacién de los tipos estd dada por la figura (4.1).

31
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(n) :== D,

-
((m,n)) := {p\pe g}an ytr(p) < 1}

(A — B) :={f | f positiva en ((A) ® (B)) @ (B)}

Fig. 4.1: Dominios de interpretacion de Af»

— Los términos de tipo n se interpretan como matrices de densidad generalizadas de
tamano 2™ x 2", es decir que representan los sistemas de n qubits.

— Los términos de tipo (m,n) representan los resultados de las mediciones. Se interpre-
tan como coproductos de las matrices de densidad que resultan de la proyeccién de la
matriz medida mediante cada uno de los proyectores correspondientes a la medicién
de los primeros m qubits del sistema. Por esta razon la traza de estos elementos esta
acotada por 1, ya que las matrices de densidad generalizadas en el coproducto no
estan necesariamente normalizadas. Por ejemplo, ($]0X0| & [1)(1]) es un elemento
de ((1,1)) ya que 3|0X0| € Dy, 3|1)X1| € Dy y sus trazas suman 1.

— Los términos de tipo flecha A — B son interpretados como funciones afines en el
espacio formado por el coproducto entre (A)®(B) y (B). La parte lineal se representa
en (A) ® (B) mediante su forma de actuar en la base candnica de (A)), y la parte
constante es una matriz en (B).

Definicién 4.1.1 (Dominios). Se define el conjunto Dom de los dominios de interpretacién
COmMo:

Dom = U (A)

A€Types
Definicién 4.1.2 (Dimensién). Se define la dimensién de un tipo como la dimensién de
su espacio de representacién, es decir dim(A) := dim((A)):
s dim(n) =2"
» dim((m,n)) = 2m2" = 2ntm

» dim(A — B) = (dim(A) + 1) dim(B)

4.2. Representacién de funciones

Las funciones representadas son afines, es decir que consisten de una transformacion
lineal y una traslacion desde el origen. La interpretacion X, € (A — B) de una funcién
f esta dada por una matriz que representa la parte lineal y una matriz que representa la
parte constante:

f(Eﬁ) - f(odim(A)) s f(Eﬁl) - f(odlm(A))

X = : : ® f(Odim(a))
f(E;? ) - f(odim(A)) s f(E;ﬂ?n) - f(odlm(A))
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donde los E{? representan los elementos de la base canénica y Ogip(4) es la matriz nula en
el espacio (A). La matriz a la izquierda del coproducto representa la transformacion lineal
sobre la base canénica de (A), mientras que la matriz a la derecha representa la traslacién

del origen.

Ejemplos
» El término Az.letcase® y = m!|+)+| in {x,]0X0|} tiene tipo 1 —o 1 y se denota por

la funcion a > letcase® y = m[+)+| in {a,|0)0|}. Su representacién se encuentra en
C4><4 oy C2X2:

1 1
2 2
0 0
0 0
1 1
2 2

» El término A\z.letcase® y = x in {|0)0], |1)(1|} tiene tipo (1,1) — 1 y se denota por la
funcién a ¥ letcase® y = a in {|0)0],[1)(1|}. La base canénica del espacio de salida
((1,1)) estd compuesta por:

0)0] & 02 [1)(0] © 02 02 & [0)X0] 02 @ [1)(0]
|0)(1] & 02 [1)(1] & 02 02 & [0)1] 02 & [1)(1]

y por lo tanto la interpretacion de esta funcion estd dada por:
_((10){0] 02 [1)(1] 0
XW(( 0. [0)o)) “\ o ) @

)
0 0
0 0
0 0
0 1

» El término Az.7wlx tiene tipo 1 —o (1,1) y se denota por la funcién a 2 rla. Su
representacion esta dada por:

. ‘0<0|@02 02 ¢ 09
X[h](02@02 02 & [1X1] ®0:90,)

L TR T
RERERT IR

4.3. Semantica de la aplicacién

1
0
0

D
0 S

0
0
0
0

((
(

Las funciones son afines y su interpretacién estd dada por una transformacion lineal y
una traslacién. Por lo tanto, la forma de aplicarlas es descomponer el término sobre el cual
se aplican en la base canodnica, aplicar la transformacién lineal y luego sumar la traslacién.
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Definicién 4.3.1 (Operador § ). Sea {E];} la base canénica de C"*". Sean M;;, M, €
C"™ ™ para 1 < i,j < n. Dada una matriz en C"*"™ @ C"™*™ y un elemento de la base
de C"*™ el operador $ selecciona la submatriz en C™*" correspondiente de la parte
izquierda del coproducto:

ZEZ ®@ My | @My | $ By = My
ij

para todo 1 < k,I < n. En el caso de la matriz nula 0,, € C"*™ se selecciona la parte
derecha del coproducto:

ZE%@MZ']‘ oM, | $0, =M,
ij

Definicién 4.3.2 (Operador # ). Sea X un elemento de C"™*™™ @ C™*™_ El operador
# define su forma de actuar sobre elementos de C"*™ de la siguiente manera:

X# [ DomiBh | =Y mi (XS EL) + X $0,

Ejemplos

Para las funciones f, g y h definidas anteriormente.

» En el caso de la funcién f, que denota el término t = Az.letcase® y = !+ )+ in {z, |0)0|},

se tiene:

X # (o 1) =X # (100l + loKa)

=Xip 8 1L+ X g $ 10X + X5 $ 02
0 0 0 2 Lo i
(0 D)6 )+ o)-(1)

» En el caso de la funcién g, que denota el término ¢t = Ax.letcase® y = = in {|0X0], [1)(1|},
se tiene:

D=0 =

1 1
xa# (1 3)@ (3 8)) =X # (0ol+ i o Gloxol + 3ioKa)
= Xig) # (11X0] @ 02) + 53X # (I1)1] & O2)
F3X(q # (02 10X0]) + X1 # (02 ®0X1]) + X5 # (02 ® 0)

3 0
= 0x -+ IOK0I + 3111l + b0 + 02 = (3 )
2
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» En el caso de la funcién h, que denota el término t = Az.7wlz, se tiene:

1 1

X # (3 6) =Xy # (510)0] + 5l0X1])

=5(|0)0[ ® 02) + (02 ® 02) + 02 @ Oy
Lo 0 0
-1 — (2
=35/0X0] & 02 (0 O>@<0 0>

Lema 4.3.3. La aplicacion # es afin a derecha.

Demostracion. Sean X en C"*" g C*™M o Fen Cy M, N en C"*". Sea {E{;} la base
canénica de C"*", descompongo M y N en esta base:

n n n n
M = g g mj By N = g E nij B
i=1 j=1 i=1 j=1

Por lo tanto se tiene:

aM + BN = Z Z(amij + Bnij)Ez]

i=1 j=1
Por lo tanto:

n n

X # (@M + BN) =Y > “(ami; + Bni) (X $ Eij) + X $ Op

=1 j=1
El primer término del resultado de la aplicacién es lineal:
n n
S5 (e + )0 S ED = a3 mu (0 S EL) 4 530 na(x 8 B
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

Como el segundo es constante para todo argumento (X $ 0,,) la aplicacién es afin a
derecha. n

Lema 4.3.4. La aplicacion # es lineal a izquierda.

Demostracion. Sean X(s vy X[y clementos de C"™*™™ g C™*™, y sea M una matriz en
C™*". Sea {£7;} la base candnica de C"*", descompongo M sobre esta base como:

n n
M = szszn
i=1 j=1

Descompongo X[ 1y X[ g €1 Sus partes lineal y constante de la siguiente manera:

n n
Xip = (ZZEJ?Z ® (Lf)kl> o K;=1L;® Ky

k=1 1=1

n n
- (Z ZEI?Z ® (Lg)kl> DKy =LyD K,y

k=11=1
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Sean «, 8 en C. Desarrollando (aXm + BX[g}) # M:
(aX () + BX ) # M = (a(Ly & Ky) + B(Lg & K,)) # M

= ((aLy + BLy) @ (aKf + BKy)) # > > mi;E}

i=1 j=1
n n
= Z Zmij(aLf + ﬂLg)i]‘ +aKy + BK,
i=1 j=1

n

n n n
=a (D> mi(Lp)ig+ Ky | +8 (DD mij(Ly)ij + K,

i=1 j=1 i=1 j=1

=a(Xy # M) + B(X |y # M) u

4.4. Semadantica denotacional del calculo con punto fijo incremental

Una valuacion es una funcién 6 : Var — Dom, donde Var es el conjunto de todas las
variables. Dada # una valuacién y ¢ un término de A\p", se define la interpretacién de ¢
respecto a 6 como (t)y en la figura (4.2). M #, N simboliza n aplicaciones sucesivas de
M sobre N, por ejemplo M #3 N = M # (M # (M # N)).

(Do = 0(x)  WDMetho = Xaspy_a) (Do = (o # (Do

(tnzthg = (Az.t)g #n Odim(a) (L ado = Odim(a)

o=p (Uthe=TWT  (x™t)g = 2%_901 (m(tem') ([t 7)o = (the @ (r)e
2m 1
(letcase® = rin {tg,...,tam_1})g = ;) tr (pi) (ti)g,z=p con

tr(p;i) sitr(p;) #0
pi  sitr(p;) =0

2m—1

(r)o = piy pi= {
=0

(>_pitido = > piltide

Fig. 4.2: Seméntica denotacional de Af»

4.5. Lemas preliminares

En esta seccién se demuestran cinco lemas de la seméantica denotacional necesarios
para demostrar el teorema de adecuacién (4.6.16).

El primero de los lemas establece la linealidad de lo que fue definido como la parte
lineal de la aplicaciéon de un término de la forma Az.t. Como las funciones del cédlculo
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son afines, su parte lineal esta dada por la resta entre la funcién y su parte constante. El
siguiente lema muestra que esta resta es efectivamente una funcién lineal. La demostracién
usa la linealidad a izquierda de la aplicacién (lema 4.3.4) y su afinidad a derecha (lema
4.3.3).

Lema 4.5.1 (Linealidad). Sea t un término bien tipado de \,™ tal que I'yx : A+t : B,
entonces para a en (A) yn = dim(A) la siguiente funcion es lineal.

atr (]tDQ,w:a - th9,$:0n
Demostracion. La funcién definida es lineal si cumple:

(t)0,0=aa+8B — (t)o,z=0, = a((tho.c=a — (t)o,2=0,) + B(({t)o,.=B — (t)6,2=0,,)

Despejando, la condicion de linealidad resulta:

(t)o,0=an+sB = athoz=a + B(t)o.c=B — (@ + B — 1)(t)o,c=o0, (4.1)

Por induccién en t:
m Seat=uzx.

(*)o,0=anrpsB = A+ BB
— 0A+BB—(a+B8—-1)0,
= a(x)gz=a + B(x)s2=B — (o + B — 1)(x)6,2=0,

= Sea t =y # x. Por un lado se tiene:
(Y)o,0=ar+s8 = (Yo = 0(y)
Por otro lado:
a(y)o,u=a + Bhos=5 — (@ + B8 = 1)(y)o,u=0, = ab(y) + B0(y) — (a+ 5~ 1)0(y) = O(y)
= Sea t = Ay.r. Quiero ver que
(Ay.1)o.o=aa+sB = a(Ay.r)oa=a + BNy T)oo=B — (@ + B = 1)(Ay.7)g,2—0,
Por definicién de (-)g esto es equivalente a ver que:

Xias(rDo.o—anssny=a] = O‘X[awaroe,zA,yaﬁﬁx[wqrog,zB,yal—(“W—l)X[aHarDe,z0("*/311
12

Desarrollando el lado izquierdo de esta ecuacién, por hipétesis inductiva queda:

Xla—+(r)o.aeasrsny=a] — Xla—alr)o.oeay—atB)o.oe5 y—a—(a+B—1)(r)s 2op.y—a]

Esto es igual al lado derecho de (4.2), por linealidad de la suma de matrices y multipli-
cacion de matrices por escalares.
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» Sea t = rs. Reemplazando en (4.1), quiero ver que:
(rs)o,2=ant8B = ars)oc=a + Brs)o.= — (o + B — 1)(rs)g,z=0, (4.3)
Como el célculo es afin, o bien vale = € FV(r) o bien vale x € FV(s).

e Siz € FV(r), de (4.3) quiero ver que:

(7)6.c=antsB # (s)o = a((r)ga=a # (s)o)+B((r)o..=B # (]SD@)—(aJrﬁ—l)(GTl)e,x:(oiK (sho)

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

(r)o,0=aa+sB # ()6 Ig(a(lrl)e,sz + B(r)op=n — (@ + B = 1)(r)o,u—0,) # (s)o

(4,3,4)

= "a((r)o.c=a # (s)o) + B((r)o.c=B # (she) — (o + 8 = 1)((r)o.c=0, # (sDe)

Se obtiene el lado derecho de (4.4).
e Siz e FV(s), de (4.3) quiero ver que:

(r)o # (sDo.x=aa+s8 = ((r)e # (s)o.c=a) + B((r)o # (s)o,c=5) — (@ +B—1)((r)e # quM@f“%
.5

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

("o # (Dow—anrion = o # (shown + (Bls)oaen — (@ + B — 1)(s)oz0,))
“E00r)g # (alsDo—a) + (Do # (Blsdo.os — (o + 6 — Dlsoo,) — ({rd # On)
“Z0rg # (alsDo0—) + (Do # (Blsdo.as) + (Do # (—(+ B — 1)(s)oo—0,) — 2((rDs # 0s)
U39 0((rde # (sDo.oen) + (1 — a)((rDe # 0n) + B((r)e # (sDo.oes) + (1 — B)((rDo # 0,

— (a+ B =1)((r)o # (s)o,2=0,) + (a+ B)((r)o # 05.) — 2((r)o # On)
=a((r)e # (sDo.c=a) + B((r)o # (s)o.e=5) — (@ + B = 1)((rDo # (s)o,2=0,)

Se obtiene el lado derecho de (4.5).
» Sea t = upyy.r. En este caso quiero ver que, reemplazando en (4.1):
(tmy-T)o,2=aa+8B = tmy-1)oz=A + Blimy-r)o =B — (. + B — 1)(tm¥y-r)o,2=0,
Desarrollando el lado izquierdo:

(]Mmy-TDQ,x:ozAJrﬁB = ((])\yTDG a::aA+ﬂB) #m On
abS( (])‘y TDG:E A+ /8(])\y TDG:): B — (Oé + B - 1)6)\9 TD@:E On) #m On
30 ((yrowmn) Fm On + B((AY7)0.0=8) #m On — (@ + B — 1) ((\y-r)oz0,) Fm On
=a(pmy-m)oz=a + Blmy-r)oe=5 — (¢ +  — 1) (tmy.r)o,z=0,

» Sea t = 1 4. Este caso se cumple trivialmente ya que (L) = Ogim(a) para toda valua-
cién 6.
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= Sea t = p”. Este caso es andlogo al de t = y # x.
» Sea t = Ur. Reemplazando en (4.1) quiero ver que:
(]UTDG,x:aA+ﬁB = a(]UTDH,J):A + 5(]U7‘D0,$:B - (Oé + 8- 1)(]UTD9,CC:07L
Desarrollando el lado izquierdo:
(]UrDQ,ZzaA+5B :U(lrl)e,z:ozAJrﬁBU]L
]7 —_
LU (alrhopmn + Bloa—p — (@ + B = 1)(r)os=0,)T"
=a(U(ro.e=aU") + BU(r)oa=sU") = (a+ B = 1)(Ulr)o2=0,U")
:Oz(]UT’Dg,x:A + /B(IUTDQ’Z:B — (Ot + ,8 - 1)(](]7’[)9,95:0n
» Sea t = 7™r. En este caso quiero ver que, reemplazando en (4.1):
(7" )0 2=anrpp = a(m"r)g2=n + B(T" ) 2=p — (@ + B — 1)(7"'7)6,2=0,
Desarrollando el lado izquierdo:
2m
(m"r)o,z=ant+sB = @ (fi(]T De,gc:ozAJrﬁBﬁ;r )
i=1
2771
Hi = =t
LD (7ilallouma + Blrdoas — (@ + B = Dirdoso, )7 )
i=1
2m
= @ (afi(]T‘Dg’m:Af;r + Bﬁi(]’l“[)@z:Bﬁ;r — (a + 68— 1)ﬁi(]7'[)9,z:0nﬁ;[>
i=1
—a @ (7ilrhoa=ar!) + BED (Filrhou=p!) — (a+ 6 =)D (Fillrhou=o, ! )
i=1 i=1 i=1

=a(r"r)oa=a + Blr" o= — (4 B = (7)o c=o0,
» Seat =r® s. En este caso quiero ver que, reemplazando en (4.1):

(r ® s)gr—aa+pB = lr @ s)g.o—a + B(r @ s)ou=p — (@ + = 1){r ® s)o,0=0, (4.6)

Como el cdlculo es afin, o bien vale = € FV(r) o bien vale x € FV(s).

e Siz € FV(r), de (4.6) quiero ver que:

(7)6,0=an+88 @ (s)o = a(r)o,c=a @ (s)o + B(r)o,c=B @ (s)o — (+ B —1)(r)g =0, @ (s)o

Desarrollando el lado izquierdo:

("o amanrsn @ (Do = (roomn + Blr)ozen — (@ + B — 1)(r)oz0,) @ (s)o
=a(r)o.c=a @ (s)g + B(r)o,e=B @ (s — (@ + B — 1)(7)g,2=0, @ (s)s
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e Six € FV(s), de (4.6) quiero ver que:
(7)o @ (8)o,0=an+sB = a(r)o @ (s)o,c=a+ B(r)o @ (s)o,c=B — (+ B —1)(r)o @ (),2=0,,

Desarrollando el lado izquierdo:

(e © (sDo.o—anrsn = (r)s @ (alsho.cma + Blshooes — (@ + B — 1)(sho.c—0,)
=a(r)e @ (s)g,z=a + Blr)e @ (s)o,o=B — (@ + B = 1)(r)s @ (s)6,2—0,

» Sea t = letcase® y = rin {t1,...,ty}. Reemplazando ¢ en (4.1), quiero ver que:

(letcase® y = rin {t1,...,tm o z=aa+psp =a(letcase® y =7 in {t1, ..., ti})ou=a (4.7)
+ Bletcase® y = rin {t1,...,tm})o2=B
—(a+ B —1)(letcase® y = 7 in {t1,...,tm}o.c=0,

De acuerdo al sistema de tipos, o bien vale € FV(r) o bien vale z € FV(t;) para algin
i (o varios).

e Six € FV(r), llamo pflAJFBB, Pl plg, ph para i € {1,...,m} tal que:

m
(7)6.c=0n+sB = @ PZA+/3B
i=1

m

(ro.c=a =P r's
i=1
m

(]TDH,:E:B = @ sz
i=1
m

(]TDG,-T:O'IL = @ p%)
i=1

Por otro lado, usando la hipétesis inductiva en r, se tiene:

(r)o,p=aa+8B = a(r)oz=a + B(r)or=B — (o + B — 1)(r)g.x=0,

Es decir que:

P riaiss=ars+8EPrs—(a+8-1)P
i=1 i=1 i=1 i=1
Por lo tanto para todo i vale que:
Piassp = apy + Bpz — (a+ B —1)pf (4.8)

Aplicando la traza se tiene:

tr (pharsp) = atr (py) + Btr (plg) — (a+ B — D)tr (pf) (4.9)
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En general para todo p vale por hipétesis inductiva en ¢; (con o = ﬁ, A=p, =0,

y n’ la dimensién adecuada) que:

1 1
N, — = Ny (. — Dt _
(]tzl)e,y_ﬁ tr(p) (]tzl)9,y—p (tr (p) +0 )(]tz[)&y—on/
Es decir,
(0= = s o=y + (1= )6
2 64}:% - tr (p) 2 e,y:p tr (p) 1 9,y:0n/
Multiplicando a ambos lados por tr (p) se tiene:

tr (p) (tid = (tido.y=p + (tr (p) = 1) (tido.y=0,,, (4.10)

__p
Y=

Por otra parte, de (4.8) se tiene que:

(Do

Y=PiarsB qtiD@,y:aﬁiﬁﬂpiBf(aJrﬁf1)/)6

Por hipétesis inductiva, con o = o, A" = pYy, B/ =1, B’ = Bp’s — (o + B — 1)p}y, se
tiene que:

(]tiD97y:piA+BB - O‘qtiDG,yzpfA + qtib@,yZﬁp%—(&-{-B—l)pé - a(]ti[)97y:0n/
Usando la hipétesis inductiva en el segundo término con o = 3, A’ = pfg, B =

—(a+B8—1)y B = p} queda:

qtiDG = Oé(]til)ay:pi‘ + /8(1151'[)94/:;733 - (Oé + ﬂ - 1)(]ti[)6',y:p6 (411)

79:0’;,4_._/33

Por definicién, y como = € FV(r) pero z ¢ FV(¢;) para todo i, para ver (4.7) quiero
ver que:

n n
t — = tr (pYy) (t ~
ZZ:; r (PaA+6B) ( ZDG’y:p;AWB O‘ZZ:; r (pA) (t: 0.y=pi,
n
+ 8 Zz; tr (PB) qtlbe’y:%
n
—(a+B-1) ;tr (P) (tidy

Donde

¢= % en otro caso (4.12)

. {on, sitr(¢) =0

Voy a ver la igualdad lugar a lugar en la sumatoria, es decir que para todo ¢ se tiene
que

tr (pharsp) ), —— =otr (p4) () (4.13)

7y:PiaA+gB 9,y:pf4
tr (pi) (ti ~
+6 r (pB) (] lDO,y:PZB

— (a+ 8 = Dtr (p}) dtiDm:,;g
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L. Caso tr (pia ) 7 0. tr () £ 0, tr (pl) 20, (p)) #0
Evaluando (4.13) quiero ver que:

=atr (pY) (ti) iy

tr (phassn) (i)
0y

el
+ ptr (o) (]til)e oLy
(o)

B () ),

i)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

EDoy=p . T (Paarpn) — Dltidoy=o,, =a(ltidyy—pi, + (tr (p'a) — Dtidoyo,,)
+ B((tiDgy—pi, + (tr (o) — D(tidoy=0,,)
— (a4 8 = 1)({tdg,y—p + (tr (p5) — D(tidoy=0,,)
Reordenando esto resulta equivalente a:
(]tiDO,y:pgA_HaB :Oé(]tiDG,y:pf4 + B(]tiDO,yzpiB - (Oé + 58— 1)(] DG Y=p} +
(—tr (pharsp) + atr (pl) + Btr (pg) — (+ B — D)tr (pp) ) (tide,y—o0,,
Usando (4.9) se anula el dltimo término, y queda:
(]tiDO,y:pgA+ﬁB = (] D@ Y= pI + B(] DG,y:p’B - (Oé + B - 1)(]ti[)0,y:p6
Se obtiene (4.11), y por lo tanto vale.
2. Casos tr (piaMw) £0,tr (ply) =0, tr (i) £ 0, tr (pf) £ 0 y tr (p;A+ﬂB) £ 0,
tr (ply) # 0, tr (plz) = 0, tr (ph) # 0 (andlogos)
Pruebo el caso donde tr (pﬁg) = 0. Evaluando en (4.13), quiero ver que:
tr (Pantsn) (]til)&  haiss ot (da) Qtil)ay: oy
(vharsn) w(e4)
(B () ()
G,yfi
w(eh)
Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:
(Douympt oy + (41 (Phass) = DlEDoo, =a((tdymys, + (b (14) — Ditdoo,,)

—(a+ B =) ({tdgy—p + (tr (p5) — Dltdo,y—0,,)
Reordenando esto resulta equivalente a:
(Do =ati)gy—pi, — (@ + B —=1)(tigy—pi+
(—tr (Phaspp) +atr (pi) = (a+ B = 1)tr (ph) + B)(tidoy=o,,
Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr (p’B) = 0, queda:
(Do = alltidg =y, — (@ + B = 1)(tidg =y + Bltidoy=0,,

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr (pjg) = 0 implica que piB =0,
por el lema (1.1.10).

7y:pLA+gB

,y=PLA+BB
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3. Caso tr (playp) 70, tr (o) # 0, tr () # 0, tr () =0
Evaluando en (4.13), quiero ver que:

tr (Phatsn) (]tz‘l)e _ haren O (Pa) (i Dgy_ oy
(el at ) w(ely)

+ Btr (sz) (]tzl) o

0,y= !

)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

tDo.y=pi,, ,p + (tF r (Ponrsn) — Dltdoy=0, =a(ltidgy—p, + (tr (p4) = D(tidoy=o,,)
+6((] Dey p’ +(tr(pB) 1)(] D,y 0, )

Reordenando esto resulta equivalente a:

(t:) =atigy—pi, + BlEiDgy—pi, +

(—tr (PZAWB) + atr (PA) + ptr (:OiB) +1—a—B)(tidoy=o,,

0.y=peo at5B

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr ( ) = 0, queda:

(]tiDe’y:p(ixAJrBB :Oé(] Day =p% +/B(] DB,y:p (a—i_ﬁ_]‘)(] D 0,y=0,,

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr (pf)) = 0 implica que p = 0,/
por el lema (1.1.10).

4. Caso tr (pay ) # 0, (p1y) = 0, tr (ply) = 0, tr (ph) #0

Evaluando en (4.13), quiero ver que:

—(a+p— 1)tl’ (p%) () pi

tr ('OZ)‘A"‘ﬁB) (]tiDe _ PhALBE 9,y—=—10
V(b asnn) w{sb)
Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:
(Doyp, o0 (hoaesn)~DlEdago,, = —(a-+8-1) (1) s +(tr (05)~Dltdoo,,)

Reordenando esto resulta equivalente a:

(Do —(a+B=1)(tidgy—p+

(=tr (pagpn) — (a+ B = 1)tr () + a + B)(tdoy—o,,

:y:pgAJrgB -

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr (pf4) =tr (p%) = 0, queda:

(]til)e’y:pfoJrﬁB = _(a+/8 - 1)(] D9y o + (a+ﬂ)(] D 0,y=0,,/
Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr (pf4) = tr (pfg) = 0 implica

que p'y = p' = 0,y por el lema (1.1.10).
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5. Casos tr (g o) 7 0, tr (i) = 0, tr () # 0, tr (sh) = 0y tr (plsygp) #0,

tr (p'y) # 0, tr (pl5) =0, tr (pj)) = 0 (andlogos)
Pruebo el caso donde tr (p B) 0. Evaluando en (4.13), quiero ver que:

tr (pZOéA‘FBB) (]tiDe - p;A+ﬁB = otr (pz‘l) (]tiDe,y: piA
’ “("&AJFBB) “(plA)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

Eoy=pi . T(EF (Poarpn) —Dtidoy=o,, = a((tidgy—p, +(tr (p4) =1 (t:do,y=0,,)

Reordenando esto resulta equivalente a:

oy, o5 = ltidoympi, + (—tr (Paassn) +otr (o) +1 = a)(tidoy—o,,

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr (piB) =tr (pé) = 0, queda:

(]tlDO = O[(]ti[)@,y:pf4 + (1 - Oé) (]ti[)(%y=0n/

’y=P3A+BB
Que es equlvalente a (4.11) en este caso, porque tr (p ) = tr (pg) = 0 implica que
Py = py = O, por el lema (1.1.10).

6. Caso tr (pl4p) = 0, tr (p1y) # 0, tr () # 0, tr (o) #0

Evaluando en (4.13), con n” la dimensién adecuada, quiero ver que:

O = atr (ply) (t) yi, 0t (o) (]til)e et —(a+8-1)tr (pj) (]til)e L

") (o) Ry

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

Opr =a((ti)g y—pi, + (tr (P4) = D(tdo.y=o,,)
+ B[t g y=pi, + (tr (P5) = Dtidoy=o,,)
—(a+ 8 =) ([tg,y—p + (tr (ph) — V)tidoy=0,,)

Reordenando esto resulta equivalente a:
0y :O‘(]til)&y:pf4 + /B(ltz[) : (a + B - )(] DO Y=p} +
(atr (p%y) + Btr 039) (4 B8 = Dtr (p) — D {tidoy=o,,

Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr (po A + BB') = 0, queda:
On” = a(]tll)ﬂy p'” =+ B(] D 0,y= piB - (Oé + ﬁ - 1)(]t7;D9,y:p6 - qtiD@,y:On/

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr (pgAJrﬁB) = 0 implica que

piaAJrﬁB = 0,y por el lema (1.1.10).

7. Casos tr (pgAwB) =0, tr (piy) =0, tr (piy) # 0, tr (o)) #£0 y tr (ngB) =0,
tr (pY4) # 0, tr (pl5) =0, tr (p}) # 0 (andlogos)
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Pruebo el caso donde tr (pﬁg) = 0. Evaluando en (4.13), quiero ver que:

0, = atr (pil) (]til)e - oy (Oé +8 - 1)tr (PB) (]tiDa v ol
=t D)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

O = a(tillg,y—pi, +(tr (pla) =D (EDoy=0,, ) —(a+B—1) (g, — i +(tr (05) —1) (t)o,y=0,,)
Reordenando esto resulta equivalente a:

O = altig i, —(HB—1) ([t g +(atr (ply) —(at-B—1)tr (ph) +8—1) (tido,y=o0,,
Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr (paA + BBi) =tr (pg) = 0, queda:

Opr = aftidg,y—pi, — (@ + B = 1)(ti)g y—p + (B — 1) (tidoy—o,,

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr (pgAJrﬁB) = tr(py) =0
implica que pZCA_FBB = py = 0,y por el lema (1.1.10).

- Caso tr (phaygp) = 0. tr (o) # 0, tr () £ 0, tr () =0
Evaluando en (4.13), quiero ver que:

Opr = atr () (1) +Btr(pg) (1), i,
Y tr(p%) Y tr("iB)

Usando (4.10) esto es equivalente a ver que:

O =t + 21 () =D EDoym0,, )+ 81Dy, + (51 () ~Dtidoy=o,,)
Reordenando esto resulta equivalente a:

0 = iy ey, + Bltdoyoy + (0tr () + Btr (1) — @ — B)ti 0,
Usando (4.9) evaluada en este caso, donde tr (paA + 5Bi) =tr (pf)) = 0, queda:

On” = a(]tiDG,y:pfq + BqtiDG,y:p% - (a + 5)(]ti[)9,y=0n/

Que es equivalente a (4.11) en este caso, porque tr <péA+ﬁB> = tr (pé) =0
implica que pZéA'f'BB = p} = 0,/ por el lema (1.1.10).
. Casos triviales:
El caso donde tr (PZA+,BB> =tr (pf4) =tr (p%) = tr (pf)) = 0 se cumple trivial-
mente.
Los demas casos que faltan serian aquellos tales que tr (PM) # 0 para algin
M € {aA+ (B, A, B,0} y las demds trazas valen 0. Pero por (4.9), se tiene que:
o (Caso M = aA+ B) tr(paa+sp) = 0y por lo tanto se cumple (4.13).
o (Caso M = A) Vale atr (py) = 0y o bien a = 0 o bien tr(p4) = 0y en
ambos casos se cumple (4.13).
o (Caso M = B) Vale ftr (piB) =0y o bien 8 = 0 o bien tr (p’]é) =0yen
ambos casos se cumple (4.13).
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o (Caso M = 0) Vale (a+ 8 —1)tr (pj) =0y o bien (a+ 8 —1) = 0 o bien
tr (py) = 0 y en ambos casos se cumple (4.13).

e Si x € FV(t;) para uno o varios 4, sean p’ tal que:

(o = P o'
=1

De (4.7), en este caso quiero ver que:

n
Z tr (p') (]tiDo,x:aAJr,BB,y:/;i - Z tr (') (]tiDO,x=A,y=gi
i=1 =

Con - definida en (4.12). Voy a ver la igualdad lugar a lugar en la sumatoria, es decir
que para todo ¢ vale:

tr (pz) qti[)@@:aA—l—BB,y:;; =atr (pz) (]til)97$:A7y:;i + Btr (pl) (]tiDQ’;B:B’y:;L
~(a+ 6D () (8

8,2=0,,y=p'
Sitr (pi), vale. Si no, quiero ver que para todo i:

(]tiD97x:aA+ﬁB,y:tr(”pii) :aqtibe,sz,y=”(”;) +Bqtib9,x=37y—ﬁ

—(a+B8-1)(t)

(3

Llamo ¢ = 0 U {y = trf—pi)}. Entonces esto es equivalente a ver que para todo ¢ tal
que tr (pl) # 0 vale:

(tidor z=ant+pB = alti)or a=a + B(tidor 2= — (a + B — 1) (t:)6r 2—0,
Que vale por hipétesis inductiva en t;.

» Seat =) pit;, con > p; <1y 0 < p; <1 para todo i. En este caso quiero ver que,
i i

reemplazando en (4.1):

O pitidoa—anaiss = ) pitdos—a+ B _pitidos—p — (@ +8—1)(>_ pitids—o,
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Desarrollando el lado izquierdo:

(]Z Piti)oz—aA+sB = Z Pi(ti)o,p=aa+8B
i i

LN pi(altdosmn + Bltdossp — (@ + B — 1)(ti)o.c=0,)

=a ) piltidos—a+ B piltidoa=p — (@ +B8—1) D piltidos—o,
=a() _pitidow=n + B> pitidos=p — (a+B— 1)) pitido.z=0, 0

El siguiente lema establece que las interpretaciones de los términos son matrices de
dimension correspondiente a la de su tipo.

Definicion 4.5.2. Sea 6 una valuacién y I' C Var x Types un contexto de tipado. 0 Fgi, I’
si y sélo si para todo par (z,A) € I se tiene dim(f(z)) = dim(A).

Lema 4.5.3. Sea t un término tal que I' =t : A y 0 Fqim I'. Entonces dim((t)s) = dim(A).
Demostracion. Por induccién en t.

» Seat = x. Entonces (z, A) € 'y como 0 Fgin I se tiene que dim((z))p) = dim(0(x)) =
dim(A).

» Sea t = Az.u. En este caso A = B —o C. Por definicién se tiene (Az.u)y =
Xlas (u)g o] S {Eg} la base canénica de CH™(B)xdim(B) por inversién vale T', z :

BFu:C,ycomo 6 Eq, T, dim(Eg) = dim(B) y dim(Ogjy(p)) = dim(B) se tiene
0U{zx:=E]} Fam ,2: B
0 U{z := Ogimp)} Fdim I,z : B
Entonces por hipétesis inductiva
dim((u) . ) = dim(C)
dim( (u) ) = dim(C)

0,2=04im(B)

Finalmente, por definicién de Xars(
dim(B — C).

P dim((Az.u)p) = dim(B) dim(C)+dim(C) =

uDQ,z:a

s Seat=wuv.SeanI';,I'y =T'talesquel'1 Fu: B —o AyIl'skv: B, setiene 0 Fgyn ['1
y 0 Edqim 2. Por hipétesis inductiva dim((u)g) = dim(B — A) y dim((v)g) =
dim(B). Como dim(B — A) = (dim(B) + 1) dim(A), por definicién de # se tiene
dim({uvo) = dim((u)o # (v)o) = dim(A).

s Sea t = ppx.u. Por inversién se tiene I';xz : A F u : A, y por la regla —o; vale
[ Az.u: A —o A Por definicién se tiene (unz.u)g = (Av.u)g #n Odim(a), y usando
el caso de la abstracciéon de mas arriba se tiene dim((Az.ul)p) = dim(A — A). Por lo
tanto como dim(A — A) = (dim(A) + 1) dim(A) y cada aplicaciéon de # devuelve
una matriz en CHm(A)xdim(4) ge tiene que dim((unz.u)p) = dim(A).
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Sea t = 1 4. Por definicién vale dim((L)g) = dim(Ogim(4)) = dim(A).
Sea t = p". En este caso A =n y dim(p") = 2".

Sea t = U™v. En este caso A = n. Por inversién vale I' = v : n y por hipdtesis
inductiva se tiene dim((v)p) = 2"™. Por lo tanto dim((U™v)g) = dim(W(]vDQWT) =
2",

Sea t = 7™ u. En este caso A = (m,n). Por inversién vale I' F u : n y por hipétesis in-
ductiva se tiene dim((ul)g) = 2™. Por lo tanto dim((7™u)g) = dim(@?;no_l ﬁduDQWWT) =

2M2" ya que dim(ﬁ(]u[)gWT”T) = 2" para todo i.

Seat =u®v. En este caso A =n+m. Sean I'y,I's =T talesque I'1 Fu:ny 'y
v : m, por hipétesis inductiva como 0 Fgip, I'1 v 0 Fgim T2 se tiene dim((u)y) = 2" y
dim((v)g) = 2™. Por lo tanto dim((u ® v)g) = dim((u)y ® (v)g) = 2.

Sea t = Y | pit;. Por inversién se tiene I' - ¢; : A para todo ¢, y por hipétesis in-
ductiva dim((t;))g) = dim(A). Por lo tanto dim((>_1"; piti)e) = dim(>_7", pi(ti)e) =
dim(A).

Sea t = letcase® x = r in {tg,...,tom_1}. Sean T'p,...,Iam_1,I” = T tales que
I,z :ntt;: Aparatodo iy I"Fr: (m,n). Entonces 6 Fqi, IV y por hipétesis
inductiva dim((r))g) = dim((m,n)) = 2"t™. Sea p; con 0 < i < 2™ — 1 cada una de
las submatrices de 2" x 2" en la diagonal de (r)g, defino p} como p; si tr(p;) = 0
y como trf;i) sino. Como dim(p}) = 2" se tiene 0 U {z := p}} Fgim L',z : n para
todo i y por hipdtesis inductiva dim(¢;) = dim(A). Por lo tanto dim((letcase® z =

Fin {to, . tom 1 o) = dim(E 25 tr (1) (tg,emyy) = dim(A).

O]

Definicion 4.5.4. Sea 6 una valuacién y I' C Var x Types un contexto de tipado. Decimos
que 6 satisface a I', notado como 6 F T, si y sélo si para todo par (z,A) € T se tiene

0(z) € (A).

El siguiente lema establece que la aplicacién se comporta de la forma esperada respecto
a la valuacién usada en la interpretacion. Su demostracién se basa en el lema anterior de
linealidad.

Lema 4.5.5 (Aplicacién). Sil',z: A+ t: B y0E T, entonces para todo a € Cdim(A)xdim(4)

(Az.t)g # a = (t)o.r—a

Demostracion. Por definicién se tiene:

(])\l'tDQ — X[w—)(]tbe,z:a]

aer,~ D0t - Woamsy ~ Hrogis
_ D (]tD9,I=0d1m<A)
o, e=p3, = Wo.0=04meay -+ How=ra, = )6.0=04m,
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Cdim(A) xdim(A)

Sea {Ez‘;l} la base candnica de , descomponiendo a en la base y aplicando

(Ax.t)g mediante +# :

Wat)g # a=(zthy # | DD aiyEj

i=1 j=1
n n
= Z Z aij (thO,CE:E;? - (]tDQ?:E:Odlm(A)) + (]tDG,J.?:Odim(A)
=1 j=1

Por el lema (4.5.1), () ,—pa — (t)6,0=04;n(4, €S lineal en E;;‘», entonces se tiene:
5 ij

(])\':Utl)a # a= (]tDe,l'ZZ flijE{? - (]tl)evxZOdim(A) + (]tl)evx:odim(/l) = (]tDH,x:a D
ij
El siguiente es un lema de sustitucién habitual, para ver que la interpretacién de los
términos estd bien definida respecto a la sustitucién de variables.
Lema 4.5.6 (Sustitucion). (t[x := 7)o = ()o@,
Demostracion. Por induccién en t.

» Seat = 7, en este caso quiero ver que (z[r := r])p = (z)g4—(r),- Por un lado se tiene
que (z[z := 7]}y = (r)o y por otro ()gz—¢), = 0'(x) = (), donde 0" = 0 U {x =

(rDo}-

= Sea t =y # x, quiero ver que (y[z := 7])g = (Y)g,2—(r),- Como x # y, se tiene que
ambos lados son iguales a (y))g.

» Sea t = \y.s, en este caso quiero ver que ((Ay.s)[x :=r])g = (Ay-8)o,o—(r),-

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

((Ay-s)[z = rllo = (My-(slz =10 = Xfars sfee=r])

Por hipétesis inductiva esto es igual a Xar(s)

G,y:a]
, i), ]2 Y COMO y no pertenece
w=a,5=(r)g y—q

a las variables libres de r, se tiene que (r)gy=q = (r)s. Entonces esto es igual a

X[a'_)qsl)e,y:a,z:q > que es lo mismo que d)\y.s[)e?zzqu)e,

r[)e

» Sea t = s152, en este caso quiero ver que ((s1s2)[z := 7])s = (515209 2—(r),- Como
el célculo es afin hay dos casos disjuntos: o bien x € FV(s1) y « ¢ FV(s2), o bien
x ¢ FV(s1) y © € FV(s2).

e Para el primer caso se tiene desarrollando el lado izquierdo:

((s1s2)[z :=r])o = ((s1[z := r])s2)e = (s1[z :=r])g # (520

Por hipétesis inductiva esto es igual a (s1)gz—¢r), # (s2)9. Como = ¢ FV(s2) ,
esto resulta igual a qSIDG,x:(]rl)g # GS2D€7I:(]TD9 = (]SISZDG,JC:QTDQ'
e Para el segundo caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

((s152)[z := 7))o = (s1(s2[z :=7]))e = (s1)o # (s2[x :=7])e

Por hipétesis inductiva, esto es igual a (s1)g # (s2)g,2—(r),- Como z & FV(s1) ,
resulta igual a (s1)g z=(r), # (52)0,0=()s = (5152)0,2=(r)s-
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Sea t = ppy.s. En este caso quiero ver que ((pny-s)[z = 7l)o = (tny-s)gz—(r),-
Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

((ny-s)x :=rllo = (uny-(slz == 7))o = (Ay.(sz := r])o #n Oa
De acuerdo a la demostracién para el caso t = Ay.s visto maés arriba, esto es igual a:
(])‘y'SDB,z:(]rDQ #n 04 = (]Nny-sl)e,x:(]rl)g

Sea t = | 4, este caso es andlogo al de t =y # =x.
Sea t = p™, este caso es andlogo al de t =y # .

Sea t = U™s, en este caso quiero ver que ((U™s)[z := r])s = (U™ s)g 1=, Desa-
rrollando el lado izquierdo se tiene:

((U™s)[x :==r])g = (U™ (s]x :=7]))g = U (s[x := 7“][)@U7mJr

Por hipétesis inductiva esto resulta igual a WGSDe,zzquGWT = (U™ 3y z=(r)y-

Sea t = 7"s, en este caso quiero ver que ((7™s)[x :=r])g = (7"5)gg=(r),- Desarro-
llando el lado izquierdo se tiene:

2m 1
(7™ s)[z := rlho = (" (slz = 1]))o = D (Wilslw := o7
i=0
2m 1
Por hipétesis inductiva, esto es igual a @ (Ti(s)g o), i) = (7™ g 0=(r)s -
i=0

Sea t = s1®s2, en este caso quiero ver que ((s1®s2)[z := 1])g = (5152)6,5—(r),- Como
el célculo es afin, hay dos casos: o bien z € FV(s1) y = ¢ FV(s2), o bien z ¢ FV(s1)
y x € FV(s3).

e En el primer caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

((s1 @ s2)[z := 7)o = ((s1]z == 7]) @ 52 = (s1[2 := r])o @ (s2Do

Por hipdtesis inductiva esto es igual a (s1)pz—¢r), ® (s2)s. Como z & FV(s2)
vale (s2)p = (529 2—(r),, entonces:

((s1 @ s2)[x == 7)o = (51Do,0=(r)y @ (52D0,2=(r)y = (51 ® 52D 92—,

e En el segundo caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

((s1 @ s9)[z == 7)o = (51 @ (s2[z := 7))o = (51D @ (s2[x := r])o

Por hipétesis inductiva esto es igual a (s1)p @ (s2)gz—(r),- Como x ¢ FV(s1)
vale (s1)o = (s1)9,2—(r),> entonces:

((51® s2)[w := 7))o = (51)6,0=(r)y @ (52D0,0=r)y = (51 @ 52D g,2=(r)s
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» Sea t = letcase® y = s in {tg,...,tam_1}. En este caso quiero ver que ((letcase® y =
sin{to,...,tam_1})[z :=r])g = (letcase® y = s in {to, ..., tam_1}).o=(),-

Desarrollando el lado derecho se tiene que:

9m_1
(letcase® y = s in {to, ..., tam 1 })oaegry, = D tr(pi) (tidg - rhow=rtis (4.14)
=0
donde

9 x=(r)g — @ Pi (4.15)

Por afinidad o bien x € FV(s) y @ ¢ FV(;) para todo 4, o bien x ¢ FV(s) y existe a
lo sumo un j tal que x € FV(t;).

e En el primer caso, desarrollando el lado izquierdo se tiene:

((letcase® y = s in {to, ..., tam_1})[z :==7])p =

2m 1
(letcase® y = s[x :=r]in {to,..., tam_1})p = Z tr (p}) (]til)e y
=0 ()
2m 1
donde (s[z :=r])p = @ p.. Por hipétesis inductiva, se tiene que (s[z := r])y =
=0

(8Dg,2=(r)y- Por (4.15), esto implica que p; = p; para todo i.
Por lo tanto, y como = ¢ FV(t;) para todo i:

2m—1 2m—1

> tr(ph) ), o = > tr(pi) L pp—t

i=0 7y_tr(p;) i—0 "(pz)
2m—1

y se obtiene la igualdad con el lado derecho de (4.14).

e En el segundo caso se tiene, desarrollando el lado izquierdo:

((letcase® y = s in {to,...,tam_1}) [z :=7])g =

2m 1
(letcase® y = s in {to[z :=7],..., tam_1[x :=7]})p = Z tr (p}) (tifz == r]De :%
i=0 M

2m_1
donde (s)y = @ pi. Como x ¢ FV(s), vale que (s)g = (s)g,o—¢r),- Por (4.15)

esto implica que pZ = p; para todo 1.
Por lo tanto se tiene que:

((letcase® y = s in {tg, ..., tam_1})[x :=7r])g = Z tr(pi) (ti[z == 1"][)97y:t I
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Usando la hipétesis inductiva sobre los t;:

2m—1
(](letcaseo y=sin {to, e 7t2m_1})[$ = 7"“)9 = Z tr (pi) qtiD@,x:(]rl)e g Pi Y= (p; j
=0 Yue) TV

Y como y ¢ FV(r), se obtiene la igualdad con el lado derecho de (4.14).

= Seat =} pili, quiero ver que ((3piti)[z :=rl)o = (X pitido,u=(r),:

Desarrollando el lado izquierdo se tiene:

(](sztz)[l' =7r])p = (]sz(tz[x =71]))s = sz(]tz[:r = 1])g

Por hipétesis inductiva, esto es igual a ) pi(ti)g z—¢r), = (2 Pitido,c=(r),- O
‘ i

)

El siguiente lema demuestra que la interpretacién es estable con respecto a la reduccion.
Usa los lemas de aplicacién y de sustituciéon anteriores, y la linealidad a izquierda de la
aplicacién.

Lema 4.5.7 (Correctitud de la reduccién). SiI'F¢: A, 0 ET yt ~» r entonces (t)g = (1o

Demostracion. Por induccién en ~-.

w (Az.t)r ~ t[x =]

En este caso quiero ver que ((Az.t)r)g = (t[x := rl])p. Por definicién se tiene que
((Az.t)r)g = (Az.t)e # (r)e- Por el lema (4.5.5) esto es igual a (t)g z— (), Por el lema
(4.5.6) vale (t)g z—(r), = (t[r := 7])s y se tiene la igualdad.

om_1
» letcase® x = 7™ pin {tg,...,tom_1} ~> > piti[x := p;] donde:
i=0
pi = tr (ﬁmﬁ-*)

T g #0
Pi = 7PL]L .
T, P70 sip; =0

En este caso quiero ver que vale:

2m—1
(letcase® z = 7™ p in {to, ..., tam_1})o = ( Z pitilz == pil)o
=0

2m—1
i—o Pi(ti)gz=p, usando

Por un lado vale (letcase® z = 7n™p in {to,...,tam_1})p =
las definiciones de més arriba para p; y p;, porque (7" p)g = @?:0_1 T

Por otro lado se tiene que vale QZ?; piti[z == pil)s = Z?:l pi(ti[z := pil)s por
definicién. Usando el lema de sustitucion esto es igual a 212:1 Pi(ti)o,o=(ps),- Como

(pide = pi para toda 0, esto resulta igual a 212:1 Piti)o,z=p;, ¥ se tiene la igualdad.
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pox.t ~~» L g

En este caso quiero ver que (uoz.t)g = (La)g. Por definicién se tiene que (uoz.t)s =
(Az.t)g #0 Odim(a)- Esto es igual a Ogim(a), que a su vez es igual a (L 4)e.

Unt1Z.t ~ tx = pp.t]

En este caso quiero ver que (unt+12.t)g = (t[x := pnx.t])g. Por definicién se tiene que
(n+17t)e = (Av.t)o #n+1 Ogdim(a)- Descomponiendo las aplicaciones, esto resulta
igual a

(Azt)o # ((Az-t)o #n Odim(a))

Por hipétesis inductiva, esto es lo mismo que (Az.t)g # (unz.t)p. Como I' - ppiqz.t -
A entonces por inversion I,z : A t: A,y por laregla pse tiene I' F pupx.t : A. Como
6 F T' también se tiene 6 Fgiy, ' y usando el lema (4.5.3) resulta dim((unx.t)g) =
dim(A). Usando el lema (4.5.5), se tiene (A\z.t)g # (unz-to = (t)g,2—(una.1),- Usando
el lema (4.5.6) se obtiene (t[x := ppz.t])s.

J_n ~ OQn
Por definicién se tiene que (Ln)p = Ogim(n) = Oan.

L(mm) ~> 7" 020
Por un lado se tiene que (]J_(m’n)l)g = Odim((m,n)) = Oan+m. Por el otro se tiene
(7 02n)g = @?:071 O2n, que es equivalente a Oyn+m cuando represento @ mediante

la inclusién de las matrices en la diagonal.
laopt~ Lp

Desarrollando (La—p t)g se tiene:
(Laop tho = (La-n)o # (tho = Odim(a—n) # (Do = Odaim(n) = (LB)o

pt+qla~pt
Desarrollando, se tiene (pt + gL a)g = p(the + ¢(-La)e = p(t)s + q0dim(a) = P(t)o =
(ptho-
Umpn ~ pln con pln — anWT
En este caso quiero ver que vale (U™ p")g = (p")eo-
Por definicién se tiene que (U™p")g = W(]p”l),gmT = Wp”WT. Esto es igual a la
definicién de p™. Vale p'™ = (p™)g y se obtiene la igualdad.
p&p s pcon p’=p@p
En este caso quiero ver que vale (p ® p')g = (0”)s-
Por definicién vale que (p ® p')g = (p)o @ (0')g = p @ p’. Esto es igual a la definicién
de p’. Vale p”" = (p")g y se tiene la igualdad.
22pip} ~= p" con p" =3 pip}
(2 (2

En este caso quiero ver que vale (>, pip?)o = (p™)o-

Por definicién se tiene que (D, pipi)o = > ; pi(p)e = > ; pip}. Esto es igual a la
definicién de p™. Vale p™ = (p"")g y se tiene la igualdad.
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= > (pit) ~ (o pi)t

i
En este caso quiero ver que (>_,(pit))o = ((3_,; pi)t)e. Ambos son iguales a ), p;(t)o,
considerando ), p; como el tinico niimero de la sumatoria en el segundo término.

= (X piti)r ~ Yopi(tir)

En este caso quiero ver que ((>_,; piti)r)o = (2_; pi(tir))g. Desarrollando desde ((D_; piti)r)s,
y usando el lema (4.3.4):

(X piti)rho = (Y pitido # (rho = (3 piltido) # (rdo
S e (o # (o) = D patardo = (3 paltir)lo

i
Casos contextuales:

B~y = (5~ 7TS
En este caso quiero ver que (ts)y = (rs)g cuando t ~ r.
Por definicién se tiene que (ts)g = (t)g # (s)s. Por hipétesis inductiva, como ¢ ~» r
vale (t)g = (r)o y por lo tanto (t)g # (s)g = (r)e # (s)e que por definicién es igual a
(rs)e y se tiene la igualdad.

i~ = st~ ST
En este caso quiero ver que (st)g = (sr)g cuando t ~ r.
Por definicién se tiene que (st)g = (s)g # (t)s. Por hipétesis inductiva, como ¢ ~» r
vale (t)g = (r)o y por lo tanto (s)g # (t)e = (s)o # (r))e que por definicién es igual a
(s7)e-

ntsr = UMt~ UMr
En este caso quiero ver que (U™t)g = (U™r)g cuando t ~- 7.
Por definicién se tiene que (U™t)y = W(]tDQWT. Por hipétesis inductiva, como
t ~ 1 vale (t)p = (r)s. Reemplazando se obtiene W(]TD@WT, y esto resulta igual a
(U™r)p por definicién.

Bt~y = 7"~ M
En este caso quiero ver que (7™t)yp = (7™r)p cuando t ~ r.
Por definicién vale (7t)y = @?:O_I(ﬁQtl)gﬁT). Usando la hipétesis inductiva segin
la cual (t)g = (r))g, esto resulta igual a @?:O_l(ﬁ-(]r[)gﬁT). Por definicién esto es igual
a (m"r)g y se obtiene la igualdad buscada.

sy —= tRS~1r®s
En este caso quiero ver que vale (t ® s)y = (r @ s)p cuando t ~ r.

Por definicién vale que (t ® s)gp = (t)o @ (s)g. Esto es igual a (r)p @ (s)g por hipdtesis
inductiva, y nuevamente por definicién se tiene la igualdad con (r ® s.
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Bl — SRt~ SsQr
En este caso quiero ver que vale (s ® t)y = (s ® r)p cuando t ~ r.
Por definicién vale que (s®t)g = (s)g @ (t)g. Esto es igual a (s)g ® (r)g por hipStesis
inductiva, y nuevamente por definicién se tiene la igualdad con (s ® r)g.

= tj ~> r; para algin jen {1,...,n} =

n n
> piti ~> > piri con t; = r; para todo i # j en {1,...,n}
i=1 i=1
En este caso quiero ver que vale (1 piti)g = (D_iq piTi)e con t; = r; para todo
i#jen{l,...,n} cuando t; ~ r; para un j en {1,...,n}.
Por definicién se tiene que (>_;; pitilo = >y pi(ti)p. Separando el término con
j de la sumatoria esto es lo mismo que Y ity p;(tig + p;(t;)o. Como t; ~ r;, por

i#]
hipétesis inductiva vale que (tj)p = (r;)g. Al definir r; = ¢; para todo i # j, la
sumatoria queda igual a Y ;" pi(ri)e + pj(rjle = > i, pi(rie que por definicién es
i#]
igual a (D7 pirie-
w t~ 7 = letcase® x =t in {sg,...,Som_1} ~ letcase® x = rin {sg,...,Som_1}

Quiero ver que (letcase® x =t in {sq,...,s9m_1})g = (letcase® x = rin {sq,...,s9m_1})g
cuando t ~ 7.

Por definicién se tiene que (letcase® = =t in {sg,...,Sam_1})g = Z?:O_l tr (pi) (Si)g o _ri

()
con (t)e = @7 ' pi; v lletcase® x =7 in {s0,...,59m_1})o = Sorrg ' tr(07) (]sz-[)(,’gc:t .
con (r)g = D7, ' o
Como por hipétesis inductiva se tiene que (t)g = (r)g, entonces se tiene que p; = o;

para todo i, y se tiene que Z?:o_l tr (p;) (]SiDG,a:t (Pi) = Z?:o_l tr (o) (lsil)e,mzt Fi)
r(pi r(o;

O

que es la igualdad buscada.

4.6. Adecuacién

El teorema de adecuacién (4.6.16) dice que para todos los términos bien tipados del
calculo su interpretacion se encuentra dentro de la interpretacion de su tipo.

La parte méas complicada de su demostracién estd en los términos de tipo flecha. La
estructura de la demostracion es la siguiente: primero se demuestra adecuacién en el caso
de los términos de la forma Az.t. Luego se demuestra un lema de progreso (4.6.10), por
el que todos los términos de tipo flecha reducen a alguno que tiene esta forma. Usando la
correctitud de la reduccién (4.5.7), se obtiene adecuacién para todos los términos de tipo
flecha.

Para la demostracién de la adecuacion de las funciones explicitas fue necesario agregar
la conjetura (4.6.1). Ademds se agregé la conjetura (4.6.15) para la demostracién de los
casos de aplicacién y punto fijo en el teorema de adecuacién (4.6.16). La demostracién de
ambas conjeturas se deja para trabajo futuro.
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4.6.1. Adecuacion para funciones explicitas

La siguiente conjetura dice que la parte lineal de la interpretacion de las funciones,
visto en el lema (4.5.1), es completamente positiva. Esto significa que la aplicacién de estas
funciones sobre matrices positivas devuelve matrices positivas, es decir que no salen fuera
del dominio. Es necesaria para ver que la matriz caracteristica de la parte lineal de las
interpretaciones de funciones es una matriz positiva, en el lema (4.6.4).

Conjetura 4.6.1. Sea t un término tal que T'Ft: A — B, con 0 ET y sea n = dim(A),
entonces la siguiente funcion es completamente positiva:

a = (t)o,o=a = (Do,o=0,,
El siguiente lema es auxiliar a la demostracién de lema (4.6.4).
Lema 4.6.2. Sean M € Pp,, N € P,,. Entonces M & N € Ppypm,.

Demostracion. = M & N es hermitica porque M y N lo son.
(MeN) =M oN =Ma N
» M @& N es semidefinida positiva porque M y N lo son. Sea u = (v,w), con v € C™
y w e C™
u' (M @® N)u = (v,w) (M @ N)(v,w) = (v Mv) + (w Nw) >0 O
El siguiente teorema se utiliza en la demostracion de adecuacion.

Teorema 4.6.3. [Sel04, Teorema 6.5] Sea F' : C™*™ — C"™*™ un operador lineal, y sea
X p € CP"™X™ sy matriz caracteristica.

(a) F es de la forma F(A) = UAUT, para algin U € C™*", si y sdlo si X €s pura.
(b) Las siguiente proposiciones son equivalentes:

(i) F es completamente positiva.
(i) X es positiva.
(1it) F es de la forma F(A) =), UZ-AUZ-T, para alguna secuencia finita de matrices
Up,..., U, e Cx™, O

Finalmente se demuestra adecuacién para funciones explicitas.

Lema 4.6.4 (Adecuacién para funciones explicitas). Sean A y B dos tipos. Sea t un
término tal que I'yx : A+t : B, y 0 una valuacion tal que 8 E T'. Ademds, asumo que
tanto (t)g,u=a como (t)gu=1 estdn en (B). Entonces X (o), ._.] € (A — B).

Demostracion. Por el lema (4.5.1) se tiene que dado un término ¢, la funcién a — (t)g,y=q—
(t)p,z=1 es lineal. Ademads, es completamente positiva por la conjetura (4.6.1), por lo tanto
su matriz caracteristica es positiva por el teorema (4.6.3).

Su matriz caracteristica estd dada por:

(]tDeﬁt‘:En - (]t[)9,x:J_ cee (]tDG,x:EM - (]tDO,:c:J_
Mt — . .
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De acuerdo a la definicién en (4.2), se tiene que

X[qutDG,x:a] = Mt @ (]tl)e,l‘:L

Como M; € (A) ® (B), se tiene que X (44, ., € ((4) ® (B)) & (B). Por otra par-
te, como (t)g =1 pertenece a (B), es una matriz positiva. Entonces por el lema (4.6.2)
Xlas(t)o .—o] € Una matriz positiva, y como estd en ((A) @ (B)) @ (B)), pertenece a
(A — B). O

4.6.2. Adecuacion para funciones implicitas

Llamo funciones implicitas a los términos ¢ del lenguaje tales que (t)g € (A — B) para
ciertos tipos A y By valuacién 6, pero tales que ¢ no es de la forma ;- Ax.s;.

Por el lema (4.6.4) ya sé que las funciones explicitas cumplen adecuacién. Para de-
mostrarlo en el caso de las funciones implicitas se definen valores y se demuestra un lema
de progreso para términos abiertos (4.6.10). Se definen las funciones de cierre, que son
sustituciones que cierran los términos para poder reducirlos de acuerdo a la valuacion
respecto a la cual se los busca interpretar. Al cerrar los términos de forma coherente con
su contexto de tipado, se los puede reducir y llegar a alguno de los valores posibles para
los términos de tipo flecha. Estos son o bien la funcién nula o bien una combinacién lineal
de términos de la forma Az.t, que por el lema (4.6.4) cumplen con adecuacion.

Finalmente usando estos resultados se demuestra el lema (4.6.13).

Definicién 4.6.5 (Valores). Llamo Val al conjunto de valores del célculo, definido por los
siguientes términos cerrados:

n
Val := p" | 7™p" | > pi(Aa.t;)
=1

donde 0 < p; < 1y t; es un término cualquiera paratodoi € {1,...,n},yvale Y ;" ; p; < 1.

El caso particular de los términos de la forma Az.t estd contemplado dentro de la
sumatoria, con n = 1 y p;1 = 1. Ademas, las funciones que forman parte de los valores
pueden reducir a otras funciones que también sean valores.

Definicién 4.6.6 (Funcién de cierre). Sea 7 : Var — ValU {1 4}, denoto 7(t) a la susti-
tucion que reemplaza las variables libres en ¢ por valores de acuerdo al mapeo dado por
7. Llamo a 7 funcién de cierre.

Las funciones de cierre van a usarse sobre términos tipados, por lo que tienen que ser
coherentes con los contextos de tipado, es decir asignar valores con el mismo tipo que la
variable que se estd reemplazando.

Definicion 4.6.7. Sea 7 una funcién de cierre, sea I' un contexto de tipado. 7 satisface
I’ (notado como 7 F T') si y sélo si para todo z : A en I vale F 7(z) : A.

A continuacién se demuestra que las funciones de cierre que satisfacen el contexto de
tipado de un término, al ser aplicadas devuelven términos cerrados del mismo tipo. Para
demostrar esto primero se prueba un lema donde la satisfaccién es parcial, y luego en
el corolario (4.6.9) se muestra el caso particular en que se satisface todo el contexto. Se
decidié hacer la demostracién de esta manera a causa del caso de las abstracciones en la
induccién.
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Lema 4.6.8. Sea t un término tal que ', A+t : A. Sea 7 una funcién de cierre tal que
T ET. Entonces A+ 7(t) : A.

Demostracion. Por induccion en t.

= Sea t = x. En este caso se tiene ', A F z : A.

e Six : A € I entonces como 7 F I' se tiene que - 7(x) : A, por lo tanto
AFT7(x): A

e Siz: A€ A, 7 no sustituye a z por lo tanto 7(x) =z y x: AF x: A, es decir
AFT7(x): A

= Sea t = Ax.u. Entonces se tiene ' AF Axu: B —-o C,yvale A,z : BFu:C.
Por hipétesis inductiva se tiene entonces que A,z : B+ 7(u) : C, y por lo tanto
AFAzx.7(u): C.

= Sea t = uv. Se tiene que I'; A F uv : A. Sean I' = I',T's y A = Ay, Ay tales que
I'AiFu:B—oAyIls,Aov:B. Como7ETI setienen 7 EI'y y 7 EI's. Por
hipétesis inductiva vale que A F 7(u) : B —0 Ay Ay F 7(v) : B, y por lo tanto
AF 7(u)r(v) : A.

= Sea t = ppx.u. Se tiene I' A + ppz.u : A, por lo tanto vale I', Ajz : A+ w : A. Por
hipétesis inductiva se tiene que A,z : AF 7(u) : A, y por lo tanto A F ppz.7(u) : A.

= Sea t = 1 4. En este caso no hay variables libres.
= Sea t = p". En este caso no hay variables libres.

= Sea t = U™wv. Se tiene 'y A = U™v : n, por lo tanto I') A + v : n. Por hipétesis
inductiva vale que A - 7(v) : n y entonces se tiene A - U™7(v) : n.

» Sea t = m™u. Se tiene I'; A = 7™ : (m,n). Por lo tanto I'; A F u : n. Por hipétesis
inductiva se tiene que A F 7(u) : n, y por lo tanto A = 7#™7(u) : (m,n).

= Seat = u®v. En este caso se tiene [,A Fu®v :n+m. Sean ' = I'1,'y ¥
A=A, Astalesque ', A1 Fu:nyly,AsFv:m. ComorFI setienen T EIT'yy
7 E T'y. Por hipétesis inductiva vale que Ay - 7(u) : ny Ag F 7(v) : m. Por lo tanto
At 7(u)@7(v):n+m.

» Seat =) " pit;. Se tiene I, A+ >  pit; : A. Por lo tanto, vale que I, A+ ¢;: A
para todo i en {1,...,n}. Por hipdtesis inductiva se tiene que A F 7(¢;) : A para
todo 4, por lo tanto A+ Y"1 | piT(t;) © A.

» Sea t = letcase® x = r in {to,...,tam_1}. En este caso se tiene I', A F letcase® x =
7 in {to, ce ,tgmfl} :A. Sean T = Fl,FQ y A= Al,AQ tales que Fl,Al,IE :nk tl' A
para todo i en {0,...,2™ — 1} y I'9, Ao Fr: (m,n). Como 7 F T se tienen 7 F 'y y
7 E I'y. Por hipétesis inductiva se tiene que Ay, : nt 7(t;) : A para todo i y Ag
7(r) : (m,n). Por lo tanto A - letcase® z = 7(r) in {7(tg),...,7(tam_1)} : A. O

El siguiente corolario es el caso particular del lema cuando A es vacio.

Corolario 4.6.9 (Sustitucién). Sea t un término tal que I' -t : A. Sea T una funcion de
cierre tal que 7 E I'. Entonces - 7(t) : A. O



4. Semantica denotacional en CPM 59

A continuacion se demuestra el lema de progreso para términos abiertos, cerrandolos
mediante funciones de cierre.

Lema 4.6.10 (Progreso). Sea t un término tal que I' =t : A. Sea T una funcion de cierre
tal que T ET'. Entonces 7(t) o bien estd en ValU{La} o bien reduce.

Demostracion. Por induccién en t.

» Sea t = x. En este caso se tiene I' = {z : A} - z : A. Como 7 F I', entonces
T(t) =7(x) € ValU {La}.

» Sea t = Ax.u. Vale 7(t) = Ax.7(u), donde 7 no reemplaza las apariciones libres de z
en u. Entonces 7(t) € Val ya que es un caso particular de la sumatoria.

» Sea t = uv, vale 7(t) = 7(u)7(v). Se tiene que I' - uv : A. Sean I' =T', T’y tales que
I'MFu:B-—-oAyIyskwv:B. Como7FTI setienen 7 F I'y y 7 F I's. Por hipétesis
inductiva vale que tanto 7(u) como 7(v) o bien estdn en ValU{_L 4}, o bien reducen.

e Por el lema (4.6.8) se tiene que F 7(u) : B — A. Entonces, si 7(u) estd en
Val U {L4}, por su tipo o bien 7(u) = > | pi(Ax.t;) para x una variable y
términos t; (con 0 <p; <1y > " p; <1),0bien 7(t) = La.p.

En el primer caso, sin=1y p; = 1:
T(t) = (Ax.ty) 7(v) ~ t1[z := 7(v)]

Para las demas distribuciones posibles de p;:

(t) = (Z pi(/\x.ti)> () ~ > pi((Azt;) 7(v))
i=1 =1
En el segundo caso:
T(t) = Laop 7(v) ~ Lp
e Si 7(u) ~» r entonces 7(t) ~ r 7(v).

» Sea t = ppx.u. En este caso 7(t) = ppz.7(u), donde 7 no reemplaza las apariciones
libres de x en u. Por induccién en n:

e Sin =0 se tiene 7(t) ~ L 4.

e Sin >0, entonces 7(t) ~ 7(u)[x = pp_nz.7(u)
» Seat= 14.En este caso 7(L4) = La.
» Sea t = p". En este caso 7(p") = p™ € Val.

» Sea t = U™u. En este caso 7(t) = U™7(u). Por hipétesis, se tiene I' - U™w : n. Por
lo tanto I' - u : n, entonces por hipédtesis inductiva 7(u) o bien estd en Val U {L 4},
o bien reduce.

e Por el lema (4.6.8) se tiene que = 7(u) : n. Si 7(u) estd en Val U { L4}, por su
tipo vale T(u) = p" y se tiene 7(t) = U™ p" ~ Ump"UT.
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e Si 7(u) ~> r, entonces 7(t) ~> U™r.

» Seat = m™u. En este caso 7(t) = 77 (u). Por hipdtesis se tiene que I' - 7w : (m, n),
por lo tanto I' - w : n. Por hipdtesis inductiva entonces 7(u) o bien estd en ValU{ L 4},
o bien reduce.

e Por el lema (4.6.8), vale que - 7(u) : n. Si 7(u) estd en ValU {L 4} se tiene que
T(u) = p". Por lo tanto 7(t) = 7" p" es un valor.

e SiT(u)~> 1, se tiene que 7(t) ~> 7.

» Seat =u®wv. En este caso 7(t) = 7(u) ® 7(v). Por hipétesis se tiene que ' F u® v :
n+m. Sean I' = I'1,I'y talesque 't Fu:ny I's - v :m. Como 7 F T, se tiene
que 7 E Ty y 7 E T's. Por hipétesis inductiva, tanto 7(u) como 7(v) o bien estan en
ValU{ L4}, o bien reducen.

e Por el lema (4.6.8) se tiene que - 7(u) : n y F 7(v) : m. Si tanto 7(u) como
7(v) estdn en Val U {L4}, entonces 7(u) = p" y 7(v) = p™. Por lo tanto
T(t) = p" @ p" ~ p"t™, con p" M = p" @ p".

e SiT(u) ~ v/, se tiene 7(t) ~ v’ ® 7(v).

e SiT(v)~ v, se tiene 7(t) ~ 7(u) @',

» Sea t =) ", pit;. En este caso se tiene 7(t) = > | p;7(t;). Por hipétesis vale que
' Y% piti = A, por lo tanto I' - ¢; : A para todo ¢ en {1,...,n}. Entonces por
hipétesis inductiva vale que 7(t;) o bien estd en ValU { L4}, o bien reduce. Ademés
por el lema (4.6.8) se tiene que F 7(¢;) : A para todo 3.

e SiT(t;) estd en ValU{L 4} para todo i y A = m, por su tipo vale que 7(t;) = p}*
para todo i. Sin =1y p; = 1 se tiene 7(t) = p™ € Val. En otro caso se tiene
T(t) = 2y pipi ~> p™, con p™ =30 pipy.

o Si 7(t;) estd en ValU {14} paratodoiy A =B — C, n > 1y existe j €
{1,...,n} tal que 7(t;) = Lp_oc, entonces 7(t) = Y ;" | piT(t;) ~ Z%éjl piT(t;).

e SiT(t;) estd en ValU{L 4} paratodoiy A= B — C, pero 7(t;) # Lp_.c para
todo i, se tiene que para todo i existe un término wu; tal que 7(¢;) = Az.u;, por
su tipo y porque considero que todas las posibles sumatorias estan aplanadas.
Entonces 7(t) = >, p;7(t;) es un valor.

e Si 7(tj) ~ t; para algiin j en {1,...,n}, entonces se tiene

n n
() = Zpﬂ'(ti) ~ Zpﬂ(ti) +pjt]
i=1 i=1
]
» Sea t = letcase® z = r in {to,...,tam_1}. En este caso se tiene 7(t) = letcase® x =
7(r) in {7(to),...,7(tam—_1)}. Por hipétesis, I" I- letcase® = r in {to,...,tam_1} : A.
Sean I' =T1,T'g tal que I'j,z:ntt;: Aparatodoiy ot r:(m,n). ComotET,

valen 7 £ T'y y 7 E T'y. Por hipétesis inductiva 7(r) o bien reduce, o bien estd en
Val U {J_ A}-
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e Por el lema (4.6.8) se tiene que - 7(r) : (m,n). Si 7(r) estd en ValU{L4}, por
su tipo vale 7(r) = 7" p". Entonces se tiene que:

2m—1
T(t) ~ > pir(t)[z = p}]
=0

donde p; = tr (ﬁpnﬂg) y pp = %.

e Si7(r) ~> s entonces 7(t) ~ letcase® z = s in {7(to),...,7(tam_1)}. O

La siguiente definicién de coherencia entre una valuacion 6 y una funcién de cierre 7 es
necesaria ya que la demostracion de la equivalencia entre funciones explicitas e implicitas
se hace por separado del teorema de adecuacién, donde esta equivalencia estd garantizada.

Definicion 4.6.11. Sea 7 una funcién de cierre y 6 una valuacién, 7 y 6 son coherentes
(notado 7 <> 0) si y sélo si
T(z) =v <= 0(z) = (v)y

El siguiente corolario es una consecuencia directa del lema de sustitucién (4.5.6).

Corolario 4.6.12. Sea t un término tal que I' -1t : A, 0 una valuacion tal que 0 ET y 7
una funcion de cierre tal que T E T y T <+ 0. Entonces vale (t)g = (7(t))g-

Demostracion. Sean x1,xa,...,x, las variables libres de t. Sea 0 = {x; = vy, 29 =
V2, ..., Ty = Up}. Entonces, usando el lema (4.5.6) n veces:

(the = (tlx1 == v1])o\ay

= (t[z1 = vy, 22 1= U2“)(9\x1)\902

= (]t[xl =V1,T2 (= V2, ..., Ty 1= Un]D@
= (r(®))o -

Finalmente, usando los lemas anteriores, a continuacién se demuestra el lema de ade-
cuacién para funciones implicitas.

Lema 4.6.13 (Adecuacién para funciones implicitas). Sea t un término tal que I' -t :
A —o B, y 0 una valuacion tal que 8 E T'. Hay dos posibilidades:

= FExistenn términosty,...,t, yn realespi,...,py talesquex : At : B, 0 <p; <1,
Yoicpi < 1y (the = 220, pilAw-tiy.

* (Do = Odim(a—n)

Demostracion. Sea T una funcién de cierre tal que 7= Iy 7 <> 6. Por el lema (4.6.10) se
tiene que 7(¢) o bien estd en ValU{ L4} o bien reduce, y por el lema (4.6.12) se tiene que
(the = (7(t))p. Ademads por el corolario 4.6.9) se tiene que - 7(t) : A — B.
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» SiT(t)estd en ValU{ L}, por su tipo se tiene que o bien 7(t) = > | pi(Az.t;) para
una variable z y términos ¢; (talesque z: Ak t;: B, 0<p, <1ly > pi<1),0
bien 7(t) = L4 p.

En el primer caso se tiene:

(the = (T())o = (]Zpi()\x-ti)l)w = Zpi(])‘x-til)ﬁ

En el segundo caso se tiene:
(the = (7(t)Dp = (L a—~B)p = Odim(a—B)

= Si 7(t) ~» r, como - 7(t) : A — B, usando el teorema (3.2.3) se tiene que F
r: A — B. Como 7(r) = r al ser r un término cerrado, usando el lema (4.6.10)
sucesivamente se tiene que existen r1, ..., 7,_1 términos cerrados y 7, en ValU{ L 4},
con Fr;: A —o B, tales que

T(t) ~ 1~ 1y~ oo sy

Esto es asi ya que no hay reducciones infinitas debido al teorema de normalizacién
fuerte (3.2.1). Por el teorema (4.5.7) se tiene entonces que:

(o = (r())o = (rho = (rido = -~ = (rn)o

Como en particular F r,, : A — B y r, estd en Val U {L4}, se tienen los mismos
resultados que en el item anterior. ]

4.6.3. Teorema de adecuacion

Habiendo demostrado los lemas de adecuacién para funciones (4.6.4) y (4.6.13), en esta
seccién se demuestra el teorema de adecuacién (4.6.16) usando principalmente estos dos
lemas, un lema auxiliar (4.6.14) y la segunda conjetura (4.6.15).

El siguiente lema establece que las combinaciones lineales pesadas por probabilidades
de términos de un dominio pertenecen al mismo dominio, cuando la suma de las probabi-
lidades es menor o igual a 1.

Lema 4.6.14. Sea A un tipo. Para i en {1,...,n}, sean a; € (A) y 0 < p; < 1 con
Yo pi < 1. Entonces Y i pia; € (A).
Demostracion. » Si A =n, se tiene (A) = D,.

Como p; < 1 para todo i, por el teorema (1.1.9) >°" | p;a; € Pp.

Por linealidad de la traza, se tiene que tr (D> | pia;) = Y i pitr (a;). Esto estd
acotado por Y i ; p; < 1 porque por hipétesis a; € (n) = D,,.
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» Si A= (m,n), se tiene (A) ={p|p € @?:1_1 D, y tr(p) < 1}.
2m 1

Como por hipétesis a; € ((m,n)), puedo descomponer los a; como a; = @jzo Qij,
donde a;; € D,,. Entonces se tiene:

n n 2m—1 2m—1 n
Zpiai = Zpi @ Aij | = @ E biaij
i=1 i=1 j=0 j=0 \i=1

Por el caso A = n se tiene que >, p;a;; € D, para todo j € {0,...,2™ — 1}, por
lo tanto 327, pia; € @7y ' Dy

Por linealidad de la traza, se tiene que tr (> ;| pia;) = Y . pitr(a;). Como por
hipétesis a; € ((m,n)), entonces esto estd acotado por > i | p; < 1.

» Si A= B — C, se tiene (A) = {f | f positiva en ((B) @ (C)) @ (C)}.

Como ) " | pia; es una combinacién lineal positiva de elementos de (B — C|), por
el teorema (1.1.9) estd en (B —o C). O

La siguiente conjetura dice que la aplicacién de las funciones preserva positividad. Es
necesario ya que la conjetura (4.6.1) sélo establecia este hecho para la parte lineal de las
interpretaciones. Esto es equivalente a pedir que la parte constante (es decir, la funcién
evaluada en 0) es siempre positiva.

Conjetura 4.6.15 (# preserva positividad). Sean t un término y 6 una valuacion tales
que (Az.t)y € (A — B), entonces para todo a en (A) se tiene que (t)p z=q € (B).

Finalmente se demuestra el teorema de adecuacion.
Teorema 4.6.16 (Adecuacién). SiT't: A y O ET, entonces (t)g € (A).

Demostracion. Por induccion en las reglas de tipado:

1. F,x:Al—x:AaX

En este caso se tiene (z)p = 0(z) por definicién. Ademds por hipédtesis se tiene que
OET,x: A, por lo tanto 6(x) = (z)p € (4).
z:AFt: B

2 TF t:A—oB ¢

Por hipétesis inductiva vale que para todo 6’ tal que #’ = I',x : A se tiene que
(thg € (B). Sea a € (A), entonces ¢ = 6 U {x = a} F ',z : A, por lo tanto
(t)o.0=a € (B). Ademds, Ogim(ay € (A), por lo tanto (t)g .= € (B) también. Por
definicién se tiene que (Az.t)g = X;

a(t)o.aea] ¥ POT el lema (4.6.4) esto pertenece a
(A — B).
I't:A—oB Al_T:A—o
3. I''Aritr:B e

Como se tiene 0 E I', A, vale que § E I' y 6 E A. Por hipétesis inductiva vale
entonces que (t)p € (A — B) y (r)s € (A). Por el lema (4.6.13) se tiene entonces
que o bien dado n € N existen n términos t1,...,%, y n reales pi,...,p, tales que
(the = D ypi(Axtilg (conx : Akt : B,0<p <1ly?>" pi<1), o bien
(t)o = Odim(a—B)-

Por definicién se tiene (tr)g = (t)o # (7).
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= En el primer caso se tiene:

(trhe = (Zpid/\w-til)@> # (r)o = > pi((hatidg # (r)o)

=1

Por el lema (4.5.5) se tiene que esto es igual a Y i | p;(ti) 3, Por la conjetura
(4.6.15), (ti)y=¢r), € (B) para todo i. Por el lema (4.6.14) esta combinacién
lineal estd en (B)).

= En el segundo caso se tiene:
(t)o = Odim(a—-B) # ("o = Odim(n) € (B)

Esto es asi porque de acuerdo a la definicién de # , Ogim(a—p) €s la funcién
constante a — Ogim(B)-

If:AFt: A
'Fpupfit: A
Asumo que tengo I' y 0 tal que I' - u,, f.t : Ay 0 E T'. Entonces por u, se tiene que

If: A t: A Usando —o; vale que entonces I' - Af.t : A — A. Usando el caso de
adecuacién para las abstracciones de més arriba, tengo que (Af.t)p € (A — A).

Quiero ver que (unf-t)o = (Af-t)o #n Odim(a) estd en (A). Por induccién en n:

= Caso base: (Af.t)lg #0 Odim(4) = Odim(a) € (A) por definicién.

= (A\ft)g #n+1 Ogimeay = (A\f-t)e # ((Af-t)o #n Odim(a)). Por hipdtesis inductiva
se tiene que (Af.t)g #n Ogim(a) € (A). Como (Af.t)s pertenece a (A —o A) se
tiene que (Af.t)g #n+1 Odim(a) estd en (A) por la conjetura (4.6.15).

TF 14 A™

Por definicién se tiene que (L alg = Ogim(a)- La matriz nula es hermitica, semidefinida
positiva y de traza acotada por 1, por lo tanto Ogi,(4) pertenece a (A) para todo
tipo A.

.Fl—p”:naXp

Para todo 6, en particular tal que 6 F I', vale que (p")g = p™ € D,, = (n)).

I'Ht:n
.THEU™ :n
Por hipétesis inductiva vale que para todo ¢ tal que 6’ E T se tiene que (t)g € (n)) =
D,,.

Como 0 E T entonces (t)g € D,,. Por definicién se tiene que (U™t)y = W(]tDQWT.
Por el lema (1.1.13) se tiene que U™ es unitaria, y por el teorema (1.1.14) esto esta
en D,.

I'Et:n
T Ea™t: (myn)

Por hipétesis inductiva vale que para todo 8’ tal que 6’ E T se tiene (t)g: € (n) = Dy,

)
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10.

Como 6 F T, entonces (t)g € D,,. Por definicién se tiene que (7™t))y = @?Zo_l(ﬁ(]tl)gﬁT).

Como (t)g esta en Dy, por el lema (1.2.4), 7 (t)o7; también estd en D,,. Falta ver que
se cumple la restriccién de que tr ((7t)g) < 1. Usando el lema (1.2.2), se tiene que

tr ((7"t)g) = tr (@?:0_1 ﬁ(]t[)gﬂT> =tr ((t)9), que esté acotada por 1 por definicién
de D,,.
Por lo tanto, (7™r)y € @?:071 D,, = ((m,n)).

I'Ft:n AFr:m

VARt rin+m

Por hipétesis inductiva vale que para todo 6’ tal que 6" £ T vale que (t)o € (n) = Da;
y que para todo 8" tal que 8” F A vale que (t)g» € (m) = Dy,

Como por hipétesis se tiene que 8 E T',; A, vale que § E T' y 8 F A. Por lo tanto,
(]tDG’ €Dny (]TD@ € Dp.-

Entonces se tiene que (r @ s)p = (r)o @ (s)o € Dptm = (n+ m|) porque la aridad del
producto tensorial estd dada por ®: D, X Dy, — Dpy.

Ag,z:nkty:A ... Agm_j,z:nbitom_1: A ThEr:(mmn) L(A)#(m, n)

e

Ag,...,Aom_1, ' letcase® z = rin {to, R ,tQm_l} c A

Por hipétesis inductiva vale que para todo 6’ tal que 6’ E T se tiene que (r)y €
((m,n)). Como 6 £ Ag,...,Aam_1,T, vale que 8 F T" y entonces (r)y € ((m,n)).

También por hipdtesis inductiva vale que para todo ¢ en {0,...,2™ — 1}, para todo
0’ tal que 0/ F A;,z : n se tiene que (t;)gr € (A). Como 6 E Ay,...,Agm_1,T, en
particular § E A; para todo i y 0 U{z := p} E A;,x : n para todo p € D,,. Por lo
tanto (ti)g,»—, € (A) para todo p € Dy, y todo i € {0,...,2™ —1}.

Por definicién se tiene que:

2m—1
(letcase® x =7 in {tg,...,tam_1})p = Z tr (pi) (ti)o,o=p;

1=0

donde (rf)y = @?:0_1 pi € ((m,n)) y

Pi .
~ sitr(p;) #0
pi :{ tr (p;) (6s)

Pi sitr (pl) =0

pi € D, porque p; € D, y tr (ﬁ) =1, por lo tanto (t;)g .-z, € (A) para todo i en
{0,...,2m —1}.

Como p; € D,, para todo i, se tiene 0 < tr (p;) < 1. Ademds, como (r)y € ((m,n)),
se tiene tr ((r)p) < 1. Por lo tanto,

am_1 am_1
tr ((r)o) =tr(@ pi> = Y () <1
=0 =0

Entonces por el lema (4.6.14), Zf:ofl tr (pi) (ti)o.o=5 € (A).
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'bti:A .. Tht,: A YL pi <1l LA)#(m,n) N

11. FFZ?:lpiti t A
Por hipétesis inductiva se tiene que para todo ¢’ tal que §' E T vale (t;)¢ € (A) para
todo i en {1,...,n}.

Como por hipétesis 6 - T', vale (t;)g € (A) para todo i en {1,...,n}.

Por definicién se tiene que (Y pitido = D_i—q pi(tide, y por el lema (4.6.14) esto
estd en (A). O

4.7. Dominios acotados

Para ver que el limite del punto fijo existe en el calculo vamos a demostrar que todos
los términos posibles tienen su traza acotada. La parte del dominio que representa a
los tipos m y (m,n) tiene su traza trivialmente acotada por 1, por definicién. La parte
que no tiene una cota definida para la traza es la de las funciones, y se puede ver que
al interpretar la parte lineal de estos términos en el espacio generado por el producto
tensorial de la interpretacién de los espacios de salida y llegada, esto introduce términos
con traza potencialmente mayor a 1. Un ejemplo de esto es la funcién identidad en 1 — 1,
cuya interpretacién tiene traza igual a 2:

00
+(0 )

Se define el tamano de los tipos como el valor de la cota para la traza que van a tener
los términos bien tipados correspondientes. A continuacién se demuestra que esta cota es
correcta.

(])\xwl)q) = X[aj—)(]x[)z:a} -

_ o O =
o O O O
o O O O
_— o O

Definicién 4.7.1 (Tamano de tipos).
- N, =1
= Ny = 1
» Ny .p=(dim(A)+1)Np
Teorema 4.7.2. Para todo término cerrado t tal que - t: A vale que tr ((t)p) < Na.

Demostracion. Por induccion en los tipos.
Por el teorema (4.6.16) se tiene que (t)y € (A) para todo tipo A.

» SiA=ndb A= (m,n), vale que tr ((t)p) < 1 por definicién de (n) y ((m,n)).
» Si A= B — C, por el lema (4.6.13) hay dos posibilidades:

e Paran € N, existen n términos t1,...,%t, y n reales p1,...,p, talesque x : B F
ti:C,0<p <1,>70 1 pi <1y (thg = > i pi(Az.ti)g. Por linealidad de la
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traza:

tr ((t)g) = tr (Zpi(])‘x~til)(2)>

= Zpitr ((Az-tidp)
i=1

n dim(B)
= sz tr ((]tsz:Eﬁ Qtz’[)a::od,m(3>> +tr (qt‘[)xiodim(B))
=1 =1
n di]m(B) dim(B)
= Zpi Z tr ((]tll)x:Eg) - Z tr ((]tli=0dim(B)) +tr ((]tli:odim(B)>
i=1 j=1 j=1

Por la conjetura (4.6.15), tanto (ti),_gs como (ti)z=0y, s estdn en (C), para
todo 4. Por lo tanto, y por hipdtesis inductiva, todos esos términos son positivos
y estan acotados por N¢o. Entonces se tiene:

dim(B)

n n
tr((the) <D pi| >, Ne+Ne | =) pi(Np.c)<Npo
i=1 j=1 i=1

La ultima desigualdad se obtiene por la cota a la sumatoria de p;.

® (Do = Ogim(B—o0)
Este caso es trivial ya que:

tr ((t)p) = tr (Odim(B—c)) =0 < Np e O

4.8. Existencia de punto fijo

Habiendo visto que todos los términos de AL™ se interpretan en dominios de matrices
positivas y con trazas acotadas segun su tipo, falta ver que estos dominios cumplen con
la definicién de CPO para cierto orden definido en ellos. Ademaés es necesario ver algunas
propiedades que las interpretaciones de funciones cumplen, con el objetivo de probar la
existencia del limite del punto fijo incremental. Con esa existencia probada, se reemplaza
el punto fijo incremental de A,™ por el punto fijo a secas definiendo asf el cdlculo \j. Su
interpretacion va a ser el limite de la interpretacion del punto fijo incremental.

En el caso de las matrices cuadradas complejas, las cuales contienen a los dominios,
los supremos de las sucesiones son iguales a sus limites por [Sel04, Observacién 3.8]. Por lo
tanto la definicién de continuidad (1.1.17) y el teorema de punto fijo (1.1.18) serdn usados
en este contexto, reemplazando los supremos de las cadenas por su limite.

Se define el siguiente orden sobre las matrices positivas. Este define un CPO sobre los
dominios, como se demostrard en el lema (4.8.5).

Definicién 4.8.1 (Orden de Léwner). Sean A, B € P,. Entonces A Ty B si y sélo si
B—-AeP,.
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Lema 4.8.2. Las funciones explicitas de o™ preservan el orden de Lowner.

Demostracion. Sea t tal que 'z : A+t : A, con € F T'. Quiero ver que para todo
a,b € (A), si a Cp, b entonces (Ax.t)g # a T, (Ax.t)g # b.

Por la conjetura (4.6.1) y el lema (4.5.1), se tiene que la siguiente funcién es lineal y
completamente positiva, donde n = dim(A).

f(C) = (]tDG,x:c - (]tl)e,x:on

Como a Cj, b por hipdtesis, b — a es una matriz positiva y como f es completamente
positiva, f(b — a) es una matriz positiva. Pero ademds f es lineal, entonces f(b —a) =
f(b) — f(a) es positiva.

f(b - a) :(]tDH,x:b - (]tDH,IZOn - ((]t[)a,x:a - (]tDH,xZOn)
:thG,x:b - (]tDG,x:a

Por el lema (4.5.5) se tiene que (t)gr—a = (Ax.t)g # a y ({t)or=b = (Ax.t)g # b.
Reemplazando vale:

fb—a)=(M\x.t)g #b— (\x.t)g # a

Por lo tanto (Ax.t))g # b — (A\x.t)p # a es una matriz positiva, lo que implica que

(Ar.t)g # a Cp (Az.t)g # b O

El siguiente lema muestra que las funciones del calculo sobre las que se puede calcular
punto fijo son continuas segun la definicién (1.1.17), usando el limite.

Lema 4.8.3. Las funciones explicitas de Ny™ son continuas.

Demostracion. Por el lema (4.8.2) se tiene que las funciones explicitas de A" son monéto-
nas respecto al orden de Lowner.

Sea (P,) una sucesion creciente de elementos de P, tal que lim,_,- P, = P. Esto
significa que para todo 1 <4, j < n,lim, o (Pn)ij = Pij, donde (P,);; es una sucesién en
C. Sean L;j, K en C™*™ y {E]’} la base canénica de C"*" tal que:

n n
X=[D D EjeL;|ekK
i=1 j=1

Como el primer término de la aplicacion es lineal en el argumento por el lema (4.3.3),
es lineal en cada elemento de la matriz. Por lo tanto la aplicaciéon es continua en cada
elemento de la matriz sobre la cual actia:

n n n n

Tim X # P = im0 SO (P L+ K = >0 PyLy+K = X # P =X # (lim P,)
i=1 j=1 i=1 j=1

[

El siguiente lema es necesario para demostrar la existencia del limite en todas las
cadenas crecientes de acuerdo al orden de Lowner en los dominios.

Lema 4.8.4. Para toda M en P, yu en C" se tiene que uf Mu < tr (M) ||ul)?.
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Demostracion. Como M es positiva, es diagonalizable y se la puede descomponer como
P~'DP donde D € C™ " es diagonal y P € C"*" es unitaria.
Por lo tanto se tiene que

u'Mu =" (P"'DP)u = (u' P~1)D(Pu) = v'Dv

definiendo v = Pu € C". Llamando v; € C a las componentes de v:

uwf Mu = vadii < (Z vg> (Z dii> =tr (D) ||v]|* = tr (M) ||ul?

La desigualdad vale porque d;; > 0 para todo ¢ ya que son los autovalores de M, que
es una matriz positiva. O

El siguiente lema acerca de la estructura de los dominios de A estd demostrado en
forma andloga a la proposicién (3.6) en [Sel04].

Lema 4.8.5. Para todo A tipo de Ay ((A),CL) es un orden parcial completo.

Demostracidn. Quiero ver que para todo dominio de A, las sucesiones crecientes respecto
al orden de Lowner tienen supremo. Los dominios estan compuestos de matrices positivas,
restringidas con una cota para la traza que depende del tipo asociado a cada dominio.

Sea A un tipo cualquiera de )\g . Su dominio asociado es (A) C Pan. Sean My y M,
matrices en (A).

Por definicion My £, Ms siy sélo si My — Mj es una matriz positiva, y esto sucede
si y sélo si UT(MQ — Mj)u > 0 para todo u en C2". Por lo tanto My Ty, Ms si y sélo si
ut Myu < ut Mou para todo u en c2".

De esta forma cualquier sucesién creciente en (A):

My Ep MaCp .. Ep My B
tiene una sucesién creciente correspondiente en R>( para cada u en c?":
uTMlu < UTMQU <. < uTMnu <...

Usando el lema (4.8.4) y el corolario (4.7.2) se tiene que los elementos de la sucesién
creciente {ufM,u}, estin acotados por Ny ||lu||?, ya que las matrices M, estén en (A).
Cualquier sucesién creciente y acotada en R tiene supremo. Por lo tanto la sucesion co-
rrespondiente { M, } en (A) también tiene supremo, y éste cumple con la cota de la traza
por continuidad de la traza, por lo tanto esta en (A). ]

Como corolario de los lemas de esta secciéon y usando el teorema de punto fijo del
capitulo de Preliminares (1.1.18), se demuestra su existencia en los dominios del célculo.

Corolario 4.8.6. El minimo punto fijo existe en Ny y se interpreta como el limite infinito
del punto fijo incremental.

Demostracion. Por los lemas (4.8.3) y (4.8.5), usando el teorema (1.1.18). O
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4.9. Semantica denotacional del calculo con punto fijo

Se define la semdntica de A, igual a la de A", excepto en la interpretacién del punto
fijo. Usando el corolario (4.8.6) esta se define como el limite de la interpretacién del punto
fijo incremental en Ap™, es decir:

(pa-the = lim ((Az-t)g #n Odim(a))

Ejemplos

» El término del ejemplo (3.1.1) tiene la siguiente interpretacion:
(nz.letcase® z = wh |+ )+ in {z, |[+)+|})p = nh;rgo(])\a;.letcaseo z = w X+ in {z, [N+ o #n 02

= lim (32 + 3+)+]) #n 02

n
= lim 5502+ Y gl +)(+]
i=1

= lim 1727}%— =
_ ( : 1)|+><+| )

n—o00 1—

» La funcion identidad tiene como puntos fijos a todos los elementos de su dominio. La
interpretacion de su punto fijo es entonces el minimo del dominio, es decir la matriz
nula:

(]/L.%'.H}DQ) = lim (])\.TQ?D@ #n 02 = 02
n—o0



5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En esta tesis se definieron los cdlculos Ap™ y A}, que agregan punto fijo al cdlculo
A, definido en [DC17]. Para hacerlo se redefinié por completo la semdntica respecto a la
original, en dominios de matrices positivas. El resultado conseguido asume la validez de
las conjeturas (4.6.1) y (4.6.15). Esto representa un puntapié inicial hacia la definicién
de punto fijo en este cdlculo, y aunque creemos que la conjeturas son ciertas es necesario
demostrarlas. Esto queda como trabajo futuro.

Trabajo futuro

Un camino posible para demostrar las conjeturas es el siguiente. En [Cho75, Teorema
1], Choi da la siguiente forma de descomposicién para los mapas completamente positivos:

Teorema. Sea ® : C"*" — C™*™_ Entonces ® es completamente positivo si y sélo si P
es de la forma ®(A) =", ViTAV,; para todo A en C"*™ donde V; son matrices de n x m.

Si pudiéramos redefinir la seméantica de las funciones en términos de estas V;, podriamos
tener asegurado que preservan la positividad, lo cual resolveria la segunda conjetura. La
primera conjetura, donde se afirma que la parte lineal de las funciones es completamente
positiva para tener adecuacién de las abstracciones, tendria que revisarse ya que una
nueva semantica en funcién de las V; tendria que estar definida de forma tal de cumplir
adecuacion.

Queda pendiente también demostrar confluencia para esta extensién. Romero demues-
tra en [Rom20] que A, es confluente, por lo que se espera que Ab™ y AL también lo sean.
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