A & Bl
& FACULTAD

S e
CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
FAacuLTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

Sobre la complejidad del problema de
encontrar data-graph repairs bajo
restricciones de nodos y caminos

Tesis de Licenciatura en Ciencias de la Computacién

Santiago Cifuentes

Directora: Maria Vanina Martinez

Codirector: Ricardo Oscar Rodriguez
Buenos Aires, 2021






SOBRE LA COMPLEJIDAD DEL PROBLEMA DE ENCONTRAR
DATA-GRAPH REPAIRS BAJO RESTRICCIONES DE NODOS Y
CAMINOS

Las bases de datos con forma de grafo representan de una forma efectiva relaciones bina-
rias entre entidades, y permiten procesar y consultar por conexiones no triviales de forma
eficiente. Como en el caso relacional, se espera que los datos preserven un conjunto de res-
tricciones de integridad que capturen la estructura semantica del mundo que representan.
Un posible enfoque para lidiar con bases de datos que no satisfacen su conjunto de reglas de
integridad consiste en remplazarlas por una nueva base de datos ‘similar’ a la original, pero
que satisfaga el conjunto de restricciones. Es decir, un repair de la base de datos original.
En este trabajo estudiamos el problema de computar (subset y superset) repairs de bases
de datos con forma de grafo con datos en los nodos usando una nocién de consistencia
basada en conjuntos de expresiones del lenguaje Reg-GXPath, interpretadas como restric-
ciones de integridad. Demostramos que para los fragmentos positivos de Reg-GXPath estos
problemas admiten algoritmos polinomiales mientras que el poder expresivo completo del
lenguaje vuelve el problema intratable. Finalmente, también estudiamos el problema de
computar preferred repairs sobre dos criterios de preferencia distintos, mostrando que en
la mayoria de los casos la complejidad computacional del problema no cambia.
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ON THE COMPLEXITY OF FINDING DATA-GRAPHS REPAIRS
UNDER PATH AND NODE CONSTRAINTS

Graph databases embrace in an effective way relationships among data and allows to
process and query these connections efficiently. As in the relational case, it is expected
that data preserves a set of integrity constraints that define the semantic structure of the
world it represents. When a database does not satisfy its integrity constraints, a possible
approach is to search for a ‘similar’ database that does satisfy the constraints, a.k.a a
repair. In this work we study the problem of computing (subset and superset) repairs
for graph databases with data values using a notion of consistency based on a set of
Reg-GXPath expressions as integrity constraints. We show that for positive fragments of
Reg-GXPath these problems admit a polynomial time algorithm while the full expressive
power of the language renders them intractable. Finally, we also study the problem of
computing preferred repairs based on two different preference criteria, showing that in
most cases the computation complexity is not increased.

Key Words: data-graph, database repair, path constraints, data cleaning, Reg-GXPath
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1. INTRODUCCION

Las bases de datos en forma de grafo son ttiles en muchas aplicaciones modernas en
donde la topologia de los datos (entendida como las relaciones que se mantienen entre
distintas entidades) es mds importante que los datos en si mismos. Algunas de estas son
el andlisis de las redes sociales [19], de la procedencia de los datos (data provenance [3]) y
la Web Semantica [6].

La estructura de la base de datos suele ser consultada mediante lenguajes de navegacion
como regular path queries o RPQs [9] que pueden capturar pares de nodos conectados
mediante algin tipo especifico de camino. En el caso de las RPQs, estos caminos se definen
de forma similar a expresiones regulares sobre un alfabeto de etiquetas que tienen los ejes (y
de ahi el nombre). Estos lenguajes de consulta suelen ser extendidos con herramientas que
aumentan su expresividad, usualmente agregando complejidad al proceso de evaluacién.
Por ejemplo, las C2RP Qs son una extension natural de las RPQs que se definen agregando
al lenguaje RPQ la capacidad de atravesar ejes en ambas direcciones (de ahi el “2” en
C2RPQ) y cerrando el conjunto de expresiones bajo la conjuncién (de forma similar al caso
de las Conjunctive Queries del modelo relacional), permitiendo aparte el uso de variables
libres.

Las RPQs y sus extensiones més comunes (C2RPQs o NREs [8]) solo pueden operar
con los ejes del grafo, dejando de lado cualquier tipo de interaccién con los datos que
contengan los nodos. Esto llevé al diseno de lenguajes de consulta para el caso de data-
graphs (i.e. bases de dato en forma de grafo donde la informacion estd tanto en los caminos
como en los propios nodos), como las RMEs y Reg-GXPath [26].

Como en el caso relacional, es usual esperar que los datos preserven una estructura
semantica relacionada al mundo que representan. Estas restricciones de integridad pueden
ser expresadas en bases de datos con forma de grafo mediante path constraints [1, 15].

Dada la gran interoperabilidad y distribucién sobre este tipo de bases de datos, es
esperable que eventualmente las mismas no satisfagan las restricciones modeladas sobre
ellas. Luego, un posible enfoque para recuperar la consistencia de la informacién reside en
buscar una base de datos “similar” que si satisfaga las restricciones. En la literatura, a
esta nueva base de datos se la denomina repair [5], y para definirla apropiadamente hay
que decir con precisién qué significa que una base de datos sea “similar” a otra.

Tomemos por ejemplo el data-graph de la figura 1.1: los nodos representan personas,
mientras que los ejes codifican distintos tipos de relaciones entre ellas (como la hermandad
o paternidad). Notemos que en el data-graph todo par de nodo (z,y) conectado por un
eje HERMANE_DE dirigido de x a y también tiene un eje HERMANE_DE dirigido de y a x. Esto
es razonable, dado que la relacién de hermandad suele ser simétrica. También notemos
que los nodos (Mauro, JuLIETA) estdn conectados a través de un eje SOBRINE_DE dirigido
hacia JuLieTa, y esto es algo esperable teniendo en cuenta que el padre de Mauro, Diego,
es hermano de Julieta.
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hermane_de

hermane_de

Fig. 1.1: Un ejemplo de un data-graph donde los nodos representan personas y los ejes relaciones
familiares.

eleusLa estructura que este data-graph particular tiene que preservar para capturar
adecuadamente nuestras nociones de hermandad y de parentesco familiar pueden ser des-
criptas a través de path expressions que capturan aquellos pares de nodos que satisfagan
las restricciones seménticas. En particular el par (Maria, JuLiera) no satisface la semantica
de la relacion SOBRINE_DE, dado que Dieco también es padre de Maria, pero no hay ningin
eje SOBRINE_DE desde Maria hacia Juriera. Esto puede “arreglarse” agregando el eje so-
BRINE_DE desde Maria hacia JurieTa, o bien removiendo el eje HIJE_DE dirigido de Marfa a
Dieco. Naturalmente es preferible preservar la mayor cantidad posible de informacion del
data-graph original.

En la literatura existen diferentes nociones de repairs. Entre otras, estdn los set-based
repairs [35], attribute-based repairs [37], y los cardinality-based repairs [28]. En este tra-
bajo estudiamos dos restricciones al problema de encontrar un set-based repair G’ de un
data-graph G bajo un conjunto de expresiones Reg-GXPath R consideradas como path
constraints: cuando G’ es un subgrafo de G y cuando G’ es un supergrafo de G. Estos ti-
pos de repairs suelen ser llamados subset y superset repairs respectivamente [35, 7]. Dado
que puede haber méas de un repair dado un grafo y un conjunto de reglas, es posible definir
un orden sobre el conjunto de repairs e intentar encontrar el ‘6ptimo’ bajo ese orden en
vez de uno cualquiera [22, 34]. Por ende, también estudiamos el problema de encontrar un
preferred repair en base a dos sistemas de preferencias distintos.

Las principales contribuciones de este trabajo son:

= Definimos un modelo para bases de datos con forma de grafo con datos en los nodos
e introducimos una nocién de consistencia basada en conjuntos de expresiones de
Reg-GXPath que capturan un grupo importante de restricciones de integridad ya
estudiadas en la literatura.

= Estudiamos el problema de, dada una base de datos en forma de grafo Gy un con-
junto de restricciones R, computar un subset repair (o respectivamente un superset
repair) G’ de G.

» Mostramos que dependiendo de la expresividad de las restricciones (dependiendo de
si usan el poder completo de Reg-GXPath o bien su fragmento sin negacion, conocido
como Reg-GXPath???), estos problemas admiten un algoritmo polinomial o bien se
vuelven intratables (en el peor caso tenemos una cota inferior de EXPTIME). Los
resultados se resumen en la tabla 6.1



» Finalmente, desarrollamos un estudio de dos criterios de preferencia (w—preferred
y multiset-preferred repairs) que definen un orden sobre el conjunto de repairs; y
probamos que, excepto por un caso puntual, el problema de computar un repair
prioritario en funcién del orden tiene la misma complejidad que el problema de
buscar un repair cualquiera. Estos resultados estan resumidos en la tabla 6.2.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente forma. En la seccién 2 introducimos la
notacién y los conocimientos preliminares necesarios para definir la sintaxis y la seméantica
de nuestro modelo de data-graph y de Reg-GXPathP?®, asi como también la nocién de
consistencia y los distintos subtipos de repairs. También mostramos, en base a ejemplos,
que el lenguaje propuesto captura un conjunto de restricciones de integridad que son co-
munes en la literatura sobre bases de datos semi estructuradas. En la seccién 3 estudiamos
la complejidad del problema de computar tanto subset como superset repairs. Luego, en
la seccion 4, desarrollamos dos propuestas distintas para asignar preferencias sobre los
repairs; una basada en la asignacion de pesos a los datos y a los tipos de ejes y otra basa-
da en elevar un orden sobre los ejes vy los datos a un ordenamiento sobre multiconjuntos
(viendo luego a los data-graphs como multiconjuntos de ejes y datos). Para ambos casos
estudiamos la complejidad computacional del problema de computar un preferred repair.
Finalmente, en la seccién 5 y 6 se muestran respectivamente trabajos relacionados a este
y algunas conclusiones generales. La seccién 8 es un apéndice con algunas demostraciones
tediosas pero necesarias para los resultados finales.
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2. DEFINICIONES

Fijemos un conjunto finito . de edge labels (i.e. etiquetas o nombres para los ejes)
y un conjunto contable 3, de node labels (i.e. etiquetas o nombres para los nodos), los
cuales asumimos no vacios y disjuntos. Un grafo de datos o data-graph G es una tupla
(V,L,D) donde V es el conjunto de nodos de G, L : V x V — P(X.) una funcién que
denota los ejes del grafoy D : V — ¥, una funcién que denota los data values asociados
a cada nodo.

Por ejemplo, si tenemos X, = {e1,e2}, X,y = {c1, 2} y V = {v1,v2,v3,v4} y definimos
para los ejes

y para los data values

D(vy) = D(v2) = 1
D(’Ug) = D(U4) = C9

obtenemos el data-graph de la figura 2.1.

Fig. 2.1: Ejemplo de data-graph

Notemos que este modelo permite loops asi como también multiejes entre dos nodos
siempre y cuando las labels de los ejes sean distintas. Por simplicidad, en el resto de
los ejemplos graficos no anotaremos las etiquetas de los nodos (i.e. los v;), y a cambio
asignaremos a cada nodo un data value inico para poder distinguirlos (pero remarcamos
que en un data-graph cualquiera varios nodos pueden tener un mismo data value).

5
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El lenguaje Reg-GXPath tiene dos tipos de expresiones: de camino y de nodo. Ambos
tipos de expresiones se definen por recursién mutua en funcién de las del otro tipo. Las
expresiones de camino o path expressions vienen dadas por la gramatica:

af=cl-|ala|p]lla.BlaUplang|a|a]a™™

donde A itera sobre el conjunto ¥, y ¢ es una expresion de nodo o node expression
definida por la gramatica:

P =@l oA {a) | T |7 [{a=p8)|{a#B) |V

donde c itera sobre el conjunto ¥, y «, 8 son path expressions.

La seméntica de estas expresiones es definida en [26] extendiendo a otros lenguajes
diseniados para navegar sobre grafos. En particular Reg-GXPath puede verse como una
extension de los lenguajes regulares nombrados en [9] agregando operadores de negacién
como @y data tests como c= o ¢*. El operador (ar) ya fue definido para un lenguaje llamado
nested reqular expressions o NRE estudiado en [8]. Dado un data-graph G = (V, L, D) la
semantica de estas expresiones se define de la siguiente forma:

[ele = {(v,v) |veV}

[He =A{(v,w) [ v,w €V, L(v,w) # 0}

[ale = {(v,w) [ A € L(v,w)}

[27]e = {(w,v) | o € L(v,w)}

[o*] ¢ = la clausura reflexo-transitiva de [a]qa

[e.B]a = {(v,w) | 3z € V, (v, 2) € [d]g, (z,w) € [Bla}
[aUBle = [a]a U [Bla

[anBle = [ede N [Ble

[@)e =V xV\[ele

[[elle = {(v,v) [ v € [¢la}

[o"™]g = U ([e]e)*

k=n

()] =m(lele) = {v | Fw e V (v,w) € [a]c}

[-¢le =V \vla

[e AY]e = [ela N Y]

[oVYle = lela U [¥]e

[c=]={veV][D{)=c}

[c*]={veV | D) #c}

[Ka=p8)]c={ve V| eV, (v)eladag (v,0") € [Bla, D)= D"}
[Ka# B)]a={ve V|, eV, (v)eldqg (v,0") € [Bla, D) # D")}



En esta semantica los operadores 7, y w9 son respectivamente las proyecciones de la
primera y segunda componente sobre pares (i.e. m1((z,y)) = 2 y ma((z,v)) = ), y [o]* es
la concatenacion de « consigo misma k veces.

Usaremos « = f para denotar la expresion a U 3, y ¢ = 1 para denotar la expresion
—p V 1. Para facilitar la distincion entre expresiones de camino y expresiones de nodo
también notamos como |, a la expresién A. Por ejemplo, la expresion HIJE_DE [MARIAT] se
notard como Jyye_pr [MARIAT]. Aparte, omitiremos el subindice G' cuando se entienda por
contexto sobre qué data-graph se evalia la expresion.

Ejemplo 1. Si se usan data-graphs para representar una red social luego es posible definir
una expresién que capture a los “amigos transitivos” de la red. Supongamos que los nodos
representan usuarios, y que a través de los ejes se definen relaciones de amistad con un
edge label AMIGE_DE. Entonces la expresion

|k
aq _\LAMIGO,DE

captura a todos los pares de nodos (v, w) tales que hay un camino de usuarios “amigos”
desde v a w.

Esta expresion puede ser definida sobre la mayoria de lenguajes de navegacion sobre
grafos dado que casi todos admiten algin tipo de operador analogo al de la estrella de
Kleene (uno de los principales fuertes de este tipo de bases de datos es que permiten con-
sultar por clausuras transitivas de forma intuitiva y eficiente). En el caso de Reg-GXPath
también podemos aplicar condiciones que operen sobre subcaminos. Supongamos que que-
remos restringirnos a los pares de usuarios que aparte de ser amigos transitivos también
sigan a un cierto usuario distinguido x. Si la relacién siGUE_A esté codificada sobre los ejes,
entonces podemos definir la expresién

Qg = <\l/SIGUE,A [X:]> \L:MIGO,DE <\J/SIGUE,A [X:D

que captura justamente el conjunto que queremos.

Este ejemplo no podria haber sido construido facilmente con la mayoria de los lenguajes
para navegar sobre grafos debido a que estos no admiten ningun tipo de comparacion
o evaluacion de valores en los nodos. Incluso en muchos de estos lenguajes ni siquiera
hubiéramos podido evaluar subcaminos de nuestro camino principal.

Ejemplo 2. Dada una red social similar a la anterior en la que los labels codifican rela-
ciones familiares (como por ejemplo PADRE_DE) podemos capturar aquellos nodos que no
tengan un padre, o abuelo, o bisabuelo, o ... con mismo nombre que si mismos mediante
la expresion:

a3 = _‘<6 :\l/;_ADRE,DE>

En esta expresiéon el € de la izquierda denota el camino vacio, por lo que captura al
mismo nodo del que parte el camino. Por otro lado, la expresiéon de la derecha captura a
todo padre (o padre transitivo del padre) del nodo inicial. Luego hacemos la comparacién
de los valores dentro de los nodos capturados para ver si tienen un mismo nombre o no
(suponiendo que el dato guardado en los nodos es justamente el nombre de la persona).

Notemos que en caso de que nuestro modelo requiera almacenar més de un valor en
cada nodo (por ejemplo, nombre, apellido, DNI, etc) se puede extender la definicién de los



8 2. Definiciones

data-graphs incorporando més edge labels y data values. Mas formalmente, supongamos
que tenemos un modelo de base de datos con forma de grafo anélogo al nuestro salvo por
que cada nodo tiene una tupla de atributos determinados con nombres A, As,...,A; en

los que cada conjunto tiene un dominio X! para 1 < i < t. Luego, podemos traducir ese
t )
framework al nuestro si definimos ¥,, = |J X!, y agregamos nuevos edge labels 4; por cada
i=1
atributo posible sobre los nodos. Finalmente cualquier acceso a un valor A; de un nodo v

es reemplazado por el acceso al nodo w alcanzable desde v por un eje con label A;.

Ejemplo 3. Volviendo al caso del ejemplo 2 la férmula se podria extender como:

ay = _'<\LNOMBR,E:\l/;_ADRE,DE\J/NOMBRE>

Hay dos subconjuntos de Reg-GXPath que han sido ampliamente estudiados en la
literatura:

= Kl primero es Core-GXPath, el cual se obtiene si solo se permite aplicar la estrella de
Kleene sobre path expressions que sean de la forma A o A~! (es decir, se reemplaza la
regla de produccién a* por A* y (A71)*). Esta restricciéon busca limitar la estructura
que puedan tener caminos arbitrariamente largos definidos por las expresiones del
lenguaje, facilitando luego el computo de las clausuras transitivas.

= Kl otro fragmento importante es Reg-GXPathP?®| o fragmento positivo, el cual se
obtiene quitando las reglas de negaciéon —¢ y a. Esta restriccién es comtun en el
contexto de restricciones de integridad: los lenguajes que no tienen negacién suelen
satisfacer la regla de monotonia. Se dice que un lenguaje L tiene la propiedad de
monotonia cuando para toda expresion p € L vale que si una estructura F satisface
1 luego cualquier estructura E' que contenga a F también satisface p.

Notemos que la gramética de Reg-GXPath es redundante sobre algunos operadores
como U, el cual puede ser simulado empleando complemento de caminos y N. No obstante
esta redundancia nos resulta ttil al momento de recortar el poder expresivo del lenguaje.
Si no tuviéramos N en la gramatica entonces Reg-GXPathP°® no seria capaz de tomar la
unién de expresiones de camino positivas.

Durante este trabajo estaremos especialmente interesados en el fragmento positivo. En
particular veremos que considerando solo expresiones de ese conjunto muchos problemas
de razonamiento sobre data-graphs se vuelven tratables.

Como ya comentamos, las bases de datos buscan representar una porcién de interés del
universo, y por lo tanto es esperable que estas respeten determinadas reglas semanticas
que se satisfacen en el universo representado. Por ejemplo: si una base de datos representa
los nexos familiares entre distintos individuos entonces la relaciéon de hermandad que la
misma codifica deberia ser simétrica.

Es comin reforzar estas restricciones sobre la base de datos con restricciones de
integridad o integrity constraints que marquen como “invalidas” a aquellas bases de
datos que no respeten las reglas seménticas del universo representado. Dado un conjunto
de restricciones de integridad I y una base de datos D se suele decir que D es consistente
respecto a I si satisface las restricciones de I. Caso contrario, se dice que D es inconsistente
respecto a 1.



En nuestro contexto la nocién de consistencia serd definida sobre restricciones de in-
tegridad expresadas mediante el lenguaje Reg-GXPath:

Definicién 4 (Consistencia). Sea G un data-graph y R = P U N un conjunto de restric-
ciones donde P es un conjunto de path expressions de Reg-GXPath y N es un conjunto
de node expressions de Reg-GXPath. Decimos que G es consistente respecto a R (notado
como G = R) o bien que el par (G, R) es consistente si:

» Vz e Vg y ¢ €N vale que z € [¢]a
» Vz,y € Vg y a € P vale que (z,y) € [o]a

Caso contrario decimos que G es inconsistente respecto a R, o bien que el par (G, R)
es inconsistente.

Durante el resto del trabajo diremos que G es (in)consistente sin especificar al conjunto
de restricciones cuando este se entienda por contexto.

Ejemplo 5. Sea G un data-graph que representa relaciones de la industria del cine. En
particular, hay nodos que representan a individuos de la industria del cine (como actores,
directores, etc) y otros representando peliculas o documentales. Si quisiéramos recortar la
base de datos y quedarnos con el subconjunto de actores que hayan trabajado con Philipp
Seymour Hoffman en una pelicula de Paul Thomas Anderson luego estariamos interesados
en un subconjunto de la base de datos que satisfaga la expresion:

¢ = ({rwo lactorT]) = (Laoroaen (omiciaror [Anderson™]) L . [Hoffman™])

dirigida_por

The Master

Anderson

actia_en

tipo -
Foar} <" isgnoli ]
Joaquin Phoenix | | Julianne Moore |

Fig. 2.2: En este data-graph ¢ es satisfecha dado que tanto Phoenix como Moore trabajaron con
Hoffman en una pelicula dirigida por Anderson (respectivamente en “The Master” y
“Magnolia”). Notemos que la restriccién también aplica a Hoffman, por lo que este tiene
que estar en alguna pelicula de Hoffman para satisfacer la restriccion.

Ejemplo 6. Todas las Regular Path Constraints (RPCs) consideradas en [7] pueden ser
escritas como expresiones de Reg-GXPath dado que el lenguaje permite implicaciones de
la forma a; = ay donde «; es una expressiéon 2RPQ para i € {1,2} (incluso podrian ser
NRESs). En particular las restricciones del primer ejemplo de [7] se pueden expresar en
Core-GXPath de la siguiente forma:
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France

country

sp
TGV Seafrance
Dion

Fig. 2.3: Ejemplo de data-graph tomado de [32]. Notemos que en este data-graph cada eje entre
ciudades tiene un nodo asociado que codifica caracteristicas propias del eje. Visualmente
este nodo estd arriba del ejes, pero formalmente dado un eje e = (z,y) entre ciudades
hay un nodo z. tal que (z,EDGE, z.) ¥ (2., NODE,y) son ejes del grafo. Por ejemplo, el
nodo asociado al eje que une Paris y Calais es el nodo con dato TGV. Por lo tanto, una
expresién puede interactuar con ese nodo si baja por un eje |gper desde Paris.

1

» La simetria de la relacién HERMANE_DE se puede definir como & = ypryvanepE= $HERMANE. DE-

= La condicién del eje SOBRINE_DE se puede definir como 8 =|us_prduermane o= 4sosriNe_DE-

Estas son justamente las condiciones que queriamos expresar en la figura 1.1. Ahora
podemos establecer formalmente que ese data-graph es inconsistente respecto a 8 porque
el par (Maria, JuLieta) no pertenece a [3]. Por otro lado, todo par de nodos del grafo
pertenece al conjunto [a].

Ejemplo 7. También es posible expresar restricciones de integridad andlogas a las foreign
keys o claves foraneas del modelo relacional, relacionando valores de distintas entidades.
Consideremos una base de datos con informacién sobre ciudadanos y ciudades. Seria razo-
nable esperar que la nacionalidad de todo ciudadano coincida con el pais al que pertenece
la ciudad en la que nacié. Esto podria ser expresado con la férmula

Y1 = <~l/TIPO [PERSONA:]> = <~1/NACIO,EN,CIUDAD~1/NACION:\LNACIONALIDAD>

Ejemplo 8. Como el conjunto de expresiones NREs es un subconjunto de Reg-GXPath
[26] entonces es posible expresar multiples restricciones propias del RDF (Resource des-
cription framework) como aquellas consideradas en [32]. Por ejemplo, considerando la base
de datos con forma de grafo empleada en la figura 1 (tomada de [32]), podemos definir la
restriccién de que deberia ser posible llegar de Paris a cualquier otra ciudad de Francia
por medio de trenes con la férmula:

2 = (loountry [France™]) = ((lepar ({ep [train™]) Ixops) [Paris™])

En esta base de datos es posible acceder a un nodo que representa la “entidad” de cada
eje mediante la arista EDGE, y mediante una arista llamada NODE moverse hacia el nodo al
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que apunta el eje. Esto permite agregar al modelo informacién acerca de la estructura de
las relaciones codificadas en los ejes: como se puede ver en la férmula o, el consecuente
se cumple si es posible llegar al nodo con nombre Paris mediante ejes que tengan como
subpropiedad ser un tren. Esta condicién de propiedad se codifica mediante el eje |sp y la
estrella de Kleene: esto permite organizar una jerarquia hereditaria de propiedades sobre
los ejes y recorrerla a través del lenguaje de consulta. Por ejemplo: un cierto transporte
podria ser de tipo TREN_ALTA_VELOCIDAD y tener como subpropiedad ser un TrREN.

Cuando un data-graph G es inconsistente respecto a un conjunto de restricciones R
podriamos estar interesados en computar un nuevo data-graph G’ que satisfaga R y que
difiera lo menos posible de G. Esta nueva base de datos G’ es usualmente llamada repair
de G con respecto a R, y la forma que tenga dependera de como se defina la condicién de
“diferir minimamente”.

Para definir esta condicién emplearemos una nocién basada en conjuntos, en donde
la diferencia entre G y G’ se mide en funcién de la cantidad de nodos o ejes que hay
que agregar o borrar a G para obtener G’. Este tipo de repairs suelen denominarse set
repairs y se definen sobre el operador de diferencia simétrica sobre las bases de datos (ver
[7, 31, 35]), lo cual permite modelar situaciones de agregado y borrado de informacién en
simultdneo. En nuestro caso, las familias de data-graph repairs definidas mediante este
operador son muy complejas y dificultan los problemas que definiremos mas adelante, por
lo cual solo daremos la nocién de repair para casos en que se permite borrar datos o bien
agregarlos (pero no ambos a la vez).

Decimos que un data-graph G = (V, L, D) es un subset o subgrafo de G’ = (V', L', D’)
(notado como G C G’) si y solamente si V' C V' y para todo par de nodos v,v" € V vale
que L(v,v") C L'(v,v") y D(v) = D(v'). Si la inclusién de los conjuntos V' 'y V' o L(v,v')
y L'(v,v") es estricta lo notamos como G C G'. Aparte decimos que G’ es un superset de

G.

Definicién 9 (Subset y superset repairs). Sea R un conjunto de restricciones y G un
data-graph. Decimos que G’ es un subset repair (respectivamente, un superset repair)
o C-repair (respectivamente, D-repair) de G si:

= (G', R) es consistente (i.e. G’ = R)
» G' C G (respectivamente, G' O G).

» No existe ningin data-graph G” tal que (G”, R) sea consistente y G’ ¢ G C G
(respectivamente, G' D G" D G).

Notamos al conjunto de subset repairs de G con respecto a R como C-Rep(G, R)
(respectivamente, 2O-Rep(G, R)).

Ejemplo 10. En el ejemplo de la figura 1.1 se obtiene un subset repair al eliminar el eje
(Maria, hije_de, Dieco), mientras que agregar el eje (MARIA, SOBRINE_DE, DiEco) resulta en
un D-repair. Borrando los dos ejes (Dieco, HERMANE_DE, JULIETA) ¥ (JULIETA, HERMANE_DE,
Dieco) también se obtiene un C-repair.
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2. Definiciones




3. ENCONTRANDO REPAIRS

;,Cual es la complejidad computacional del problema de computar, dado un data-graph
G y un conjunto de restricciones R, un repair de GG con respecto a R? En las siguientes
secciones formalizaremos el problema y lo estudiaremos. Naturalmente, la dificultad del
mismo dependerd del subconjunto de Reg-GXPath que permitamos para formar el con-
junto de restricciones, y también si nos restringimos a subset o bien a superset repairs.

Antes que nada, mencionamos un resultado de [26] relacionado con la evaluacién de
expresiones de Reg-GXPath:

Teorema 11. Dada una expresion de Reg-GXPath p y un data-graph G es posible compu-
tar el conjunto [u]a en tiempo polinomial en funcion de G y p.

Demostracion. El conjunto [u] g se puede computar eficientemente haciendo programacién
dindmica sobre el arbol de u de forma bottom-up. Si para cada subexpresién necesitamos
O(|V3|) operaciones (suponiendo que ya estén resueltas las subexpresiones de esta) luego
tenemos un algoritmo que realiza O(|V3| x |u|) operaciones.

Los casos base se resuelven trivialmente siguiendo su definiciéon. Para los casos induc-
tivos hacemos lo siguiente:

= Para las expresiones de camino tenemos:

<&

[[¢]] se calcula directamente en O(V?) tomando el conjunto [].

<

[81 U B2] v [B1 N B2] se pueden calcular ordenando primero los conjuntos [5;]
para i € {1,2} en O(|V?|log(|V])) y haciendo una sola pasada sobre ambos
conjuntos a la vez en O(|V?).

o [B1 . P2] se calcula haciendo el natural join entre [51] y [B2]. Una forma de
hacerlo en O(|V3|) es armando n buckets de tamafio a lo sumo n particionando
a los pares de [f2] de acuerdo a su primer elemento. Luego, para cada (v, w) €
[81] solo se revisa el bucket de los pares de la forma (w, z) para algin z.

o Para calcular [8*] se arma un grafo H que tiene como nodos a V' y donde
hay un eje entre v y w si y solamente si (v, w) € [f]. Luego decidir si hay un
camino entre z1 y 2z en H equivale a decidir si (21, 22) € [5*]. Esto se puede
calcular en O(|V3]) haciendo DFS desde cada nodo de H, teniendo en cuenta
que |H| = O(|V2)).

o [B] se puede resolver ordenando [3] y haciendo una sola pasada sobre el con-
junto ordenado.

o ™™ se puede computar mediante exponenciacién binaria. Primero se computa
[8"] recursivamente teniendo en cuenta que [5"] = [8% . B%] si n es par o bien
[8"] =[B2 . B2 . B8] sin esimpar. Por ende, obtenemos [5"] en O(|V?|log(n)),
y esto es lineal en el tamano de la subexpresién (que tiene tamano log(n) +
log(m)). Luego computamos [3<™~"], entendido como el conjunto de los pares
de nodos (v, w) tales que hay un camino 2123 ...z tal que z1 = v, 2z = w,
kE<m-—ny (z,241) € [B]. Para calcular [#<™""] armamos el mismo grafo
H nombrado anteriormente y ejecutamos BFS desde todos los nodos. Luego

13
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un par (v,w) estd en [3=™ "] si y solamente si el camino minimo de v a w
en H tiene distancia menor o igual a m — n. Esto puede hacerse en O(|V3]).
Finalmente, [3™™] = [B" . 3™ "].

= Para las expresiones de nodo tenemos:

e Los casos —p, 01 A w2, (B) v p1 V 2 son triviales en base a su definicién.

e Solo quedan los casos (01 * B2) con * € {=,#}. Primero, armamos como antes
los n buckets partiendo a cada [5;] en funcién de la primera componente, lo cual
hacemos en O(n?) operaciones. Luego, también en O(n?) calculamos para cada
veVyie{l,2} el conjunto D, ; = {D(w) : (v,w) € [Bi]}. Si Dy1 N Dy # 0
luego v € [(B1 = B2)]. Por otro lado, para ver si v € [($1 # B2)] alcanza con
verificar que valga que los dos conjuntos D, ; sean no vacios y que |D, ;| > 1
para alguno de los dos o bien que D, 1 # D, .

O

Gracias a este hecho sabemos que podemos, dado un conjunto R de restricciones de
Reg-GXPath donde |R| = X,er|a| y un data-graph G, verificar si G es consistente con R
en tiempo polinomial en funcién de |G| + |R|.

A continuacion estudiamos el problema de computar subset repairs. Notamos que en
la mayorfa de los casos obtenemos cotas suporiores e inferiores finas tanto para la com-
plejidad combinada como para la data complezity. Esta tltima fue definida en [36], y es la
complejidad del problema cuando el conjunto de restricciones se considera fijo!.

3.1. Encontrando subset repairs

Como el data-graph vacio (aquel cuyo conjunto de vértices es () satisface cualquier
conjunto de restricciones luego vale que todo data-graph G tiene un subset repair da-
do cualquier conjunto de restricciones R. Para estudiar con precisién la complejidad de
encontrarlo definimos el siguiente problema de decision:

PrROBLEMA: 3SUBSET-REPAIR .
INPUT: Un data-graph G y un conjunto R de expresiones del lenguaje L.
OuTPUT: Decidir si G tiene un subset-repair G’ # () con respecto a R.

En este trabajo L serd siempre algin subconjunto de Reg-GXPath. Si dejamos fijo el
segundo pardametro (es decir, el conjunto de expresiones) con algin conjunto particular
R entonces queda definido el problema ISUBSET-REPAIR,(R), que recibe como input
unicamente al data-graph G.

Notemos que este problema se reduce al de computar efectivamente un subset repair,
por lo que las cotas inferiores que obtengamos podran ser usadas para ese problema.

dSUBSET-REPAIR estéa en NP para cualquier £ que permita evaluar la consistencia
de un grafo cualquiera respecto a R en tiempo polinomial. Si un par (G, R) es una instancia

! Este tipo de complejidad fue definida originalmente para el problema de evaluar una cierta query
o consulta sobre una base de datos relacional. En esos casos el tamafno de la consulta muchas veces es
despreciable en funcién del tamaifio de la base de datos, por lo que es razonable ignorarla al momento de
disenar un algoritmo
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positiva del problema luego alcanza con pedir como certificado un data-graph H tal que
) ¢ HC Gy H E R. Ambas condiciones pueden verificarse en tiempo polinomial
partiendo de nuestra condicién sobre L.

A continuacién probamos que el problema también es NP-hard si Reg-GXPath C L:

Teorema 12. Eziste un conjunto de Reg-GXPath node expressions R tal que el problema
HSUBSET—REPAIRReg_GXPGth(R) es NP-HARD.

Demostracidn. Vamos a reducir el problema 3-SAT a 3ISUBSET-REPAIR (Reg-GXPath)
con un conjunto de restricciones R fijo (que serd definido mas adelante) incluido en £. Da-
da una férmula ¢ en forma normal conjuntiva con 3 variables por clausula, variables
Z1,...,Zy y cldusulas c1, ..., ¢, queremos construir un data-graph G = (V, L, D) tal que
G tiene un subset repair no trivial con respecto a R si y solamente si ¢ es satisfacible.

Para empezar, definimos los nodos de nuestro grafo: habra un nodo por cada variable
y clausula, y dos nodos representando los valores booleanos T y L. Definimos luego

V= ‘/var ) ‘/clause U V;)alue

donde V4 = { T ’ 1 <4< n}7 Velause = { Cj | 1< < m} Y Voalue = {L,T}
El conjunto de data values serd %, = {var, clause, L, T}, y definimos D(z;) = var para
i € Ntal que 1 <i <mn, D(¢;) = clause para j € N tal que 1 < j < m y D(x) = % para
*e{Ll, T}

Para el conjunto de ejes usaremos las siguientes edge labels:

= VALUE: este eje serd empleado para escoger la asignacién de cada variable. En un
subset repair de G cada nodo de tipo variable tendra un unico eje VALUE saliente
dirigido hacia uno de los nodos “booleanos”.

= APPEARS_IN: si una variable x; aparece en una cldusula ¢; (sin negacién) luego habra
un eje de z; a ¢; con esta label.

= APPEARS_NEGATED_IN: es analogo al eje APPEARS_IN, pero para el caso en que x; aparece
negada.

= EXISTS: este label serd empleado para evitar que haya un subset repair en que se
haya borrado un nodo. Su utilidad serd evidente cuando veamos el conjunto de
restricciones R.

Notemos que ¥, = {VALUE, APPEARS_IN, APPEARS_NEGATED_IN, EXISTS }.
Ahora describamos el conjunto de ejes de GG. Definimos:

{APPEARS_IN, APPARS_NEGATED_IN}  si x; aparece negada y
sin negacion en c;

Lz, ¢j) = {APPEARS_IN} si z; aparece sin negacion en c;
{APPEARS_NEGATED_IN } si z; aparece negada en c¢;
0 en cualquier otro caso

L(z;, L) = L(x;, T) = {VALUE}
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También agregamos, dada una enumeracién arbitraria de los nodos pq,...,ps, un €je
con label EXISTS entre pr v pr+1 (ciclando cuando n = k). Esto es, EXI1STS € L(pg, Prt1)-
Remarcamos que los ejes de label ExisTs solo aparecen entre estos nodos.

El grafo que definimos tiene toda la informacién para reconstruir ¢, la cual estd con-
tenida en los ejes con label APPEARS_IN y APPEARS_NEGATED_IN. Intuitivamente, en este
data-graph toda variable esta asignada a los dos valores booleanos. El conjunto de res-
tricciones serd definido de tal forma que en un subset repair no trivial cada nodo variable
tendra un tnico eje dirigido a algin nodo booleano, y aparte cada clausula tendra alguna
variable sin negar en ella asignada a T o bien una variable negada asignada a L.

Estas dos condiciones pueden ser expresada con las siguientes formulas:

Y1 = [var~] = ((Jvarve) A ~(varvsFdvaros)) (3.1)

Yo = [clause™| = (<‘LA_PPEARS,IN\I’VALUE [T7]) v <\L;PPEARS,NEGATED,IN‘I/VALUE [L7]) (3.2)

La férmula 3.1 fuerza a todo nodo variable a tener una asignacién tinica en los repairs,
mientras que la férmula 3.2 asegura que cada clausula sea satisfecha.

Finalmente, hay un detalle técnico: dadas estas reglas, es posible que un subgrafo de
G donde una clausula sea completamente borrada sea un repair valido. Para prevenir esto
usamos los ejes con label Ex1sTS. Definimos la restriccion

3 = (\LEXISTS> (3.3)

Esta 1ltima restriccion implica que en todo subset repair no trivial todos los nodos de
G deberan estar presentes. Notemos que caso contrario podemos tomar a ¢ como el menor
indice tal que p; no pertenece al repair, y por lo tanto p;_1 no estard en [3] (en el caso
limite en que ¢ = 1 se puede hacer en razonamiento similar definiendo apropiadamente el
indice en el que la regla falla).

Ahora probemos que ¢(Z) es satisfacible si y solamente si G tiene un repair no trivial
con respecto a R = {11, 2,13}.

= ) Si ¢(T) es satisfacible entonces existe una asignacién f de sus variables tal que ¢
evalia a verdadero. Tomemos el data-graph G, y eliminemos de él cada eje (x;, VALUE, T)
(o (zi,vAaLUE, 1)) donde f(x;) # T (respectivamente, f(x;) # L). Es fécil ver que este
grafo G’ no es vacio, y que es consistente con respecto a R. Por lo tanto G tiene un subset
repair no trivial.

<= ) Sea G’ un subset repair no trivial de G con respecto a R. Dado que 3.3 se satisface
en G’ luego podemos estar seguros que todo nodo de G estd en G’. Aparte, gracias a 3.1
cada variable de tipo nodo tiene un tnico eje VALUE dirigido a un nodo booleano, y por
ende podemos definir una asignacién f como f(x;) = T siy solamente si (x;, VALUE, T) es
un eje en G’. Finalmente, gracias a que G’ satisface 3.2 sabemos que toda cldusula de ¢
tiene que evaluar a verdadero con esta asignacién, y por lo tanto ¢ es satisfacible. O

Como ya explicamos antes, podemos usar esta cota al problema de decisién para ob-
tener resultandos sobre el problema de computar un subset repair:

Corolario 13. El problema de computar un subset repair de un grafo G dado un conjunto
de restricciones R de expresiones Reg-GXPath es intratable.
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Dado que el problema de computar un subset repair considerando todo el poder de
Reg-GXPath para el conjunto de restricciones es un problema NP-HARD procedemos a
considerar subconjuntos del lenguaje que nos permitan desarrollar algoritmos polinomiales
(por supuesto, a costo de perder capacidad de expresién en las restricciones). Dos frag-
mentos simples e importantes de Reg-GXPath son Reg-GXPathP?® y Reg-GXPathPath—pos.
el primero se obtiene quitando las reglas de produccién —¢ y @, mientras que el segundo
solo quitando —p[26].

Consideremos el fragmento Reg-GXPath??®. Una propiedad util que vale para estas
expresiones es la siguiente:

Lema 14 (Monotonia de Reg-GXPath??®). Sea G un data-graph, o una expresion de
camino de Reg-GXPath?*®, ¢ una expresion de nodo de Reg-GXPath?*s y G’ un data-
graph tal que G C G'. Luego vale que:

= [a]¢ € [e]e
v [ola C [ela-

Demostracion. Intuitivamente, si (v,w) € [a]e v o € Reg-GXPathP?® entonces existe un
cierto “camino” (con comillas porque puede ser un camino con varios subcaminos) que va
de v a w y es testigo de que (v, w) satisface a®. Como G C G’ ese mismo testigo va a estar
presente en G'.

Ver el apéndice para los detalles técnicos. ]

Gracias a este hecho podemos definir un algoritmo eficiente para encontrar un subset
repair, basandonos en la siguiente corolario:

Corolario 15. Si un nodo v de G no satisface una node expression ¢ entonces no hay
ningun subconjunto de G en el cual v satisfaga .

En general, podemos probar que:

Teorema 16. Sea G un data-graph, R un conjunto de restricciones de Reg-GXPathP®® y
v un nodo de G que incumple una node expression de R. Luego vale que:

Q—RGP(G, R) :g'Rep(GVG\{v}v R)
donde Gy es el subgrafo de G inducido por los nodos V C Vg.

Demostracion. Probemos primero la inclusién C: Sea H € C-Rep(G, R). En base al lema
14 y el corolario 15 sabemos que v no es un nodo de H. Esto implica que H C Gy (v}, ¥
como H también es un subconjunto maximal consistente de G con respecto a R entonces
podemos concluir que es un subconjunto maximal consistente de Gy, (v}, y por ende H €
C-Rep(Gyg\ (v}, B)-

Para la otra inclusién, sea H € C-Rep(Gy,\{v}, ). Como H satisface Ry H C G solo
hace falta probar que es maximal. Por el absurdo, supongamos que existe un data-graph
H' tal que H C H' C G que satisface R. Sabemos que v no es un nodo de H' por el lema
14, y por ende podemos concluir que H' C Gy \{v}- Esto implica que H no es un subset
repair de Gy, (v}, lo cual es absurdo. Concluimos entonces que H es un subset repair de
G con respecto a R.

O

2 Esto no pasa necesariamente en Reg-GXPath, dado que si la férmula es de la pinta 3 entonces no hay
ninguin subgrafo que pueda ser testigo de que la férmula se satisface
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Es maés, si R solo contiene node expressions de Reg-GXPathP?® entonces hay un tinico
subset repair, dado que las expresiones de nodo de Reg-GXPath?? estan cerradas respecto
a la unién: dados dos subconjuntos H y H' de G que satisfacen R podemos considerar el
data-graph

H" = (Vy UV, Ly U Ly, Dalvyuv,,,)

donde D¢y es la restriccién de D al conjunto V'y Ly UL’ es la funcién definida como
L(v,w) = Ly(v,w) U Ly(v,w). Este data-graph satisface R por el lema 14, y contiene
tanto a H como a H'. Esto implica que no pueden existir dos subset repairs distintos.

En base a estos hechos proponemos el siguiente algoritmo que encuentra un subset
repair dado un data-graph G y un conjunto de node expressions de Reg-GXPath??® R:

Algorithm 1 SubsetRepair(G, R)
Require: G es un data-graph y R un conjunto de Reg-GXPathP?® node expressions.
1: while G ¥ R do
22 Vi {v|veVgdpeRvé¢pla}
3: G« GVG\VL
4
5

. end while
: return G

Este algoritmo es correcto porque el teorema 16 implica que Rep(G, R) = Rep(Gy,\v, , R).
También termina, dado que en cada iteracién se quitan nodos del grafo G y el conjunto
(0, R) es consistente. El conjunto V| se computa en tiempo polinomial, y dado que hay a
lo sumo |V¢| iteraciones concluimos que:

Teorema 17. Dado un data-graph G y un conjunto de node expressions de Reg-GXPathP°®
es posible computar el unico subset repair de G con respecto a R en tiempo polinomial.

.Y qué pasa cuando hay expresiones de camino? Podemos hacer una demostracién
de NP-hardness mas fina que la del teorema 12 que muestra que este caso también es
intratable:

Teorema 18. FEziste un conjunto R de path expressions de Reg-GXPath?®® tal que el
problema ISUBSET-REPAIR gegy-Gxpathros (R) es NP-COMPLETO.

Demostracién. Como antes, vamos a reducir el problema 3-SAT a ISUBSET-REPAIR(Reg-GXPath???).
Dada una férmula 3CNF ¢ con n variables x; y m cldusulas c¢; queremos construir
un data-graph GG y un conjunto de restricciones R compuesto por path expressions de
Reg-GXPathP?? tal que G tiene un subset repair no trivial con respecto a R si y solamente
si ¢ es satisfacible. R no va a depender de ¢, y por ende lo podemos considerar fijo.
Primero definimos el conjunto de nodos. Vamos a tener dos nodos booleanos por cada
variable de ¢, representando las posibles asignaciones. También tendremos un nodo por
cada cldusula c;.

V={L|1<i<n}u{T;|1<i<n}U{¢g|1<j<m}

En un subset repair valido solo queremos que uno de los nodos T; o L; permanezca, y
de esa forma obtendremos una asignacion sobre las variables de ¢.
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Como en la demostracién anterior, codificaremos la estructura de ¢ en los ejes del grafo.
Por cada nodo clausula ¢; habra un eje hacia 1; (respectivamente T;) si la variable x;
aparece negada en c¢; (respectivamente sin negacién). Para esto emplearemos el conjunto
de edge labels ¥, = {NEEDS, EXISTS, UNIQUE, VALID} y definiremos:

L(cj, T;) = {NEEDS} si z; aparece sin negacién en c;
L(cj, L;) = {NEEDS} si x; aparece negada en c¢;

En un subset repair valido queremos que cada clausula ¢; mantenga uno de estos ejes,
ya que representard que la asignacién satisface a la clausula.

Hay un problema técnico similar al que vimos antes: podria pasar que en un subset
repair no estén todos los nodos. Para evitar esto agregamos algunos ejes y una expresion
que fuerce a cada nodo cldusula a estar presente (a menos que el subset repair sea el
trivial). Definimos una estructura ciclica con ejes ExisTs de la siguiente forma:

L(cj, cj41) = {Ex1sTS}
Agregamos ejes Ex1sTS a L(cpy, T1), L(cm, L1), L(Tp,c1) y L(Ln,c1)
L((*Y)i, (3%)ig1) = {Bxasts} for 1, %2 € {T, L}

Usando estos ejes y la restriccion:

B :\I/I;XISTS (3'4)

nos aseguramos que todo nodo cldusula permanezca y algin nodo x; para x € {_L, T}.
Intuitivamente hicimos un ciclo que recorre todos los ¢;, y después recorre los L; y T; pero
sin pasar por ambos 1 y T para ningun k.

Ahora, para también pedir que uno de estos dos nodos L; y T; se vaya agregamos los
ejes UNIQUE a todo par de nodos salvo los de la forma (T;, L;) para algin .

Notemos que todos los pares de nodos (salvo por los de la forma (T;, 1;)) pertenecen
a la relacién UNIQUE. Por ende, agregando la restriccién:

B2 =lunique (3.5)

Con esto ya evitamos la situacién en que un repair contiene a ambos nodos T; v L;
para algin 1.

Hasta el momento sabemos que en un repair valido todo nodo cldusula va a estar,
aparte de uno de los nodos 1; y T; por cada i. Para asegurarnos también de que la
asignacién definida por un subset repair no trivial satisfaga ¢ agregamos ejes con label
VALID y definimos una nueva regla. A todo par de nodos (v,v’) que no sea de la forma
v=c; yv' =x; paraalgun j, i y x € {T, L} agregamos el edge label vALID, y consideramos
la restriccion:

B3 =dvaL U Ineepsdvario (3.6)

Cada par de nodos pertenece a la relacién vALID excepto por aquellos de la forma
(¢, Ls) o (¢j, T;). Para que estos satisfagan la expresion 3.6 debe pasar que uno de los ejes
NEEDS haya permanecido por cada nodo clausula. Estos ejes apuntaban hacia los nodos
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variable que satisfacian la clausula, y por ende nos aseguramos que la asignacion que
represente el subset repair no trivial haga verdadera cada cldusula3.

Recordamos que, intuitivamente, si existe un repair no trivial G con respecto a R =
{p1, B2, B3} entonces este consistird de una seleccién de nodos booleanos tal que toda
cldusula mantenga un eje NEEDS hacia un nodo variable, y esto representara implicitamente
una asignacién que satisface ¢.

Ahora probemos que ¢(Z) es satisfacible si y solamente si G tiene un repair no trivial
con respecto a R.

= ) Si ¢(T) es satisfacible entonces existe una asignacién f de sus variables tal que
¢ evalia a verdadero. Consideremos el data-graph G, y saquemos de él todos los nodos *;
con x € { L, T} para los cuales f(z;) # *.

Como solo borramos un nodo booleano por cada i la path expression 3.4 se satisface.
La expresion 3.5 también se satisface, ya que no existe ningin ¢ para el cual tanto T; como
1; pertenezcan al grafo. Finalmente, como f es una asignacién que satisface las clausulas
de ¢ sabemos que cada nodo ¢; mantuvo uno de sus ejes NEEDS, y por ende 3.6 se satisface.

Este subgrafo luego satisface R, lo que implica que existe un subset repair no trivial
de G con respecto a R.

<= ) Sea G’ un repair no trivial de G con respecto a R. Como tanto (3.4) como (3.5)
se satisfacen sabemos que para todo i solo uno de los nodos 1; y T; estd en G’. Luego
definimos una asignacién f sobre las variables z; como f(z;) = T <= T; € V. Como
(3.6) se satisface en G’ sabemos que por lo menos un literal de cada cldusula evalia a
verdadero mediante f. Por ende, ¢ es satisfacible.

O

Una vez més observamos que este es un resultado mas fuerte que el teorema 12, dado
que el conjunto de expresiones £ con el que parametrizamos al problema ISUPERSET-
REPAIR en este caso estd incluido (estrictamente) en el de aquella otra demostracion.
También notemos que en ambos casos el conjunto R estaba fijo, y por ende estas cotas
inferiores aplican sobre la data complexity del problema.

Concluimos la seccion observando que a pesar de que el problema en general resulté ser
NP-COMPLETO para un conjunto simple de path expressions muchos ejemplos de los que
mostrarmos emplean (o pueden ser simulados mediante) node expressions positivas. Esto
se debe a que en la mayoria de los casos se usa la negaciéon para armar “implicaciones”,
pero muchas se pueden reescribir evitando la negacién si se asume cierta estructura en la
base de datos.

En particular, los ejemplos usan las implicaciones para hacer “restricciones por tipo
de dato” sobre el data-graph. Seria razonable asumir que en esos casos una restriccién
de la forma (|rypg) va a estar presente en el data-graph, aparte de que la cantidad de
tipos de datos serd finita; y podriamos explotar esta condicién para escribir, en vez de
type(a) = restriction algo como \/B#a type(B) V restriction. Esta nueva expresion
mantiene la misma semdantica, y como el conjunto ¥, esta fijo tiene el mismo orden de
tamano.

También remarcamos que el algoritmo que opera sobre node expressions de Reg-GXPathP?®
seguira funcionando en la medida en que las expresiones satisfagan la propiedad de mono-
tonia que definimos. Esto significa que es posible agregarle mas herramientas al lenguaje

3 En la demostracién del teorema 12 esta condicién era mucho més simple de escribir dado que teniamos
la negacién. Ahora hay que agregar muchos ejes para poder “seleccionar” sobre qué nodos queremos que
se cumple la condicién.
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y este algoritmo seguird siendo correcto (y seguird haciendo una cantidad polinomial de
operaciones si la evaluacién de la nueva familia de expresiones se puede hacer en tiempo
polinomial en funcién del tamano de la expresién y el del data-graph).

3.2. Encontrando superset repairs

Empezamos la seccién notando que

Comentario 19. Existe un data-graph G y un conjunto de expresiones de Reg-GXPath R
tal que no existe un supergrafo de G que satisfaga R.

Por ejemplo, tomemos G = ({v}, L, D) donde D(v) = ¢, L(v,v) = 0 y R es un conjunto
de una tinica restriccién ¢ = [¢7]. Todo superset G’ de G va a contener el nodo v con dato
¢, por lo que v ¢ [¢] g, y por lo tanto G’ no es consistente con respecto a R.

Para estudiar la complejidad del problema de encontrar un superset repair definimos
el siguiente problema de decision:

PrROBLEMA: SSUPERSET-REPAIR,
InpPUT: Un data-graph G y un conjunto R de expresiones del lenguaje
L.

OuTpPUT: Tiene G un superset repair con respecto a R?

Cuando L contiene toda posible expresién de Reg-GXPath podemos probar la siguiente
cota inferior:

Teorema 20. El problema ISUPERSET-REPAIR pey-gxpatn €5 EXPTIME-hard.

Demostracion. Para probar este teorema nos apoyamos de un resultado obtenido en [21] re-
lacionado al problema de satisfacibilidad de expresiones del lenguaje Downward XPath.
Este problema consiste en decidir, dada una expresién de nodo de Downward XPath, si
existe un data tree tal que la expresién es satisfecha en la raiz del arbol. Un data tree es
ese contexto se define como una tupla < 7,%,0 > donde T es un subconjunto no vacio y
prefiz-closed* de N* representando el conjunto de nodos del drbol tal que si z(i +1) € T
entonces xi € T; 0 : T — X es una funcién que asigna labels a los nodosde Ty 6 : T — A
es una funcién que asigna data values a los nodos de 7. 3 es un conjunto finito, mientras
que A es un conjunto contable cualquiera. En [21] se demuestra que el problema de sa-
tisfacibilidad para férmulas de XPath(|*, =) es EXPTIME-COMPLETE, donde la gramética
que genera las expresiones de XPath(]*,=) es:

a,8=olalgl|lglala.Blauf oe{ie

py=al-pleAd](a)|(a=p)[(aFf) acs

Observemos que estos data trees tienen tanto labels como data values. Esto es impor-
tante considerando la seméntica de las férmulas de XPath(]*,=), dado que la expresién
de nodo a es verdadera evaluandola en cualquier nodo con label a (esto es, todo v tal que
o(v) = a) mientras que la expresiéon de comparacién (o« = ) es verdadera para aquellos
nodos v desde los que se pueden alcanzar dos nodos w y z respectivamente a través de

4 Un conjunto de cadenas S es prefiz-closed si para toda cadena s € S vale que todo prefijo de s estd en

S
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caminos en a y 8 que tengan el mismo data value (es decir, 6(w) = §(z)). La semantica
del operador # es igual, salvo porque pide que §(w) # d(z). Notemos también que la
seméantica del operador [-] es la misma que para Reg-GXPath.

Reduciremos el problema de satisfacibilidad de expresiones XPath(]*,=) al proble-
ma JSUPERSET-REPAIRReg.gxpPath- Para hacer esto, dada una expresién de nodo
¢ en XPath(]*,=) construiremos un data-graph G, un conjunto R de expresiones de
Reg-GXPath y una féormula ¢’ de Reg-GXPath tal que todo supergrafo G’ de G' que sea
consistente con R va a representar un data tree, y si ese grafo también satisface ¢’ entonces
podremos construir a partir de G’ un data tree T' que satisfaga la férmula original ¢.

Primero, definimos los conjuntos fijos Y. yv X,. Estos estaran relacionados con los
conjuntos fijos de labels (o simbolos) y data values del problema de downward XPath:
Y5y A (recordemos que X es finito, mientras que A no necesariamente).

En el modelo de los data trees solo hay un tipo de eje, al cual llamaremos pown. Para
los data-graphs también usaremos dos tipos mas: ROOT y VALUE. El primero serd 1til para
distinguir la raiz en el data-graph G, mientras que el segundo sera usado para simular los
data values de los data trees. Por ende, considermos ¥, = {DOWN, VALUE, ROOT}.

Por otro lado, definimos ¥,, = ¥4 U A U {r}, donde r es un simbolo nuevo (no perte-
nenciente a Y3 ni a A) que le asignaremos a la raiz del arbol representado por cualquier
superconjunto de G. Tanto los simbolos como los data values de los data trees serdan “si-
mulados” mediante los data values de los data-graphs. Para lograr esto tendremos que dar
una cierta estructura a la familia de repairs del grafo G, y esto lo haremos mediante las
restricciones en R.

Nuestro data-graph inicial G' se define de la siguiente forma: G = (V, L, D) donde
V={v|ceX;U{r}}, Lv.,v.) = {ro0oT} para ¢ € Xs y L(v,w) = () para cualquier
otro par de nodos, y D(v.) = ¢ para ¢ € 35 U {r}. Notemos que este data-graph no tiene
ciclos, y que puede considerarse una arborescencia® enraizada en v,..

La idea es que en un superset repair valido habra algin hijo z de v, conectado a
través de un eje ROOT tal que el subédrbol enraizado en z representard un data tree que
satisface la formula de entrada ¢ para el problema de satisfacibilidad sobre downward
XPath. Por ende, tendremos que condicionar los repairs mediante R para que satisfagan
estas condiciones.

Para asegurar que todo repair siga siendo una arborescencia enraizada en v, y que no
haya agregado ningtin eje ROOT podemos usar las siguientes expresiones:

" Qeonnected = (UF-7%)*: el grafo subyacente esté conectado.
" QpoCycles = € = —T: el grafo no tiene ciclos dirigidos.
QQorlparents = - - - = € Todo nodo tiene uno o ningun ancestro.

" Voot = [r=] = —(_7): El nodo v, no podra tener ejes entrantes (y por ende serd una
raiz).

» YrootEdges = {(droor) = [r~]: Todo eje RoOT debe partir desde v,..

5 Una arborescencia es un digrafo G = (V, E) tal que |E| = |V| — 1, su grafo subyacente es un arbol y
hay un nodo r desde el cuél se puede alcanzar cualquier otro nodo del digrafo, respetando el sentido de los
ejes.
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En algunas restricciones usamos la expresién _~ que no esta incluida en la gramatica
de Reg-GXPath. No obstante, puede ser simulada enumerando toda label e € ¥, como e~
dado que X, es finito.

Es facil convencerse que todo data-graph que satisfaga estas expresiones tendra que
ser una arborescencia enraizada en v,. Para empezar, el data-graph es conexo (ignorando
el sentido de los ejes) debido a onnected- Aparte no puede tener ciclos dirigidos debido
a QpoCycless Y tampoco ciclos no dirigidos debido a cgoriparents: si hubiera un ciclo no
dirigido entonces habria un nodo en el ciclo con dos ejes entrantes a él, lo cual impide esta
regla. Esto ya obliga al data-graph a ser una arborescencia, y por ende a tener una raiz.
Es entonces cuando la regla v,.,,; obliga a que el nodo v, no tenga ancestros, y por ende
a que sea la rafz del data-graph. La regla 1,00t Edges €8 Util para luego enunciar la formula
¢’ de forma més concreta.

Ahora también tenemos que condicionar a los data-graphs de tal forma que todo nodo
tenga un data value y un simbolo a la vez. Para esto, cada nodo tendra como dato un
valor en X, pero a su vez del nodo saldré un eje de tipo vaLUE dirigido hacia un nodo que
poseerd un valor en A (a estos nodos los llamaremos nodos valor). Para que esto siempre
ocurra alcanza con pedir que: (1) Los nodos del “drbol principal” solo contengan valores
de X5, (2) Ningtin nodo valor pueda tener hijos, (3) Todo nodo valor debe tener un data
value de A y (4) todo nodo del arbol tiene que tener un tnico eje hacia un nodo valor.
Podemos forzar estas condiciones con las siguientes reglas:

» 1 =lpdwndroor [1~] = V [¢7]: Los nodos del “4rbol principal” son justamente
cEX
aquellos alcanzables desde v, mediante un eje ROOT y otros DOWN. Esta regla fuerza

a estos ejes a tener como dato un valor en X;.

s o= A [¢7] = “{bown) A “{{varue): Como los nodos valor son los que tienen
cexU{r}
valores en A = ¥, \ (35U {r}) pedimos que estos no puedan tener ejes salientes (en
particular no pueden tener ejes RoOT salientes debido a la regla Voot Edges)-

= Y3 = (oaon) = A [¢7]: Si un nodo es nodo valor (i.e. tiene un eje de label
c€XsU{r}
VALUE entrante) entonces tiene un dato en A.

= Yt = \/ [¢7] = (lvarus): Si un nodo pertenece al arbol principal entonces tiene un
CcEXg
dato perteneciente a .

Y3 =lvarvedvarus= € Ningtin nodo tiene dos ejes VALUE salientes.

Veamos por qué estas reglas alcanzan, asumiendo que nuestro data-graph ya es una
arborescencia. El arbol principal definido como aquellos nodos alcanzables mediante ejes
pOWN (luego de salir de la raiz mediante un eje ROOT) tienen siempre un valor en 3 debido
a 1. Todos ellos tienen un eje saliente de label vaLUE debido a 1}, y este es tinico debido
a 2. Estos nodos tienen un dato en A gracias a 13, y no tienen ejes salientes a causa de
1. Por lo tanto, el data-graph tiene la estructura que queremos.

Ahora tenemos que adaptar la férmula de entrada de XPath ¢ a nuestro contexto.
Definimos una funcién f : X Path(l*,=) — Reg-GXPath tal que:

o f(e)=c¢
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(e] o (e] o

o

o o o

e}

(e)
R T e T

)
= <f(a) dvaLve= f(/B) \LVALUE)
(f(a) dvarve# f(B) dvarve)

o

f solo concatena un eje VALUE al final de las expresiones de comparacién (para que se
aceda al valor correcto) y reemplaza los ejes sin etiqueta |* por ejes |5 wx-

El siguiente lema prueba que f es una funcién que preserva la seméntica de las expre-
siones de XPath en nuestro contexto de data-graphs que representan arboles:

Lema 21. Sea T un data tree etiquetado (en el sentido de [21]), T' su representacidn
como data-graph, y n una formula downward XPath. Luego, 1 se satisface en la raiz de
T si y solamente si f(n) se satisface en la raiz de T'.

Demostracion. Ver el apéndice. O

Finalmente, definimos ¢, la expresién de Reg-GXPath que fuerza a los data-graphs
que representan superset repairs a contener la representacion de algin arbol que satisfaga

©:
VYsat = [17] =lroor f(¥)

En resumen, dada una expresion de downward XPath ¢ construimos un data-graph G
y el conjunto de restricciones R = Rgrpor U Raatarree U {¥sar} donde:

Rarbor - {aconnected7 anoCycles; aOorlpa'rent& wroota (ProotEdges}

RaataTree = {1/11, ¢2, 1/)37 wzh ﬁ}

El tamano de G depende de |X;]|, que es un valor finito y fijo. El tamano de R depende
linealmente de |X4| y de |¢p].

Solo nos falta probar que existe un data tree T' con raiz rp tal que rp € [¢]r siy
solamente si existe un superset repair de G' con respecto a R.

= ) Sea T un data tree con raiz rr con simbolo a € X, tal que rp € [¢]r. Sea T su
conversion a data-graph con raiz r77. Entonces sabemos que 77 € [f(¢)]77.

Ahora, unifiquemos el hijo de v, en G con simbolo a con r7+. De esta forma, estamos
cambiando al nodo v, en G por el d&rbol T También agreguemos al resto de los hijos de v,
un eje saliente de tipo VALUE hacia un nuevo nodo (un nodo por cada uno de los hijos de
vy) con algun data value de A. R es satisfecho por este data-graph, y por lo tanto existe
un superset repair de GG con respecto a R.
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<= ) Sea G’ un superset repair de G con respecto a R. Dado que G’ = Ry, por sabemos

que G’ es una arborescencia enraizada en v,. Como G’ |= 14, entonces tiene que haber

un hijo v, de v, tal que v, € [f(¢)]g. Como f(p) solo ‘baja’ (es decir, no puede subir por

los ejes y por lo tanto no puede interactuar con v,) sabemos que v. € [f(¢)]r, donde T

es la arborescencia de G’ enraizada en v.. Dado que G' = Ryutarree podemos concluir que
T es la representacién de algun data tree T” que satisface ¢ en su raiz.

O

Fijando el pardmetro R el problema sigue siendo intratable en general:

Teorema 22. Existe un conjunto de expresiones R C Reg-GXPath tal que AISUPERSET-
REPAIRReg—GXPath(R) es NP-HARD.

Demostracion. Como hicimos en el teorema 12 vamos a reducir 3-SAT a ISUPERSET-
REPAIRReg-GxXPath- Dada una formula 3-CNF ¢ con n variables y m clausulas vamos
a definir un data-graph G y un conjunto R de expresiones de Reg-GXPath tal que ¢ es
satisfacible si y solamente si G tiene un superset repair con respecto a R.

La construccion es similar a la empleada en el teorema 12. Tendremos nodos represen-
tando las clausulas, los nodos y los valores booleanos:

V= %ar ) Vclause U Vnode

donde Viyor = {T, L}, Vatguse = { ¢ | 1 <7 <m}, Vipde ={ 2 | 1 <i <n} . Cada
‘tipo’ de nodo tendra un data value distinto: definimos D(x;) = cyariables, D(Cj) = Celausess
D(L)=1LyD(T)=T.

Las labels que vamos a usar para los ejes son:

= VALUE: En un repair véalido todo nodo variable tendrd un tnico eje de tipo VALUE
apuntando a un nodo de tipo booleano. Esto definird implicitamente una asignacion
de las variables.

" APPEARS_IN; para i € {1,2,3}: la informacién de la férmula ¢ esta codificada en estos
ejes. Esto es, dada una clausula c y las tres variables v, vo y v3 presentes en c se
agregan a G un eje APPEARS_IN; por cada ¢ € {1,2,3} tal que v; aparece sin negacién
en c.

= APPEARS_NEGATED.IN; para i € {1,2,3}: igual que en el caso anterior, pero conside-
rando si la variable aparece negada en c.

Dada la descripcién de cada label es facil intuir la definicién de G:

Ei = { (x;,APPEARS_INk, ¢;) | x; es la k-ésima variable de ¢; y aparece sin negacién, para
ke{1,2,3} }
Ey = { (x;,APPEARS_NEGATED_iny, ¢;) | ; es la k-ésima variable de ¢; y aparece negada,
para k € {1,2,3} }
E=F UE,

Ahora queremos construir un conjunto R de expresiones Reg-GXPath tal que un su-
perset repair de G con respecto a R defina una asignaciéon de las variables de ¢ que la
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evalie a verdadero. Para asegurar que de cada nodo variable salga un Unico eje VALUE

podemos restringir con la siguiente expresion®.

= [C;ariable] = (<~LVALUE> A <~LVALUE ([J—i] \% [T:D A _‘<\LVALUE7£~LVALUE>) (3-7)

Luego, usamos la siguiente expresiéon para asegurarnos de que cada clausula quede
satisfecha por la asignacion de las variables definida por los ejes VALUE:

1/}2 = [Cjause] = \/ \I’ZPPEARS,INk\l’VALUE [T:]\/ l’;PPEARS,NEGATEDJNk\J’VALUE [J-:] (3'8)
ke{1,2,3}

Tenemos que evitar también dos situaciones.

Primero, en el repair se podrian agregar ejes APPEARS que no estaban en el grafo G. Por
ejemplo, si ¢; tiene un eje dirigido hacia él con label APPEARS_IN; entonces no queremos
que en ningin repair aparezca un eje APPEARS_NEGATED_INy, incidiendo en ¢; (en general,
solo queremos que se agreguen los ejes de label VALUE).

Para lograr esto definimos:

V3 = [Calquse] = /\ (L appearsing) V {4 APPEARS_NEGATED N, ) (3.9)
kel,2,3

Segundo, no queremos que un nodo cldusula c¢; tenga dos ejes APPEARS_INj, incidiendo
a él. Para evitar esto definimos el siguiente conjunto de expresiones:

k _
aq :\LAPPEAR,S,IN;C\LAPPEARSJNk3 € (3.10)

k o —
(&) _\LAPPEARS,NEGATEDJN}C\I/APPEARS,NEGATED,IN,C3 €

para k € {1,2,3}.

Supongamos que una cldusula c; tiene dos ejes incidentes de label APPEARS_INy desde v
y w. Entonces el par (v,w) no cumplirfa la condicién impuesta por ai. De la misma forma,
este conjunto de expresiones considera cada caso posible de ejes de tipo APPEARS_IN.

Finalmente, R = {11, %2, ¥3} U {aF | i € {1,2},k € {1,2,3} }. Claramente G y R pue-
den ser construidos en tiempo polinomial dado ¢. Ahora probaremos que ¢ es satisfacible
si y solamente si existe un superset repair de G con respecto a R.

—> ) Supongamos que ¢ es satisfacible, y sea f una asignacién de sus variables que la
satisface. Dado G agregamos por cada variable x; el eje (z;, VALUE, f(z;)). El grafo resul-
tante satisface R, dado que la unica regla no satisfecha originalmente era v, y arreglamos
esta agregando los ejes de tipo VALUE. Este agregado no puede afectar la satisfacibilidad
del resto de las reglas porque no dependen de los ejes de tipo VALUE dentro del grafo. Este
nuevo data-graph es un superset de G y es consistente respecto a R, lo cual implica que
existe un superset repair de G con respecto a R.

<= ) Sea G’ un superset repair de G con respecto a R. Cada nodo variable original
de G estd presente en G', y dado que vale 1); sabemos que tienen un eje saliente de tipo

5 En realidad con esto aseguramos no haya dos ejes VALUE apuntando a nodos con data values distintos.
Podria pasar que en el superset repair se agregue un nodo con dato L o T y que un nodo variable tenga
dos ejes salientes VALUE hacia dos nodos con el mismo dato 1L o T.
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VALUE, y que estos ejes VALUE estan dirigidos a los nodos L o T. Luego definimos una
valuacién de las variables de ¢ f como f(z;) = T si y solamente si el nodo z; tiene un eje
VALUE entrando al nodo con data value T en G’.

Ahora probemos que esta valuacion satisface ¢. Gracias a ai-“ y 13 sabemos que ningin
eje de tipo APPEARS fue agregado a los nodos cldusula originales. Luego, ya que vy es
satisfecha en G’, sabemos que cada cldusula ¢; contiene una variable sin negacién que
evalia a verdadero mediante f o bien una variable que estd negada en c¢; y evalda a falso.
Esto implica que la valuacién f satisface ¢, lo cual termina la demostracion.

O

En la ausencia de data tests cualquier data-graph G tiene un superset repair si con-
sideramos solo conjuntos de expresiones en el fragmento positivo de Reg-GXPath. Esto
ocurre porque podemos agregar ejes con todos los labels [ € Y. entre cada par de nodos
v,v" € Vg y el grafo resultante va a satisfacer cualquier restriccién. Intuitivamente, para
satisfacer la expresién hay que encontrar un camino testigo, y como de cada nodo se puede
tomar cualquier edge label entonces va a ser posible trazar cualquier camino.

Por lo tanto, la complejidad en el problema surge al momento de hacer data tests o data
equalities. Antes de avanzar, definimos algunos conceptos relacionados a estas expresiones:

Definicion 23. Sea n una expresiéon de Reg-GXPath. Definimos el conjunto de data values
presente en 1 como el conjunto de todos aquellos ¢ € ¥, tales que la subexpresién [¢~] o
[¢#] es empleada en 7. Lo definimos como £7.

De la misma forma definimos el conjunto de data values empleado en un conjunto de

expresiones de Reg-GXPath R como IR = J 7.
neER

También denotamos al conjunto de data values empleados en un data-graph como Eg.

Aunque ¥, puede ser infinito, cuando consideramos solamente expresiones de Reg-GXPathP??
podemos ver que vale lo siguiente:

Lema 24. Sea G un data-graph y R un conjunto de expresiones Reg-GXPathP?®. Si existe
un superset repair G' de G con respecto a las restricciones R, entonces hay otro superset
repair H que solo usa data values en LE U XS y a lo sumo dos extra data values no
mencionados en R.

Demostracion. La idea principal de este lema es que no se necesitan muchos data values
mas que aquellos en E,}f, lo cual es intuitivo: si la subexpresién [¢~]| no estd en ninguna
formula de R entonces no hace falta tener un nodo con dato c en el data-graph. En realidad,
solo hacen falta més debido a que podria haber una subexpresién de la forma (« # ),
la cual requiere que el data-graph contenga al menos dos datos distintos. Lo interesante
es que alcanza con dos datos distintos, debido fundamentalmente a que si agregamos
todos los ejes posibles entonces desde cualquier nodo siempre vamos a poder satisfacer la
férmula (o # () yendo a los dos nodos con datos distintos.

Esta demostracion requiere de un enorme trabajo técnico (o més bien no encontramos
ninguna forma limpia de hacerla). En el apéndice estén los detalles. O

Este lema nos permite hacer la siguiente observacion:

Observaciéon 25. Si existe un superset repair G con respecto a R, entonces existe un
superset repair de G con respecto a R que usa una cantidad de data values distintos que
depende linealmente de |G| + |R)|.
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Notemos que esta observacion no implica la existencia de un superset repair de tamano
lineal en |G|+ |R|: podria pasar que haya una cantidad exponencial de nodos con el mismo
data value. Sin embargo, podemos ‘colapsar’ todos los nodos con el mismo data value
preservando ciertos ejes de tal forma que el grafo resultante siga satisfaciendo cualquier
expresion de Reg-GXPathP?® que ya era satisfecha en el grafo original:

Lema 26. Sea G un data-graph que satisface una restriccion de Reg-GXPathP®® 7. Sea Vy
el conjunto de nodos de G con el mismo data value d. Si definimos un nuevo data-graph

H donde
Vi = (Vo \ Vi) U{va}
Ly(v,w) = Lg(v,w) Yv,w € Vg \ Vy
Ly(v,vg) ={e € X, | 3w € Vy tal que e € Lg(v,w)} Yv € Vg \ Vy
Ly(vg,v) ={e€ X, | Jw eV tal que e € Lg(w,v)} Yv € Vg \ Vy
L (vg,vg) = {e € X, | w1, ws € Vy tal que e € L(wy,w2)}
Dy (v) = Dg(v) Vo € Vo \ Vg
Dp(vg) =d

entonces H satisface 7.

Demostracion. En el nuevo data-graph colapsamos todos los nodos con dato d en un tnico
nodo. Notemos que esto no afecta a las expresiones de Reg-GXPath??® debido a que estas
ignoran la “identidad” de los nodos, y solo pueden ver el data value. Aparte en el colapso de
los vértices agregamos todos los ejes necesarios para preservar los caminos que satisfacen
las expresiones. Como antes, los detalles estan en el apéndice. O

Como ya mencionamos, en el grafo H el conjunto de nodos V; fue colapsado en un tnico
nodo vg, preservando todos aquellos ejes incidentes a Vj (esta operacién suele llamarse
‘contraccién de vértices’). Usando estos dos lemas, podemos probar el siguiente hecho ttil:

Teorema 27. Sea G un data-graph y R un conjunto de expresiones de Reg-GXPathP?®.
St hay un superset repair G con respecto a R, entonces existe un superset repair de G con
respecto a R de tamano polinomial en |G|+ |R).

Demostracion. Vamos a definir un data-graph H tal que G C H, H = R, y el tamano de
H depende polinomialmente de |G| + |R|. Esto alcanza para probar el teorema.

Sea G’ un superset repair de G con respecto a R que usa un nimero de data values que
depende linearmente de |G|+ |R| (un superset repair de estas caracteristicas siempre existe
debido al lema 24 y la hipétesis). Ahora, para cada data value ¢ € £¢" \ £, podemos
‘contraer’ todos los nodos con data value ¢ a un tnico nodo. Sea H' el grafo resultante
tras contraer esos nodos. Notemos que H' satisface R debido al lema 26.

Para cada otro nodo v € Vi \ Vg en H' que tiene un data value en 2§ podemos
‘contraerlo’ con el nodo perteneciente en G con el mismo data value. Este nuevo grafo es
el H que estamos buscando, dado que una vez mas, gracias al lema 26, H satisface R y
el niimero de nodos de H es exactamente |Vg| + |2\ B¢, que depende linealmente de

|G| + |R|. Por ende el tamano de H puede ser a lo sumo cuadratico en |G| + |R)|.
O
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Este tltimo teorema muestra que el problema ISUPERSET-REPAIR(Reg-GXPathP??)
estd en NP, dado que podemos pedir el superset repair como testigo. Pero mas atn, po-
demos usar su demostracién para definir un algoritmo que compute un superset repair
del data-graph G. Si existe tal superset repair de G con respecto a R entonces hay un
‘pequeno’ grafo H tal que H = R y H tiene una estructura muy especifica: los tnicos
nodos agregados a G para obtener H se corresponden con algiin data value que no estd
presente en GG pero si en R, junto a potencialmente uno o dos data values més (de ahora
en mas llamaremos a esta estructura de un supergrafo de G la forma estdndar de un su-
perset repair). Esto significa que podemos encontrar un data-graph minimal (con respecto
a inclusién de nodos) H' que satisface H' = R y G C H' iterando sobre todos los posibles
subconjuntos S de (XFU{c,d})\ 2§ (donde c y d son los ‘nuevos’ data values mencionado
en el lema 24), agregando un nodo a G por cada data value en S y cada posible eje entre
todo par de nodos, y verificando luego si el data-graph resultante satisface R.

Si ninguno de estos data-graph satisface R entonces podemos concluir en base al teo-
rema 27 que no existe un superset repair. Caso contrario, luego de computar el data-graph
minimal (respecto a la inclusién de nodos) H' podemos encontrar un repair quitando ejes
iterativamente de H': si después de quitar un eje e de H' sucede que R ya no es satisfecha
entonces usando el lema 14 sabremos que no hay un superset repair de H’ sin el eje e
que satisfaga R (y que siga siendo un data-graph que contenga a G). Esto implica que
podemos estar seguros que e va a ser parte del repair final.

Teniendo en cuenta todas estas observaciones podemos definir el siguiente algoritmo:

Algorithm 2 SupersetRepair(G, R)
Require: G es un data-graph y R un conjunto de expresiones Reg-GXPathPo?.

1: for S € P(XEuU{c,d}\2%) do

2:  H « buildGraph(G, S)

32 if H = Rand H C H' then

4: H « H

5:  end if

6: end for

7: if H' no est4 inicializada then

8: return ‘No existe un superset repair’
9: end if
10: for e € Er \ Eg do
11: if (VH’7 Ey \ {6}, DH’) ): R then
12: H (VH/,EH/\{G},DH/)
13:  end if
14: end for
15: return H’

El primer for va a ser ejecutado a lo sumo 25 +2 yeces. Si >, es finito, entonces este
numero de operaciones va a ser constante (pues Ef‘ < ¥, <k con k una constante). De
otra forma, podria depender exponencialmente de |R|. Todo lo que estd dentro del loop
principal puede ser computado en tiempo polinomial gracias al teorema 11. El segundo
loop va a correr a lo sumo (|Vg| + £F)? veces, lo cual es cuadrético en el tamaiio la de
entrada. Dado que el algoritmo es correcto, podemos concluir que:

Teorema 28. Hay un algoritmo que dada un data-graph G y un conjunto de expresiones
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Reg-GXPathP°® computa en tiempo polinomial un superset repair de G con respecto a R si
Y es finito.

Si Y, es infinito todavia podemos computar un superset repair en tiempo polinomial si
R esta fijo.

Si no restringimos de ninguna forma el problema este se vuelve una vez més intratable:

Teorema 29. El problema ISUPERSET-REPAIRgey-cxPathros €5 NP-COMPLETO en
general.

Demostracion. Reducimos el problema 3-SAT a una instancia de ISUPERSET-REPAIR (Reg-GXPathP?*)
donde |R| depende de la férmula de entrada al problema 3-SAT y X, estd fijo y es infinito
(si no se cumple alguna de estas dos condiciones entonces el algoritmo 3.2 resolveria el
problema en tiempo polinomial). Usaremos ¥, = {pown} y ¥, = {z; | i € N} U {—z; |
i € N} U {null}.
Dada la férmula en 3-CNF ¢ con n variables y m clausulas definimos el data-graph
G = (V,L, D) donde:

Vo = {v}
L(v,v) =10
D(v) = null

Queremos que todo superset repair de G represente una valuacién (o por lo menos una
valuacién parcial) de las variables x;. Intuitivamente consideraremos que una variable x;
evalia a T dado un superset repair G’ si existe un nodo en G’ con data value z;, y evalia
a L si existe un nodo en G’ con data value —z;.

Para obtener una valuacién vélida alcanza con lograr que z; y —x; no estén nunca
presentes en un mismo repair. Para lograr esto definimos las siguientes restricciones:

ai = ([#7] bows [ DU (7] Lhown (a7 U (@07 ] pown [227]) - (3.10)
donde i itera sobre 1 < i < n. La expresion definida por 3.11 no puede ser satisfecha
por ningun grafo que tenga data values x; y —x; para algin i: notemos que en ninguna de
estas tres subexpresiones el camino puede terminar y empezar en x; y —x; respectivamente.
En particular esta formula fuerza al grafo a ser fuertemente conexo.
Luego agregamos algunas restricciones para asegurar que en todo superset repair la
valuacion definida implicitamente satisfaga a todas las clausulas:

i = (ows [()7] How) U Hows 1(@)7] Hows) U Fhows ()7 diows)  (3:12)

donde j itera sobre 1 < j < my c}c es el k-ésimo literal que aparece en c;: z; o —~x;,
para algin ¢. Cualquier repair de G va a satisfacer todas las restricciones de 3.12, lo que
implica que en la valuacién definida por cualquier repair toda clausula contendrd un literal
que evalie a verdadero.

En resumen, definimos R = {o; | 1 < i < n} U {¢; | 1 < j < m}. Ahora probamos
que ¢ es satisfacible si y solamente si GG tiene un superset repair con respecto a R.

=) Sea f la valuacién de las variables de ¢ que evalia ¢ a verdadero. Definimos el
data-graph H = (V, Ly, D) como:
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Ve ={viU{z; |1<i<ny f(z;) =TU {2 [1<i<ny f(z;) =1}
L(a,b) = X, para todo a,b € Vg

D(v) = null
D(x;) = z; para todos los nodos z; € V
D(—x;) = —x; para todos los nodos —z; € Vi

Toda expresién «; es satisfecha, dado que no hay ningin par de nodos con data values
‘opuestos’ y el data-graph estd totalmente conectado. Las expresiones 1; también estan
satisfechas debido que para todo c¢; hay algun literal en la cldusula que evalia a verdadero
presente como data value en H. Como G C H y H |= R entonces existe un superset repair
G’ de G con respecto a R.

<= ) Sea G’ un superset repair de G con respecto a R. Definimos una valuacién de
las variables de ¢ considerando los data values presentes en G’. Si el data value z; estd
presente entonces f(z;) = T, y caso contrario definimos f(z;) = L. Observemos que como
«; es satisfecha para todo 7 esta es una valuacién correcta. También notemos que como );
es satisfecha para todo j esta valuacién hace que todas las clausulas evalien a verdadero.

Tomemos una cldusula arbitraria ¢;. Dado que 1; es satisfecha en G’ luego alguno de
los literales xi para k € {1,2,3} tiene que aparecer como data value en G’. Si hay un
literal positivo (es decir, sin negacién) entonces es evaluado como verdadero a través de
[,y ¢j es satisfecha. Caso contrario hay un literal negativo de ¢; como data value en G,
y evalia a falso a través de f, por lo que ¢; evalia a verdadero. Esto muestra que ¢ es
satisfacible.

O
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4. ENCONTRANDO REPAIRS CON CRITERIOS DE
PREFERENCIA

Ya hemos observado que dado un data-graph G y un conjunto de restricciones R puede
existir mas de un repair. En algunas aplicaciones ciertos repairs podrian ser preferibles en
funcién de algun valor concreto de los datos que contiene o de la estructura que preserva.
En esta seccion se proponen dos criterios de preferencia distintos para intentar priorizar
algunos repairs sobre otros. El primero estd basado en la asignacién de pesos, mientras
que el segundo en generar un orden sobre data-graphs partiendo de uno sobre los edge
labels y data values.

4.1. Preferencia basada en pesos

Como se hace en [14] para Logicas de descripcion (Description Logic Knowledge Bases)
definimos una nocién de pesos sobre data-graphs, que puede ser trasladada a un sistema
de preferencias a través de un “puntaje” que se asigna a cada data-graph.

Pesos sobre ejes y data values Al considerar un criterio para elegir sobre un conjunto
de repairs un primer enfoque es considerar que algunos edge labels o data values son
“preferibles” en el repair a otros. Para traducir esta idea le asignamos pesos a los distintos
labels y data values, y esto define naturalmente un peso que se le asigna al data-graph
completo. Luego se puede elegir el data-graph perteneciente al conjunto de repairs que
maximice (o bien minimice) el peso definido a partir de los pesos de los “elementos” del
data-graph.
Definimos entonces una funcién sobre edge labels y data values:

w: Y. U, >N

(donde U denota la unién disjunta).
Extendemos luego la funcién a un data-graph cualquiera G = (V, L., D) definido sobre
Ye ¥ 2y COMO:

w@= | > wk |+ wbD)

z,y€V \z€Le(z,y) zeV

Finalmente, decimos que G1 <,, G2 si y solamente si w(G1) < w(Gs), en cuyo caso
decimos que G es w-preferido por sobre Gs.

Comentario 30. Notemos que una funcién que asigne el mismo peso a todos los elementos
del grafo termina definiendo una preferencia basada en la cardinalidad del repair. Es
sabido que la complejidad de los problemas de razonamiento que usan como criterio de
optimalidad la cardinalidad suelen ser intratables [28, 29]. Por lo tanto, es esperable que
los problemas de razonamiento con este criterio de preferencia no admitan algoritmos
eficientes.

Por otro lado, asignar un peso alto a los data values va a hacer que, para el caso de
superset repairs, agregar ejes sea mas conveniente a agregar nodos; mientras que para el
caso de subset repairs eliminar nodos va a ser preferible a eliminar ejes.

33
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Ejemplo 31. Consideremos un contexto en el cual los data-graphs representan redes
fisicas, y donde los ejes representan conexiones que pueden ser de dos calidades distintas
(por ejemplo, variando robustez, seguridad o resistencia a ataques) las cuales se denotan
como lrow ¥ dman-

Sea R = {aconnected,dim O‘Zl%good} un COIljllIltO de restricciones, donde Qconnected_dir = -
expresa la nocién de conexién dirigida, y Q21— good =lrowdrow=dmendrow U lrowdmicn
U dmendimen U dmen U low U € establece que si un nodo es alcanzable mediante dos ejes
de baja calidad luego también tiene que ser posible alcanzarlo por un ‘buen’ camino, lo
cual quiere decir que puede ser alcanzado en un paso o bien en dos empleando algtin eje
de alta calidad.

Podriamos definir una funcién de pesos que asigne distinta prioridad a ambos tipos
de ejes y a las distintas construcciones representadas por los nodos. Por ejemplo, podria
asignarle un peso uniforme a todos los data values, definiendo w(x) = 20; un costo bajo a
los ejes de baja calidad, definiendo w(|Low) = 1; y un costo alto a los ejes de alta calidad,
definiendo w({uan) = 5.

Ahora, dado un data-graph G que no satisface las restricciones, un superset repair
w-preferido puede ser interpretado como la forma maés costo-eficiente de crear un superset
de la red que respete las restricciones estructurales de R y a la vez minimizando el costo
de construccién definido por w. Para un ejemplo concreto, ver las figuras 4.1, 4.2, y 4.3.

Fig. 4.1: Un data-graph que no satisface las restricciones ciconnected_dir N (21— g00d del ejemplo 31:
no estd conectado (interpretado como un grafo dirigido), y el par (c,e) estd conectado a
través de dos ejes | ow pero no puede conectarse a través de un ‘buen’ camino.
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low

Fig. 4.2: Un posible w superset repair con respecto al ejemplo de la figura 4.1; notemos que si se
remueve cualquier eje de este grafo entonces el data-graph resultante no satisface R. El
peso asociado a este repair es el peso del data~graph original mas 1 4+ 5 (de los ejes LOW
y HIGH agregados).

low

Fig. 4.3: Un w-preferred superset repair con respecto al ejemplo de la figura 4.1. El peso adicional
asociado a este repair es 2, y puede ser demostrado que no hay ningin otro superset repair
cuyo peso adicional sea menor a 2.

Computando repairs w-preferidos Definimos el siguiente problema:

PROBLEMA: Computo de x-repair w-preferido

InpUT: Un data-graph G y un conjunto R de expresiones en L.
OuTpPUT: Un *-repair G’ de G con respecto a R y w-preferido por
sobre todos los otros x-repairs.

donde x € {C, D}. La funcién w estd fija, y debe ser una funcién ‘facil’ de computar.
Esto es, consideramos que dada una codificacién razonable de z vale que w(z) < 2v()
para todo z y algin polinomio p; y que el resultado de w(x) puede ser computado en
tiempo polinomial en funcién del tamano de x. Pueden hacerse otras restricciones a w
(por ejemplo, que w(x) < ¢(|z|) para algin polinomio ¢) dependiendo del tipo de sistema
de pesos que se quiera modelar, pero notamos que, sin ningin tipo de restriccion, w podria
incluso ser incomputable.

Ahora estudiamos el problema para subset y superset repairs por separado.
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4.1.1. Subset repairs w-preferidos

En el contexto de subset repairs es mas razonable querer maximizar el peso de los
repairs en vez de minimizarlo. Esta intuicién se basa en la idea de que queremos preservar
el mayor ‘valor’ posible del data-graph G original.

Damos un problema de decisién relacionado al cémputo de subset repairs w-preferidos:

PROBLEMA: Computo de un C-repair K w-preferido

InpPUT: Un data-graph G, un natural K y un conjunto R de expresio-
nes de L.

OuTPUT: Existe un subset repair G’ de G con respecto a R tal que
w(G) > K?

Observacion 32. Hay un algoritmo polinomial para resolver el problema de computar
un C-repair w-preferido si y solamente si existe un algoritmo polinomial para resolver el
problema de decidir si existe un subset repair K w-preferido.

Demostracion. Solo hay que seguir la estrategia cldsica para pasar de problemas de de-
cision a problemas de busqueda. La direccion = es trivial. Para la otra, podemos
encontrar el valor del repair 6ptimo M haciendo busqueda binaria en el valor del repair.
Luego, podemos encontrar los nodos y ejes que pertenecen al repair objetivo iterando so-
bre los distintos elementos del grafo, quitandolos, y verificando mediante el problema de
decision si sigue existiendo el subset repair M-preferido contenido dentro del grafo resul-
tante. Este algoritmo hace una cantidad polinomial de consultas al problema de decisién
y finalmente realiza una cantidad polinomial de operaciones. ]

El problema de decisién estd claramente en NP, y es mas general que el problema
F-SUBSET-REPAIR, lo cual implica que decidir si existe un C-repair K w-preferido es
un problema NP-COMPLETO cuando £ contiene todas las expresiones de Reg-GXPath o
bien las expresiones de camino de Reg-GXPathP?*. Notemos que si solo se consideran las
expresiones de nodo de Reg-GXPathP?® entonces hay un tnico repair, lo cual implica que
este problema se puede resolver en tiempo polinomial en ese caso.

Teorema 33. El problema de computar un C-repair K w—preferido es NP-COMPLETE
cuando L contiene Reg-GXPath o el conjunto de expresiones de camino de Reg-GXPathP®s.
Puede ser resuelto en tiempo polinomial (con el mismo algoritmo empleado para resolver
el problema de encontrar un subset repair cualquiera) si L contiene solo expresiones de
nodo de Reg-GXPathP®s.

4.1.2. Superset repairs w-preferidos

Consideremos el problema de decisién que planteamos para subset repairs, pero ahora
en el contexto de superset repairs:

PROBLEMA: Computo de un D-repair K w-preferido

InpPUT: Un data-graph GG, un natural K y un conjunto R de expresio-
nes de L.

OuTPUT: Existe un superset repair G’ de G con respecto a R tal que
w(G") < K?
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Si bien no estd claro que podamos hacer una observacién analoga a 32 para este
problema, es facil ver que si existe un algoritmo para computar superset repairs w-preferido
entonces se podria resolver el problema de decision que recién plateamos, y por lo tanto
podemos derivar cotas inferiores del problema de busqueda estudiando nuestro problema
de decision.

Cuando se usa el poder completo de Reg-GXPath obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 34. Si L O Reg-GXPath entonces existe un conjunto R tal que el problema de
decidir si existe un superset repair K w-preferido es NP-HARD.

Demostracion. Observemos que si asignamos valores adecuados a los edge labels y node
values del grafo usado en la demostracién del teorema 22 podemos forzar a que todos los
superset repairs solo puedan agregar ejes con label VALUE a los nodos variable. Esto implica
que podemos reducir el problema 3-SAT al de decidir si existe un D-repair K w-preferido
incluso cuando R esta fijo. O

Para el caso de Reg-GXPathP?®, notemos que el repair de tamano polinomial que
construiamos en funcién del teorema 27 no agregaba ni ejes ni nodos al repair original (la
contraccién de nodos borraba nodos y no podia aumentar la cantidad de ejes, dado que
cada eje que agregdbamos al nodo producto de la contraccién se correspondia con alguno
incidente en uno de los nodos contraidos). Es decir, si existe un repair w-preferido de G
con respecto a R entonces este tiene tamano polinomial en funcién de |G| y |R| (cuando
se consideran solo expresiones de Reg-GXPathP??).

Esto nos permite concluir facilmente que el problema de decisién estd en NP para este
caso (podemos pedir el superset repair w-preferido como testigo). Ahora probamos que el
problema también es NP-HARD.

Teorema 35. FEuxiste un conjunto de expresiones de nodo de Reg-GXPath?®® R tal que el
problema de decidir si existe un superset repair K w-preferido es NP-HARD.

Demostracion. Reducimos 3-SAT al problema K w-preferido con un R fijo. Para la re-
duccién consideramos ¥, = {VALUE_OF, APPEARS_IN, APPEARS_NEGATED_IN} y %,, = {clause,var, T, L},
con la misma semantica que en la demostracién del teorema 12. Definimos la funcién de pe-
sos w como w(c) = 2 para ¢ € X, U{APPEARS_IN, APPEARS_NEGATED_IN} y w(VALUE_OF) = 1.
Dada una férmula en 3-CNF ¢ con n variables y m clausulas construimos un data-
graph GG, un conjunto de expresiones de nodo de Reg-GXPath?’® R y un nimero K tal
que ¢ es satisfacible si y solamente si G tiene un superset repair G’ con respecto a R tal
que w(G') < K.
El grafo es similar al empleado en el teorema 12, y lo definimos como G = (Vg, Lg, Dg)
donde:

Ve={zi|1<i<n}U{c |[1<j<m}U{L, T}

{APPEARS_IN, APPEARS_NEGATED_IN} if z; and —x; appear in ¢;
Lo ) {apPPEARS_IN} if 2; appears in ¢;

G\Zi, Cj) = . .
{APPEARS_NEGATED_IN} if —a; appears in ¢;

() otherwise
L¢(v,w) = () para todo otro par de nodos v,w € Vg
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D(L)=1,D(T)=T
(aﬁ)—varpara1<z<n
j) = clause para 1 < j <m

D(c

La estructura de ¢ esta codificada en los ejes de tipo ApPEAR. Tomamos K = w(G) +n,
y queremos que cualquier superset repair de GG con respecto a R con peso K codifique una
asignacién de los nodos variable usando los ejes VALUE_OF. Para hacer esto usamos las
expresiones de Reg-GXPathP?®

P = <[UCLT7A]U Ivarue_or [T]U \LVALUE,OF [J—D (4-1)

¢2 = <[Clause7é]u l’;PPEARS,IN\LVALUE—OF [T]U \I/ZPPEARS,NEGATED,IN‘LVALUE—OF [J-]> (4'2)

La expresién 4.1 fuerza a que todos los nodos variable tengan un eje de label VALUE
dirigido a un nodo booleano, mientras que la expresiéon 4.2 fuerza a todas las clausulas
a estar “satisfechas” en todo repair de G. Por lo tanto, definimos R = {t1,12}. Ahora
probamos que ¢ es satisfacible si y solamente si G tiene un superset repair con respecto a
R con peso a lo sumo w(G) + n.

—> ) Sea f una valuacién de las variables de ¢ que evalia ¢ a verdadero. Luego
agregamos ejes a G de la siguiente forma: si f(xz;) = T agregamos el eje (x;, VALUE_OF, T ),
y caso contrario el eje (x;, VALUE_OF, L ). Este grafo satisface ambas expresiones de R y
tiene costo w(G) + n, dado que w(VALUE_OF) = 1.

<= ) Sea G’ un superset repair de G con respecto a R con peso a lo sumo w(G) + n.
Como todo superset repair de G tiene que agregar por lo menos n ejes de label VALUE y
estos tienen costo 1 sabemos que G’ tiene que ser exactamente el grafo original G' con n ejes
VALUE agregados (uno por cada nodo variable). Por lo tanto podemos definir una valuacién
sobre las variables de ¢ usando estos ejes: si el eje (x;, VALUE_OF, T) estd presente en G’
tomamos f(z;) = T,y caso contrario f(z;) = L. Como v es satisfecha en G’ entonces
esta valuacion satisface ¢.

O

Concluimos finalmente que:

Corolario 36. El problema de decidir si existe un superset repair K w-preferido NP-
COMPLETO cuando £ O Reg-GXPathP°s.

Observemos que sin pesos el problema podia ser tratable bajo ciertas condiciones
(con X, finito o bien R fijo), por lo que el criterio de preferencia afecté la complejidad
computacional del problema en el caso de superset repairs.

4.2. Preferencia basada en multiconjuntos

Ahora vamos a introducir un criterio de preferencias basado en un orden sobre multi-
conjuntos. Especificamente vamos a construir, dado un orden sobre los elementos de los
data-graphs (i.e. sobre los data values y edge labels), un orden sobre los multiconjuntos
que representan a los grafos. Notemos que al representar a un data-graph como un multi-
conjunto se pierde la capacidad de detectar propiedades topoldgicas asociadas con la forma
en que estan distribuidos los ejes.
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Dado un conjunto A, su conjunto de multiconjuntos finitos M~ (A) se define formal-
mente como

Mooo(A)={f: A= N|{z]| f(z) #0} es finito}.

Intuitivamente un multiconjunto finito sobre A es simplemente una funcién de A a N
que tiene una finita cantidad de valores para los que es no nula. Dados dos multiconjuntos
M, M> es comtn usar la notacion M; U My para denotar al multiconjunto M; + My v
también representar a los multiconjuntos como conjuntos con elementos repetidos (por
ejemplo, {0,3,3,4,4,4,10}).

Dado un orden parcial estricto (A, <) se puede definir un orden sobre M. (A) (i.e. la
extensién a multiconjuntos (Mcoo(A), <mset)) de la siguiente forma (tomada de [18, 24]):

My <pset Mo <= My # My y para todo x € A, si My(x) > Ms(x), entonces existe un
ye Atal que z <yy M(y) < Ma(y).

Intuitivamente, M; <;set Ma si para todo valor de z ocurre que Mp(z) < Ms(x)
(salvo para algtin x en donde la desigualdad es estricta) o bien si hay algin x para el que
M;i(x) > Ms(x) entonces hay algin y més adelante en el orden (es decir, tal que x < y)
que cumple M (y) < My(y). Podemos pensarlo de la siguiente forma: si bien M; le gana
a My en x, My pierde contra Ms en y, y y es mas “importante” que x (ya que x < y).
Cuando (A, <) es un orden total esta definicién es equivalente a

My <mset Mo < M # My y, sid=méx{z € A| Mi(z) # Ma(z)}, tenemos que
My(d) < Ma(d).

Ejemplo 37. Considerando los multiconjuntos M (N) tenemos que {0,0,0,1,1, 1,2} <;set
{2,2}.

Si (A, <) es un orden parcial estricto (resp. total) entonces (Mcoo(A), <mset) €S un
orden parcial (resp. total). Si (A, <) es un orden bien fundado! entonces también lo es
(M<00(A>7 <mset)[18]-

Generando un criterio de preferencia a partir de un orden sobre multiconjuntos Primero
consideramos el caso en el cual hay un orden parcial sobre los edge labels y los data values,
el cual queremos “elevar” a un orden sobre multiconjuntos para poder definir una nocién
de preferencia sobre data-graphs.

Definicién 38. Dado un data-graph G = (V, L, D), definimos su multiconjunto de
edge labels y data values como el multiconjunto:

M= |J Le(x,y) U | D)

z,ycV eV

Definiciéon 39. Sean G, G> dos data-graphs sobre ¥, y 3,, y sea < un orden parcial
definido sobre la unién (disjunta) ¥, U %,,. Decimos que G1 <gmset G2 (G1 es multiset-
preferido por sobre Gg) si:

Gi\/l <mset Gé\/l

Decimos que G| =gmset Go si:
M _ M
G =Gy

! Es decir, para todo S C A, si S # () entonces existe un m € S tal que no hay ningin s € S tal que
s<m.
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Comentario 40. Al usar preferencias basada en multiconjuntos para los superset repairs
los edge labels o data values con una “posicién” menor en (X, <) van a ser preferibles
en los repairs. Para el caso de los subset repairs, los edge labels y data values con una
posicién alta van a ser removidos primero en caso de que haya que quitar elementos del
grafo original.

Ejemplo 41. Consideremos una base de datos que representa una regién geogréfica y los
distintos caminos que hay entre ubicaciones especifica (denotadas por los nodos). Sobre
esta base esperamos que si dos puntos estan conectados por un camino entonces también
deberia estar indicado si la conexién es mediante un camino de asfalto o bien uno de
tierra. Tomemos un orden sobre el conjunto de labels tal que DIRT < ASPHALT < ROAD, y
un conjunto de restricciones R = {0 oqd—type—specified }, que fuerza a los nodos conectados
a ‘informar’ qué tipo de camino los conecta:

Qtroad—type—speci fied = ROAD = DIRT U ASPHALT

En estas condiciones, un superset repair basado en un orden de preferencia sobre
multiconjuntos representa la asunciéon conservadora de que un camino entre dos nodos es
de baja calidad antes que de alta (ya que al buscar un superset repair agregas ejes DIRT es
preferible a los ASPHALT, sin importar la cantidad de los mismos).

Ejemplo 42. Sea ¥, = {|}, ¥, = {¢,p,r}. G consiste de un tnico nodo con data
value c. Sea R = {90’ anoCycles}a donde OnoCycles = € = FTyp=c = (<\L [R:]> v <(*L
[p=])1000,1000%) " Si nuestro orden sobre ¥, LU ¥, esta dado por |< ¢ < p < R, un superset
que agregue 1000 nodos (con data value p) y ejes | (ver figura 4.5) va a ser preferido a
uno en que solo tenemos que agregar un nodo con data value r y un eje (ver figura 4.4).

[c] [r]

Fig. 4.4: Un superset repair para el data-graph G del ejemplo 42

E El ........................................ @ El

998 ejes | y un nodo con dato o

Fig. 4.5: Un superset repair multiset-preferido del data-graph G del ejemplo 42, dado el orden
subyacente | < ¢ < D < R.

Pedir un orden parcial sobre X, LI, puede ser muy restrictivo considerando preferen-
cias basadas en multiconjuntos. Por ejemplo, si el data value ¢ es menor que b (¢ < b),
entonces un superset repair que solo agregue un nodo con data value ¢ puede ser menos
preferido a uno que requiera agregar una cantidad arbitraria de nodos con data value b
(dependiendo también del resto de los elementos que tenga que agregarse al grafo para
satisfacer las restricciones). Ver el ejemplo 42 para un modelo de juguete que represente
esta situacion. Este comportamiento puede ser molesto en situaciones en que la diferencia
semantica entre distintos data values es poca, como por ejemplo entre los datos 3000 y
3001 en una base de datos en donde los nodos representan objetos y los datos valores en
alguna moneda; o bien cuando queremos definir “grupos” de data values sin imponer un
orden interno a cada grupo, lo cual podria pasar si los nombres representan cadenas de
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caracteres (nombres) y tenemos categorias de datos como “Usuarios de una red social” y
“titulos de libros”.

Este tipo de comportamiento puede ser evitado si relajamos los requerimientos que le
pedimos a la relacién subyacente Y. LI3,. Por ejemplo, solo pidiendo que sea un preorden.
Esta definiciéon permitiria que muchos elementos pertenezcan a la misma clase de equi-
valencia definida por <, la cual es una forma de agrupar elementos que se comporten de
formas semanticamente iguales.

Especificamos esta definicion mas general de la siguiente forma:

Elevando un preorden a un criterio de preferencia sobre multiconjuntos Si ¥ = X, U Y,
tiene un preorden asociado <, (i.e. una relacién reflexiva y transitiva), podemos tomar el
quotient set de clases de equivalencias de la relacion de equivalencia dada por la definicién
r=y e r <, yANy <y 7, obteniendo luego un orden parcial (¥,=, <) del cual pode-
mos extraer un orden parcial estricto (X = <). Por ende, aplicando el cociente, podemos
extender nuestra nocion de preferencia basada en multiconjuntos para que surja de un
preorden definido sobre los conjuntos %, y Xe.

Definicion 43. Sean G, G2 dos data-graphs sobre ¥, y ¥, y sea <, un orden parcial
definido sobre la unioén disjunta X, LI X,,.

Desde (X, <) definimos (X/=,<) como se hizo antes. Nuestra nocién de multiset-
preferido esta dada por:

Gl <Gmset G2 <— Gl.;\; <(E/E,<)

donde para todo [r] € ¥ /= tenemos:

G (e = 37 GM(y)
y€(]

También definimos:
G1 =gmset G2 = Glf\; = Gﬁ;

Observacion 44. La definicion 43 es efectivamente una extension de la definicion 39,
dado que coinciden cuando el orden subyacente es parcial (las clases de equivalencia sobre
ordenes parciales son singletons).

Comentario 45. Si bien podremos considerar un orden conjunto sobre ¥ LIY,, en muchos
casos tiene méds sentido tomar dos ordenes distintos: uno sobre X, y otro sobre X,,. Estos
dos ordenes luego se extienden a un orden disjunto sobre la unién de los conjuntos.

Comentario 46. Dependiendo del dominio de uso de la base de datos, podria pasar que
los nodos tengan un valor especial distinto al de los ejes, y que por lo tanto se prefiera
que para buscar un repair solo se hagan operaciones sobre los ejes. Este caso puede ser
facilmente modelado mediante la nocién de multiset-preferido.

Supongamos que se estd buscando un superset repair. Entonces, queremos un orde-
namiento tal que todos los data values sean equivalentes, y que para todo edge label e
valga que e es menor (en el orden) a cualquier data value: a partir de (X, <) definimos
el preorden (X, UX,,<)comoz <y < =y, 0z,y € L. yx <y, 0x,y € Ly, 0O
T € Xe,y € Xp. Asi, todos los data values tiene una prioridad idéntica y mayor a cualquier
edge label.

En el caso de que se estén buscando subset repairs alcanza con invertir el orden pro-
puesto.
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Computando repairs multiset-preferidos Definimos el siguiente problema

PROBLEMA: cémputo de un x-repair multiset-preferido

INpUT: Un data-graph G y un conjunto R de expresiones de L.
OuTPUT: Un %-repair multiset-preferido G’ de G con respecto a R
tal que no exista otro repair H que sea multiset-preferido a G’.

donde x € {C, D}. Asumimos un orden parcial estricto fijo (X, <) sobre el conjunto ¥ =
e U Y, de data values y edge labels. Como hicimos en el caso de los repairs w-preferidos
condicionamos al orden parcial estricto a ser eficientemente computable: asumimos que
dados dos elementos x,y € Y U Y, podemos decidir si z < y en tiempo polinomial en
funcién del tamano de la codificacién de x y y.

Para estudiar el problema de computar repairs multiset-preferidos definimos el siguien-
te problema de decision:

PROBLEMA: x-repair multiset-preferido acotado

InpuT: Un data-graph G, un conjunto R de expresiones de £ y un
elemento d € X, LI 3.

OutpuT: Existe un repair multiset-preferido de G con respecto a R
tal que no haya ningiin elemento d’ € X¢ U XS que satisfaga d < d'?

Este problema de decision es similar al definido para el caso de los repairs w-preferidos:
queremos decidir si d es una ‘cota superior’ (basada en el orden <) sobre los elementos de
algin repair multiset-preferido de G con respecto a R. Si el orden es total este problema
de decision es muy intuitivo, pero si es parcial podria ser extrano. En ese caso se puede
pensar que el problema recibe un conjunto de elementos D y que queremos encontrar un
repair que sea acotado por todos los elementos en D.

4.2.1. Subset repairs multiset-preferidos

En el caso de subset repairs esta claro que el problema estd en NP, dado que como
certificado positivo alcanza con pedir un data-graph G’ y verificar que G’ C G, G' =Ry
que para todo d’ € £ XS valga que d £ d'.

Notemos que si el orden es “despreciable” el funcién del grafo de entrada entonces
probar la existencia de un superset repair multiset preferido es lo mismo que probar la de
uno cualquiera. Con “despreciable” queremos decir que el d de entrada al problema ya sea
un elemento que cumpla que d’ < d para todo elemento del grafo G. Por lo tanto, podemos
usar todas las cotas que ya deducimos para el caso sin preferencias. Con esto concluimos
que:

Teorema 47. El problema x-repair multiset-preferido acotado es NP-HARD cuando £ O
Reg-GXPathP°® | incluso si R estd fijo.

Para el caso en que R solo contiene expresiones de nodo el problema es tratable, dado
que hay un tnico candidato a ser un repair.
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4.2.2. Superset repairs multiset-preferidos

Como ya habiamos visto, encontrar un superset repair es un problema intratable (in-
cluso si R estd fijo) cuando se permite escribir restricciones que usen todo el poder de
Reg-GXPath. Por lo tanto, estudiamos la complejidad del problema cuando las restriccio-
nes se definen con Reg-GXPathP?s.

Notamos que, una vez mas, la transformacion del teorema 27 no agrega ejes ni data
values. Por lo tanto sabemos que si existe un superset repair multiset preferido G’ de G
con respecto a R acotado por d entonces tiene que haber un con la forma ‘estandar’: uno
que agrega a G un nodo por cada data value nuevo en Eg/ \ 25. Esto implica que si la
respuesta al problema de decisién es positiva luego podemos encontrar un certificado de
tamafio polinomial en |G| + |R|, y por lo tanto concluimos que el problema estd en NP.

Como vimos en el caso de subset, si el orden es “despreciable” el problema es equiva-
lente al de buscar un superset repair cualquiera. Por lo tanto:

Teorema 48. Si R no estd fijo y ¥, puede ser infinito entonces existe un caso en el cual el
problema de encontrar un D-repair multiset-preferido dada una cierta cota es NP-HARD.

Demostracion. Se puede usar la reduccion del teorema 29 considerando un orden tal que
ningin elemento es comparable con la cota de entrada. Esto hace que cualquier repair
cumpla estar acotado por el valor d. O

Antes encontramos un caso tratable para el problema de computar superset repairs:
si R estd fijo 0 X, < co. En este caso podemos usar un algoritmo similar al de entonces
para decidir la existencia de un superset repair multiset preferido acotado por d:

Algorithm 3 SupersetRepair Bound(G, R, d)
Require: G es un datagraph, R un conjunto de expresiones de Reg-GXPathP®® y d €
Sip U Y.
c1,co + dos data values tales que d £ ¢; v ¢; ¢ XEU XY (si es posible)
: Eff < edge labels e tales que d £ e
. for S € P(BF U {c1, 0} \ %) do

H < buildGraph(G, S, $2%)

if H = Ry estd acotado por d then

return H como un certificado positivo

end if
end for
return No existe un superset repair que tenga a d como cota.

© X PR Wy 2

La funcién buildGraph(G, S,¥) genera un nuevo grafo agregando a G un nodo v, por
cada data value ¢ € S, definiendo D(v.) = ¢ y agregando todos los ejes de ¥ entre cada
par de nodos. Ahora probamos la correctitud del algoritmo:

Teorema 49. Dado un data-graph G, un conjunto de expresiones de Reg-GXPath?*® R y
una cota d el algoritmo SupersetRepairBound devuelve un certificado H si y solamente st
G tiene un superset repair multiset-preferido con respecto a R acotado por d.

Demostracion. — ) Supongamos que el algoritmo devuelve un data-graph H. Como
H E R entonces existe un superset repair G’ de G con respecto a R contenido en H. Si
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G’ también es multiset-preferido terminamos, dado que como H esté acotado por d ocurre
que G’ también lo est4d. Entonces, supongamos que existe otro superset repair I tal que
I <Gmset G’ y que no hay otro repair I’ tal que I’ <gmset I. Probemos que I estd acotado
por d.

Por contradiccién, supongamos que hay un elemento d’ en I tal que d < d’. Como
I <@mset G' sabemos que G’ contiene una cantidad de elementos d’ mayor o igual a la de
I, o bien hay otro elemento d” tal que d' < d” y G'(d") > I(d"). El primer caso no puede
suceder porque implicarfa que G’ contiene un elemento mayor a d (de acuerdo al orden), y
por construccién G’ solo contiene elementos en H, el cual no contenia elementos mayores
a d. El segundo caso tampoco puede valer, dado que por la transitividad de < se puede
deducir que d < d”, lo cual también implica que H contiene un elemento mayor a d.

Por lo tanto existe un superset repair multiset-preferido de G con respecto a R acotado
por d.

<= ) Asumamos que G tiene un superset repair multiset-preferido G’ con respecto a
R que estd acotado por d. Notemos que G’ tiene que estar en forma estandar, pues caso
contrario podemos contraer dos nodos con el mismo data value y obtener un superset
repair mas chico (que serfa priorizado en el orden siguiendo la semdantica que definimos).
Observemos que podemos usar el lema 24 para concluir que dado G’ podemos construir
un nuevo data-graph K que solo usa dos data values mas que aquellos mencionados en
YR U XS v que también satisface R. Siguiendo la prueba del lema 24 tomamos dos data
values distintos c¢; y ¢z en Zgl \ (ZEUXE) y cambiamos los data values de todos aquellos
nodos con dato distintos a ¢; o co para que valgan ¢;. Contraemos después todos los nodos
con dato c¢1, y obtenemos un grafo que sigue siendo consistente con respecto a R. Llamemos
a este grafo K’.

Por construccién cada elemento = de K’ satisface d £ z (notemos que partimos el
procedimiento desde G’ que estaba acotado por d, y obtuvimos K’ borrando elementos
de G’ 0 agregando data values ya presentes en G') y K’ estd en forma estandar. También
el conjunto de ejes que usa K’ es claramente un subconjunto de Ef%. Notemos que si
‘completamos’ K’ agregando entre cada nodo los edge labels en Z?If entonces el grafo
resultante K" sigue satisfaciendo R debido al teorema 14 (monotonia), y también estd
acotado por d.

Supongamos que K” tiene dos data values fi y fo distintos a aquellos mencionados en
R, y sean ¢y y co los data values elegidos por el algoritmo en el primer paso. Si cambiamos
los data values fi1 y fo en K” por ¢ y ¢ el data-graph resultante va a satisfacer R, dado
que ninguno de los nuevos valores estd mencionado en R, y cada desigualdad de datos que
interactuaba con los datos ¢; y co va a seguir valiendo. Notemos que este data-graph va a
ser encontrado por el algoritmo, y serd devuelto como certificado.

O

Corolario 50. Si la primera linea del algoritmo 3 puede ser computada en tiempo po-
linomial en funcion del tamano de entrada del problema luego el problema de decidir si
existe un superset repair multiset-preferido acotado por un cierto valor puede ser resuelto
en tiempo polinomial si L O Reg-GXPath??® si ¥y, es finito o R estd fijo.

Esto se deduce de asumir que la primera linea del algoritmo puede ser realizada efi-
cientemente y observando que la cantidad de iteraciones esta acotada por una constante
si R esta fijo o X, es finito.



4.2. Preferencia basada en multiconjuntos 45

La suposicién de que la primera linea puede ser computada eficientemente es razonable
si el orden es tal que, dado un elemento d, se puede enumerar eficientemente el conjunto
de elementos X tal que d £ z para todo x € X. Esto pasaria, por ejemplo, si el orden <
representa un orden lexicografico.
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5. TRABAJO RELACIONADO

Modelos para bases de datos con forma de grafo y knowledge graphs han sido de-
sarrollados intensamente desde los 90s, junto a lenguajes de consulta y restricciones de
integridad para los mismos[4, 9]. Durante los dltimos afios fueron ganando relevancia de
parte de la industria y la academia debido a su eficiencia al momento de modelar datos
diversos, dindmicos y a gran escala (ver [23] para un extenso tutorial sobre el estado del
arte). Hay importantes knowledge graphs open source como YAGO [33] o DBPEDIA [25]
que implementan muchos de los features estudiados por la comunidad académica.

Reg-GXPath es un lenguaje de consulta desarrollado para bases de datos con forma
de grafo con datos en los nodos [26] en gran parte inspirado en XPath [10]; un lenguaje
util para definir caminos sobre data trees (i.e. documentos XML). La expresividad de
Reg-GXPath es entendida con precisién en relacién a otros lenguajes de consulta [26],
pero aun hay algunos problemas abiertos relacionados al mismo, como los problemas de
Query Containment o Query Equivalence [16, 17].

Otros lenguajes que fueron candidatos para este trabajo son RQMs y RDQs [27].
El primero es més expresivo que Reg-GXPath, pero su evaluaciéon pertenece a PSPACE;
mientras que las RDQs son menos expresivas que Reg-GXPath y por lo tanto su evaluacién
es mas simple. La principal ventaja de Reg-GXPath en comparacion a otros lenguajes de
consulta es su gran balance entre expresividad y complejidad de evaluacién (siendo estd
polinomial en el tamafio del grafo y la consulta), aparte del hecho de que puede interactuar
con la topologia del grafo y al mismo tiempo los datos que contiene.

Diferentes tipos de restricciones de integridad han sido definidas y estudiadas en el con-
texto de bases de datos semi estructuradas [15, 1, 7]. Ain no hay una definicién estdndar
de consistencia para un data-graph sobre un conjunto de restricciones, y es por eso que
desarrollamos nuestra propia nocién basada en ejemplos tipicos presentes en la litera-
tura. Otro tipo de restricciones pueden ser expresadas mediante graph patterns y graph
dependencies [20].

La nocién de database repair y del problema de repair computing, asi como el problema
CQA o Consistent Query Answering; fueron introducidos en el caso relacional en [5]. Desde
encontes CQA ha recibido mucha atencién por la comunidad académica en el area de data
management, en donde se desarrollaron técnicas y algoritmos eficientes bajo distintas
nociones de repair y considerando varias combinaciones de restricciones de integridad
y lenguajes de consulta (ver [12] o [13] para una introduccién). Estos conceptos fueron
extendidos a diversos modelos de datos como los data trees o las légicas de descripcion
[11, 35, 30, 38]. En el caso de los data-graphs hay trabajos relacionados al problema de
CQA en grafos sin datos [7], pero, hasta donde sabemos, ningin trabajo ha estudiado el
problema de computar repairs (considerando grafos con o sin datos).

Cuando se estudian los problemas de CQA o de computar repairs en contextos como
l6gicas de descripcion es més natural concentrarse en subset repairs, ya que las seménticas
de las DLs (Description Logics) es open world por naturaleza. Esto quiere decir que la
no presencia de un hecho en la base de datos (tanto explicito como implicito) no alcanza
para derivar la negacién de ese hecho. En el caso de bases de datos con forma de grafo
hay aplicaciones que pueden corresponderse tanto con una semantica closed como open
world, y por lo tanto ambos tipos de set-based repairs pueden ser relevantes. En este
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trabajo consideramos a los dos, pero notamos que dejamos para el futuro el estudio de
los symmetric-based repairs los cudles si fueron considerados en [7]. Usualmente razonar
sobre repairs definidos sobre la diferencia simétrica es mucho mas dificil, y en el caso de
grafos con datos la definicién de diferencia simétrica no es tan directa de formalizar como
en el caso de los modelos estudiados por [7].



6. CONCLUSIONES

En este trabajo presentamos un modelo de base de datos con forma de grafo junto a una
nocion de consistencia basada en un conjunto de expresiones de Reg-GXPath. Probamos
varios resultados relacionados a la complejidad del problema de computar subset y superset
repairs de data-graphs dado un data-graph y un conjunto de restricciones (los cuales estéan
resumidos en las tablas 6.1 y 6.2). En muchos casos obtuvimos una cota superior de NP (en
todos salvo cuando consideramos superset repairs con el poder completo de Reg-GXPath).

Cuando restringimos el lenguaje para las restricciones al fragmento positivo de Reg-GXPath,

llamado Reg-GXPathP??, obtuvimos algoritmos polinomiales para el problema de compu-
tar superset repairs, y si solo se permiten expresiones de nodo de Reg-GXPathP?® también
definimos un algoritmo polinomial para encontrar subset repairs. Notamos que estos al-
goritmos corren en tiempo polinomial dependiendo tanto en el tamafno del data-graph G
como del tamano del conjunto de restricciones R (esto es, considerando la complejidad
combinada del problema). Aparte, la mayoria de las cotas superiores fueron demostradas
en reducciones donde el conjunto de restricciones estaba fijo, y por lo tanto obtuvimos
resultados sobre la data complezity del problema.

Finalmente, desarrollamos dos sistemas de preferencia data-aware para definir un orden
sobre el conjunto de repairs, y mostramos que en muchos casos el problema sigue siendo
tan dificil como computar un repair cualquiera (ver table 6.2).

Hay algunas preguntas que siguen abiertas en este contexto, como por ejemplo la
complejidad precisa del problema de computar un superset repair, tanto con como sin pre-
ferencias, al considerar todo el lenguaje Reg-GXPath. También seria interesante estudiar
la complejidad de estos problemas cuando se considera una nocién de consistencia local,
como en [7]: en vez de requerir que las expresiones se satisfagan en cada nodo podriamos
considerar un nodo especial o y pedir que para todo otro nodo x se satisfaga que el par
(0, x) pertenezca a la evaluacién de cada expresién de camino.

La complejidad de CQA en este contexto atin no fue estudiada. Tomando en cuenta los
resultados en [35] y [7] es razonable esperar que este problema sea més dificil en el caso de
superset repairs, pero la complejidad precisa del problema es desconocida. De todas formas,
notemos que en base a los resultados de este trabajo se puede mostrar que el problema
de CQA es trivial en algunos casos: por ejemplo, cuando se consideran expresiones de
Reg-GXPathP?® y se buscan subset repairs sabemos que hay un tinico candidato, y por lo
tanto CQA se puede resolver evaluando la consulta sobre ese tnico repair.
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Subset
Subset w—preferred
Subset multiset-preferred

Superset

Reg-GXPath

NP-COMPLETE

Cota inferior EXPTIME

Reg-GXPathPos

PTIME con solo expresiones
de nodo

NP-COMPLETE con expresiones
de camino

NP-COMPLETE si R
no esta fijo y X, es infinito
PTIME en los otros casos

Tab. 6.1: Complejidad de los problemas de encontrar subset, subset preferred y superset repairs.
No demostramos ninguna cota superior para el caso de superset usando cualquier expre-
sion de Reg-GXPath. Estos resultados aplican también al problema multiset-preferred
repair bound.

Superset
w-preferred

Superset multiset-preferred

Reg-GXPath?os

PTIME con solo expresiones
de nodo

NP-COMPLETE con expresiones
de camino

NP-COMPLETE si R
no estd fijo y ¥,, es infinito
PTIME en cualquier otro caso

Tab. 6.2: Complejidad del problema de computar superset preferred repairs. Estos resultados apli-

can también al problema multiset-preferred repair bound.




7. COMENTARIOS Y PUBLICACIONES DERIVADAS

Parte de esta tesis fue escrita en el marco de las Pasantias de Investigacién del DC
del ano 2020. Maria Vanina Martinez fue la Supervisora del proyecto, mientras que Edwin
Pin Baque fue mi Mentor.

En el GLyC (Grupo de Légica y Computabilidad) seguimos trabajando con estos
temas. Algunas preguntas que quedan abiertas de esta tesis (como la cota superior para
el problema de ISUPERSETREPAIR cuando £ = Reg-GXPath) ya fueron resueltas, y
estamos preparando un paper para publicar prontamente con estos nuevos resultados.

También estamos trabajando con algunas extensiones a modelos un poco distintos, con
nociones probabilisticas. Como resultado de esto tenemos el paper [2], que estd en vias de
publicacién en un journal internacional. En este se estudia una reversién del problema de
repairing, en el cual el conjunto de repairs se define con una distribucién de probabilidad
T,y se cuenta con una funcién R que asigna probabilidades a la evoluciéon de un repair G
a un data-graph “sucio” G’. El objetivo entonces es, a grandes rasgos, el de encontrar el
repair G que maximiza Z(G) x R(G)(G’), donde G’ es la base de datos observada. En el
GLyC seguimos trabajando en la btisqueda de condiciones sobre Z y R que permitan que
el problema sea tratable y al mismo tiempo permita capturar casos préacticos de uso.
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8. APENDICE

Las demostraciones de esta seccién son en su mayoria por induccién estructural. Al
principio de cada demostracién hay un pequenio comentario que cuenta la idea de la in-
duccién.

Prueba del lema 14. En esta demostracién queremos probar esa intuicién de que si G C G’
y v € [a] ¢ entonces v € [a] g, donde o € Reg-GXPathP?s. Como ya se dijo antes, la idea
es que un par de nodos (v,w) satisface una expresién positiva « si y solamente si hay
efectivamente un camino que se puede trazar de v a w como testigo. Como G' C G’ este
camino también va a estar en G’ si ya estd en G.

Lo vamos a probar por induccién en la estructura de las expresiones. Notamos G =
Vg, L,D) y G' = (Vg, L', D").

En el caso base de una path expression «, esta debe ser de la forma e, _, A 0 A™.
En todos estos casos la propiedad vale: como G C G, entonces tenemos que {(z,z) |
x < VG} - {(x,m) ’ S VG’}v que {($7y) | T,y € VG/\L(.T,y) 7 @} - {(l‘,y) | T,y €
Ver N L'(z,y) # 0}, y de la misma forma para los otros dos casos.

Para el caso base de una node expression ¢, este debe ser de la forma ¢= o ¢#, y es
facil ver que la propiedad también vale.

Para el caso inductivo consideramos todos los casos:

o Si a = [¢] entonces [Y]a C [¢]er (lo cual vale por HI) implica [[¢]]a C [[¥]]¢-

o Sia = f1.02 entonces (v, w) € [a]¢ <= Tz tal que (v,2) € [Fi]ay (z,w) € [B2]a-
Dado que [Ailc C [filer para i € {1,2}, uego (v, 2) € [Bilr y (5w) € [Ballr, o
cual implica que (v,w) € [a]q.

o Si @ = f1 U By entonces [Bi]e C [Bilr para ¢ € {1,2} que rdapidamente implica
[o]e € [a]qr-

o Si a = §* entonces (v,w) € [B*]|¢ < Fz1,22,....,2m tal que 21 = v, 2, = w y

(zi, zit1) € [Bla para 1 < i < m. Dado que [B]a C [B]g entonces (2, zi+1) € [B]er
para 1 <i < m, lo cual implica (v,w) € [3*]¢.

o Si @ = ™™ entonces (v,w) € [f"]¢ <= Fz1,..zk,n+1 < k< m+1 tal
que z1 = v, 2z = Wy (z,2i+1) € [B]le para 1 < i < k — 1. Por la HI entonces
(zi, zi+1) € [B]er, lo cual implica (z,w) € [a™™]¢r.

o Si a = 51 NPy entonces [Bi]a C [Bi]er para i € {1,2} implica [B1 N B2]a = [Bi]a N
[B2]c € [Biler N [B2ler = [81 N B2]ar-

o Si @ =11 A entonces [¢;]a C [¢i]er para i € {1,2} lo cual implica [y A ¥e]g =
[a] N [¥2] €[] N [Welar = [v1 Ae]ler

o El caso ¢ = 11 V 12 puede ser visto de la misma forma.

o Si ¢ = () entonces [B]a C [B]¢ implica [(5)]a C [{(B)]a
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o Si @ = (81 x B2), con x € {=,#}, entonces v € [p]|g < Tz1,22 € Vg tal que
(v,2;) € [Bi]la para i € {1,2} y D(z1) x D(22). Dado que [5;]¢ C [Bi]g’, entonces
(v,2i) € [Bi]er- Y como también tenemos que D(z;) = D'(z;) (dado que los z; estdn
en V), obtenemos que v € [(51 * B2)] ¢, como queriamos.

O]

Prueba del lema 21. Antes de empezar, definimos formalmente lo que llamamos una ‘re-
presentacién’ de un labeled data tree con un data-graph. Dado un labeled data tree T
definimos su representaciéon 77 = (Vpr, L, D) de T = (Vp, 0,§) como:

Vi = {vaper | para v € Vp} U {vgatq | para v € Vp}

L(Viabet, Vdata) = {VALUE}
L(vigbel, Wiaber) = {POWN} si y solamente si w es un hijo de v en T'
L(v,w) = () para todo otro par de nodos

D(viaper) = o(v)
D(vgata) = 6(v)

Por cada nodo de T' agregamos dos nodos: uno que va a tener el label y otro el data
value, y un eje del nodo “label” al nodo “value”. Luego agregamos ejes DOWN entre los
nodos label formando una estructura isomorfa al arbol original. Cada sub&arbol enraizado
en cualquier nodo que sea un hijo de v, en la prueba del teorema 20 se va a corresponder
con la representacién de un labeled data tree gracias a las restricciones impuestas.

Ahora probamos la proposiciéon mediante induccién estructural en ambas direcciones.
Probamos que una node expression en Downward XPath es satisfecha en un nodo v de
T siy solamente si f(p) es satisfecha en el nodo vjgpe; de T”, y que el par (v, w) pertenece
a [a]r siy solamente si (Ujgper, Wiaper) Pertenece a [f(a)]rr. Recordemos que la funcién f
esencialmente solo agrega la indireccién necesaria para acceder al data value en vez de al
label en las subexpresiones de comparacién, como (a = f3).

Los casos base son:

o a =€ = f(a) = e la proposicién vale trivialmente.

o a=l* = fla) =liowx: si (v,w) € [a]r entonces debe haber un camino entre
Vlabel Y Wiabel CON €jes DOWN por construccién, lo cual implica que (v, w) € [f ()] .
La otra direccion se deduce también por construccién.

o p=a = f(p)=[a"]: siv € [a]r entonces D7+ (viape1) = @ por construccion, lo
cual implica que rpv € [[a~]]7. La otra direccién se deduce también por induccion.

Y ahora, los casos inductivos:

o a=pl] = fla)=f(B)f(¥)])]:sea (v,w) € [B[¥]]r, lo cual implica que (v, w) €
[Blr y w € [¢]r. Por HI entonces (vigper, Wiaver) € [f(B)]1 ¥ wiaver € [f ()17, ¥
podemos deducir que (vigper, Wiaber) € [f(B8)[¥]] 1. La otra direccién se deduce de la
misma forma.

o a=[]f = f(a)=[f(¥)]5: idem el caso anterior.
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o

a=p1.02 = f(a) = f(B1)-f(B2): si (v,w) € [B1.02]r entonces existe x € Vp
tal que (va) S [[/BlﬂT y (a;,w) S [[/BQHT‘ Luego, por HI (Ulabelyl'label) € [[f(ﬁ)]]T’ y
(T1abet, Wiavet) € [f(B2)]17, lo cual implica que (viapel; Wiaber) € [f(B1).f(B2)]7. La
prueba para la otra direccion es idéntica.

oa=p0UpB = fla)= f(B1)U f(B2):si (v,w) € [ U pPs]r entonces sin pérdi-
da de generalidad podemos asumir que (v,w) € [Bi]r, v el resultado se deduce
directamente usando la HI.

o= = f(p)=-f(1): sea v € [-]r. Esto implica que v ¢ [¢]r, y por HI
sabemos que viaper € [f(¥)] 17, y por lo tanto concluimos que vjape; € [ (¥0)] 7

o p=Y1AY2 = f(¢) = f(¥1)Af(h2): ambas direcciones se deducen por induccién.

o= () = fle) = (f(B)):sive [(B)]r entonces existe un nodo x € Vp tal que
(v,2) € [Blr- Luego, por HI sabemos que (vigset, z1ater) € [F(B)la, y entonces por
definicién vygpe; € [[<6>]]T’

o= (BrxP2) = [fle) = (B1 dvarve *B2 dvarve) (x € {=,#}): si v € [(B1 * B2)]
entonces existen nodos !, 2% € Vp tal que (v,2') € [B1]r, (v,22) € [Ba]r v d(x1) %
§(z2). Por HI sabemos que (Vigper, Tiope) € [f(8i)]1 parai € {1,2}. Por construccién
sabemos que ambos x%abel tienen ejes salientes a nodos azéata tales que D(:ccllata) *

D(xgam)- Ergo podemos concluir que v € [[<f(ﬁl) Lvarve *f(52) \LVALUE>:|]T/'
]

Prueba del lema 24. Para probar este lema tenemos que usar otra propiedad de las expre-
siones de Reg-GXPathP?® que es sumamente oscura:

Lema 51. Sea o una expresion de camino de Reg-GXPathP®®, ¢ una expresion de nodo
de Reg-GXPath??®, E C Y. un conjunto de edge labels y K un data-graph donde para cada
par de nodos v,w € Vi es el caso que L(v,w) = E. Entonces vale que:

1. 8i (v,w) € [a]k, v# w, y Drg(w) ¢ X%, entonces vale que (v,z) € [a]x para cada
nodo z € Vi tal que D (z) ¢ X.

2. Si (w,v) € [a]x , v#w, y Dg(w) ¢ X%, entonces vale que (z,v) € [a]x para cada
nodo z € Vi tal que D (z) ¢ X2

3. Si (v,v) € [a]x y Dx(v) ¢ £ entonces (z,z) € [a]x para cada nodo z € Vi tal
que D (z) ¢ X%,

4. Siv € [¢]k para algin v € Vi tal que Dk (v) ¢ XF entonces z € [p]x para todo
nodo z € Vi que satisface D (z) ¢ XF.

Este lema dice fundamentalmente lo siguiente: si un nodo v satisface la formula ¢ y
su data value no estd mencionado en ¢, entonces cualquier nodo que no tenga un data
value en ¢ va a satisfacerla. Esto ocurre porque desde cualquier nodo los caminos son
alcanzables (el grafo es completo sobre un conjunto de edge labels) y porque el data value
de v es “indistinguible” del resto de data values no mencionados en . Para las path
expressions hay que hacer un enunciado més complicado, pero la idea es la misma.
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Prueba del lema 51. Presentamos una prueba de las cuatro propiedades en simultdneo
usando induccion estructural. Para los casos base:

o a = _:si E # () entonces todo par v,z € Vi estd en [ g, y este caso se deduce
trivialmente. Caso contrario no hay ejes en el grafo, y no hay ninguna hipétesis que
se satisfaga.

o @ =Aya=A":sihay un par de nodos v,w € Vi tal que (v,w) € [A]x entonces
A € E,y cada par de nodos x,y € Vi satisface (x,y) € [A] k. El mismo razonamiento
vale para A™.

o a = e: este caso se deduce trivialmente, dado que las hipétesis de 1 y 2 no pueden
ser satisfechas, y el consecuente de 3 siempre se satisface.

o ¢ = B~: la hipdtesis de 4 no puede ser satisfecha en este caso, y entonces vale
trivialmente.

o ¢ =17 cada nodo v € Vi tal que Dk (v) ¢ Zf = {r} satisface v € [e7] .
Ahora procedemos con los casos inductivos:

o a = [¢]: las hipétesis de las proposiciones 1 y 2 no pueden ser satisfechas en este caso,
y entonces solo demostramos la proposiciéon 3. Supongamos que hay un nodo v € Vi
tal que Dy (v) ¢ I y (v,v) € [[¥]] k. Por hipédtesis cualquier otro nodo z € Vi tal
que Dk (z) ¢ % satisface z € [¢/]k, lo cual entonces implica que (z,z) € [[¢]]k.

o a = f1.02: para la proposicion 1, sea v,w € Vi un par de nodos que satisface su
hipétesis ((v, w) € [a]x, v # w, D(w) ¢ £%), y sea x un nodo tal que (v, z) € [51]x
y (z,w) € [B2] k. Luego, si x # w sabemos por HI que (x,z) € [B2]x para cada
z € Vg con Dk(z) ¢ Ve (que es un conjunto que contiene a Eg1ﬂ2), y entonces
podemos concluir que (v, z) € [51.82] k. Siw = x el resultado se deduce considerando
que (v,2) € [B1]k y entonces (z,z) € [B2]k por la proposicién 3. La proposicién 2
se demuestra de la misma forma.

Ahora, para la proposicién 3 sea v un nodo de K que satisface la hipétesis ((v,v) €
[a]x v Di(v) ¢ £%) y sea x el nodo ‘intermedio’. Sea z un nodo tal que Dk (z) ¢
202 Gi ¢ = v se deduce usando la proposicién 3 como HI que (z,z) € [B1.02] k-
Caso contrario (i.e.  # v) usando la proposicién 1y 2 como HI obtenemos el mismo

resultado.

o a = (1 U By: este caso se deduce por HI considerando, sin pérdida de generalidad,
que (v,w) € [A1]x (v respectivamente (w,v) y (v,v) para las proposiciones 2 y 3).

o El caso a = 81 N B2 puede ser tratado de la misma forma.

o a=f*si(v,w) € [B*]k entonces o bien (v,w) € [e]x o (v,w) € [8"]x para algin
n > 0. El primer escenario ya fue demostrado, mientras que el segundo se deduce de
lo que observamos en el caso de la concatenacién.

o a = ™™ el resultado se deduce con el mismo argumento usado para el caso *
dado que (v,w) € [B"™"] <= (v,w) € [B¥] para algiin n < k < m.



57

o

© =11 Abg: sea v € Vi un nodo tal que v € [¢]x v Dk (v) ¢ X5 Por HI cualquier
otro nodo z € Vi con Dg(z) ¢ ¢ satisface z € [¢;]x para i € {1,2}, lo cual implica
que z € [¢]k-

(¢]

© =11 V ho: sea v € Vg un nodo que satisface la hipétesis de la proposicién 4, y
sin pérdida de generalidad asumamos que v € [¢1]x. Por HI cualquier otro nodo
z € Vi tal que Dg(z) ¢ 3, satisface 2z € [¢1]k, lo cual implica que z € 11 V 2] k-

o ¢ = (B): sea v € Vi un nodo que satisface la hipdtesis de la proposicién 4. Luego
(v,x) € [B]k para algin z. Gracias a la proposicién 2 podemos deducir que si z # v
entonces (z,z) € [B]x para cada z tal que Dk (z) ¢ % Si z = v usamos la
proposicion 3.

o

¢ = (1 = P2): sea v € Vi un nodo que satisface la hipétesis de la proposicién 4,
x1 y w2 nodos tales que (v,z;) € [Bi]x para i € {1,2} y Di(x1) = Dg(z2), y
z € Vi otro nodo tal que Dk (z) ¢ ¥f. Si ambos z; son diferentes de v entonces
(z,2;) € [Bi]lx gracias a la proposicién 2. Caso contrario, supongamos x1 = v sin
pérdida de generalidad, lo cual entonces implica que (z,z) € [fi]x debido a la
proposicién 3. Como Dk (x3) = Dg(x1) = Dg(v) ¢ ¥f podemos garantizar que
(z,2) € [B2] k: si x2 = v entonces esto se deduce de la proposicién 3, y si xo # v
entonces en base a la proposicién 2 sabemos que (z2,x2) € [B2]kx y entonces que
(z,2) € [B2]k a través de la proposicién 3.

o ¢ = (81 # B2): sea v € Vg un nodo que satisface la hipdtesis de la proposicién 4,
z1 y xg nodos tal que (v,z;) € [Bi]x para i € {1,2} y Di(x1) # Di(z2), y
z € Vi otro nodo tal que Dk(z) ¢ 7. Si v # x; para i € {1,2} entonces el
resultado se deduce por la proposicién 2. Caso contrario consideremos que x1 = v,
lo cual entonces implica que (z, z) € [B1]x por la proposicién 3. Si zo # v entonces
por la proposicién 2 podemos concluir que (z,x2) € [B2]x. Si Di(x2) # Dk(z)
terminamos, y si no, sabiendo que Dy (x2) ¢ 3 (esto se deduce de Dg(xg) =
Dk (z)), podemos considerar que (z,v) € [fB2] k por la proposicién 1y que Dy (x2) #
Dk (x1) = Dg(v). El caso x2 = v no puede ocurrir, dado que asumimos z; = v y
Dk(z1) # Dk (x2).

O]

Ahora continuamos con el lema 24, donde vemos que, dado un repair G’ de G, podemos
tomar todos los nodos con datos que no estaban presentes en G ni R y mandarlos a solo dos
data values distintos, manteniendo la satisfacibilidad de R (siempre y cuando agreguemos
algunos ejes). La idea es que al agregar todos los ejes posibles los caminos se mantienen
(e incluso aparecen nuevos), y que, apoyados en el lema recién demostrado, cambiar los
datos que no aparecian en la férmula no afectan al conjunto de nodos que satisfacen la
férmula. Esto es porque las tnicas subexpresiones que se pueden romper son las de la
forma (a # ), pero a estas las salvamos al dejar dos datos distintos y permitir todos los
caminos posibles que antes eran desde cualquier nodo.

Sea G’ un superset repair de G' con respecto a R. Si ¢ C ¢ UXE U {¢,d} para
algunos ¢,d € ¥, \ Zﬁ, ¢ # d, entonces G’ ya es el testigo que queremos para este
lema. Caso contrario, tomemos ¢,d € X¢ \ (¢ U XE), ¢ # d. Definimos el data-graph
H = (VH,LH,DH) donde:
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Vi =V

Ly(v,w) =% Yo,we Vy

D(v) = {DG/ (v) s Dor(v) €T UETU{ed)
c caso contrario

donde %¢" es el conjunto de todos los edge labels mencionados en G’ (i.e. ¥&' = {I € %,
| Jv,w € Vi tal que | € L (v, w)}).

Intuitivamente cambiamos todos los data values que no estaban presentes en Eg U
YU {e,d} por ¢, y también agregamos cualquier eje posible considerando aquellos labels
ya presentes en G’. Notemos que 25 C Zg U Z,If U {¢,d}, y por lo tanto mostrar que
H = R es suficiente para probar el lemma. Probaremos esto por induccién en la estructura
de la férmula, de tal forma que si un par v,w € Vg satisface (v,w) € [a]g entonces
(v,w) € [a]m,y tal quesiv € ] entonces v € @] (donde las expresiones consideradas
solo usan data values de ©F).

Para los casos base:

o a = _: Todo par v,w € Vg estd en [_] g, por lo que este caso vale trivialmente.
oa=Aya=a":si(v,w) € [a]e entonces claramente A € X&' y A € Ly (v, w).
o a = €: vale trivialmente.

o =r":siv € [£7]¢ entonces Dg/(v) = k. dado que & € L el data value fue
preservado en H (Dy(v) = &) y por lo tanto v € [=]x.

o p=r":seav € [£7]g. Si Da(v) € £§ UXE{c,d} entonces el data value de v fue
preservado, y v € [r7]g. Caso contrario Dy (v) = ¢, y dado que ¢ ¢ X% sabemos
que v € [£7]x.

Ahora, para los casos inductivos:

o a = [¢]: sea (v,v) € [[¥]]¢, lo cual implica que v € [¢]e. Por HI tenemos que
v € [¢]u, y entonces (v,v) € [[¢]]u-

e}

a = B1.02: si (v,w) € [B1.82]¢ entonces existe z € Vi tal que (v,2) € [Bi]e
y (zw) € [Balo- Por HI (v,2) € [Ai]n v (zw) € [Bal lo cual implica que
(v,w) € [Br-Ba2] -

a = (1 U By sea (v,w) € [B1 U B2]gr. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que (v,w) € [B1]¢r. Por HI (v, w) € [B1]m, y entonces (v, w) € [S1 U Ba]m.

o

a = B N Pa: dado que (v,w) € [B1 N B2]e <= (v,w) € [Bi]e N [B2]¢ entonces la
HI implica que (v,w) € [B1]ag N [B2]a = [B1 N Ba]m-

o

(e]

a = f* (v,w) € [B*] g si existe 21, ...z € Vi tal que 21 = v, zp = w y (24, 2i41) €
[B]ar para 1 <i < m — 1. Por HI (z;, z;41) € [f]g para 1 <i < m — 1, y entonces

(v,w) €[5
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o

El caso a = ™™ se deduce del mismo argumento usado para el caso .*.

o

© =11 Nhg: sea v € 11 A ha]er. Dado que v € 1]l para i € {1,2} sabemos por
HI que v € [[¢;] g para i € {1,2}, lo cual implica que v € [Y1 A 2] H.

e}

@ = 11 V 1g: podemos asumir sin pérdida de generalidad que si v € [y1 V2]
entonces v € [Y1]qg, y podemos répidamente concluir por HI que v € [¢1]yg C

[Y1 Vo]

v = (B): si v € [(B)]¢ entonces existe z € Vi tal que (v,2) € [S]g. Luego por
hipétesis (v, z) € [B]la y v € [{(B)]a-

o

e}

@ = (B1 = Pa): siv € [(B1 = B2)]¢ entonces existe z1,2z2 € Vi tal que (v,21) €
[Bilar, (v,22) € [B2]er v Der(21) = Der(22). Por construccion Dy (z1) = Dy(22), y
por hipétesis (v, z1) € [B1]g v (v, 22) € [B2] i, lo cual implica que v € [(51 = B2)] 1.

o}

@ = (B1 # P2): este es el caso méas interesante. Notemos que los caminos usados
en GG para satisfacer la expresién ahora podrian llevar a nodos con el mismo data
value. Si v € [(B1 # B2)]¢’ entonces existen nodos z1,2z2 € Vi tal que (v,21) €
[Bilcrs (v, 22) € [Bo]ar vy Dar(21) # Dar(22). Si D (2z1) # D (z2) entonces podemos
concluir usando la HI que v € [(81 # B2)]m. Si este no es el caso, entonces ambos
nodos tenian en G’ como data value o bien ¢ o bien uno de aquellos que fueron
cambiados (i.e. uno de X&'\ (¢ UXEU{¢, d}). Notemos que como D¢ (z1) # Der(22),
debe valer que z; # v 0 bien 25 # v; sin pérdida de generalidad podemos asumir que
z1 # v. Sea vg un nodo de H que tiene como data value d (por construccién tiene
que haber al menos un nodo con este data value). Dado que (v, 21) € [S1]u, v # 21,
Dp(z1) ¢ ©F y H es un ‘grafo completo’ bajo los ejes de & podemos deducir
usando la proposicién 1 del lema 51 que (v,vq) € [B1]m. Luego podemos concluir
que v € [(B1 # B2)]m teniendo en cuenta que (v, z2) € [B2]x debido a la HI.

Podemos entonces concluir, dado que G’ = R, que H = R.
O

Prueba del lema 26. En este lema queremos ver que contraer los nodos con mismo dato
no afecta la satisfacibilidad de las expresiones. Esta prueba aprovecha algo troncal de las
expresiones de Reg-GXPathP?®: no pueden distinguir un nodo de otro si tienen el mismo
dato y permiten recorrer los mismos caminos.

Sea f: Vg — Vi un mapeo entre los nodos de G y H tal que f(v) =vsiv e Vg\ Vg,
y f(v) = wvg caso contrario. Ahora mostramos, por induccién en la estructura de una
férmula arbitraria, que si un par de nodos v,w € V¢ satisface (v,w) € [a]q, entonces
(f(), f(w)) € [a]m, vy que si v € [p]g entonces f(v) € [¢]m. Esto es suficiente para
probar el lema.

Para los casos base:

o a = _: si ambos v y w no estuvieran en V; entonces sus ejes serian preservados. Si
w € Vg y v ¢ Vy entonces por construccién Lg(v,w) C Ly (v,v4). El caso cuando
v € Vg es andlogo. Si ambos v y w estdn en V; usamos el hecho de que Lg(v,w) C

Ly (va,va).

o o=A0«a=A":idem el caso anterior.
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o a = €: este caso se deduce trivialmente.
o p=c":vy f(v) tienen el mismo data value, por lo que este caso vale.

o ¢ =c7: idem el caso anterior.
Ahora, los casos inductivos:

o a=[¢]: Si(v,v) € [[¢]]q entonces v € ], lo cual implica por HI que f(v) € [¢]x
y entonces (f(v), f(v)) € [[¥]]a-

o a = f1.02: si (v,w) € [B1.02]¢ entonces existe z € Vi tal que (v,2) € [Pila ¥y
(z,w) € [P2]e- Luego por HI (f(v), f(2)) € [Billr v (f(2), f(w)) € [B2]m; lo cual
implica que (f(v), f(w)) € [B1.B2] -

o a = (1 U Ba: supongamos sin pérdida de generalidad que (v, w) € [51]g. Luego por

induccién (f(v), f(w)) € [1 U B2]m.

o a= f1NP:si (v,w) € [B1 N P2 entonces (v, w) € [B1]aN[B2]c, y por HI podemos
deducir que (f(v), f(w)) € [L1]g N [B2]a = [B1 N Bl m-

o o= % (v,w) € [B*]q si existe z1,...,zm € Vg tal que 21 = v, 2, = w y (24, 2i+1) €
[Ble para 1 < i < m—1. Por hipétesis se sigue entonces que (f(z;), f(zi+1)) € [8] =,
lo cual implica que (f(v), f(w)) € [8*]u-

o a = [™™: este caso se deduce usando los mismos argumentos que para el caso .*.

o w=1Y1 A2 v € [h1 ANpa]g siv € [i] g v v € [¢2] ¢. Usando la HI concluimos que
f(v) € [r]ln y f(v) € [¥2]n, lo cual implica que f(v) € [¢1 A ¥2]n-

o =11 Vg siv € [[th1 Vo] entonces sin pérdida de generalidad podemos asumir
que v € [1]g. Luego, por HI f(v) € [¢1]u C [v1 V Yo]n.

o p=(B):ve[(B)]qsi(v,2) € [B]a para algin z. Por hipétesis (f(v), f(2)) € [8]m,
y entonces f(v) € [(B)]x.

(

o = (f1*f2), conx € {=,#}: v € [(B1*P2)] siexiste 21,22 € Vi tal que (v,21) €
[Bila, (v,22) € [B2]c v Da(z1) x Dg(z2). En H ambos z; y 29 preservan sus data
values (i.e. Dg(zi) = D (f(zi)) parai € {1,2}), y por HI (f(v), f(2i)) € [Bil i para
i € {1,2}. Por lo tanto f(v) € [(B1 * B2)]u-
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