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TRADUCCIONES PARCIALES ENTRE LENGUAJES LOGICOS

La naturaleza del software es intrinsecamente heterogénea. Dicha heterogeneidad deriva
de la diversidad de propiedades y caracteristicas que tienen los sistemas, que a su vez es
demostrado por la diversidad de formalismos y lenguajes utilizados para describirlos. La
teoria de las Instituciones fue introducida como una formalizacién de la teoria de modelos
abstracta de un formalismo logico. La posibilidad de relacionar instituciones a través de
funciones apropiadas, que pueden ser interpretadas como traducciones que conservan la
semantica, permitié la consideracién de diagramas de instituciones como ambientes légicos
heterogéneos y su uso como fundamento formal de herramientas como HETS o CafeOBJ.

Siguiendo la definicién original de estas conexiones entre lenguajes logicos, estas fun-
ciones entre signaturas, sentencias y modelos, son forzadas a ser totales. Sin embargo, es
bien conocido que muchas légicas se relacionan en forma parcial. Entre otras, la relacién
entre CTL y LTL es un ejemplo clasico de légicas que comparten un fragmento propio
equipolente, mientras que no existe ninguna traduccién conservadora de la seméantica total
en ninguna de las direcciones.

En este trabajo exploramos la nocién de comorfismo parcial (aun cuando nuestra consi-
deraciones también aplican a morfismos) como un medio para proveer este tipo de relacién
entre instituciones.

Palabras claves: Instituciones, Especificacion heterogénea, Especificacién algebraica,
Métodos formales, Ingenieria de software.






PARTIAL TRANSLATIONS BETWEEN LOGIC LANGUAGES

The nature of modern software is intrinsically heterogeneous. Such heterogeneity is derived
from the diversity of properties and characteristics that software systems have, which
is in turn witnessed by the diversity of specification formalisms and languages that are
used to describe them. The theory of Institutions was introduced as a formalisation of
the abstract model-theory of logical formalisms. The possibility to relate institutions via
suitable mappings, which can be interpreted as semantics-preserving translations, allowed
to consider diagrams of institutions as heterogeneous logical environments and to use them
as formal foundations for tools like HETS or CafeOBJ.

Following the original definitions of such connections between logical languages, those
mappings between signatures, sentences and models are forced to be total. However, it is
well-known that many logics relate in a partial way. Among others, the relation between
CTL and LTL is a classical example of logics that share an equipollent proper fragment,
while there is no total semantics-preserving mapping in either direction.

In this work we explore the notion of partial co-morphism (even if our considerations
could be applied to morphisms as well) as a mean for providing this kind of relation
between institutions.

Keywords: Institutions, Heterogeneous specifications, Algebraic specification, Formal
methods, Software engineering.

111






AGRADECIMIENTOS

Es dificil poder expresar en un par de lineas los agradecimientos a quienes fueron parte
de este proceso tan importante en mi vida. Sin embargo, voy a hacer el intento.

En primer lugar a toda mi familia, que es en gran parte responsable de quien soy
hoy. A mi vieja que siempre me bancé en todas y nunca cuestioné mis decisiones ni mis
intereses, ni siquiera cuando implicaban practicamente vivir afuera de casa la mayor parte
del tiempo. A mi viejo que desde chico siempre alimenté mi curiosidad y fue eventualmente
él quien me hizo conocer esta hermosa carrera y, asi, emprender este viaje. A Facu y Mili,
a quienes quiero un montén y muy pocas veces se los digo.

También a mis compaifieros de cursada y amigos de la facultad, sin quienes avanzar
en la carrera hubiese sido mucho mas aburrido. Charlie, Laski, Gonza, Partu, Bariloche,
Fede, Pato, Marco y todos los que me estoy olvidando. Cursar no hubiese sido lo mismo
sin ustedes.

Especialmente a todo el FEM!, ese grupo increible de personas que dan todo para
transformar su realidad. De todos aprendi y sigo aprendiendo un montén, no me imagino
la facultad sin ellos. En particular a una companera gigante como Lupi, que juntos con Eze
y Tavo enfrentamos grandes desafios que me dejan con recuerdos que voy a llevar siempre.
También a quienes me ensenaron qué era esto de militar y me entusiasmaron a cambiar
el mundo: Axel, Flor, Fiore, Cani, Manu, Euge, Pau, Santi. Casi me olvido de Ale, que
trajo su alegria desde el principio. A los del presente y a los del futuro: Santi Sosa, Marce,
Pablo, Somodi, Rombo, Caro, Maia, Flai, Jess con quienes comparto grandes experiencias
y tienen un potencial enorme. A todos de los que me olvidé, desde los mas nuevos hasta
los mas viejos, gracias!

A la Universidad publica y gratuita, que me dio la posibilidad de formarme, me volé
la cabeza e hizo que conozca personas muy valiosas. En particular al Departamento de
Computacién, mi segunda casa todos estos anos, a todos los docentes y las personas que
aportaron a mi formacion.

A Charlie, mi director, sin él probablemente no hubiese sido posible esta locura de
recibirme siendo presidente del Centro de Estudiantes. Con él tuve una experiencia de
inicio a la investigacién excelente pero también pude entablar una relaciéon con una gran
persona y estoy muy contento de que empecemos a trabajar juntos.

A Santi y Pablo, mis jurados, por leer mi tesis, comentarla y adaptarse a los tiempos
que yo necesitaba para recibirme. Gracias!

A todos mis amigos de afuera de la facu (si, tengo!), aunque no nos veamos tanto y
esté siempre a mil con otras cosas, fueron y son una parte importante de mi vida. En
particular el grupete de Kaploud no podria faltar en estos agradecimientos.

A Maia por sus abrazos, sus mates y sus formas de ver el mundo que comparte todos
los dias conmigo. Gracias por bancarme en todas y en particular bancarme en esta, sos
muy importante para mi.

A todos los que me apoyaron, me bancaron, me ayudaron. Seguro hay muchos que no



estan en estas lineas pero que fueron muy importantes para que yo pueda llegar hasta aca.

Muchas gracias, en serio.



Indice general

Introduccion ..o L L
. Definiciones preliminares . . . . . . . . . . . ...

. Relaciones parciales entre Instituciones . . . . . . . . .. .. ..o,
3.1. Definicion general . . . . . . . ..o L Lo

3.2. Una clase concreta de comorfismos parciales entre instituciones . . . . . . .

.Casodeestudio . . . ..o Lo
4.1. Institucién de légica de primer orden con igualdad . . . . .. ... .. ...
4.2. Institucion del Algebra Relacional . . ... ... ... ... .
4.3. Institucion del Algebra Relacional con clausura reflexo-transitiva . . . . . .

4.4. Comorfismo parcial débil entre RAxy FOL_ . . . . ... ... ... ....

. Conclusiones y trabajo futuro . . . . . . . . ... ..o
5.1. Conclusiones . . . . . . . .
5.2. Preguntas de investigacion que se abren a partir de este trabajo . . . . . . .

5.2.1. jLas instituciones junto con los comorfismos parciales concretos for-
man una categoria?;Cudles son sus propiedades estructurales?

5.2.2. Reestructuracion de lenguajes . . . . . . . . . ... ...

5.2.3. Morfismos y comorfismo basados en traduccidénes de presentaciones
deteorfas . . . . . . ..

5.2.4. Flattening de Grothendieck institutions con morfismos y comorfis-
mos parciales . . . . ... Lo

Lemas y resultados usados en las demostraciones . . . . . .. ... ... .......

5.3. Lemas utilizados en la construccién de comorfismo parcial débil . . . . . . .

5.4. Lemas utilizados en la construccién de comorfismo parcial fuerte . . . . . .

VII






1. INTRODUCCION

La naturaleza del software moderno es intrinsecamente heterogénea. Dicha heteroge-
neidad deriva de la diversidad de propiedades y caracteristicas que tienen los sistemas,
que a su vez es demostrado por la diversidad de formalismos y lenguajes utilizados para
describirlos. La teoria de las Instituciones, Institutions [GB84], fue introducida con la am-
bicién de resolver lo que ya en su momento se perfilaba como un problema; el crecimiento
desmedido de la cantidad de lenguajes de especificacién diferentes, cada uno de ellos so-
portado por una o mas herramientas que permite el andlisis de especificaciones escritas en
dicho lenguaje. En palabras de sus creadores Goguen y Burstall [GB84]:

There is a population explosion among the logical systems being used in com-
puter science. Examples include first order logic (with and without equality),
equational logic, Horn clause logic, second order logic, higher order logic, in-
finitary logic, dynamic logic, process logic, temporal logic, and modal logic;
moreover, there is a tendency for each theorem prover to have its own idiosyn-
cratic logical system. Yet it is usual to give many of the same results and
applications for each logical system; of course, this is natural in so far as there
are basic results in computer science that are independent of the logical system
in which they happen to be expressed.

A su vez, las instituciones redundaron en una formalizacién adecuada de la teoria de
modelos abstracta de un formalismo légico [GB92] y, consecuentemente, de un lenguaje
de especificacion. En este trabajo, Goguen y Burstall reintroducen, en mucha mayor pro-
fundidad, el concepto de instituciones y enuncian la utilidad de contar con elementos que
permitan relacionar diferentes lenguajes 16gicos. Estos elementos fueron introducidos bajo
el nombre de institution morphisms con el objetivo de definir las “duplex” institutions y
las “multiplex” instiutions que se explican a efecto de permitir el uso simultdneo de més
de un lenguaje 16gico, uno para especificar la clase de modelos y otro(s) para establecer
restricciones pero preservando cierta coherencia entre las nociones de satisfacibilidad de
los diferentes lenguajes.

En [Mes89], José Meseguer realizé un extenso estudio sobre la caracterizacion categéri-
ca de los distintos elementos que componen un sistema logico; entre ellos, la posibilidad de
relacionar lenguajes logicos a partir del uso de traducciones que preservan la seméntica de
los elementos lingiiisticos traducidos. Asi, introdujo los llamados maps of intitutions (en-
tailment systems, logics, logical systems, proof calculi, proof subcalculi and effective proof
subcalculi) como una herramienta que permite la representacién de un lenguaje légico en
otro.

El trabajo de Meseguer fue extendido por Tarlecki en [Tar96] en donde el autor intro-
duce, y estudia extensamente, los institution semimorphisms, institutution morphisms e
institution representations (denominados maps of intitutions por Meseguer en el trabajo
mencionado en el parrafo anterior). Estos dos tltimos aparecen como relaciones en “direc-
ciones opuestas” en las que lo que se formaliza es, en el caso de los morfismos, la forma en
la que una institucién (potencialmente més expresiva) contiene un fragmento equipolente
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2 1. Introduccion

a otra institucién (potencialmente menos expresiva); y en el caso de las representacio-
nes (posteriormente llamadas co-morfismos [GR02]) la forma en la que una institucién
(potencialmente menos expresiva) es representada en un fragmento equipolente de otra
institucién (potencialmente més expresiva). Luego, en [GR02] Goguen y Rogu ampliaron
aun mas la diversidad de relaciones que podian trazarse entre lenguajes légicos a partir
de alterar la direccién de las relaciones entre signaturas, sentencias y clases de modelos.

La posibilidad de relacionar instituciones a través de este tipo de funciones, que pueden
ser interpretadas como traducciones que conservan la semantica, permitié la consideraciéon
de diagramas de instituciones como ambientes l6gicos heterogéneos [MT09] y su uso co-
mo fundamento formal de herramientas como HETS [Mos05, MMLO7], o las Grothendiek
institutions [Dia02], cuyos fundamentos son los extra theory morphisms [Dia98], y su uso
como fundamento de la herramienta CafeOBJ [DF02].

Adicionalmente, en [AC91] Astesiano y Cerioli, y en [Cer93, Cap. 3, Sec 3.3] Maura
Cerioli, realizan un estudio de un tipo particular de relacién entre instituciones, que es
la nocién de simulacién, caracterizandola como equivalente a un map of institutions sur-
yectivo. En esta misma linea de trabajo, en [MW97, MWO98|, Martini y Wolter ahondan
sobre la construccion de una taxonomia que permite comprender en un marco conceptual
unificado esta diversidad de relaciones entre instituciones.

A su vez, en [Mos96], Mossakowski introduce tres nuevas clases de relaciones entre
instituciones a saber, conjunctive maps of institutions, weak maps of institutions and se-
mi maps of institutions, derivadas de la observacién de que la distincién entre signaturas
y sentencias puede resultar en un factor limitante a la hora de considerar relaciones de
traduccion entre instituciones. A modo de ejemplo, conjunctive maps of institutions re-
presenta una manera de sobrepasar el limite impuesto por el hecho de que los maps of
institutions o institution co-morphisms se basan fuertemente en la idea de que la traduc-
ciéon de una teoria es la extensién a conjuntos de la traduccién de sentencias.

A pesar del extenso campo de trabajo mencionado anteriormente, si seguimos la defi-
nicién original de estas conexiones entre lenguajes logicos, las funciones entre signaturas,
sentencias y modelos, son forzadas a ser totales; es decir que se entiende que dos lenguajes
l6gicos pueden relacionarse solo si uno de ellos es capaz de subsumir completamente al otro,
en tanto a la expresividad de su teoria de modelos. Sin embargo, es bien conocido que mu-
chas légicas se relacionan en forma parcial. Entre otras, la relacién entre CTL [BAMP81]
y LTL [Pnu81] es un ejemplo cldsico de légicas que comparten un fragmento propio equi-
polente, mientras que no existe ninguna traduccién conservadora de la semantica total en
ninguna de las direcciones.

Otro ejemplo de este tipo de relaciones, y que desarrollaremos por extenso en el presente
trabajo a modo de caso de estudio en la Seccién 4, es la relacién entre el dlgebra relacional
con clausura reflexo-transitiva (RA*), una extensién del dlgebra relacional [JT51, JT52] con
dicho operador de clausura, presentado en [Kle56] y extensamente estudiado en [HKTO00],
y la 1égica de primer orden con igualdad (FOL-) [End72]. Sin &nimo de adentrarnos en
dicho ejemplo, si bien el reducto correspondiente a las algebras relacionales es equipolente
al fragmento de tres variables de la légica de primer orden con igualdad [TG87], la clau-



sura reflexo-transitiva no lo es [Lib04, Teorema 7.26], presentando un excelente ejemplo
del tipo de relaciones sobre las que versa este trabajo.

En este trabajo exploramos la nocién de comorfismo parcial (aun cuando nuestras
consideraciones también aplican a morfismos) como un medio para proveer este tipo de
relacion entre instituciones. Para ello daremos una definicién abstracta que luego ins-
tanciaremos en analogia con las funciones parciales de teoria de conjuntos, obteniendo
una clase de comorfismos parciales con propiedades interesantes desde la una perspectiva
metatedrica.

El presente trabajo se estructura de la siguiente forma. En la Seccion 2 se presentan
las definiciones preliminares, en la Seccidon 3 presentaremos el aporte principal de este
trabajo que es la definiciéon de comorfismos parciales entre instituciones y estudiaremos
brevemente algunas propiedades de la categoria que generan. En la Seccién 4 mostraremos
un ejemplo con el objeto de clarificar la utilizacién de los resultados tedricos presentados en
la Seccién 3 y finalmente, en la Seccién 5 presentaremos algunas conclusiones del presente
trabajo y detallaremos algunas lineas de investigacién que se abren a partir del presente
trabajo.



1. Introduccion




2. DEFINICIONES PRELIMINARES

A continuacién presentaremos las definiciones preliminares que usaremos a lo largo
de la presente tesis. La tesis no asume ninguna familiaridad con definiciones de teoria
de categorias y en este sentido los temas seran presentados en forma autocontenida. Las
definiciones bésicas fueron tomadas principalmente de [McL71, Pie91, Fia05].

Definiciones basicas

Definicién 1 (Grafo). Un grafo es una estructura (Go,G1) donde

» G es una coleccion (de nodos),
» G es una coleccion (de flechas),

» src: G1 — Gy mapea cada flecha a un nodo (el origen de la flecha),

trg : G1 — Gy mapea cada flecha a un nodo (el destino de la flecha).

Si f € Gy es una flecha de x a vy, serd denotada como f:x —y ox EN Y.

Definicién 2 (Homomorfismo de grafos). Dados dos grafos G y H. Un homomorfismo
de grafos ¢ : G — H es un par de mappings ¢o : Go — Ho y ¢1 : G1 — Hy tal que para
cada flecha f :x — y € Gy, tenemos ¢1(f) : po(x) — ¢o(y) € Hy.

Definicién 3 (Camino en un grafo). Sea G = (Go, G1) un grafo y x,y € Gy. Un camino
desde x hacia y de longitud k > 0 es una sequencia fi,..., fr tal que:

s fieGy (lglﬁk),

» sre(f1) =z,
w trg(fi) = sre(fiz1) (1 <i<k),
= trg(fr) =y

Denotaremos G; la coleccion de caminos de longitud i.

Definicién 4 (Categoria). Una categoria es una estructura (G, o,id) donde:

» G = (Go,G1) es un grafo,

» o: Gy = G1 es un mapping desde Gy hacia Gy (llamado composicion). Si f : x —
Y,g:y — z € G1, entonces la composicion de f y g se denota go f :x — z,

v id : Gy — G1 es un mapping desde Gy hasta G1 (llamado identidad). Si x € Gy,
idy : x — x es la flecha identidad de x,

5



6 2. Definiciones preliminares

tal que para todo x,y € Go y f,g9,h € G1:
w sif:rx—y, entonces f = foid, =idyo f,
w sisre(g) = trg(f) y sre(h) = trg(g), entonces ho (go f) = (hog)o f.

Dada una categoria C = (G, o,1d), graph(C) denota a G, el grafo de C. A su vez, Gy serdn
llamados los objetos de C (denotado de aqui en mds como |C|) y Gy los morfismos de C
(denotado de aqui en mds como ||C||). Dados dos objetos x,y € |C| llamamos homc(x,y)
a la coleccion de morfismos f € ||C|| tal que sre(f) =z e trg(f) =y.

Diremos que una categoria C es pequena si tanto |C| como ||C|| son conjuntos. A su
vez, diremos que es localmente pequena si para todo x,y € |C|, homc(x,y) es un conjunto.

A partir de ahora definiremos una categoria simplemente declarando cudles son sus
objetos y sus morfismos, definiendo la composicion y las identidades, omitiendo cualquier
mencién al grafo subyacente. Presentaremos una categoria como una estructura (O, .A)
donde O es la coleccién de objetos y A es la coleccién de morfismos, junto con la defini-
cién de id, € A para cada objetoz € O yo: Ax A— A.

Definicién 5 (Subcategoria). Dadas dos categorias C = (Oc, Ac) y D = (Op, Ap). Deci-
mos que D es subcategoria de C si y sdlo si:

= Op C Oc,
s Ap C Ac tal que:
e six € Op, entonces idp, = idc,,
e sif:x—y,g:y—z€ Ap, entonces gop f =goc f.
Cuando D es subcategoria de C se denota D C C.

Definicién 6 (Categoria discreta). Dada una categoria C, decimos que C es una categoria
discreta si los dnicos morfismos que tiene son las identidades de cada objeto. Es decir si:

» home(z,x) = {idy} para todo x € |C|, y

s home(x,y) = 0 para todo z,y € |C| tal que x # y.

En general, la nocién de categoria cociente estd dada solo en relacién al cociente de
cada uno de los conjuntos de morfismos entre objetos a través de una relacion manteniendo
el mismo conjunto de objetos. La siguiente definicidon generaliza este concepto de forma
que el cociente también es tomado sobre el conjunto de objetos, lo que hace la definicion
levemente mas compleja.

Definicién 7 (Categoria cociente). Dadas C una categoria pequena y, R C |C| x |C| y
R ={R, ,}zyelc) © homc(z,y) x homc(x,y) congruencias, se define C{RR’ la categoria
cociente de C por R y R’ de la siguiente forma:



. |C‘RR'| = |C||R, dado z € |C|, [z]r denota la clase de los objetos y € |C| tal que
R(z,y), y

= para todo x,y € |C|, homc‘ ([x] R, [y]r) = homc(z,y) R,

R,R/

Una de las particularidades distintivas de la teoria de categorias es la posibilidad de
inferir propiedades de una cierta subcoleccién de objetos y morfismos por su disposicion en
alguna estructura particular en la categoria a la que pertenecen. La forma de indentificar
estas subcolecciones de objetos y morfismos es a partir del concepto de diagrama.

Definicién 8 (Diagrama). Sea C una categoria y I un grafo. Un diagrama con forma I
en C es un homomorfismo § = (g, 01) : I — graph(C).

Definicién 9 (Diagrama conmutativo). Sea C una categoria y I = (G, G1) un grafo.
Entonces un diagrama § = (09,1) : I — graph(C) conmuta si y sélo si para fi,...,f; €
Gi, g1,-..,95 € Gj tal que src(fi) = src(g1) y trg(fi) = trg(g;), vale en C la siguiente
igualdad

61(fi) o+ +-001(f1) = 01(gj) 0 -+ 0d1(g1)

Se suele decir que la teoria de categorias es el estudio de una clase de individuos pero a
partir de los aspectos sociales que los vinculan; asi, a diferencia de la teoria de conjuntos,
las propiedades de estos individuos son caracterizadas por los morfismos entre ellos més que
por la posibilidad de hacer observaciones sobre su estructura. Intuitivamente, el concepto
de functor en teoria de categorias juega el rol relacién entre dos categorias.

Definicién 10 (Functor). Dadas dos categorias C = (Oc, Ac) y D = (Op, Ap). Entonces
6 : C— D es un functor si y sdlo si:

» stz € Oc, entonces §(z) € Op,
w si f:x—y € Ac, entonces 6(f) : 6(x) — d(y) € Ap, tal que:

e siz € Oc, 6(id°;) = id°5,),

e sif:x—y,g:y— z€ Ac, entonces §(goc f) = 0(g) op (f).

Dadas dos categorias localmente pequenias C y D y ¢ : C — D, para todo x,y € |C| ¥
induce una funcion v, : homc(z,y) = homp(¢¥(x),¥(y)); asi diremos que 1 es faithful
S0 g,y es inyectiva, full si 1, es suryectiva y fully faithful (i.e. full y faithful) si 1), es
biyectiva.

Denotaremos Cat a la categoria cuyos objetos son las categorias pequenas (i.e. cate-
gorias en las que tanto sus objetos como sus morfismos son conjuntos y no clases propias)
y cuyos morfismos son los functores entre dichas categorias.

Las siguientes definiciones formalizan algunas particularidades del concepto de functor
que seran de utilidad en las secciones venideras.



8 2. Definiciones preliminares

Proposicién 1 (Functor inverso). Sean C y D categorias; si 1p : C — D es un functor
biyectivo en objetos y fully faithful, entonces existe ¢ : D — C tal que:

poyp=1c y Yoo=1p

En este caso, ¢ se denomina el functor inverso de ¢ y se lo nota 1 ~".

Demostracion. Sea ¢ : D — C un morfismo definido como sigue:

» ¢(x) = 2’ para todo x € |D|, donde 2’ € |C| y verifica ¢)(z') = x. Como 1 es biyectivo
en objetos tenemos que z’ existe y es tnico.

= ¢(f) = f' para todo f € ||D||, donde f’ verifica ¢(f’) = f. Como 1 es fully faithful
tenemos que f’ existe y es tnica.

Se puede observar, por definicién de functor, que dado x € |D|, existe a2’ € |C| tal que
¢(z) = 2’ y lo mismo vale dado f : x — y € ||D|| arrojando ¢(f : z = y) = f' 2’ =/
tal que se verifica ¢(f) = f’. Por definicién de ¢ es claro ver que ¢(f) € ||C||. Como ) es
functor tenemos que ¥(f’) : ¥ (2') — ¥(y') € ||D||. Entonces, como ¢ (f’) = f, tenemos
que necesariamente = = ¥(2’) e y = ¥(y’). Por lo tanto, por definicién de ¢, tenemos
que ' = ¢(x) e ¥y = ¢(y). Veamos que ¢ preserva identidades. Sea x € |D| tenemos que

¢(x) = 2’ y se verifica ¥(z') = z. Luego, tenemos que:

Y(idS) = idz(x,) [ pues ¢ es functor |
= id® [ pues () =z
Entonces tenemos que:
¢(id?) = idS [ por definicién de ¢ y ya que (idS) = id? ]

= idg(x) [ pues ¢(z) =2’ ]

Veamos ahora que que ¢ preserva composiciéon. Sean f : x — y, g : y — z € ||D||

tenemos que ¢(f : @ — y) = f' 12’ =y tal que Y(f') = f, ¥(2’) =z e Y(¥') =y, y que
dg:y—z)=4g:y — 2 tal que ¥(¢') = g, ¥(y') =y e ¥(2’) = 2. Tenemos entonces:

P(g oC 1) = ¥(g') oP (f") [ pues ¢ es functor |
= goPf [pues ¥(f) = fy ¢(g) =g]

Entonces tenemos que:

o(g oD f) = ¢ o€ f! [ por definicién de ¢ y ya que ¢(g’ o€ =g oP f ]
= ¢(g) P o(f) [pues ¢(f) = [y d(9) =4]

La demostraciéon de que ¢ es Unico es andloga a la demostracion de la unicidad de la
funcién inversa de una funcion biyectiva en teoria de conjuntos. O

Definicién 11 (Imagen de functor). Dadas dos categorias C = (Oc, Ac) y D = (Op, Ap)
y un functor § : C — D, la imagen de ¢ es una estructura (O, A) donde O = {i(z)|x € Oc}
y A={d(o)loc € Ac}. La denotamos Img(9).



Definicién 12 (Categoria opuesta). Dada una categoria C = (Oc, Ac) decimos que la
categoria opuesta de C es C°P definida como:

s Ocor = Oc

= Aco ={fP:y—z|f:z2—>yeAc}

Lema 1. Sean C y D categorias, y un functor ¢ : C — D. Si ¢ es inyectivo en objetos y
faithful, entonces Img(¢) es una categoria. En particular Img(¢) es subcategoria de D.

Demostracion. Sea x € |Img(¢)|, luego, existe 2’ € |C| tal que ¢(a’) = x. Como ¢ es
functor, entonces sabemos que ¢(idS)) = idZ pertencce a ||Img(¢)|.

Sean ahora f :z — y,g9:y — z € |[Img(¢)|], luego existen f': 2’ — y(, ¢ 1y} — 7 €
|C|| tal que f = &(f’), g = ¢(g’). Como ¢ es inyectivo en objetos y sabemos que ¢(y() =y y
#(y}) = y tenemos que y;, = y;. Luego, en vista que existen f': 2’ — ¢/, ¢ : ¢y — 2’ € ||C[],
se tiene que existe g’ o f': 2’ — 2’ € ||C]| tal que ¢(g' o¢ f') = ¢(g’) oP ¢(f') debido a
que ¢ es functor y consecuentemente preserva la composicion.

Ahora probamos que las identidades en Img(¢p) se comporta como el neutro de la
composicién: sea f : x — y € |[Img($)|| cuya pre imagen es f': 2’ — 3/ € ||C||, luego

f = o(f) [ por hipdtesis. ]
o(f o€ idS) [ pues idS es identidad en C. ]
= ¢(f")oP qb(idg) [ pues ¢ es functor. |
= foPidP [ por hipétesis y definicién de ¢. ]

La demostracién de esta propiedad para la composicion en la otra direccién es andloga.

Ahora probemos que la composicién en Img(¢) es asociativa: sean f, g, h € [|[Img(o)]|
si sre(g) = trg(f) tal que src(h) = trg(g), luego existen f’,¢',h’ € ||C|| tal que f = &(f"),
g=¢(g") y h=¢(h'). Entonces tenemos que

o(trg(f)) = trg(¢(f)) [pues ¢ es functor |
= trg(f) [ pues ¢(f') = f]
= sre(g) [ por hipétesis |
= src(0(g')) [ pues g = ¢(g')]
= ¢(sre(g’)) [ pues ¢ es functor |

A partir de esta igual y como ¢ es inyectivo en objetos podemos afirmar que trg(f’') =
src(g’). La demostracién de que sre(h’) = trg(g') es andloga. Por lo tanto, como C es
categorfa tenemos que (h' 0% g') o€ f/ = 1’ o¢ (¢’ o¢ f"). Luego
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(hoPg)oP f = (¢(h')oP ¢(g") 0P o(f) [pues f=o(f),
g=9(g)y h=09o(l)]

B(h' o€ g') P (") [ pues ¢ es functor |
= ¢((W o ¢") o€ f) [ pues ¢ es functor |
d(h o (g' o€ f1)) [ pues C es categorfa y, por lo tanto,

C

la composicién o™ es asociativa |

) [ pues ¢ es functor |
o(f") [ pues ¢ es functor ]

= hoP(goP ) [ pues f = o(f"),
g=o(g)y h=9¢()]

I
<
—~

.

Probemos ahora que I'mg(¢) es subcategoria de D. Como D es el codominio de ¢ es
claro ver que |Img(¢)| C |D| y que ||[Img(¢)|| C ||D||. Es claro ver que las identidades son
idP para z € |[Img(¢)| y que la composicién es oP para morfismos en |[Img(¢)]|. O

Proposicién 2 (Functor inverso parcial). Sean C y D categorias; si ¢ : C — D es un
functor inyectivo en objetos y faithful, entonces existe un functor ¢ : Img(y) — C tal que:

potp=1c y yYoop= 1D}Img(¢) = Limg ()
En este caso, ¢ se denomina el functor inverso parcial de v y también se lo nota 1.

Demostracion. Observando que, como % es un functor inyectivo en objetos y faithful, si
restringimos su codominio a Img(v) obtenemos un functor biyectivo en objetos y fully
faithful. Luego la demostracion es andloga a la desarrollada en la Proposiciéon 1. O

Definicién 13 (Isomorfismo de categorias). Sean C y D categorias, decimos que C y D
son isomorfas si existen un functor ¢ : C — D biyectivo en objetos y fully faithful.

Dadas C y D categorias, notaremos C = D cuando C y D sean isomorfas.
Definicién 14 (Restriccién de functor). Dado un functor o : C — D y una categoria C'

tal que C' C C. Definimos « o como la restriccion de dominio del functor a a la categoria
C', de la siguiente manera:

» a|.(z) = a(z) para todo x € |C'|

cl(f) = a(f) para todo f € ||C'||

LI

El siguiente lema expone cémo un functor restringido preserva las propiedades del
functor original.

Lema 2. Sea ¢ : C — D functor. Si C° es subcategoria de C entonces ¢° = Qﬁ‘co es functor.

Demostracion. Veamos primero que ¢%(z) € |D| para todo = € |C°|. Como C° C C tengo
que z € |C|. Por definicién de ¢° tengo ¢°(x) = ¢(x) y como ¢ es functor entonces
¢(z) € |D|. Luego, veamos que si f : x — y € ||C°|| entonces ¢°(f) : ¢°(x) — ¢°(y) € ||D||
preservando identidad y composicién. Como f € ||CO|| tengo que f € ||C||, ademds por



definicién tengo que ¢°(f) = ¢(f). Luego, como ¢ es functor sabemos que ¢(f) : ¢(x) —
¢(y) € ||D]], y como z,y € |C°| tengo que ¢°(z) = ¢(z) y ¢°(y) = ¢(y), entonces ¢°(f) :
¢°(x) — ¢°(y) € |D||.

Luego, debemos probar que ¢° preserva las identidades:

#°(id,) = ¢(id;) [ por definicién de ¢V. ]
= idyy) [ pues ¢ es functor. |
idgo(p) [ pues € |C° y por lo tanto ¢%(z) = é(z). |

Veamos ahora que ¢° preserva composicién: sea f :x —y,g9:y — z € ||CO|

(gof) = ¢lgof) [ por definicién de ¢ |
= &(g9) o o(f) [ pues ¢ es functor. |
= ¢%(g) o ¢°(f) [pues f,g € ||CO| y por lo tanto ¢°(f) = &(f)
y #°(g9) = ¢(9)- ]

O

Definicién 15 (Subfunctor). Dados dos functores o, : C — Set. Decimos que « es
subfunctor de B si y sdélo si:

» a(x) C B(x) para todo x € |C]

« () = B(f)]py para todo [z =y € |IC]

Adicionalmente necesitaremos una definiciéon andloga a la anterior, pero con el objeto
de formalizar la nocién de subfunctor para el caso en que el codominio es Cat en lugar de
Set.

Definiciéon 16. Dados dos functores o, 8 : C — Cat. Decimos que « es subfunctor de 3
sty solo si:

» a(z) C B(x) para todo x € |C|

= ) = B(f)] ) para todo [ :x = y € ||C]

Otra categoria conocida, y de gran relevancia en la teoria de categoria, y en particular
para este trabajo, es la categoria cuyos objetos son la clase de los functores, y los morfismos
son transformaciones naturales entre estos functores.

Definicién 17 (Transformacién natural). Sean C y D categorias y 1, ¢ : C — D functores,
entonces T : Y = ¢ : C — D es una transformaciéon natural si es una funcion que
asigna a cada objeto ¢ € |C| un morfismo 7. : ¥(c) — ¢(c) tal que para cada ¢, € |C|,
f:c—d € Ac, el siguiente diagrama conmuta

P(c) e - ¢(c)

¥(c) & - o(c)
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Instituciones y General logics

En esta seccién formalizaremos algunos tépicos del campo General logics [Mes89] ha-
ciendo eje particular en las Instituciones [GB84] como caracterizacién formal y abstracta
de la teoria de modelos de un sistema logico. Las definiciones y resultados que presentamos
a continuacién fueron tomados principalmente de [GB92, Tar96, Mes89] pero usando una
nomenclatura mas moderna tomada de [GR02].

Un entailment system queda definido a partir de identificar una familia de relaciones
de consecuencia sintactica indexada por los objetos de una categoria que identificaremos
como las signaturas del lenguaje 16gico. Como es usual, a estas relaciones de consecuencia
se les requerird que satisfagan reflexividad, monotonfa! y transitividad. Adicionalmente,
debe ser considerada una nocién de traduccién entre signaturas.

Definicién 18 (Entailment system [Mes89]). Un entailment system es una estructura
(Sign, Sen, {Fs }s¢|sign|) que satisface las siguientes condiciones:

= Sign es una categoria de signaturas,

» Sen : Sign — Set es un functor. Sea ¥ € |Sign|; entonces Sen(X) retorna el conjunto
de X-sentencias, y

» {Fs}nelsign|, donde FxC 9Sen(%) Sen(X), es una familia de relaciones binarias
tal que para cualquier X,%" € |Sign|, {¢} U {di}tiez C Sen(X), I,V C Sen(X), se
satisfacen las siguientes condiciones:

e reflexividad: {9} bx ¢,
e monotonia: si 'y ¢ yI' C TV, entonces I by, ¢,
e transitividad: si I' s, ¢; para todo i € T y {¢;}icz by ¢, entonces T by ¢, y

e F-traduccion: si I' s, ¢, entonces para cualquier morfismo o : X — X/ en Sign,
Sen(o)(I') Fsy Sen(o)(¢).

Las siguientes definiciones formalizan el concepto de teoria, es decir un conjunto de
férmulas de una signatura de las que se deriva o no la validez del resto de las formulas de
la signatura.

Definicién 19 (Presentaciones (de teorfas) [Mes89]). Sea (Sign, Sen, {5} s¢|sign|) un en-
tailment system. Su categoria de presentaciones (de teorias) Th es un par (O, A) tal que:

m O={(X,T)|X €|Sign| and T C Sen(X) }, Y
m A={o:(Z,T) = (XTI |(E,T),(2,I') € 0,0 : & — %' € ||Sign||, para toda v € I',T" F-5» Sen(o)(v) }.

Adicionalmente, si un morfismo o : (X,T) — (X', T”) satisface Sen(o)(T") C T”, se
dice que es conservador. Si nos quedamos solo con aquellos morfismos de Th que son
conservadores, se obtiene la subcategoria Thyg.

! La teorfa de las instituciones y General logics se enfocan en la caracterizacién de légicas monétonas.
El lector interesado es referido a [CLM12] para una presentacién de entailment systems para légicas no
mondotonas.
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Definicién 20 (Teorfas [Mes89]). Sea (Sign,Sen, {Fs}s¢sign)) un entailment system y
(U,T) € |Th|. Se define ® : 25¢n() — 28en(®) tomo sigue: I'* = {~ |TFx v }. Esta
funcion se extiende a objetos de Th como sigue: (X,1)® = (X,T'®). I'* se denomina la
teoria generada por I'.

Definicién 21 (Sensibilidad y simplicidad [Mes89]). Sean (Sign, Sen, {Fs }v¢c|sign|) ¥
<Sign’,Sen/,{l—’E}EG‘Sign/Q entailment systems, ® : Th — Th’ un functor y a : Sen =
Sen’ o ® una transformacion natural. Se dice que ® es a-sensible si se satisfacen las
siguientes condiciones:

1. existe un functor ®° : Sign — Sign’ tal que sign’ o ® = ®° osign, donde sign : Th —
Sign y sign’ : Th" — Sign’ son los functores forgetful que van de presentaciones a
signaturas, y

2. if (X,T) € |Th| y (X',T") € |TH| tal que ®((3X,T)) = (X', T"), entonces (I'")* =
(0" Uax(T))®, donde ' = ax(0)?.

® se dice que es a-simple si, en lugar de satisfacer (I')® = (I’ Uax(T))*® en la Condicion 2,
se satisface la condicion mds fuerte I' = ¢/ U ax(T).

Es trivial ver que basandonos en la monotonia de ®, a-simplicidad implica a-sensibilidad.
Un functor a-sensible tiene la propiedad de que su transformacién natural asociada o de-
pende solo de las signaturas. Esto es una consecuencia del siguiente lema.

Lema 3 (Lema 22, [Mes89]). Sean (Sign, Sen, {Fx}scsign)) ¥ (Sign’, Sen’, {'_/E}Ze\Sign’D
entailment systems y ® : Th — Th’ un functor que satisface la Condicién 1 de la De-
finicion 21. Entonces cualquier transformacion natural o : Sen = Sen’ o ® puede ser
obtenida de la transformacidn natural o : Sen(X) = Sen’ o ®° a partir de la composicion
horizontal con el functor sign : Th — Sign.

A grandes rasgos, una Institucion es una formalizacién abstracta de la teoria de mode-
los de una légica que hace explicitas las relaciones existentes entre signaturas, sentencias y
modelos. Estos aspectos son reflejados a través de la introduccién de las signaturas como
categoria y de la definicién de functores de esta categoria en las categorias Set and Cat, con
el objeto de capturar el conjunto de sentencias y la categoria de modelos, respectivamente,
para cada signatura.

Definicién 22 (Institucién [GB84]). Una institucién es una estructura de la forma (Sign, Sen,
Mod, {|=s }xe(sign|) que satisface las siguientes condiciones:

= Sign es una categoria de signaturas,

» Sen : Sign — Set es un functor. Sea 3 € |Sign|; entonces Sen(X) es el conjunto de
Y.-sentencias, y

= Mod : Sign®® — Cat es un functor. Sea ¥ € |Sign|, entonces Mod(X) es su corres-
pondiente categoria de Y-modelos,

2 () no necesariamente es el conjunto vacio de axiomas. Esto ser clarificado més adelante.
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» {Fs}selsign es una familia de relaciones binarias FFxC [Mod(X)| x Sen(X), para
toda X € |Sign|

tal que para todo o : X — X' € ||Sign||, ¢ € Sen(X) y M’ € [Mod(Y)|, la siguiente
condicion de =-invarianza se satisface:

M’ =5/ Sen(o)(¢) sii Mod(a®P)(M') Ex ¢ .

Intuitivamente, la dltima condicién indica que la nocion de verdad es invariante res-
pecto de cambio de notacion. Dada (X,T") € |Th|, Mod : Th°®® — Cat se puede extender a
un functor Mod : Sign°® — Cat tal que Mod((X,T")) denota la subcategoria completa de
Mod(X) determinada por aquellos modelos M € |Mod(X)| tal que M |[=yx, v, para toda
~v € T'. La relacién =y entre conjuntos de férmulas y féormulas queda definida como sigue:
dada ¥ € |Sign|, I' C Sen(X) y a € Sen(X),

'Eya siysolosi My a, para todo M € [Mod((X2,T))].

Luego, de las Definiciones 18 y 22, es posible dar una definicién de ldgica a partir
de relacionar las caracterizaciones basadas en teoria de modelos y teoria de la prueba.
Como es costumbre, cierta coherencia entre las relaciones de fuerza sintactica y semantica
es necesaria para reflejar las nociones de correcciéon y completitud clésicas en sistemas
logicos.

Definicién 23 (Légica [Mes89]). Una légica es una estructura (Sign,Sen, Mod, {5
}ie|sign|s 1S txelsign|) que satisface las siguientes condiciones:

= (Sign, Sen, {Fs}xc(sign|) €s un entailment system,
= (Sign, Sen, Mod, {[=x }sc(sign|) €5 una institucion, y

» [a siguiente condicion de correccién se satisface: para cada ¥ € |Sign|, ¢ € Sen(X),
I' C Sen(%):
I'ts ¢ implica T s ¢ .

Adicionalmente, una ldgica es completa si se satisface la siguiente condicion: para cada

Y € |Sign|, ¢ € Sen(X), I' C Sen(X):

I'Es ¢ implica T Fy ¢.

En relacién a la definicién de Institucion serd de utilidad la posibilidad de identifi-
car una sub subinstitucién que contenga solo algunos de los elementos presentes en la
institucién de forma que sea consistente con esta.

Definicién 24 (Subinstitucion). Sean I e’ las instituciones (Sign, Sen, Mod, {|=s }x¢|sign|)
y (Sign’, Sen’, Mod', {|=5, }sve(sign'|) Tespectivamente. Decimos que I es subinstitucion de
I' si se satisfacen las siguientes condiciones:

= Sign C Sign/,

= Sen es subfunctor de Sen’ Sign”
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» Mod es subfunctor de Mod’ and

{Sign"p’

= para toda ¥ € |Sign|, ExCES
Cuando 1 es subinstitucion de I' lo notaremos I C T'.

Adicionalmente, utilizaremos algunas definiciones del campo de la teoria de modelos
pues seran necesarias en secciones subsiguientes para establecer restricciones importantes
en la caracterizacion de parcialidad.

Definicién 25 (Equivalencia médulo un conjunto de férmulas). Sean (Sign, Sen, Mod, {|=x
}selsign|) una institucion, ¥ € Sign y I' C Sen(X). Decimos que dos modelos My, Mz €
|Mod(X)| son equivalentes médulo I' si y solo si para toda oo € ', My |=x a si y solo si
MQ ):2 Q.

En el caso en que dos modelos My y Ms sean equivalentes mddulo un cierto T' lo
notaremos My =r Ms.

Definicién 26 (Equivalencia elemental). Sean (Sign,Sen, Mod, { s }s¢sign|) una ins-
titucion y ¥ € Sign y ¥ € Sign. Decimos que dos modelos M1, Ms € |Mod(X)| son
elementalmente equivalentes si y solo si My =gen(x) Ma.

En el caso en que dos modelos M1 y Ma sean elementalmente equivalentes lo notare-

mos My = M.

Definicién 27 (Cociente por equivalencia elemental). Sea (Sign, Sen, Mod, {=x }s¢(sign|)
una institucion. Diremos que I estd concientada por equivalencia elemental si para toda
¥ € |Sign|, Mod(X) = Mod(X

)|E,{idM,M’}M,M’EMod(Z) '

Relaciones entre instituciones

La primera nocién de morfismo entre instituciones fue introducida en [GB92]. Mds
tarde, Meseguer introdujo la nocién de plain map [Mes89], y en [Tar96] Tarlecki discuti6
extensivamente las propiedades estructurales de la categoria de las instituciones dependien-
do de la forma en que estas se relacionan, y cémo estas relaciones deben ser interpretadas.
Una gran variedad de formas de relacionar instituciones han sido desarrolladas y estu-
diadas en conjunto con sus propiedades [GB92, Mes89, Tar96], y més recientemente en
[GRO2].

En este trabajo nos concentraremos solo en extender las definiciones y resultados pre-
sentados en por Tarlecki en [Tar96] haciendo foco particular en los llamados comorfismos
de instituciones ya que de todas las formas de relacionar dos lenguajes 1égicos, es la que
més aparece en temas vinculados con ingenierfa de software como ser refinamiento de da-
tos y reconfiguracion dindmica [CALM10, CALM13] mientras que dejaremos el estudio de
otras formas de relacionar lenguajes l6gicos como trabajo a ser abordado en el futuro.

Definicién 28 (Institution comorphism [Tar96]). Sean I = (Sign, Sen, Mod, {[=s }x¢|sign|)
yI' = (Sign’, Sen’, Mod', { =5} sisign|) instituciones. Entonces, (p°9", pSer, pMed) - T —
I’ es un comorfismo entre instituciones si y solo si:

Sign

= p : Sign — Sign’ es un functor,
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= p°°" : Sen = Sen’ 0 p°9" es una transformacion natural, (i.e., una familia natural
de funciones p3e : Sen(X) — Sen’(p°¥"(%))), tal que para cada ¥1,%s € |Sign| y
o : X1 — Yo morfismo en Sign,

P _
Sen(32) > Sen’(pS197(%,)) DI
Sen(o) O] Sen’ (p°9"(a)) o
P _
Sen(21) > Sen’(pSW"(Zl)) 21

» pMed . Mod' o (p°97)°P = Mod? es una transformacion natural, (i.e., la familia
de functores p¥ed . Mod'((p%9")°P(X)) — Mod(X) es natural), tal que para cada
31,9 € |Sign| y o : X1 — X9 morfismo en Sign,

Mod
Py,

Mod' ((p5197)°P(55)) ~ Mod(32) N
Mod' ((p5197)°P (o°P)) o} Mod(o°?) o
pgod
Mod’((pS?97)°P(21)) > Mod(21) poN

tal que para cada 3 € |Sign|, la funcién p$e" : Sen(X) — Sen’(p°"9"(X)) y el functor
pMod . Mod'(p%19" (%)) — Mod(X) preservan la siguiente condicion de satisfaccion: para
cualquier a € Sen(X) y M’ € [Mod'(p9"(%))],

M sian(sy PE™ (@) sii poUM) s a

Intuitivamente, un comorfismo entre instituciones p : I — I’ expresa cémo una insti-
tucién cuyo poder expresivo es (potencialmente) mds pobre asociada con la institucién I
es codificada en otra més rica asociada con I'. Esto se obtiene a partir de proporcionar:
1. un mapping de signaturas de I a signaturas de I', 2. una traduccién de sentencias de
I sobre una signatura X, a sentencias de I’ sobre la signatura a la que ¥ es mapeada,
3. una reduccién de modelos de I para la signatura a la que X es mapeada, a modelos
de I para la signatura ¥. La direccién de las flechas muestra cémo toda la institucién
I es representada en parte de la institucién I'. Los comorfismos entre instituciones po-
seen algunas propiedades de interés; por ejemplo, la preservacién de la consecuencia logica
[Tar96, Proposition 13], y, bajo algunas condiciones, su reflejo [Tar96, Theorem 14]. El
lector deseoso de profundizar en estos aspectos es referido a [Tar96] para mayores detalles,
y a [Tar98, Tar06] para el estudio de algunas propiedades estructurales de las categorias
de instituciones que se obtienen a partir de utilizar esta, y otras formas de relacionarlas.

Los siguientes resultados, presentados en [Tar96], caracterizan la relacién entre dos
instituciones en presencia de un comorfismo.

Proposicién 3 (Preservacién de la consecuencia Proposition 13, [Tar96]). Sean I e I' las
instituciones (Sign, Sen, Mod, {|=x}se|sign|) ¥ (Sign’, Sen’, Mod’, {|='s.}se(sign’|), Tespec-

3 Bl functor (p5"9™)° : Sign’® — Sign® es el mismo que p~*9™ : Sign’ — Sign pero considerdndolo entre

las categorias opuestas.
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tivamente. Sea p : 1T — 1" un comorfismo de instituciones. Entonces, para todos X € |Sign|,
I' C Sen(XY) y ¢ € Sen(X), si I =5 ¢, entonces p>*(T") = psion(x) P ().

Definicién 29 (Expansién de modelos sobre una traduccién de modelos). Sean T e I’
las instituciones (Sign, Sen, Mod, {|=x }ne(sign|) ¥ (Sign’, Sen’, Mod', {F's } ¢ (sign’|)» 7e5-
pectivamente. Sea p : 1 — I' un comorfismo de instituciones. Entonces, 1 tiene la pro-
piedad de p-expansién si para toda (X,T) € |Thh|, M € [Mod ((X,T))], existe M’ €
Mod” ({pSi5m(52), pSen(I)))] tal que M = pMod(M).

Teorema 1 (Reflexién de la consecuencia Theorem 14, [Tar96]). Sean I e I’ las insti-
tuciones (Sign, Sen, Mod, {Fs}xe(sign)) ¥ (Sign’, Sen’, Mod', {|='s;}s¢sign'|)» Tespectiva-
mente. Sea p : 1T — T un comorfismo de instituciones. Entonces, para todos ¥ € |Sign|,
' CSen(Y) y ¢ € Sen(X), si todo M € Mod((X,T")) tiene la propiedad de p-expansion,
entonces T' |=x, ¢ si y solo si p¥°™(T) [ psion(x) P ().

En muchos casos, en particular aquellos en los que la clase de modelos de una signatura
en la institucién de origen es completamente axiomatizable en el lenguaje de la destino, la
Definicion 28 puede ser facilmente extendida para relacionar signaturas de una institucion
con teorias en la otra. Recordemos de la Definicién 21 la introduccién del conjunto de
axiomas ()'. Este conjunto posee los axiomas necesarios para que la clase de modelos del
lenguaje légico més rico pueda ser restringida (de ahi la necesidad de que la imagen del
functor p°*9™ sean presentaciones de teorfa) para que solo contenga modelos que resultan
retraibles hacia la clase de modelos de la signatura en el lenguaje l6gico mas pobre. Se han
desarrollado muchos ejemplos de estas relaciones entre légicas siendo el méds prominente
la traduccién de la l6gica modal bésica a la 1égica de primer orden con igualdad [BAVO01].
Vale la pena mencionar otros ejemplos como son las algebrizaciones de diferentes légicas,
como ser aquellas que relacionan las fork algebras [VHF95a, FBH97], una extensién de las
algebras relacionales [JT51, JT52], con otras l6gicas diferentes [Fri02, FLOG].

En algunos casos los comorfismos entre instituciones pueden ser extendidos a lo que
Meseguer introdujo bajo el nombre map of institutions [Mes89, Definition 27], y recien-
temente renombrados como theoroidal comorphism [GR02, Definition 5.3], a través de
reformular la definicion del functor de signaturas como entre presentaciones de teorias
(i.e. p™" : Th — Th'). Esta extensién puede ser realizada de muchas maneras; siendo una
de ellas cuando p™" es p*“"-sensible (ver Definicién 21) con respecto al entailment system
inducido por las relaciones de consecuencia de las instituciones I and I'. Asi, tomando
como elemento definitorio que el functor que relaciona en forma natural los conjuntos de
sentencias p¢" se basa en la idea de que a cada sentencia del lenguaje 16gico de partida
le corresponde una en el lenguaje 1égico de llegada, se puede extender p’" : Sign — Th' a
un functor p’® : Th — Th’ definido de la siguiente forma: sea ¥ € [Sign|, T' € |Sen(%)|,
pTR((,T)) = (p5197(5), 0 U pSen(T)).
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2. Definiciones preliminares




3. RELACIONES PARCIALES ENTRE INSTITUCIONES

En este capitulo presentamos el aporte principal de este trabajo que es la definicién
de comorfismo parcial entre instituciones. Esto es la relacién entre una institucién (poten-
cialmente) menos expresiva hacia una institucién (potencialmente) mds expresiva donde
la traduccién que se realiza no es total sino que parte de un sublenguaje de la institucion
de origen. Para eso, en primer lugar daremos las definiciones generales que caracterizan
este tipo de relaciones, y en segundo lugar mostraremos la existencia de ellas a partir de
una clase concreta de comorfismos parciales que puede construirse a partir de comorfismos
entre instituciones.

3.1. Definicion general

Con el objetivo de acercarnos a una definicién general para este tipo de relaciones vale
la pena partir, a modo de educacion de la intuicién, de la nociéon de parcialidad existente
en la teoria de conjuntos, en particular de la definicién de funcién parcial.

Definicién 30 (Funcién parcial). Una funcion parcial f entre dos conjuntos A y B se
define como una funcidn total f : A — B donde A’ es subconjunto de A. En ese caso la
notamos f : A » B.

Esto nos permite esbozar una primera definicion trasladando la idea de funciones par-
ciales al contexto de instituciones. Luego discutiremos por qué se vuelve insuficiente para
caracterizar el comportamiento de las traducciones que nos proponemos definir en este
trabajo.

Definicién 31 (Comorfismo parcial inspirado en teoria de conjuntos).

Sean T = (Sign, Sen, Mod, {|=s}s¢|sign|) ¢ I' = (Sign’, Sen’, Mod’, {|=5;}s¢(sign’|) institu-
ciones. Entonces (7y ¥ yMody . T T’ es un comorfismo parcial de instituciones si
v : 10 = T es un comorfismo de instituciones y 10 es una subinstitucion de 1.

Sign ., Sen
) b

En esta definicién se propone una traduccién parcial desde la instituciéon de origen I
hacia la institucién de destino I'. Para eso tenemos que IV es subinstitucién de I y, por lo
tanto, un sublenguaje de la logica de origen, y v es un comorfismo total desde este sublen-
guaje. Si bien la intuicién detras de esta definicién es acertada nos encontramos con ciertos
problemas cuando analizamos las relaciones légicas que quedan planteadas, en particular
en lo que tiene que ver con las relaciones entre los modelos de las distintas instituciones.
Recordemos que la forma en que se relacionan modelos entre instituciones bajo un comor-
fismo «y : I — I’ es la transformacién natural v#°? : Mod’ o 459" = Mod’. Es decir,
una familia de functores fyg/["d que asignan a cada I'-modelo su correspondiente reducto
en la légica de origen I'. Esta transformacién preserva la condicion de satisfactibilidad: la
satisfaccion de una férmula por un modelo se mantiene invariante a la traduccion 7.
Esto plantea el siguiente escenario problemético. Sea ¥ € Sign® una signatura de la insti-
tucién IV y, por lo tanto, en particular de la institucién I. El conjunto de L-férmulas de
I° es Sen’(X) C Sen(X), esto significa que potencialmente existen X-férmulas que estén
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20 3. Relaciones parciales entre Instituciones

en I pero no en I°. Sea M’ € [Mod’(y%%9"(X))| un modelo de la signatura ¥ traducida a
la institucién destino, analicemos sus posibles reductos. Los posibles reductos son objetos
de la categoria ModO(E). Por la naturaleza de lo que es una subinstitucién o sublenguaje
16gico es razonable pensar que en la categorfa Mod’(X) hay modelos que son distingui-
bles segin las Y-férmulas de I, pero que se vuelven elementalmente equivalentes si sélo
se tiene en cuenta el conjunto de Y-férmulas de I°, como se muestra en la Figura 3.1.
Esto quiere decir que, restringidos al fragmento de la légica que podemos traducir, estos
modelos presentan el mismo comportamiento. En este escenario tenemos potencialmente
muchos modelos en ModO(Z) que pueden ser reducto de M’ preservando satisfactibilidad.
La definicién de comorfismo parcial, tal como estd planteada hasta ahora, fuerza a que
elijamos uno de esos modelos.

Mod® (%) Mod' (774" (£))

M =) 2820 (1)

I C Sen’ (%)
a € Sen(X) \ Sen’(%)

Fig. 3.1: Equivalencia elemental de reductos médulo un sublenguaje.

Por esta razén decidimos explorar una definicion méas compleja que introduzca la nocién
de categoria de reductos para un modelo M’ de la institucién destino. Esto nos llevé a
definir una nocién de comorfismo parcial débil y una nocion de comorfismo parcial fuerte
dependiendo de cuanto cada una de ellas preserva la estructura de dicha categoria de
reductos. A medida que vayamos introduciendo las definiciones va a quedar mas clara la
diferencia entre ambos. Esencialmente el aporte de la nocién fuerte con respecto a la débil
es la capacidad de relacionar categorias de reductos en base a las relaciones existentes
entre los modelos de la institucion mas rica a los que se les toma reducto.

Definicién 32 (Comorfismo parcial débil). Sean I = (Sign,Sen, Mod, {[=s }x¢|sign|) ©
I' = (Sign’, Sen’, Mod', { =5 }sicisign|) instituciones. Sea I° = (Sign®, Sen’, Mod’, {|=},
Fsejsigno)) subinstitucion de 1. Entonces v = (ySign, ySen, {VgOd}Ee\SigM) :T-» T es un
comorfismo parcial de instituciones si y sdlo si:

= 7997 : Sign® — Sign’ es un functor,

= v . Sen’ = Sen’ o v59" : Sign — Set es una transformacion natural (i.e. una
familia natural de funciones v5°" : Sen’(X) — Sen’(y%197(%)))
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. {Wgod : |[(Mod’ o 45197*) (%) — |Cat|}sc|signo| €s una familia de funciones. Cada
funcion le asigna a cada modelo M' € |(Mod' o v¥9"*)(2)| su correspondiente
categoria de I°-reductos.

Tal que se cumplen las siguientes condiciones:

Para todo ¥ € |Sign®|, a € |Sen?(Z)|, M’ € |(Mod’ o 459"")(%)|,

1. MMy € Mod® (%), es decir, la categoria de reductos de M’ debe ser subcategoria
de la categoria de Y-modelos.

2. Para todo M € [y°U(M')|, M s a siy sdlo si M’ i:;Sign(E) e (a).

Debido a que la institucion I° tiene una incidencia fuerte en la definicion, notaremos el

comorfismo parcial de la siguiente manera: v : 1 —H/O» I', de manera de distinguir cudl es la
subinstitucion que estd involucrada en el comorfismo.

Las primeras dos componentes de esta definicién, 59" y 4v9¢" | se comportan de manera
analoga a las primeras dos componentes de un comorfismo en el sentido de la Definicién 28.
Es decir, la primera traduce una subcategoria de signaturas de la institucion de origen
hacia la institucién destino, y la segunda, dada una signatura en el dominio de la primera,
traduce un subconjunto de las férmulas en la institucién de origen a la institucién destino.

En la familia de funciones ,yg/l °d ge ve de qué manera la definicién débil da respuesta

a la discusién que planteabamos anteriormente sobre los reductos de los modelos. A cada
modelo de la institucién (potencialmente) mds expresiva se le asigna una categoria de
modelos en la institucién (potencialmente) menos expresiva.

Vale la pena hacer dos comentarios sobre esta familia de funciones. En primer lugar,
al ser una familia de funciones y no una familia de functores, esta transformacién descarta
la informacién de relaciones existentes entre los modelos de la institucion destino. En
segundo lugar, como consecuencia de la afirmacion anterior, esta definicién no da ninguna
herramienta para relacionar las categorias de reductos a las que se llega en la institucion
de origen.

Sobre las condiciones vale la pena remarcar que la segunda es la extension natural de la
condicion de preservacion de satisfactibilidad para que contemple categorias de reductos
en lugar de un sélo reducto.

La siguiente definiciéon, que denominaremos comorfismo parcial fuerte, resultard mas
restrictiva que la anterior ya que demandard que las categorias de reductos de dos modelos
relacionados se encuentren relacionadas a partir de requerir que la transformacién natural
para modelos esté formada por functores.

Definicién 33 (Comorfismo parcial fuerte). Sean I = (Sign, Sen, Mod, {=s5}s¢|sign|) €
I' = (Sign’, Sen’, Mod', {|=5;}s¢sign’) instituciones. Sea I° = (Sign®, Sen’, Mod", {=%
Fselsigno)) subinstitucion de L. Entonces v = (Sign ySen {'YgOd}ZaSign% {7(]7\40d}06||5ign0|\> :
I -+ 1" es un comorfismo parcial de instituciones si y sdlo si:

- ,ySign . Signo N Sign’ es un f’unCtOT',
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= v . Sen’ = Sen’ o v59" : Sign — Set es una transformacion natural (i.e. una
familia natural de funciones v5°" : Sen’(X) — Sen’(y%197(%)))

x {ydfed . (Mod' o y59")(Z) — Cat}ye(signo| €s una familia de functores. Cada
functor le asigna a cada modelo M’ € |(Mod’ o v519"*)(2)| su correspondiente
categoria de I°-reductos, y

Mod . ~Mod Mod I o ~Sign® (o ”
= (Vo ns, P s = s, 0 (Mod o 47 (0%P)) } s Ly Signo)| €8 una familia de

transformaciones naturales

Tal que se cumplen las siguientes condiciones:

Para todo X € |Sign®|,a € [Sen’(Z)|, M’ € |[Mod’ o 45497 (2)|,

1. AMed(M') C Mod® (%), es decir, la categoria de reductos de M’ debe ser subcategoria
de la categoria de Y-modelos.

2. Para todo M € |/ M")|, M 5 « si y sélo si M’ |:’75ign(2) yEen (a).

Al igual que en la definicion anterior, notaremos el comorfismo parcial de la siguiente

HO
manera v : 1 -» T,

Nuevamente las primeras dos componentes de esta definicién, v5%9" y 45¢" no presen-
tan cambios respecto de lo dicho para la Definicién 32. Por el contrario, ’yé/[ °d en este caso
no es una familia de funciones sino que es una familia de functores. La diferencia concreta
es que un functor no sélo debe relacionar los modelos de la institucién mas rica con su ca-
tegoria de reductos, sino que también debe asignar a cada flecha en la categoria de modelos
de la instituciéon mas rica, es decir, las relaciones entre estos modelos, un functor entre
las categorias de reductos correspondientes, lo que es atestiguado por el hecho de que el
codominio del functor 'yg[ °d es Cat y por lo tanto, a cada flecha en la categorfa de modelos
de la institucién mas rica, le debera corresponder una flecha en Cat. Es decir, dados dos
modelos M1, My que estan relacionados por un morfismo en la institucién mas rica, yé/[ od
deberd asignar un functor entre las categorias de I°-reductos de M; y Ms. Esto permite
que, a diferencia de la Definicidn 32, no sélo tengamos la capacidad de traducir modelos
a categorias de reductos, sino también reflejar la estructura de la clase de modelos de la

légica mas rica, sobre la de la légica mas pobre.

Por otro lado, la Definicién 33 introduce una nueva componente: la familia de transfor-
maciones naturales v/ °d_ Para comprender el rol que cumple esta componente es preciso
primero notar algunas cuestiones. Por un lado, que hay un functor ’yg/l °d por cada signatu-
ra de la institucién mas pobre y que el dominio de ese functor es la categoria de modelos
de la traduccién de esa signatura en la institucion mas rica. Por otro lado, que, por defi-
nicién, el functor de modelos Mod’ de la institucién més rica permite traducir categorias
de modelos entre distintas signaturas dentro de la misma institucién, y que incluso esta
es una traduccion que preserva semantica en el sentido de la condicion de invarianza de
la Definicién 22. A partir de esto es razonable pensar que asi como existe una la relacion
entre modelos de distintas signaturas de la institucién maés rica se deberia poder relacio-
nar las correspondientes categorias de reductos que viven en distintas signaturas de la

institucién mas pobre, y este es precisamente el comportamiento que captura la familia
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de transformaciones naturales y2od, od

Ejemplo 1 (Relacién entre categorias de reductos).
Sean I = (Sign,Sen, Mod, {=s }scsign|) ¢ I' = (Sign’, Sen’, Mod’, {):E}E€|Slgn’\> institu-

ciones, 1° = (Sign’, Sen’, Mod" {’:2}Ee\s|gn0\> subinstitucion de Ly~ : 1 LT un comor-
fismo parcial de instituciones tal que vy = (y5i9n yden {Mod }Ze‘s,gno‘,{’yg }OGI\SIgnOH>'
Sean ¥1,%5 € |Sign’|, 0 : X1 — Xo € [|Sign®||, M|, M}, € |[(Mod’ o v59")(%s)| y

"My — MYy € ||[Mod’ o 4597 (5,)||. Las correspondientes categorias de reductos se
encuentran relacionadas como muestra el siguiente diagrama:

g
pI >
(va") .
a o) L o (Mod 0597 (0%9)) (A1)
W el o S (Mod! o597 (0%)) (1)
M, M) e (Mo o %)) ()
Vo !

El diagrama conmutativo es precisamente el que surge de la definicion de la transfor-
macién natural yM°¢ y muestra la relacion entre sus componentes, en este caso (q/]\/l"d)/\,l/1

(’yyOd) M- Corresponde aclarar, en primer lugar, que todas las categorias de modelos
presentes en el diagrama viven en la subinstitucion de la institucion origen del comorfismo
parcial. En el margen izquierdo del diagrama se observan las subcategorias de ModO(Eg),
son las categorias de reductos de My y M),. En el margen derecho del diagrama obser-
vamos las subcategorias de ModO(El), que son las categorias de reductos del reducto de
MY a la signatura ¥ y el reducto de MYy a la signatura X11. Las categorias de reductos
de dos modelos de una misma signatura estdn relacionadas por un functor que surge de la
aplicacion de 7M°d al morfismo entre estos dos modelos, que es el caso de ’yMOd(h')

tonces el diagrama nos muestra que cada componente de la transformacion natural 'yMOd
relaciona los modelos de una categoria de reductos en la signatura 3o con los modelos en
la categoria de reductos correspondiente en la signatura 1. La conmutatividad del diagra-
ma estd asequrada por el hecho de que las relaciones que aparecen son transformaciones

naturales.

3.2. Una clase concreta de comorfismos parciales entre instituciones

La definicién general presenta las caracteristicas que debe tener una traduccion parcial
entre instituciones pero no aporta luz sobre cémo pueden construirse este tipo de traduc-
ciones y, de hecho, tampoco garantiza la existencia de estas. En esta seccién presentamos

1 Nétese que en este caso se utiliza la palabra reducto para dos operaciones de naturaleza similar pero
no idéntica. El primer uso de reducto es una operacién que traduce modelos entre dos clases de algebra
diferentes, mientras que el segundo uso es el uso conocido en el campo del dlgebra universal de retraccién
de un modelo a un tipo de similaridad con menos operaciones.
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una clase concreta de comorfismos parciales (tanto para la definicién débil como para la
fuerte) que se construye a partir de cierta clase de comorfismos totales.

La clase concreta que presentamos esté inspirada en el trabajo de Robinson y Rosolini
[RR88], que explora la construccién de categorias con morfismos parciales. La intuicién es
que la construccién de un comorfismo parcial v : I -+ I’ se hace a partir de una institucién
I”, un comorfismo p : I” — I’ y un comorfismo “inversible” ¢ : I” < I, que forman un
span en la categoria formada por las instituciones como objetos y los comorfismos como
flechas segin muestra la Figura 3.2.

Y >]:[/

I
N
]Il/

Fig. 3.2: Comorfismo parcial entre instituciones como span de comorfismos entre instituciones.

De esta manera, el comorfismo parcial v se obtiene de la composicién entre el “inver-
s0o” de o y p. Bésicamente, lo que sucede, es que la institucién I” captura el fragmento
de la légica de origen que podemos traducir via v y el comorfismo ¢ identifica cual es
efectivamente ese fragmento en las componentes de I.

Cuando introduzcamos las definiciones formales quedara claro qué significa en este
contexto que un comorfismo sea “inversible”.

Teorema 2 (Construccién de un comorfismo parcial débil). Dadas dos instituciones cua-
lesquiera 1,1, una institucion 1”, un comorfismo p : 1" — 1, y un comorfismo o : 1" — 1
que cumple las siguientes restricciones:

Sign

"0 es functor inyectivo en objetos y faithful,

= 095" es funcidn inyectiva, para todo X € Sign”,

] Jg{,"d es functor suryectivo en objetos y full sobre Img(pg/[,,"d), para todo ¥ € Sign”,

entonces existe un comorfismo parcial débil v : 1 -» T’

Demostracion. Las restricciones que imponen las hipdtesis del teorema sobre el comorfismo
o nos permitirdn invertir o°%", og/e,” y U%"d para luego componerlas con las componentes
correspondientes del comorfismo p. En cada uno de los tres casos la naturaleza de qué
significa “invertir”’la componente es relativamente diferente y quedara claro en la demos-
tracion del teorema por el contexto en que son utilizadas. Vale la pena aclarar la razén
por la cual se pide la restriccién de suryectividad en la transformacién natural o™°? y
es que esta es una relacion contravariante con respecto a la direccién del comorfismo. En
particular la restriccién de suryectividad no se hace sobre todo el dominio sino sobre la

imagen del functor correspondiente en la transformacién natural p°?,

Sea I° = (Sign, Sen”, Mod?, {):OE}EG\SignO\> una estructura tal que:

= Sign’ = Img (o197,
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= Sen’(X) = Img(ofs") para X € [Sign®|, donde X = (0%97)~1(%), y Sen’(s) =
Sen(0)[geno(s,) Para § : Xy — Xg € ||Sign®|],

’Sen
0

= Mod"” = Modg,,0

= =0 es la restriccién de =y, a las férmulas de [Sen®(X)|, para ¥ € |Sign”|

Por Lema 22 tenemos que IY es una institucién, y por Lema 23, que IV C I.

Sign .,Sen M0d>
) )

Definimos ahora v = (7 : I -» T’ como sigue:

v Y

- ,)/Sign — pSign o (O_Sign)fl
xS = pe o (056") 7! para todo ¥ € |Sign®|, donde X" = (0%197)~1(%),

n Mod(M') = (O, A) para todo ¥ € [Sign®| y M’ € |(Mod’ o v5%9"")(%)|. Donde
O = {M |o¥rH (M) = pird(M') } y A= {idp |o¥PUM) = p¥led( M) .

Veamos primero que 759" : Sign® — Sign’ es functor. Como %" es inyectivo en
objetos y faithfull tenemos, por Proposicién 2, que (¢59)~1 : Img(c5%9™) — Sign” es el
functor inverso parcial. Por otro lado p®™™ : Sign” — Sign’ también es functor. 759" es la
composicién de estos dos functores, cuyos respectivos codominio y dominio coinciden, por
lo tanto también es functor. Resta notar que Img(c°%9") = Sign©.

Veamos ahora que 7°¢" : Sen” = Sen’ 0 v9%9" es trasformacién natural. Por hipStesis
095" es una funcién inyectiva, entonces (o9¢")~! : Img(o9s") — Sen”(X") es la fun-
cién inversa parcial. Por otro lado, como p es comorfismo tenemos que p9" : Sen” (") —
Sen’(p®%9" (%)) también es funcién. Como ¥ = (¢%%9")~1(¥) podemos reescribir la signa-
tura de la funcién, obteniendo pg§? : Sen” (%) — Sen’(p¥9"0(c%97)~1(5)). Reescribimos
una vez mas, por cémo definimos 759", y obtenemos pgs" : Sen” (X”) — Sen’(vy59"(¥)).
Por dltimo tenemos que ’yge” es la composicién de estas dos funciones, cuyos respectivos
codominio y dominio coinciden, por lo tanto también es funcién. Tenemos entonces la
siguiente signatura para la funcién 2" : Img(o9s") — Sen’(y9%9"(%)). Resta notar que
Img(c2s™) = Sen’(X). Por Lema 26 tenemos que para todo & : $1 — 3y € |[Sign?|| vale
que ,yg;n o Sen?(§) = Sen’(y°9"(§)) o 'ygf”, esto asegura la conmutatividad del diagrama
que plantea la Definicién 17, y quiere decir que efectivamente tenemos una transformacién

natural.

Veamos ahora que {7¥°? : |(Mod' o v5¥"*")(%)| — |Cat|}sic|signo| s una familia de
funciones. Dado un modelo M’ el conjunto de objetos O y de flechas A determinado por

AEed( M) es no vacio. Esto se debe a que od4°? es suryectivo en objetos sobre Img(p¥ed)

y, por lo tanto, existe al menos un M en el dominio de U%"d que verifica J%/Od(/\/l) =

pg,"d(/\/l’ ). Por tltimo, se puede mostrar que un conjunto de objetos y el conjunto de
identidades de estos objetos se comportan como una categoria, en particular una categoria

discreta.

La demostracion de la satisfaccion de las Condiciones 1 y 2 de la Definicién 32 pueden
encontrarse en los Lemas 27 y 28 O

Es preciso discutir cual es, en concreto, la categoria de reductos que define cada functor
fyg °d La categorfa de I%-reductos de un modelo M’ de la légica destino estd compuesta
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por todos los modelos M de la légica de origen que cuyo I”-reducto a través del comorfismo
o es el I”"-reducto de M’ a través del comorfismo p. Como la institucién I” estd cocientada
por equivalencia elemental tenemos que cualquier par de modelos de esta institucién son
distinguibles por alguna férmula del lenguaje. Esto nos garantiza que la categoria de I°-
reductos tal como estd definida va a estar necesariamente cerrada por la Sen’-propiedades
que satisface.

Sin embargo debemos notar que en esta definicién hay informacién sobre la relacién
entre los reductos que se estd perdiendo. Esto es una consecuencia directa de que hayamos
definido la categoria de reductos como una categoria discreta, es decir, donde las tinicas fle-
chas son las identidades de los objetos. La definicién abstracta no determina la naturaleza
de la categoria de reductos y, por lo tanto, se cuenta con libertad para definir las relaciones
entre modelos de la categoria de reductos, siempre y cuando esta sea efectivamente una
categoria. Esto quiere decir que, eventualmente, para definir un comorfismo parcial entre
dos légicas determinadas se podria preservar una estructura mas compleja de la categoria
de reductos conociendo la naturaleza de las relaciones entre estos reductos.

A continuacién presentamos la clase concreta de comorfismo parcial fuerte. Como men-
cionamos al inicio de esta seccion el aporte que diferencia la definicién fuerte de la débil es
la capacidad de relacionar categorias de reductos, en concreto la capacidad de definir los
functores que relacionan pares de categorias de reductos en el sublenguaje de la légica de
origen a partir de las relaciones entre los correspondientes modelos en la l6gica destino.

Para poder definir esta familia de functores en la clase concreta es necesario agregar una
nueva hipdtesis sobre las categorfas de modelos de I” y el comorfismo o. Recordemos que
la forma en que definimos la categoria de I°-reductos de un modelo M’ de la légica destino
es tomando el conjunto de preimagenes de pX4(M') a través del functor od4°?. Entonces
serfa razonable inducir el functor entre las categorfas de I°-reductos de dos modelos M}
y M), de la légica destino a partir del conjunto de preimagenes a través del functor ag{,"d
de la flecha entre M} y M}, Para eso necesitamos que ese conjunto de flechas preimagen
induzcan efectivamente una relacién que se comporta como functor, y basicamente es esa la
esencia de la nueva hipdtesis que se agrega en el teorema que presentamos a continuacién.
Pedimos que para cada modelo en la categorfa de I%-reductos de M) exista un tnico
modelo en la categorfa de I°-reductos de M/, de manera tal que estan relacionados por
una flecha que es preimagen de la flecha entre M) y M), y son estas flechas preimagen la

que nos permite inducir el comportamiento del functor entre categorias de reductos.

Anadimos ademds otra hipdtesis para la clase concreta de comorfismo parcial fuerte:
que la institucién I” esté cocientada por equivalencia elemental. Esta hipétesis serd uti-
lizada en la demostracién de que nuestra definicién concreta de yé\?zold "y, efectivamente
se comporta como una transformacién natural. En particular nos permitird mostrar en
el Lema 30 que la categoria de I%-reductos de un modelo M’ estd cerrada por las Sen’-
propiedades que satisface, y esto a su vez sera utilizado en el Lema 31 para mostrar que
estdn bien definidas las composiciones necesarias para plantear el esquema de conmuta-
tividad de la familia de functores yé\/[ °d es decir, que coinciden los respectivos imagen y
dominio de los functores a componer. En este punto debemos aclarar que, si bien mostra-
mos que esta nueva hipdtesis es una condicién suficiente para obtener estos resultados, no

podemos afirmar que sea una condicién necesaria.
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La razén por la cual esta ultima hipdtesis no fue necesaria en el Teorema 2 es que la

transformacién natural ’yéw"d no es parte de las componentes de un comorfismo parcial

débil.

Teorema 3 (Construccién de comorfismo parcial fuerte). Dadas dos instituciones cua-
lesquiera 1,1, una institucion 1" cocientada por equivalencia elemental, un comorfismo
p: 1" =T,y un comorfismo o : 1" < 1 que cumple las siguientes restricciones:

» 09" functor inyectivo en objetos y faithful.

= 095" funcién inyectiva para todo X" € Sign”

] O'%J,,Od functor suryectivo en objetos y full sobre Img(pg{,od), para todo X' € Sign”

» Sean X" € |Sign”| y b : M — MY € ||[Mod"(2")|| se cumple que:
para todo My que verifica oded(My) = M existe un tinico My que verifica o4 My) =

MY tal que eziste un h: My — M; € ||[Mod o o9 (S")|| y oM0od(h) = n".
entonces existe un comorfismo parcial fuerte v : 1 -» T’

Demostracion. La estructura I se construye tal como fue presentada en la demostracién
del Teorema 2. Por Lema 22 tenemos que I° es Institucién y por Lema 23 que I° C I.

Definimos ahora y = (7597 y9¢n, {VgOd}Ee\SignO\, {vty"d}aeuggnow :I - T como sigue:

Sign n

se definen tal como fueron presentados en la demostracién del Teore-

iy ASe

ma 2.

o , oo
w qdled = gMed o pMod qonde S = (0597)~1(E) y odled . Img(odle?) — Cat se define
de la siguiente manera:

%
o oMed(M") = (0, A) para todo M" € |Img(adied)).
Donde O = { M |odi?? (M) = M" } y A= {idp | oMU M) = M" }

Mod (1 " " Mod " Mod " " Mod
o o5, (B" : M — MY) : o5u? (M) = o5’ (MY), paratodo b’ € |[Img(osi’®)||,
es un functor que se define de la siguiente manera:

— —
o oled(h)(M;) = My para todo M; € |oded(M)]. Donde My es el tnico

objeto en |oded(MY)| que, por hipétesis verifica o24(h : My — My) =
"
h".

o oled(h)(idpm,) = idm, para todo My € |o¥ed(MY)]. Donde My es el
tinico objeto en |o¥2d(MJ)| que, por hipétesis verifica of?d(h : My —
Ma) =h".

Mod

En el Lema 29 vemos que o5, es efectivamente un functor.

o (yMod) = Mod(5°p)‘7g;d(M,) para todo M’ € |(Mod’ o y99"")(85)| v § : &1 —
¥ € ||Sign?]).
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El hecho de que 99" y 4%¢" son respectivamente un functor y una transformacién

natural fue probado oportunamente en el Teorema 2 donde se muestra la clase concreta de

comorfismo parcial débil. Veamos ahora que {y&°¢ : (Mod’ o v%9"")(%) — Cat}ye/signo|

es una familia de functores. Por hipétesis, como p es comorfismo, tenemos que pg{,"d :
Mod'(p°¥9"(%")) — Mod”(X") es functor. Como X" = (09%")~1(%) podemos reescribir
la signatura del functor de la siguiente manera p¢4 : Mod'(v5%9" (%)) — Mod” (%"). Co-
mo o224 es suryectivo en objetos y full sobre Img(p¥°?) podemos afirmar que Img(p2o?) C

Img(cdled). Entonces se puede realizar la composicién o240 pdlod . (Mod' 0y%197™)(2) —

Cat. Como ambos son functores la composicién también es functor.

Veamos ahora que {’yé‘zﬂz"fl_)zz) : fy%"d = fy%"d o(Mod’ ofySig”OP(6°p))}5:21_>22€”5;gno” es
una familia de transformaciones naturales. Tenemos que Dom(Mod(6°P)) = Mod(Xs) y
por Lema 27 podemos afirmar que 4&°¢(M’) C Mod(%). Entonces estd bien definida la
restriccién de dominio y cada (v37°%) vp : 18L2%(M’) — Mod (%) es functor. Por Lema 31
tenemos que Img((vMo%)py) C ’y%Od(Mod’('ySiQ"OP(WP))(M’)). Entonces redefinimos el
codominio del functor para que se adapte a la transformacién natural, es decir tenemos la
siguiente signatura (v37°%) pg : 782 (M') — &4 (Mod' (597 (6°P))(M')). El Lema 32
nos asegura la conmutatividad del diagrama que plantea la Definicién 17 para el caso de
esta familia de functores. Esto quiere decir que efectivamente tenemos una transformacion

natural.

Las dos condiciones impuestas por la Definicién 33 son las mismas que las impuestas
por Definicién 32 y las estructuras que intervienen en estas condiciones estan definidas
aqui de la misma manera que fueron definidas en la demostracién del Teorema 2. Que
estas condiciones se cumplen fue demostrado oportunamente en los Lemas 27 y 28

O]



4. CASO DE ESTUDIO

4.1. Institucion de légica de primer orden con igualdad

A continuacién presentaremos la institucién que caracteriza a la légica de primer orden
con igualdad (de ahora en més denotado como FOL_). Una signatura de este lenguaje es
una estructura ¥ = ({p;}icz, {fj}jcs), donde Z y J son conjuntos de indices, como es
usual, las constantes seran caracterizadas por funciones cuya aridad es 0. De esta manera
tenemos que p; y f; son simbolos de predicado y de funcién respectivamente. Cada simbo-
lo de funciéon y simbolo de predicado trae consigo su aridad, que puede ser accedida a
través de la funcién arity(). Llamaremos Signgg _ al conjunto de signaturas del lenguaje
y utilizaremos el superindice “’” para referirnos a distintas signaturas de este conjunto.

Definicién 34. Definimos Sign = (Signgo,_, A) donde

o= {o1,09) : (L, T) = (T, J') son un par de
funciones totales tal que o1 : T — 1" yos: J — T/,
A=1 o {pitier, {fi}ies) = {pitier, {f]{}jej'> y tal que (Vi € T)arity(p;) = arity(p’._ )

Ul(i)

y (Vj € T)arity(f;) = arity(f,, ;)

Lema 4. Sign es una categoria.

Demostracion. Se puede mostrar que idz y 4d 7 son funciones totales que preservan aridad,
entonces idy, € A. Luego, como la composicién de funciones totales que preservan aridad
es una funcién total que preserva aridad, entonces si 0 : ¥ — X/, 0’ : ¥ — X € A,
tenemos que c oo’ : ¥ — X" € A.

Por otro lado, como idy es la funcién identidad sobre un conjunto de indices se puede
mostrar que para cualquier X,% € |Sign| y 0 : ¥ — ¥/ morfismo en ||Sign||, idy oo =0 =
o oidyy. Como los morfismos son funciones totales que preservan aridad se puede mostrar
también que su composicién es asociativa.

Por lo tanto, Sign es una categoria. O

Definicién 35. Sea ¥ = ({p;}icz, {fj}jcg) € |Sign| y un conjunto de variables individua-
les V, el conjunto de L-términos es el conjunto mds chico Term(X) tal que:

» VYV C Term(X)
w sij € J yarity(fj) =0 entonces f; € Term(X)
w Sit1, . taniny(s;) € Term(X) entonces fi(t1, ... tarity(s;)) € Term(X)

Definicién 36. Sea 3, € |Sign|, y 0 : ¥ — X' un morfismo en Sign. Entonces
Oterm @ Term(X) — Term(X') se define inductivamente en la estructura de términos de la
stguiente manera:

" Oterm () = 2 para todo x € V

29
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= Oterm(f5) = fo) 517 €T y arity(f;) =0
= si{t1,. . tariy (s} © Term(X), entonces
Oterm (fi(t1, - tarity(f;))) = f;(j)(aterm(tl), ooy Oterm(tarity(f;))), para todo j € J.
Definicién 37. Sea ¥ = ({pi}icz, {fi}jes), ¥ = {P}}icz, {f;}jejl> signaturas en |Sign|,

o: X — X € ||Sign|| y un conjunto de variables individuales V. Definimos Sen : Sign —
Set como:

» Sen(X) es el conjunto mds chico tal que:

sit1,ty € Term(X) entonces t; = ta € Sen(X)

$it1, s tarity(py) € Term(X) entonces pj(th, - - - tarity(p;)) € Sen(X)

si o € Sen(X) entonces —a € Sen(X)

st a, B € Sen(X) entonces a« = f € Sen(X)

si v € Sen(X) y x € V entonces (Vx)a € Sen(X)
» Sen(o) : Sen(X) — Sen(XY') se define de la siguiente manera:

e Sen(o)(t1 =t2) = Oterm(t1) = Tterm(t2) para todo tq,ty € Term(3)

e Sen(o)(p;(t1s- - tarity(p;)) = p;(j)(aterm(tl), s Oterm(Larity(p;))) Para todo j €
Tyt tarityp) € Term(X)

e Sen(o)(—a) = —Sen(o)(«) para todo o € Sen(X)

e Sen(o)(« = ) = Sen(o)(ar) = Sen(c)(B) para todo «, B € Sen(X)

e Sen(o)((Vr)a) = (Vx)Sen(o)(a) para todo o € Sen(X) y x € V

Lema 5. Sen es functor.

Demostracion. Tenemos que Sen(X) estd definido como un conjunto, por lo tanto per-
tenece a [Set|. Ademds, si 0 : ¥ — X' € |[Sign|| entonces Sen(c) estd definido como
una funcién desde el conjunto Sen(X) hacia el conjunto Sen(X'), es decir que Sen(o) :
Sen(X) — Sen(Y') € ||Set]||.

La demostracién de que Sen(idy) = idgen(x) se realiza por induccién en la estructura
de las férmulas de Sen(X), a continuacién probaremos el caso t; = t2, los demds casos se
realizan de manera andloga.

Sen(idy)(t; = t2) 1ds torm (t1) = ids jerm (t2) [ por definicién de Sen |
ty =to [ pues a continuacién mostramos que
idzterm(tl) =ty idzterm(t2) = t2 ]

El hecho de que ids e, (t) = t para cualquier término ¢ se puede mostrar por induccién
en la estructura de términos.

Ahora mostramos que si o : X — X' y ¢’ : ¥’ — ¥ son morfismos en [|Sign||, entonces
Sen(o o o’) = Sen(o) o Sen(o’). Nuevamente la demostracién se realiza por induccién en
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la estructura de las férmulas de Sen(X) y a continuacién probaremos sélo el caso t; = to.

Sen(cod’)(t1 =t2) = (000 )term(t1) = (000" )term(t2) [ por definicién de Sen ]

= Oterm © Ohopm (t1) = Oterm © Oepm (t2) [ pues més adelante mostramos que
(U o U/)term = Oterm © U;term ]

Sen(0)(0}erm (t1) = Olerm (t2)) [ por definicién de Sen ]

= Sen(c) o Sen(d’)(t; = t2) [ por definicién de Sen ]

El hecho de que (000" )term = Oterm ©T)erm Se puede mostrar por induccién en la estructura
de términos. Veamos el caso (o © 0')ierm(f;) con j € J y arity(f;) = 0.

(000N erm(fj) = fiooo)) [ por definicién de (o 0 ') yerm |
= Oterm(for(j)) [ pues arity(fy(;)) = 0 y por definicién de oierm, |
(Tterm © Thepm)(fj) [ Pues arity(f;) = 0y por definicién de o}, |

O]

Definicién 38. Sea ¥ = ({pi}iez,{fj}jes) una signatura en |Sign|, decimos que una
interpretacion U es una estructura (U,{p;}icz, {fj}jes) donde:

= U es un conjunto, llamado universo,
n p; CUYWP) es una relacion en U,

» f; € U es una constante del universo, si arity(f;) =0,
o f; UMW) 5 U es una funcion total, si arity(f;) # 0

Definicién 39. Sea una interpretacion U = (U, {pi}iez, {fj}jeq) y el conjunto de varia-
bles individuales V, decimos que una valuacion es una funcién v : V — U. La definicion
se extiende a Vierm, @ Term(X) — U de la siguiente manera:

" Vierm () = v(x) para todo x €V,
» vierm(fj) = fj sij €T yarity(f;) =0,
- Uterm(fj (tlv v 7tarity(fj))) = &(vtﬂ“m(tl)> s 7vt67"m(tarity(fj))) para todo .7 eJ

El lector precavido notara que la extension v, esta asociada a una interpretacion
particular de los simbolos de predicado y los simbolos de funcién. Cuando sea necesario
explicitar dicha interpretaciéon usaremos la notacién vy, 1. De esta manera, dada una
signatura ¥, un modelo M de la signatura es una estructura (U,v) donde U es una
interpretacion y v es una valuacién. Llamaremos Mody al conjunto de modelos de la
signatura 3.

Definicién 40. A continuacion definimos Mod : Sign®® — Cat. Sea ¥ = ({p; }iez, {fi}jes). X' =
{pitier: {fi}jeq) y o+ ¥ — X' € ||Sign||, entonces definimos Mod(X) = (O, A) se defi-
ne de la siguiente manera:

= 0= MOdE,
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s A={y: My = My |[Mi,M2 €O y 7 es un homomorfismo },

y sea h: My — M), € [[Mod(Y)|| donde M| = (U7, v}) conU] = (U7, {pi}iez/, {fjl}jej/>
entonces Mod (o) se define de la siguiente manera: o

= Mod(0®)(M}) = (U, v}) con Uy = (U], {pitier. {f}jeq). donde pi = vl
ﬁ = fo‘lz(]) pam tOdO Z S I,] S jy

= Mod(c°)(h) = h

Lema 6. Mod : Sign°® — Cat es functor.

Demostracion. Primero mostraremos que dado ¥ € |Sign|, Mod(X) es una categoria.
Dado un modelo M € |Mod(X)|, se puede mostrar que el morfismo identidad ida :
M — M, que esta como la identidad de la interpretacion y de la valuacion del modelo,
es un homomorfismo. Por lo tanto idys € ||[Mod(X)||. Luego, como la composicién de
homomorfismos es un homomorfismo se puede mostrar que dados hy : M1 — Mas, ho :
My — M3 € ||Mod(X)|| entonces haoh; : M1 — M3z € |[Mod(X)|]. Por otro lado, como
cada idaq es efectivamente el homomorfismo identidad sobre los elementos del modelo
podemos mostrar que para cualquier h : M; — My € ||[Mod(X)||, idp, o h = h =
hoid pq,. Por dltimo, como los morfismos en |[Mod(X)|| son homomorfismos se sigue que
la composicién es asociativa.

A continuacién mostraremos que dado o : ¥ — ¥’ € ||Sign||, entonces Mod(c°P) :
Mod(Y') — Mod(X) € ||Cat||, es decir que Mod(c°P) es functor. Dado un mode-
lo M'" € |Mod(Y)|, por definicion de Mod(c°P) se puede ver que Mod(c°P)(M’) es
un modelo de la signatura X, es decir pertenece a |Mod(X)|. Luego, dado un homo-
morfismo h : M) — M) € [[Mod(Y')|| se puede ver que h es un homorfismo entre el
Y-reducto de M) y el X-reducto de M}, por lo tanto Mod(c°P)(h) : Mod(c°P)(M]) —
Mod(c°P)(My)) € ||[Mod(X)||. Bajo el mismo razonamiento también se puede ver que da-
do el homomorfismo identidad idpy : M — M’ € |[Mod(X)|], idrq es el homomorfismo
identidad del ¥-reducto de M’, es decir que Mod(0°P)(id ) = idntod(oor) (M) Por tlti-
mo, como Mod(o°P)(h) = h, se puede mostrar que Mod(c°P)(hy o he) = Mod(c°P)(h1) o
Mod(c°P)(hs), donde h; y he son homomorfismos en |[Mod(X)]|.

A continuacién mostraremos que dado X € [Sign| entonces Mod(ids) = idniod(s)-
Basta ver que Mod(idy) aplicado a cualquier modelo M € [Mod(X)| da como resultado
el mismo modelo M ya que idyx es la funcién identidad del conjunto de indices asociado
a la signatura X.

Por dltimo debemos mostrar que dados o1 : ¥ — X/, 09 : X — X" € |[|Sign||
entonces Mod(ai® o 03°) = Mod(o7") o Mod(o5"). Para mostrar esto debemos ob-
servar primero que, dado un modelo M” € |[Mod(X")|, un predicado p; del modelo

Mod(o7Poo5?)(M”) es pglom(i). Luego, debemos observar que un predicad@ del modelo

Mod(o7") o Mod(03")(M”) también es es leOUQ(Z.) ya que surge de aplicar primero o9 y
luego o1. El mismo razonamiento se utiliza para las funciones f;. O

Definicion 41. Sea una interpretacion U, una valuacion v :V — U y un elemento u € U,



4.1. Institucién de logica de primer orden con igualdad 33

definimos la valuacion vz < u| para © € V de la siguiente manera:
v(y) si y#Fa
U st y==x

FEsta definicion se extiende a v[x < ulterm @ Term(X) — U de manera andloga a la
extension realizada en la definicion 39.

Definicién 42. Sea un modelo M = (U,v) € |Mod(X)| con U = (U, {pi}icz. {fj}jer)
y una formula en Sen(X) se define la consecuencia semdntica = inductivamente en la
estructura de la formula:

« M =ty =ty siy 56lo i Vierm (t1) = Vierm (t2)
= M ): pj (tla e 7ta7“ity(pj)) st y solo si ]ﬁ(vterm <t1)7 s 7vteTm(tarity(pj)))

M = —a siy sdlo si M = o

s MEa = fsiysdlosi MEa o MEP
» M = (Vz)a si y solo si (U, vz + u]) = a para cualquier u € U

Lema 7. Se preserva la condicion de =-invarianza.

Demostracién. Queremos ver que para todo o : X — 3 € |[Sign||, ¢ € Sen(X) y
M = U',v') € Mod(Y)|, con U' = (U’ {p;}iers {f;}jes), la siguiente condicién de

=-invarianza se satisface:
M s/ Sen(o)(¢) sii Mod(c°P)(M') Ex ¢ .

La demostracién se realiza por induccién en la estructura de la férmula, a continuacion
veremos el caso en que la férmula es de la forma t; = to. Por un lado tenemos que:

M Esy Sen(o)(t1 =t2) sii M Esy Oterm(t1) = Oterm(t2) [ por definicién de Sen(o) ]
sii véerm, u (Tterm(t1)) = vgerm 1y (Tterm(t2)) [ por definicién de = |

Por otro lado tenemos que:
Mod(c°P)(M') Es t1 =ta  sii (U,v') Ex t1 =t2 [ por definicién de Mod |
con U = (U’ {pi}tiez. {f;}jes) donde &:@ y fi= @
Luego tenemos que:
UV Esti=t2 sit v, y(t1) = Vi, (t2) [ por definicién de = |
Entonces basta con mostrar que

U;erm, ul(aterm (tl)) = U;erm, u’ (Uterm (tz)) si Ullferm, M(tl) = U;e'rm, u(tZ)
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Para eso vamos a mostrar que vy, 1 (Fterm(t)) = Viop, 1(t) para cualquier término en
Term(X). Esto se demuestra por induccién en la estructura del término, a continuacién
mostramos el caso t = f; con j € J y arity(f;) = 0.

Vi, 00 (Tterm(f5) = Ve u’(fég(j)) [ por definicién de oepm, |
= /. ) [ por definicién de v}, 1 |
= J [ por las componentes de U |
[

U;erm’ u(fi) por definicién de v;em u |

4.2. Institucion del Algebra Relacional

A continuacién presentamos la institucion que caracteriza las dlgebras relacionales (de
aqui en adelante denotadas como RA). Una signatura de este lenguaje es un conjunto
Y = {R;}iez donde Z es un conjunto de indices. Lo que tenemos es que cada R; es un
simbolo de relacién binaria. Llamaremos Signga al conjunto de signaturas de este lenguaje
y utilizaremos el superindice ' para referirnos a distintas signaturas de este conjunto.

Las demostraciones de los lemas necesarios para probar que RA es una institucién
son en gran medida andlogas a las presentadas anteriormente para ver que FOL_ es una
institucién y por ello no serdn presentadas. A cambio, si lo haremos con las definiciones
que servirdn para fijar notacién que usaremos mas adelante.

Definicién 43. Definimos Sign = (Signga, A) donde

A= {G {Ritier = {Ri}ier

0:Z— T es una funcion total }
Lema 8. Sign es una categoria.

Definicién 44. Sea una signatura X = {R;};cz definimos el conjunto de designaciones
de relacion como el conjunto mds chico RelDes(X) tal que:

= YU{1,0,1"} C RelDes(%),

» sir,s € RelDes(X), entonces {r+s,r-s,7,r;s,7 } C RelDes(X).

Con las designaciones de relacién introducimos los operadores del algebra relacional
(producto, coproducto, etc). Ahora necesitamos extender las traducciones de signaturas
a traducciones de designaciones de relacién. El procedimiento consiste basicamente en
mantener los simbolos de operadores del algebra relacional y traducir los simbolos propios
de la signatura, esto se hara inductivamente.

Definicién 45. Sea X = {R;}ier, ¥ = { R, }icz signaturas en |Sign|, o : 3 — X' € ||Sign||.
Entonces ogeipes : RelDes(X) — RelDes(X') se define inductivamente en la estructura de
designaciones de relacion de la siguiente manera:

- URelDes(l) = 1; O RelDes (0) = 07 URelDes(ll) = 1,;

» sii €I, entonces oRepes(Ri) = o(R;)
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» sir,s € RelDes(X), entonces

® ORelDes(T+8) = TRelDes(T) + 0 RetDes (8),
® ORelDes(7*8) = OReiDes (T) O ReiDes (),

® ORelDes(T'58) = ORelDes (T) ;0 RetDes (),

® OReipes(T) = RelDes( );

® OReies(7) = O Retpes(T)

Definicién 46. Sea X = {R;}ier, ¥ = { R, }icz signaturas en |Sign|, o : 3 — X' € ||Sign||.
Definimos Sen : Sign — Set como:

» Sen(X) es el conjunto mds chico tal que:

e sir, s € RelDes(X) entonces r = s € Sen(X)

» Sen(o) : Sen(X) — Sen(Y) se define de la siguiente manera:

e Sen(0)(r = 8) = 0Reipes(T) = ORelpes(8) para todo r,s € RelDes(X)

Lema 9. Sen es functor.

Definicién 47. Sea una signatura ¥ = {R;};c1 decimos que un modelo M es una estruc-

tura <{&}i617 Aa U, N, 77 07 Ea o,”

,Id) en la que {R;}icz y A son conjuntos de relaciones

~—

binarias sobre un conjunto U, U, N y o son operaciones binarias, ~— y =~ son operaciones
unarias y O, E y Id son elementos distinguidos de A, tal que se satisface:

{Ri}iecz C A

» A estd cerrado por U (i.e.
» A estd cerrado por N (i.e.
» A estd cerrado por ~ (i.e.

= ) € A esla relacion vacia

u EEAyUTeArgEz

union de conjuntos),
interseccion de conjuntos),
complemento de conjuntos con respecto a E),

sobre el conjunto U,

s A estd cerrado por o, definida de la siguiente manera

zoy ={{(a,b)y e U x U |(3c)({a,c) € z A{c,b) €y) } ,

= A estd cerrado por ~, definida de la siguiente manera

={{a,b) e U x U |(bya) ex } ,

= Id € A es la relacion identidad sobre el conjunto U.

Llamaremos Modsy, al conjunto de modelos de la signatura 3.
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Desde un punto de vista formal, la Definicién 47 solo contempla una parte de la clase
de modelos del algebra relacional, aquellos denominados propios y que interpretan, muy
intuitivamente, la idea de que las relaciones son conjuntos de pares ordenados sobre un
conjunto.

En [Tar41], Tarski remarca el hecho de que pricticamente no se estaba realizando
investigacién sobre este tema hasta que Russell y Whitehead [RW13] incuyeron el dlgebra
de relaciones binarias en el campo de la légica. Lo hicieron poniéndolo en el centro de
su sistema légico y desarrollando nuevos conceptos conectados a la nocién de relacion.
Fue en [Tar41] donde Tarski se abocé al desarrollo del calculo relacional. En primer lugar
Tarski presenta la llamada elementary theory of binary relations como una formalizacion
légica del algebra de relaciones binarias; de esta manera el calculo relacional se obtiene de
esta formalizacion a partir de restringir el lenguaje a sentencias que cumplen determinados
criterios. Al final de este trabajo Tarski plantea cinco preguntas sobre el calculo relacional;
desde nuestro punto de vista tres son de particular interes:

» ;Es cierto que todo modelo del calculo relacional es isomorfo a un algebra de rela-
ciones binarias?

= ;Es cierto que toda férmula que es véalida en toda dlgebra de relaciones binarias es
demostrable en el célculo relacional?

= ;Es cierto que toda férmula de la elementary theory of binary relations puede ser
transformada a una féormula equivalente del cdlculo relacional?

Fue Lyndon en [Lyn50] que dio una respuesta negativa a las primeras dos preguntas
mostrando un algebra de relaciones finita, no simple y no trivial que no es representable
como un algebra de relaciones binarias. Luego, Monk muestra en [Mon64] que la clase
de algebras de relaciones binarias no puede ser axiomatizada en forma finita. La tercera
pregunta fue respondida por Korselt (la demostracién puede verse en [Low15]) al probar la
equipolencia del célculo relacional y el fragmento de tres variables de la 16gica de predicados
de primer érden.

Todo esto abona la discusién de que el estudio de la teoria de modelos del algebra
relacional es sensiblemente méas complejo que lo presentado en este apartado como ejemplo.
Las probleméticas derivadas de la utilizaciéon de una clase de modelos restringida solo son
de relevancia a la luz del estudio de su relacion con un cdlculo que puede o no ser completo
para ella, pero esto excede los tépicos estudiados en este trabajo.

Definicién 48. Sea ¥ = ({pitier, {fj}jes), ¥ = ({piticr, {fi}jes) yo : 2 = X' €
||Sign||, entonces Mod(X) = (O, A) se define de la siguiente manera:

L O:Modz,
s A={y: My = My [ M,Mz€ 0O y v es un homomorfismo },

y sea h : M' — M), € [|[Mod(X)|| donde M’ = ({R}}icr, A,U,N, ,0,E, 0, ,Id)
entonces Mod(o°P) se define de la siguiente manera:
» Mod(c°P)(M') = ({Riticz, A, U,N, ,0,E, 0,7, Id) donde R; = R}T(i) para todo
1€Z,
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= Mod(0%)(h) = h

Lema 10. Mod : Sign®® — Cat es functor.

Hasta aca tenemos las interpretacionesde los simbolos de relacién de la signatura. Ne-
cesitamos también interpretar las designaciones de relacién, a continuaciéon definimos una
funcién valag que realiza este trabajo. Esencialmente lo que se anade es la interpretacion
de cada uno de los operadores del Algebra Relacional (producto, coproducto, etc) como
su correspondiente operacién en teoria de conjuntos (interseccién, unidn, etc).

Definicién 49. Sea una signatura ¥ = {R;},cr y un modelo de la signatura M =
({Ritiez, A,U,N, 0, E, 0,7, Id), entonces valpq : RelDes(X) — A se define inducti-
vamente en la estructura de designaciones de relacion:

» valpm(1) = E, valp(0) = 0, valp (1) = Id,

= sii€Z, entonces valp(R;) = R;

» sir, s € RelDes(X), entonces
)

e valp(r+s) = valp(r) Uvalaqg(s),
e valp(r-s) = valap(r) Nwvalpqg(s),
e valp(r;s) = valp(r)ovalaqg(s),
e valym(T )

(

Definicién 50. Sea un modelo M = ({R;}icz, A,U,N, ,0,E, 0,7, Id) y una férmula
r=s € Sen(X) se define la consecuencia semdntica = de la siguiente manera:

» M Er=s siy sdélo sivalp(r) = valp(s)

Lema 11. Se preserva la condicion de |=-invarianza.

4.3. Institucién del Algebra Relacional con clausura reflexo-transitiva

A continuacién presentamos la institucion que caracteriza al dlgebra relacional con
clausura reflexo-transitiva (de aqui en mas denotada como RAx). Este lenguaje es una
extensién de RA con un nuevo operador relacional * unario que va a ser interpretado como
la clausura reflexo-transitiva de la relacién a la cual es aplicado. La signatura Sign del
lenguaje es la misma que la de RA. El conjunto de designaciones de relacién de RAx se
obtiene de extender la Definicién 44 con este nuevo simbolo de la siguiente manera:

» si 7 € RelDes(X), entonces r* € RelDes(X).

La definicion del functor Sen se obtiene de extender la Definicién 46 de manera tal de
incorporar este nuevo simbolo a las formulas del lenguaje.

A continuacién presentamos la definicién de la clase de modelos.
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Definicién 51. Sea una signatura ¥ = {R;};cz decimos que un modelo M es una estruc-
tura ({R;}icz, A,U,N, 0, E, 0,7, Id,*) en la que {R;}icT y A son conjuntos de relaciones
binarias sobre un conjunto U, U, N y o son operaciones binarias, —, ~ y* son operaciones
unarias y O, E y Id son elementos distinguidos de A, tal que se satisface:

» {Ritier, A, U,N, .0, E, 0,7 ,Id) es un modelo de RA,
= A estd cerrado por %, que se define de la siguiente manera *: r% = Uogﬂ";i

La definicion del functor Sen se obtiene de extender la Definicion 47 de manera tal de
incorporar este nuevo simbolo “* 7 a los modelos del lenguagje.

La funcién val g se define extendiendo la Definicién 49 con la equivalencia val g (r*) =
valp(r)*. De esta manera la consecuencia seméntica |= se define de manera andloga a la
Definicién 50.

4.4. Comorfismo parcial débil entre RAx y FOL_

A continuacién mostramos un comorfimo parcial débil v : RAx — FOL- entre la
institucién del Algebra Relacional con clausura reflexo-transitiva y la institucién de Légica
de Primer Orden con igualdad. Para tal fin, utilizando el Teorema 2, definiremos un
comorfismo ¢ : RA — RAx y un comorfismo p : RA — FOL_, que cumplen las hipotesis
del Teorema. Las relaciones que nos proponemos definir se muestran en la Figura 4.1.

RAx g ~FOL_

N

RA

Fig. 4.1: Comorfismo parcial débil entre Algebra Relacional con clausura reflexo-transitiva y Logica
de Primer Orden con iguladad.

Definicién 52. Dado o : {R;}icz — {R.}icr € ||SignR?||, definimos p5™ : SignRA —
ThFOL= de la siguiente manera:

» Y9 ({R;}ier) = (5,T) donde ¥ = (RelDes({R;}icz),0) y para todor,s € RelDes({R;}ic1)

1 . . C .. . - , . . ..
La iteracion i-ésimo de una relacién r, denotada r**, se define segun las siguientes dos condiciones:

;0 /
roo= 1
T;n+1 _ n
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las siguientes formulas pertenecen a I':

(Vz,y)—-0(z, y)

(Vz,y)1(z, y)

(V:U,y)r—l—s(a: y) <= r(z,y)V s(x,y)
(Vo,y)r-s(z,y) <= r(z,y)Vs(z,y)
(‘v’m,y)?( ) — ﬁ’f‘(l’,y)

(Va )1/(1',3?

(Vx,y)r;s(z,y) (Elz) (z,2) Ns(z,y)
(Va,y)i(z,y) < r(y,z)

FOL-

u pSzgn( ) <URelDesa Sen (URelDes)>2

Lema 12. p%9" es functor.

Demostracion. Dada una signatura {R; };c7 del Algebra Relacional el par (3,T') obtenido
al aplicar p°™ contiene efectivamente una signatura y un conjunto de férmulas de FOL_,
por lo tanto p59" ({R;}icz) € |ThFOL=|. Luego, como o gepes es un morfismo entre signa-
turas de primer érden y SenfOl= (0 RelDes) €s un morfismo entre conjuntos de férmulas que
preserva satisfactibilidad, entonces p**" (o) es efectivamente un morfismo entre presenta-
ciones de teorfas, es decir p*9"(a) : p59"({R;}iez) — p 9" ({R.}ier) € || ThFOL=].

ZRA FOL-—

Por otro lado, sea una signatura de Algebra Relacional, como (idsra popes> S€N
conforma un morfismo identidad entre presentaciones de teorias, entonces se puede mostrar

que pSign(idERA) = idpSig7L(ERA).

(id5rA peipes))

Por dltimo debemos mostrar que p°9™(oy o o9) = p59"(01) o p59"(0y) donde oy
y o2 son morfismos en ||SignRA||. Por cémo estd definido p*9" basta con mostrar que
FOL— FOL— FOL— .
Sen (01 RelDes © 02 RelDes) = Sen (01 Relpes) © Sen (02 Reipes)- Esto es cierto por-

que SenOt= es functor.
O

Definicién 53. Sea ¥ € [SignRA|, entonces la funcion pse™ : SenRfA() — SenOL= (%9 (%))
se define de la siguiente manera:

= para todo r,s € RelDes(X), pse™(r = s) = (Va,y)r(z,y) < s(x,y)

en

Lema 13. p%" es transformacion natural.

Demostracion. RelDes(X) es parte de la signatura de primer orden p¥9" (%) y la férmula
(Vz,y)r(xz,y) <= s(x,y) es una férmula bien formada de primer érden cuyos simbolos
extra légicos estan en RelDes(X). Entonces es una férmula de esa signatura y, por lo tanto,

P efectivamente es una funcién entre Sen®A (%) y SenOt=(p%om ().

2 Estamos realizando un abuso de notacién extendiendo o geipes : RelDes({R;}iez) — RelDes({R}}ie1)
a la siguiente aridad o geiwes : (RelDes({Ri}iez),®) — (RelDes({R;}iez),0)
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A continuacién debemos mostrar que, dado o : £ — ¥/ € ||SignRA||, entonces Sen 0= (p59" (5))o
Sen _ ,Sen

pSen = pgs™ o SenA(o). Dado 7, s € RelDes(X) tenemos que:

@)

(SenFOL ( Szgn( Sen)

r*s)

)
= Sen"O=(p%9"(0))((Vz, y) Y) <= s(z,y)) [ por definicién de pS“"’" ]
= Sen"™'=(opupes) (VY (a:,y) <~ s(z,y)) [ por definicién de p59™ |
= (Va,y)0Reipes(r)(z, ) <:> O RelDes(8)(x,y) [ por definicién de Sen™Ot= |
Por otro lado tenemos que:
(Pg?” o Sen"*(0))(r = s)
= pE, " (0 RelDes(T) = ORelDes(8)) [ por definicién de Sen"” |
= (V2,y)0Rees () (2,y) <= ORapes(s)(x,y) [ por definicién de p¥" |

O
Definicién 54. Sea ¥ = ({R;}icz) € [Sign™?|, entonces plfo? . Mod Ol=(p59"* (%)) —

)
ModRA(S) se define de la siguiente manera, dados h : M — M’ € || Mod"Ot=(p%97% (%))]|
donde M = <U7 {f}reRelDes(E)v @7 U> ) M = (U/v {d}r’ERelDes(Z)v @7 U,> entonces:

w pMod(M) = ({Ri}ier, 2Y*V,u,n, 7, 0,U x U, 0,~ , Id)

= sea R € 2Y*V entonces pM°l(h)(R) = { (h(u1), h(u2)) | (u1,us) € R}

Mod ¢ functor.

Lema 14. py
Demostracion. Se puede mostrar que la estructura definida por pMOd(/\/l) cumple las
condiciones expresadas en la Definicién 47 y que, por lo tanto, es un médelo del Alge—
bra Relacional. Como ademds el conjunto de relaciones del modelo es de la signatu-
ra ({R;}icz) podemos afirmar que pi°d(M) € [ModRA(¥)|. Luego, como h es un ho-
momorfismo entre modelos de FOL_ se puede mostrar que pM"d(h) es un homomorfis-
mo entre modelos de RA. Esto se debe a que pM°d(h) es la aplicacién de h en cada
elemento de la relacién de partida y, por lo tanto, preserva sus propiedades estructu-
rales. Como ademads se puede mostrar que pMOd(h)(R) € 2%V’ podemos afirmar que
Pl () : pHol(M) =5 ot (M) € |[ModFA(S)]|

Mod

Por otro lado, por cémo estd definido ps;

mar que pg[ "d(zd M) es el homomorfismo identidad entre relaciones. Es decir que p

aplicado a un homomorfismo, podemos afir-
512 (id ) =

de%/lod (M)

Por tltimo debemos mostrar que, dados hy : M — M’y hy : M’ — M" € ||Mod o= (p%97(%))]|,

entonces pM°d(hy o hy) = pMed(hy) o pMod(hy). Sea R € 2U*V tenemos, por un lado, que:

pMed(hyohy)(R) = {{(haohi)(ur),(heohi)(u2))| (ui,us) € R} [ por definicién de pdfod |
y por otro lado tenemos que:

p%(ha) 0 p3*t(h1)(R) = p®(ha)({ (ha(w1), ha(u2)) | (ur,uz) € R}) [ por definicion de py/*? ]
= {((haohy)(u1),(heohi)(uz))| (u1,uz) € R} [ por definicién de pM"d ]

O]
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Mod

Lema 15. p es transformacion natural.

Demostracién. Debemos mostrar que, dados ¥ = {R;}ier, X' = {Rl}icrr € [Sign®A| y
o: % = ¥ € |[Sign®A||, entonces ModRA(0%) o plod = plod o ModFOL=(p%i9n™ (5oP)).
Sea M' = (U’ {r'},rc peipes(sry, 0, v') € |Mod"Ot=(p9" (%/))|, tenemos que:

Mod™*(0°P) o pfi* (M)

= ModfA(s° PY(({R}}ier UV N, 7,0,U x U, 0, Id)) [ por definicién de ped |
{Ri}iez,2V*V", 0,0, 7,0,U' x U, 0,7, Id) [ por definicién de ModR? |
donde R; = R/

“lo(i)

Por otro lado tenemos que:

P 4o ModFOLf(PSignop( °P)) (M)
pied o Mod = (o 1., ) (M) [ pues p*"™ (5°P) = U?ZZZD&S ]
= ngd“U v{f}rGRelDes(E 7®7 U,>) [ por definicion de MOd ot ]
donde cada r =1’ tal que o peipes(r) =1’

[ Notar que, en particular, para R; € RelDes(X) tenemos que o0 geipes(Ri) = R;(i), y por
lo tanto R; = RU( ]

= <{&}Z€Iv 2U’XU’> Ua m)i) ®7 U, X U,) Ovv )Id> [ por definicion de pMOd ]

La demostraciéon de que esta igualdad también vale para homomorfismos en la clase
|[ModFOt= (%97 (37))|| surge de hacer las siguientes dos observaciones. (1) Por defini-
cién, tanto ModRA(5°P) como Mod o= (p%9"* (5°P)) se comportan como la identidad
cuando son aplicados a un homomorfismo; y (2) tanto pM"d como pM"d al ser aplica-
dos a un homomorfismo simplemente lo aplican a los elementos de la relacién de parti-
da. Por lo tanto el resultado final, tanto aplicando 1\/IodRA(UO )o pM"d como aplicando

pied o Mod Ot=(p%9"™ (°P)) es un mismo homomorfismo en |[Mod™*(2)||. O

Lema 16. p: RA — FOL_ preserva a condicion de satisfaccion de la Definicion 28.

Demostracién. Debemos mostrar que dado ¥ € |Sign|, para cualquier a € Sen™A(XZ) y
_/ S oL_
M € [Mod™=(p%9"(£))], vale que M =507 ) p3 (@) sii p! (M) (=5A

Sabemos que M tiene la siguiente estructura (U, v), donde U = (U, {r},creipes(s), )
y que a es de la forma r = s con r, s € RelDes(X). Por otro lado tenemos que p*(a), es
decir pPe"(r = s), estd definido como (Vz,y)r(z,y) < s(x,y).

Por cémo estd definido =FO= tenemos que M satisface (Va,y)r(z,y) < s(z,y) siy
sélo si se satisface r(z,y) < s(x,y) para cualquier valor de z, y € U. Queremos ver que
esto es equivalente a pM°d(M) =RA r = 5. La demostracién sigue por induccién en la
estructura de la férmula relacional, mostraremos sélo el caso en que tanto r como s son
simbolos relacionales, es decir R;, R; € X.

Tenemos que p¥fod(M

) ERA R; = R;, que es equivalente a R; = R;, por definicién de
=RA. Luego, como R; y R; son relaciones sobre el conjunto U podemos afirmar que vale

Ri(z,y) sii Rj(z,y) para cualquier z, y € U. Esta es precisamente la interpretacién de la
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férmula de primer érden (Vz,y)R;i(z,y) < Rj(x,y). El razonamiento se puede hacer en
direccién opuesta y probar la doble implicacién.

De esta manera mostramos que la férmula de Algebra Relacional r = s puede ser
expresada de forma equivalente por la férmula de primer 6rden (Vz,y)r(z,y) < s(x,y).

O]

Definicién 55. 09" : SignRA — ThRA* se define de la siguiente manera:

= 099" ({Ri}iez) = ({Ri}iez, 0)
= 0%9"(5) =4, para § : 5 — ' € |[Sign®A]|.

Lema 17. 059" es functor inyectivo en objetos y faithful,

Demostracion. Esencialmente ¢59" se comporta como la transformacién identidad, tanto
para objetos como para morfismos, por lo tanto se puede mostrar que se comporta como un
functor. En particular, de esto también se deduce que es inyectivo en objetos y faithful. [

Definicién 56. Sea ¥ € [SignRA|, entonces la funcién ¢ : SenRfA () — SenRfA* (o549 (%))
se define de la siguiente manera:

= para todo r,s € RelDes(X), 08" (r =s) =r = s

Sen
b

Lema 18. 05" es transformacion natural, y en particular o es funcion inyectiva para

todo ¥ € |Sign™A|

Demostracion. Sead : ¥ — ¥/ € ||Sign®?|| debemos mostrar que Sen®** (%97 (§))ooder =

o25" 0 SenRfA(§). Dada una férmula r = s tenemos que:

Senf* (0%9n (§)) o o (r = 5) = SenfM(§) oo (r =5) [ pues 0" (5) =4 ]
= Sen"™(§)(r = s) [ pues 02" (r =s) =7 =s |
= O0RelDes(T) = OReiDes(S) [ por definicién de Sen"A* ]

Por otro lado tenemos que:

Jgfn o SenfA(8)(r = s) Jgfn(éRemes (r) = OReipes(s)) [ por definicién de Sen"A ]

5RelDes (T‘) = 6RelDes(5) [ por definicién de O'%?n ]

Por ltimo debemos mostrar que agen es funcién inyectiva, esto se deduce de observar

que se comporta como la funcién identidad. ]

Definicién 57. Sea ¥ = ({R;}icz) € [Sign™?|, entonces a°? : ModR"**(559"% (%)) —
ModRA(X) se define de la siguiente manera, dados h : M — M’ € ||[Mod®* (o597 (2))]|
donde M = ({R;}iez, A,U,N, ,0,E, 0,7 Id,*) y M' = {R}icz, A ,U,N, 0, E, 0,7, Id,*)
entonces: o

] O'JZVIOd(M) = <{&}i€17 A)U7m’ _7®7E’ O’V’Id>
L] O'g()d(h) =h
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Mod

Lema 19. 05'°? es functor suryectivo en objetos y full sobre Img(p%“d) para todo Y. €

|SignRA|.

Demostracién. Veamos primero que oo£°¢ es functor. Como M = ({R; }iez, A,U,N, , 0, E, 0,~ , Id,*)
es un modelo de RA%, entonces la Deﬁmclén 51 nos asegura que ({R;}icz, A,U,N, ,0,E, 0,7, Id)
es un modelo de RA. Como, en particular, es un modelo de la signatura ¥ tenemos que

olled( M) € [ModRA()|. Luego, dado un homomorfismo h entre modelos de RA* se pue-
de mostrar también es un homomorfismo entre modelos de RA, por lo tanto o°¢(h) €
IModR*(2)||. También se puede mostrar que el homomorfismo identidad para un modelo
M de RAx se comporta como el homomorfismo identidad para el modelo aé/[(’d(/\/l) v,

por lo tanto, ag"d(idM) = id o Mod (\f)+ Luego, como ag"d(h) = h se puede mostrar que

O'gOd(hQ (e] hl) = O'éMOd(hz) (e] O‘%Od(hl).
Mod

Veamos ahora que, dado ¥ € |Sign™"|, entonces o3y °* suryectivo en objetos y full
sobre [ mg(pM °d). Para ver que es suryectivo en objetos debemos mostrar para todo mo-
delo MFOL= ¢ |ModFOl=(p59n™ (%))| existe un modelo MRA* ¢ [ModRA* (559" ()]
tal que odod(MRA*) = pMod(AMFOL=) Primero debemos notar que p2°¢(MFOL=) es un
modelo del Algebra Relacional de la forma {Ri}ier,2V°Y,u,N,7,0,U x U, 0, , Id).
Luego, por como estd definido aMOd, el modelo MRA* que satisface la propiedad ex-
presada anteriormente es ({R;}ier,2V*Y,U,N,7,0,U x U, 0, ,Id,*). Bajo un razona-
miento similar se puede mostrar que la igualdad también vale para homomorfismos en
IModFOL=(p59n (£))| v en |[ModRf** (59 (%))| respectivamente y que, por lo tanto,

g"d es full sobre Img(pMOd)

RA|

O]

Lema 20. oM°4 es transformacion natural

Demostracién. Debemos mostrar que dado 6 : ¥ — ¥/ € ||Sign®?||, entonces ModR*(§°P)o
olled = GModoVodRA* (o597 (§°P)). Dado un modelo M’ = ({R.}iezr, A',U,N, 0, B, 0,~ , Id,*)
se puede mostrar que

(MOdRA(50p) o Ué\/{Od)(M) = <{R }zeI, A U, N, 0’ 57 o,” 7Id>
—_ ( ModOMOdRA*( Sign (5op)))(M)

donde R; = Ré(l) para todo ¢ € Z. Esto surge de hacer las siguientes dos observacio-
nes, (1) tanto o¥°¢ como o¥°¢ aplican la misma transformacién: quitar del modelo la

interpretacién * del simbolo de clausura; (2) las signaturas de RA% son exactamente las
mismas que las de RA y las transformaciones de modelos por signatura ModRA(éop) y
ModRA* (5197 (59P)) tienen esencialmente el mismo comportamiento.

Bajo un razonamiento similar se puede mostrar la igualdad anterior para cualquier
homomorfismo h en ||[Mod®** (5597 (21))]|. O

Lema 21. o : RA — RAx preserva a condicion de satisfaccion de la Definicion 28 (Co-
morfismo de instituciones).

Demostracion. Debemos mostrar que dado Z € |SignRA|, para cualquier a € Sen A(E) y
M € [Mod®* (¢597” (53))], vale que M [=RE;, o 08 (a) sii odfod(M) =EA
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Sabemos que M tiene la siguiente estructura ({R;}iez, 4,U,N, ,0,E, 0,7, Id,*)
que « es de la forma 7 = s con 1, s € RelDes(X). Por otro lado tenemos que o5 (r = s
r = s, es decir, una férmula en RA también es una férmula en RA*, y que o oA M) =
({Ritier, A,U,N, ,0,E, 0,7 ,Id), es decir, la transformacién le quita al modelo de RA%
la interpretaciéon del simbolo de clausura. Entonces la preservacién de la condicién de
satisfaccién surge de observar que si un modelo M de RAx hace verdadera una férmula r =
s que no contiene al simbolo de clausura *, entonces al quitarle al modelo la interpretacién
de la clausura * el modelo resultante también hace verdadera la férmula » = s. El mismo
razonamiento se aplica en la direcciéon opuesta y se demuestra la doble implicacién. O

Il <



5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

5.1. Conclusiones

En este trabajo nos propusimos extender las herramientas de la Teoria de Instituciones
para poder capturar la relacién entre dos lenguajes 1égicos cuando ninguno es capaz de
subsumir completamente al otro, es decir, la nocién de traduccién parcial entre lenguajes
l6gicos. Los resultados principales del trabajo, presentados en la Seccién 3, muestran una
formalizacion de estd nocién en el contexto de la Teoria de Instituciones. En particular
muestran también que, para preservar informacién relevante acerca de relaciones entre
reductos como se propone en la Definicién 33 de comorfismo parcial fuerte, son necesarias
ciertas condiciones fuertes sobre las estructura de las categorias de modelos de las légicas
involucradas. Luego, las construcciones concretas presentadas en el apartado 3.2 nos dan
la garantia de que este tipo de relaciones existen y pueden ser construidas a partir de
relaciones ya presentes en la Teoria de Instituciones.

Por tdltimo, el caso de estudio presentado en la Seccién 4 muestra la forma en que una
conocida relacion entre dos lenguajes légicos puede ser formalizada a partir del uso de
nuestra definicién de co-morfismo parcial. En este punto vale la pena aclarar que, si bien
el fragmento de la logica de origen que podemos traducir es un lenguaje légico estudiado
en si mismo (nos referimos a RA), nuestras definiciones y el caso de estudio presentado nos
dan la pauta de que estas relaciones podrian definirse incluso cuando el sublenguaje no sea
de ningun interés particular salvo por la propiedad de ser traducible en forma equipolente.

5.2. Preguntas de investigacion que se abren a partir de este trabajo

A continuacion presentaremos algunas preguntas de investigacion que se ponen de
relieve a partir del presente trabajo y que, o bien han sido resueltas pero no forman parte
de este, o demandaran un esfuerzo futuro en ser respondidas.

5.2.1. ;Las instituciones junto con los comorfismos parciales concretos
forman una categoria?;Cuadles son sus propiedades estructurales?

La primera pregunta que cabe hacerse una vez que se definen ciertas relaciones entre
objetos de determinada caracteristica es si estos forman una categoria o no. Al mismo
tiempo, una vez demostrado que estos forman una categoria cabe preguntarse acerca de
las propiedades estructurales de esta.

Sabemos que la respuesta a la primera pregunta es afirmativa aunque dicho resultado,
si bien desarrollado por el autor del presente trabajo, en colaboracién con su director y sus
colegas Thomas S.E. Maibaum y Fabio Gadducci, no forma parte del presente trabajo. La
demostracién de dicha propiedad se obtiene como consecuencia de las siguientes observa-
ciones!: 1.- Existen los comorfismos parciales identidad, 2.- La composicién de comorfismos

1 Asf como no ahondaremos sobre la demostracién de las propiedades, tampoco incluiremos las defini-
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46 5. Conclusiones y trabajo futuro

arroja como resultado un comorfismo, 3.- Los comorfismos “inversibles” son monic, 4.- La
composicién de comorfismos monic arroja como resultado un comorfismo monic, y 5.- La
categoria formada por las instituciones y los comorfismos es completa,

La segunda pregunta requiere una elaboracién mas profunda y una posible respuesta
podria provenir de estudiar la posibilidad de generalizar las propiedades de completitud
y cocompletitud de las categorias formadas por las instituciones junto con morfismos y
comorfismos.

5.2.2. Reestructuracién de lenguajes

En el disenio y analisis de artefactos de software en la ingenieria de software, se suele
asumir que los elementos estdn especificados en un lenguaje particular fijo de antemano.
Asi, cualquier modificacién sobre el lenguaje de especificacién y diseno, es considerada
como offline y fuera de dicho proceso. Nuestra definicién de comorfimo parcial concre-
to podria habilitar la posibilidad de reestructurar el lenguaje heterogéneo subyacente a
partir de la aplicacion de la construccién double pushout, de acuerdo a lo presentado en
la teoria de adhesive categories presentada por Lack en [LS05]. Mds precisamente [GL12,
Theorem A] sirviendo el propésito de demostrar que los pushouts elegidos en la definicién
son preservados por los pullbacks.

5.2.3. Morfismos y comorfismo basados en traducciénes de presentacio-
nes de teorias

A pesar de su flexibilidad, los comorfismos parciales no cubren todos los distintos tipos
de relaciones entre légicas. Un ejemplo de esto es el hecho de que la féormula A; 7 o
de L., » puede ser traducida a la presentacién de teorfa {a;};er en FOL-. Entonces,
es preciso discutir como los avances mencionados sobre heterogeneidad y adhesividad se
pueden extender al considerar una generalizacién de los comorfismos p : T — I’ que difiere
en el modo en que las férmulas son traducidas entre los lenguajes logicos, esto es, no
recurriendo a una familia natural de funciones p$¢" : Sen(X) — p% o Sen’(X) en la que
cada Y-férmula en I es traducida a una tnica p*%(X)-férmula en I, sino permitiendo que
conjuntos de féormulas sean traducidos a conjuntos de férmulas de manera que se preserve
semantica.

5.2.4. Flattening de Grothendieck institutions con morfismos y comor-
fismos parciales

Las herramientas heterogéneas se basan, en su mayoria, en el uso de Grothendieck
institutions [Dia08] como descripcién formal del lenguaje heterogéneo. Entonces nuestro
trabajo requiere explorar una definicion alternativa de flattening que sea compatible con
traducciones parciales.

ciones necesarias como la de morfismo monic o categoria completa.
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5. LEMAS Y RESULTADOS USADOS EN LAS DEMOSTRACIONES

En esta seccion presentaremos algunos lemas y resultados que fueron necesarios para
poder demostrar las propiedades estudiadas en el presente trabajo.

5.3. Lemas utilizados en la construccion de comorfismo parcial débil

A partir de ahora llamaremos I° a la estructura (Sign®, Sen’, Mod’, {’:OE}Ee\Sign0|>
tal que:

= Sign’ = Img(o%%97),

= Sen’(Y) = Img(ogs™) para ¥ € |Sign’|, donde £ = (059™)~1(%), y Sen’(s) =
Sen(d)|gend(s;,) Para d : Xy — g € ||Sign||,

’Sen
» Mod’ = Mod|g;g0

= =0 es la restriccién de =y, a las férmulas de [Sen®(X)|, para ¥ € |Sign”|

Donde I, I e I son las instituciones (Sign, Sen, Mod, {|=x } s.¢[sign), (Sign’, Sen’, Mod’, { =%,
}svelsign')) ¥ (Sign”, Sen”, Mod”, {=%, } e sign”|) Tespectivamente, y p : T’ — T’ es un co-
morfismo entre instituciones y o : I” < I es un comorfismo entre instituciones que cumple
las siguientes restricciones:

Sign

"0 es functor inyectivo en objetos y faithful,

= 095" es funcién inyectiva, para todo ¥ € Sign”,

] ag{,od es functor suryectivo en objetos y full sobre Img(pjzw,,"d) para todo ¥ € Sign”,

Sign ., Sen Mod>

Yo,y : T - T’ definida como sigue:

También ~ a la estructura v = (y

- ,ySign — pSign o (O.Sign)—l

e = pJet o (095) ! para todo ¥ € |Sign®|, donde B = (05%9") (S

)

)
x Mod(AM') = (O, A) para todo E € |Sign®| y M’ € |(Mod’ o v%%9"*)(2)|. Donde
O = {M |clfet(M) = plled(M') } y A= {idn | oI (M) = pMled(M) .

Lema 22. 1Y es Institucion.

Demostracion. Por Lema 1, como 0" es inyectivo en objetos y faithful tenemos que
Img(c°"9™) es categorfa, y por lo tanto Sign® también lo es. Por Lema 24 tenemos que
Sen® efectivamente se comporta como un functor. En la definicién de restriccion de functor
vemos que Mod? preserva las propiedades del functor original, y por lo tanto, se comporta
como un functor. {}:OE}EG\SignO\ es una familia de relaciones binarias F'5, C [Mod?(Z)]| x
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Sen’(X). Como I es institucion satisface la condicién de |=-invarizanza, por lo tanto, como
IV se obtiene a partir de una restriccién de I, se puede mostrar que satisface la condicién
de =C-invarizanza. O

Lema 23. IV es subinstitucion de 1.

Demostracién. Como o%%9" : Sign” — Sign es functor, del Lema 1 se deduce que Sign® =
Img(o5%9™) es subcategoria de Sign. Del Lema 24 se sigue que Sen® es subfunctor de Sen.
Como Mod? es la restriccién de dominio de Mod se puede mostrar que es subfunctor de
Mod. Por tltimo, como " es una restriccién de |=, se puede mostrar que F' C =y
para ¥ € |Sign”|.

Lema 24. Sen’ es functor, y en particular es subfunctor de Sen‘Signo.

Demostracidn. Veamos primero que para cada objeto en el dominio de Sen® el resultado
es un objeto en Set. Dado ¥ € |Sign’| se puede ver que Sen’(X) € |Set| ya que la imagen

de a‘;,e," es un conjunto.

Veamos que se preservan las identidades, es decir que Seno(idg) = idSenO(E)‘ Por defi-
nicién tenemos que Sen’(ids) = Sen(idy) ‘S ()" Como Sen es functor tenemos que
Sen(ids) = idgen(x), esta es la funcién identidad para el conjunto Sen(X). Notar que
Sen’(X) C Sen(X) ya que Sen’(X) estd definida como la imagen de una funcién cuyo
codominio es Sen(X). Teniendo esto en cuenta tenemos que la funcién Sen’(ids) es la
restriccién de la funcién identidad para el conjunto Sen(X) al dominio Sen’(X). Esta es
la funcién identidad para el conjunto Sen®(X), es decir idgend(s)-

Veamos que si 0 : £ — o € [|Sign’|| entonces Sen’(§) : Sen’(X;) — Sen®(X;) €
||Set||. Por definicién tenemos que Sen’(§) = Sen(é)}seno(zl). Como Sen es functor te-
nemos que Sen(d) : Sen(X;) — Sen(X2) € ||Set||. Por la restriccién del functor es claro
que el dominio de Sen’(§) es Sen’(X;), entonces basta ver que se puede definir Sen?(Xs)

como codominio. Esto sigue de que, por Lema 25, tenemos que Img(Sen(é)‘seno(El)) -
Sen’(%,).

Veamos ahora que Sen” preserva composicién. Sea d; : £; — g y g : Xy — X3 € ||Sign”||
tenemos que:

Sen’(d306;) = Sen(dy06;) ‘Sen 0(sh) [ por definicién de Sen? ]
= (Sen(ds) o Sen(dy)) ’Sen (=)
= Sen(dy) o Sen(d;) }Sen o(s; )

[ pues Sen es functor ]

por Lema 25 tenemos que
Img(Sen(dy)) |Sen )) C Sen’(%y) |
= Sen(8) o Sen’(4;) [ por definicién de Sen0 ]

Sen(dy) ‘SenO(E ) © Sen(d ‘SenO(El) [

Probemos ahora que Sen’ es subfunctor de Sen‘Signo. Sea una signatura ¥ € |Sign'|

tenemos que Sen’(Y) = Img(c9?) donde ¥ = aSign_l(E). Tenemos ademés que el
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codominio de 035" es Sen(X), por lo tanto Img(ogs®) C Sen(X). Como X estd en Sign”

esto es lo mismo que Img(og™) C Sen‘Signo(Z).

Sea un morfismo § : ¥1 — ¥y € ||Sign®|| tenemos que Sen® () = Sen(d)[geno(s,)- Como

, . 0 : —
¢ estd en |[Sign”|| tengo que, en particular, Sen(d)|geno(s,) = (Sen’Signo(é)) Send(Zy)

Para poder mostrar la conmutatividad de la familia de funciones ¥°¢", y asi poder
probar que es una transformacién natural, vamos a necesitar plantear la composicion de
funciones que indica el diagrama de la Definiciéon 17. Para que esa composicién tenga
sentido necesitamos probar la siguiente inclusion.

Lema 25. Sea § : X1 — Xy € ||Sign°||, entonces Img(Sen(d)|seno(s,)) € Sen?(%,).

Demostracion. Como o™ es transformacién natural tenemos el siguiente diagrama, con-
mutativo:
Sen
" " 0-2/2/ "
Sen” (Xf) Sen(Xs) xf
Sen” (6") ©) Sen(d) 5"
Sen” (%) Sen(X;) 7
O.Sen
Y

Vamos a probar el lema por reduccién al absurdo. Supongamos I'mg(Sen(d)|seno(s,)) €
Sen?(%;). Entonces existe una férmula o € Sen®(X;) tal que Sen(§)(a) ¢ Sen®(Zs).
De la definicién de Sen® se sigue que a € |I mg(agﬁn)\. Esto quiere decir que existe
1

otra férmula o’ € Sen”(X}) tal que Ugif,”(oz” ) = a. Como el diagrama que presentamos

anteriormente conmuta, si tomamos el objeto o’ tenemos que:

U§§”(Sen”(5")(a”)) = Sen(é)(ag?"(a”)) [ pues 0" es transformacién natural ]
= Sen(d)(a) [ pues 0*;513,"(04”) =a|
Pero entonces Sen(d)(a) € I mg(aggn). Por definicién de Sen® esto quiere decir que
Sen(d)(a) € Sen®(%5), lo cual es absurdo. O

El siguiente lema nos asegura la conmutatividad del diagrama que plantea la Defini-
cién 17 para la familia de funciones 75", y eso nos va a permitir mostrar que se comporta
como una transformacién natural.

Lema 26. Sea § : X1 — %o € ||Sign°||, entonces vgsn o Sen® () = Sen’ (159" (6)) o 'ygf".

Se

Demostracion. Como 0" es transformacién natural tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo:
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Ug,e,”
Sen” (XY) 2 ~ Sen(X)) x4
Sen” (0") ©) Sen(d) 8’
Sen”(XY) S ~ Sen(X) 7
oo
1
Sen

Por hipétesis tenemos que cada o/ es inyectiva, por lo tanto podemos tomar la in-
versa parcial y obtenemos el siguiente diagrama:

(oSt
Sen” (X)) 2 Img(agz,”) x4
Sen”(4") Sen(d) 5"
Sen” (%) Img(ag?”) >
(o)

Por Lema 25 tenemos que Img(Sen()|geno(s,;)) € Sen®(X,) y ademés Sen®(X;) =
Img(aé?") y Sen?(%;) = Img(agg,”). Esto nos asegura que es correcto el target planteado

para la flecha Sen(d) en este nuevo diagrama. Considerando la definicién de Sen® obte-
nemos esta version del diagrama:

(o851
Sen” (XY) - Sen®(3,) x4
Sen” (6") Sen?(9) 5"
Sen”(XY) Sen?(%;) 7
(Ugf’n)_l

Veamos que este diagrama conmuta. Sea o € Sen®(X1), por un lado tenemos que

Sen”(4") o (og‘/j”)_l(a) = Sen”(8")(a”) [con " € Sen"(XY)

y off(a") =]

y por otro lado tenemos que

(G‘;Z,")_l oSen’(8)(a) = (og5") 1o Seno(d)(agzin(a”)) [ pues a = Ug?”(o/’) ]
= (aggn)*l((aggn) o Sen”(8")(a")) [ pues 0%"es
transformacién natural |

— Sen//((sll)(o/l)

Como ambas composiciones dan el mismo objeto obtenemos que el diagrama conmuta. Por
otro lado como p%¢™ es transformacién natural tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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Sen
1( ,Sign (1 pEg 1" "
Sen'(pSiom (1)) Sen”(34) Y
Sen/(pSign (5//)) O Sen”(é”) 5"
Sen’(p5197 (1)) Sen” () =
Sen
Pg/lf
Como 77" estd definido a partir de la familia de funciones 18" = p* o (055") 1 el

diagrama que caracteriza la transformacién natural surge de la composiciéon de los dos
ultimos diagramas:

Sen Sen\y—1
) ng 02'2' )
Sen! (pm(3)) Sen”(24) Sen®(¥) ¥
Sen/(pSign((;/l)) @ Sen”(é”) @ SenO (5) 5"
Sen! (p5n(31) Sen” (1) Sen®(x) ¥
Sen (O.Sen)fl
Py s

Como ambos diagramas conmutan se puede deducir que este nuevo diagrama también
S Sen)—1 0 _ (St "
conmuta. Entonces podemos afirmar que pzz," o (ngn) o Sen?(d) = Sen’(p>9"(8")) o

P o (o951, Que por definicién de 7 es lo mismo que ,},g;n 0Sen?(§) = Sen’(159"(§)) o
Sén ! ]
T -

Los siguientres tres lemas nos permiten mostrar la satisfaccién de las condiciones que
impone la Definiciéon 32. Notar que son las mismas condiciones que impone la Definicién 33
y por lo tanto también serdan de utilidad en la construccion del comorfismo parcial fuerte.

Lema 27 (Satisfaccién de la Condicién 1 de la Definicién 32). Para todo ¥ € |Sign®|, M’ €
|(Mod’ 0 y%19"™)(%)| wale que v¥°I(M') C Mod ().

Demostracién. Tenemos que los modelos M € [y&°4(M')| son aquellos que verifican

oMod(M) = pMed(M). Es decir que, necesariamente vale que M € |Dom(ciled)|, y

ademas | Dom(o°?)| = [Mod()|. Luego tenemos que los inicos morfismos en |[7&°4(M')]
son las identidades de los modelos, como Mod(X) es categoria las identidades necesaria-
mente estan. O

Lema 28 (Satisfaccién de la Condicién 2 de la Definicién 32). Para todo ¥ € |Sign®|, o €
Sen?(X)|, M’ € |[Mod' o ¥519""(%)| wvale que: para todo modelo M en X4 M') se
satisface que M Ex o sii. M’ ):;Sign(z) 'yge"(a).

Demostracion. Sea ¥ € |Sign”| tal que X" = (0%9")71(%). Sea o € Sen”(¥") tal
que o = (695")"1(). Por Lema 27 tengo que M € Mod(X), luego como o es comor-

fismo se preserva la condicién de satisfaccién. Por lo tanto tenemos que M =, sign (s
oS sii oMed(M) EL, o. Reemplazando " y o obtenemos:
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MEs a sii oMd(M) ’(;Sign)_l(z) (o25m) " Ha) [ pues ¥ = (¢59")~1(%) y

o = (085 (a) |

[ pues como M € [y M)
vale oMod(M) = pMod(M') ]

Sen Sen

sii. M’ ):;)Sign((gsl-gn)_l(z)) P ((095") 7L (a)) [ por condicién de satisfaccién

511 ,Og{/()d(./\/l/) ’:,(/().Sign)fl(z) (U%ﬁ”)_l(a)

del comorfismo p ]
Sen

sii. M’ ):i/ sign(s) T2 () [ aplicando definicién de 59" y y9¢m ]

y

O]

5.4. Lemas utilizados en la construccién de comorfismo parcial fuerte

A partir de ahora llamaremos v a la estructura (7597, yS¢n, {’Yé/[Od}ze\SignO\a {’yyOd}aeHSignom :
I - I’ definida como sigue:

Sign n

se definen tal como fueron presentados en la demostracién del Teore-

n Sy e

ma 2.
T , —_
w pdlod = gMod o pMod qonde X" = (659")71(2) y odled : Img(odP?) — Cat se define
de la siguiente manera:

%
o oMed(M") = (0, A) para todo M" € |Img(adied)).
Donde O = { M |c¥i?? (M) = M" } y A= {idp | oMU M) = M" }
— — e
o oMed(n" i MY — MY) : oMed(M]) — oded(MY), paratodo b € || Img(adled)|],
es un functor que se define de la siguiente manera:
— —
o ofed(h)(M;) = My para todo M; € |odled(M)|. Donde My es el tnico
objeto en |oded(MY)| que, por hipétesis verifica odi°4(h : My — My) =
"
L —
o oMod(h)(idp,) = idpm, para todo My € |oded(MY)|. Donde My es el
tinico objeto en |oM4(MY4)| que, por hipétesis verifica o4 (h : My —
M) =h".

- (371 po = Mod(5)|
Sy € ||Sign||.

Ao gy Para todo M € |(Mod’ o y59"*)(S9)| y 6 : X1 —
2

%
Lema 29. oo?: Img(o¥°?) — Cat es functor.

Demostracion. Por Lema 1 tenemos que Img(ofed) es categorfa. Sea MY € Img(adfed) 1a

e__
definicién nos dice que od??(MY) estd conformado por el conjunto de objetos preimagen

de MY, y las identidades asociadas a los objetos. Por lo tanto, se puede mostrar que un
conjunto de objetos y el conjunto de identidades de estos objetos se comportan como una

categoria, en particular una categoria discreta. Entonces tenemos que U%Od(./\/l’l' ) € |Cat|.
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Dado " : M — MY € ||Img(o¥2?)|| 1a definicién nos dice que o0d(h") : oMod( M) —

%
olod(MY) es el functor caracterizado por el conjunto de flechas preimagen de h”. Vea-

mos por qué esto define efectivamente un functor. Para M € [od0d(MY)|, por hipétesis
Ay ,

existe un tnico My € |oded(MY)| tal que hg : M; — Mz € |[Mod o 059" (2")|| y

o¥led(ho) = h". La definicién de o4 justamente nos dice que od??(h")(M1) = M. Por

otro lado, como ag‘,[?d(/\/l’l’ ) es una categoria discreta sus tnicos morfismos son idq. La
(__.__

e__
definicién de o4 nos dice que o °4(h")(id 4, ) = idp,. De esto se deduce que oded(h”)

preserva identidades y que preserva las tinicas composiciones de la categoria, a saber, mul-

tiples aplicaciones de la identidad de un mismo objeto. Por lo tanto ag,Od(h” ) es functor,

e_.—
es decir oMe4(n") € ||Cat||.

e_._
Resta ver que o°? preserva composicién. Sean h” : MY — M4y g" : Ml — Mf €

|| Img(odted)|| veamos que odfed(g"” o ") = oMred(g") o cdled(h"). Por hipétesis, tenemos

que para todo M; € [o¥Pd(MY)| existe un tnico My tal que hay un ho : M; — My €
|IMod o o%97(2")|| y odded(ho) = h". Dado ese M3, por hipétesis tenemos, ademds, que
existe un tinico M3 tal que hay un go : Ma — M3 € |[[Modoa®¥"(S")|| y ad(go) = ¢".

Por lo tanto tenemos que

— — —
odled(g") o aMA(W)(My) = oMrd(g") (M) [ pues hg: My — May o4 (hg) = b ]
= M;j [ pues go: Moy — M3y Ug,f’d(go) =g"]
Mod Mod

De manera analoga se llega a que oy,°*(¢"”) o o5**(h")(idp,) = idp,. Como Mod o
o9 (2") es categorfa podemos afirmar que g o hg : M; — M3 € ||[Mod o ¢%9™(2")|| y
como Img(odlo?) es categorfa tenemos ademds que g” o h” : M — MY € ||Img(adlrd)||.
Entonces por hipétesis tenemos que gg o hg es el Gnico morﬁsm{__c&iesde M hasta M3 que

verifica o°4(gg o ho) = g” o h”. Entonces por definicién de od?? tenemos que o4(g" o

R (M) = M3 y que U%,Od(g” o ") (ida,) = idpms-
]

A continuacién mostramos que la categorfa de I’-reductos de un modelo M’ estd
cerrada por las Sen’-propiedades que satisface.

Lema 30. Para todo ¥ € |Sign°|, a € [Sen® ()|, M’ € [Mod’ o v5%9"* (2)| vale que: para
todo modelo M en Mod(X), si vale que M Ex o st M’ ):;Sign(z) e (a), entonces

M € gt (M)].

Demostracion. Vamos a probarlo por reduccion al absurdo. Asumamos que existe M €
Mod(X) que cumple la condicién de satisfactibilidad para toda férmula «, pero que ve-
rifica M ¢ |7&°4(M')|. Por definicién de v¥°? esto significa que oM2d(M) £ pMod(M')
donde ¥ = (¢%%9m)~1(%). Notar que tanto o¥4°¢(M) como pM?d(M') son modelos de la
institucién I”, ambos pertenecen a |Mod”(X")|. Por hipétesis tenemos que I” estd cocien-
tada por equivalencia elemental, por lo tanto, como ag,[,Od(M) y pg/{Pd(M’) son distintos
podemos afirmar que existe una formula ¢” € Sen”(X”) que los distingue. Es decir que
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verifica oMM L, "y pMed(M') L, . Como o es comorfismo y cumple la pre-

servacion de satisfactibilidad tenemos que M £y, oé?,"(cp” ). Pero como p es comorfismo y

cumple la preservacién de satisfactibilidad tenemos que:

pMod( M) EL, " sii M ):;)Sign () P (") [ por preservacién de
satisfactibilidad |
it M g PSS 08P (@") [ pues (0$5m) o (o557)
es la identidad |
sit. M sign sy 1 (0857 (9")) [ pues (pS5) o (o85m) ™"

= 73" ]

Entonces tenemos que

Mt o371(") Yy M E sign ) (057 (#"))

Esto es absurdo ya que la férmula ag,e,”(gp” ) invalidaria la preservacién de satisfactibi-

lidad de v que fue demostrada en el Lema 28.
O

Mostrar la siguiente inclusion nos permite plantear correctamente el esquema de con-
mutatividad de la familia de functores 7M°d para luego mostrar que se comporta como
una transformacién natural.

Lema 31. Img((v')ap) C ylod(Mod’ (v2977 (6°P)) (M) donde § : X1 — ¥y €
1Sign®|| y M’ € [Mod'(y59"(2))].

Demostracion. Veamos primero que la inclusién vale para objetos. Vamos a probarlo por
reduccién al absurdo, asumimos que la propiedad no es cierta. Entonces existe M €
Ao M) tal que (Y10 (M) & [0 (Mod! (597 (8°P)) (M)

En el Lema 30 vemos que la categorfa de Ip-reductos del modelo Mod’ (%97 (5°P)) (M)
est4 cerrada por las Sen®-propiedades que satisface. Entonces existe a € |Sen®(%;)| tal
que:

(32191) v (M1) s, @ pero Mod! (Y597 (592)) (M) 1! 5, (@),

Por lo tanto tengo que:

Mod/(,ySignOP((sop))(M/) F’éfysmn =) ng”( )

sii. M’ F’Ei{swn(&) Sen’ (519" (8)) (12" (av)) [ pues vale la condicion de invarianza en I’
y YTI(8) 1 (D) — () |

sit. MV sign (s, 155" (Sen(6)(a) [ pues Sen’(v°%9"(8)) (135" () = 735" (Sen(5)(a))
ya que 77" es transformacién natural ]

sii M1 fx, Sen(d)(«) [ por Lema 28 y ya que M € [yod(M)] ]

Por otro lado tenemos que:
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(3D ar (M) Fs, a
sii. Mod(0°P)(M1) s, @ [ por definicién de (vM°%) vy |
sit My =y, Sen(d)(«) [ pues vale la condicion de invarianza en I
y 0: 21 — 22 ]

Veamos ahora que la inclusion vale para morfismos. Por definicién tenemos que ’y% "d(./\/l’)

es una categoria discreta. Es decir que los iinicos morfismos que contiene son las identida-
des. Sea idy : M — M € H'yg‘)d(/\/l’)H tenemos que:

(’yé\/["d)M/(idM) = Mod(6°P)(idp) [ por definicién de (’yéw"d)/w ]
idMod(590) (M) [ pues Mod(9°P) es functor |

= id(y(yod)M,(M) [ por definicién de (v27°4) pqr

y porque M € [y3led(M')] ]

Por la demostracién que expusimos en las lineas anteriores podemos afirmar que:
(1) (M) € [P0 (Mod! (7597 (5°9)) (M)

Entonces el hecho de que la identidad id(,yéwod)M/(M) € |‘7§{Od(Mod’(7SiQ"°p (6°P))(M))]

se sigue de que fyg[l"d(Mod’(fySig”Op(5°p))(/\/l’)) es categorfa y que el objeto (7}°%) pr (M)
pertenece a la categoria. O

El siguiente lema nos asegura la conmutatividad del diagrama que plantea la Defini-
cién 17 para la familia de functores vé‘/f °d v eso nos va a permitir mostrar que se comporta

como una transformacion natural.

Lema 32. Para todo § : 1 — Yo € ||Sign?|| yh My — Mje [[Mod’ (y°%9"(%2))|| vale
gue (131%) g, 0 7 H) = 2 ((Mod 059" () () 0 (13 .

Demostracion. Queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:

Mod / (’Y(JSVIOd)Mll Mod / Sign°P [ so /
M) = e (Mod” 07510 (5)) (M)
W) A (Mod” 045107 (5°9)) (1))
1%, (M) o T (Mod! 05510 (5%9)) (M)

(7 )M’Q

Donde § : ¥y — 5 € ||Sign®|| y 1 : M) — M), € || Mod’ (597 (29))].

Veamos primero que dado un objeto en 'y% °d( M%) el diagrama conmuta. Como Mod’(6"°P)
es functor tenemos el siguiente diagrama conmutativo en la institucién I'. Considerar que
§ = ,YSz'gn(é)_
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Mod' (5"°)
1 ~ Mod'(6"P) (M)
B O Mod' (5"°°) (1)
M, - Mod'(5°P) (M)
Mod' (5"°P)

Consideremos 34 = (0°%™)71(3y). Sea un modelo M; € [14(M])|, tenemos que,
por definicién ag,,od(./\/h) = pg/,"d(M’ ). Por otro lado, como p%f’d es functor tenemos que
pg/{?d(h’) pg{?d(/\/l ) — pJE‘/{Pd(M’Q) € ||Mod”(X%)||. Entonces por hipdtesis tenemos que
hay un tinico My que verifica O'é\/{/Od(MQ) = pg/{f’d(/\/lé) tal que existe un h: My — My €
[|[Mod(32)|| que verifica ag,f’d(h) = pgf’d(h’) Notar ademds que, por definicién, My €

2
[y&od(M3)]. Con esta informacién, y como Mod(6°P) es functor, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en la institucién I:

Mod(5°P)
My ~ Mod(6°P)(M;)
h O Mod(6°P)(h)
My > Mod(éop)(Mz)
Mod (5°P)

Por como definimos 'yM °d sabemos que h caracteriza el mapeo de M para el functor
Yered(h'). Es decir que 'yMOd(h/)(Ml) = Mo.

Volviendo a la igualdad que queremos probar desarrollemos el término del lado izquier-
do de la igualdad aplicado a M; € \’yM"d(/\/l'l)\:

(o), 0 RHIM1) = (370 1y (M) [ pues 24 () (M1) = Mz ]
= Mod(§ | Mod(A1y) (M3) [ por definicién de ( éw"d)M/Q ]
= Mod(6°°)(M2) [ pues My € |7 (My)] ]

Desarrollemos ahora el término del lado derecho de la igualdad aplicado a M; €

M)

(Mod! 0 35 (69)) (W) o (33°%) gy (M)
= ¥ °od((Mod' o 459" (§°P))(h')) o Mod(6° )} gf;d(M’l)(Ml) [ por definicién de ( éVIOd)Mxl ]
_ gOd(( Mod’ o 4597 (§°P)) (') ) (Mod (6°P) (M) [ pues My € [7&°(M))] ]
= 15, (Mod'(§°)(1)) (Mod (5°) (M) [ pues &' = 7597(5) |
= (oMed o pMod)(Mod'(6"P)(h'))(Mod(6°P)(M;)) [ por definicién de fyMOd ]

e_.—
Resta ver que el functor (o040 pod)(Mod’(6"°P)(h')) aplicado al modelo (Mod(6°P)(M;))



5.4. Lemas utilizados en la construccion de comorfismo parcial fuerte 63

da como resultado el modelo Mod(0°P)(M3). Tenemos que Mod'(§°P)(h') : Mod'(§"°P)(M]) —
Mod'(§°P)(M}) € |[Mod'(3})]| v, por lo tanto, como pJEW/lf’d es functor tenemos que

PP (Mod! (559 (1)) : Mo (Mod!(5°7) (M) — pMi#d(Mod!(5°7)(Mj)) € || Mod”(S})]|.

Por otro lado tenemos que Mod(6°P)(h) : Mod(0°P)(M;) — Mod(5°P)(Maz) € ||[Mod (%)

y, por lo tanto, como U%Od es functor tenemos que U%Od(MOd((SOP)(h)) : J%Od(l\/lod(c?w)(/\/ll)) —

o91°!(Mod(8°)(Mz)) € |[Mod” (7).
Veamos ahora que U%,Od(l\/lod(éop)(h)) = p%,od(l\/lod'(é"’p)(h’)). Tenemos que JXA:/I/Q,Od(h> =
p%"d(h’ ). Entonces aplicando Mod"” (§"°P) de ambos lados obtengo Mod” (§"°P) (O’%Od(h)) =

Mod" (8" °p)(p¥,2,"d(h’ )). Desarrollemos el término izquierdo de esta igualdad:

MOdH((SHOP)(C’g[gOd(h)) = Ug/ngd(MOd(Uswnop (6"°P))(h)) [ pues a%“d es transformacién
natural |
= U%/Od(MOd(éop)(h)) [ pues §°P = g519n* (§"7°P) ]

Desarrollemos ahora el término derecho de la igualdad:

Mod”(é’mp)(p%‘)d(h/)) = pg&?d(Mod’(pSiQ”(’p (6"P))(R")) [ pues pod es transformacién
natural |
= i (Mod'(5°°) () [ pues §7°P = pSin™ (§70P) |

Como tenemos que ag{l,Od(Mod((SOp)(h)) = pgl?d(l\/[od’(d’w)(h’)) entonces podemos

afirmar que 0’2]\3/{1/0d(M0d((5°p)(M1)) = PJE‘/[/lf’d(Mod’(é"’p)(/\/l'l)). Por hipétesis existe un tni-

co modelo My que verifica ag,l,o‘i(/\/lo) = p%?d(Mod’(émp)(Mé)) tal que existe un morfis-
mos hy que verifica Ug,l,"d(ho) = pg/{{od(Mod’(ébp)(h’)). Como tenemos que U%Pd(Mod((Pp)(h)) =

p%f’d(Mod’(csmp)(h’)) también podemos afirmar que U%/Od(MOd((SOp)(Mg)) = pg/lf’d(l\/lod’((S’Op)(M’Q)).

Entonces necesariamente tenemos que My = Mod(6°P)(Maz) v hg = Mod(5°P)(h).

%
Luego, por definicién de o?? tenemos que la flecha Mod(§°P)(h) caracteriza el fun-
1

%

ctor ag,l,Od(pg{lPd(Mod’(émp)(h’))) para el objeto (Mod(6°P)(M)). Es decir, concluimos
%

que o7 (oMo (Mod!(5°°) (1)) (Mod(6°7) (M) = Mod(2%)(Ms).

Veamos ahora que dada una flecha en 'y% °d(M}) el diagrama conmuta. Por definicién

tenemos que 7%42 °d(M) es una categoria discreta, es decir que los tinicos morfismos que
contiene son las identidades de los objetos. Sea ida : M — M € [|[4#°%(M])]] el hecho
de que el diagrama conmuta para el morifmos id 4 se sigue directamente del hecho de que

conmuta para el objeto M, lo cual fue probado oportunamente en las lineas anteriores. [



