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TRADUCCIONES PARCIALES ENTRE LENGUAJES LÓGICOS

La naturaleza del software es intŕınsecamente heterogénea. Dicha heterogeneidad deriva
de la diversidad de propiedades y caracteŕısticas que tienen los sistemas, que a su vez es
demostrado por la diversidad de formalismos y lenguajes utilizados para describirlos. La
teoŕıa de las Instituciones fue introducida como una formalización de la teoŕıa de modelos
abstracta de un formalismo lógico. La posibilidad de relacionar instituciones a través de
funciones apropiadas, que pueden ser interpretadas como traducciones que conservan la
semántica, permitió la consideración de diagramas de instituciones como ambientes lógicos
heterogéneos y su uso como fundamento formal de herramientas como HETS o CafeOBJ.

Siguiendo la definición original de estas conexiones entre lenguajes lógicos, estas fun-
ciones entre signaturas, sentencias y modelos, son forzadas a ser totales. Sin embargo, es
bien conocido que muchas lógicas se relacionan en forma parcial. Entre otras, la relación
entre CTL y LTL es un ejemplo clásico de lógicas que comparten un fragmento propio
equipolente, mientras que no existe ninguna traducción conservadora de la semántica total
en ninguna de las direcciones.

En este trabajo exploramos la noción de comorfismo parcial (aun cuando nuestra consi-
deraciones también aplican a morfismos) como un medio para proveer este tipo de relación
entre instituciones.

Palabras claves: Instituciones, Especificación heterogénea, Especificación algebraica,
Métodos formales, Ingenieŕıa de software.
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PARTIAL TRANSLATIONS BETWEEN LOGIC LANGUAGES

The nature of modern software is intrinsically heterogeneous. Such heterogeneity is derived
from the diversity of properties and characteristics that software systems have, which
is in turn witnessed by the diversity of specification formalisms and languages that are
used to describe them. The theory of Institutions was introduced as a formalisation of
the abstract model-theory of logical formalisms. The possibility to relate institutions via
suitable mappings, which can be interpreted as semantics-preserving translations, allowed
to consider diagrams of institutions as heterogeneous logical environments and to use them
as formal foundations for tools like HETS or CafeOBJ.

Following the original definitions of such connections between logical languages, those
mappings between signatures, sentences and models are forced to be total. However, it is
well-known that many logics relate in a partial way. Among others, the relation between
CTL and LTL is a classical example of logics that share an equipollent proper fragment,
while there is no total semantics-preserving mapping in either direction.

In this work we explore the notion of partial co-morphism (even if our considerations
could be applied to morphisms as well) as a mean for providing this kind of relation
between institutions.

Keywords: Institutions, Heterogeneous specifications, Algebraic specification, Formal
methods, Software engineering.
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intereses, ni siquiera cuando implicaban prácticamente vivir afuera de casa la mayor parte
del tiempo. A mi viejo que desde chico siempre alimentó mi curiosidad y fue eventualmente
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de teoŕıas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.2.4. Flattening de Grothendieck institutions con morfismos y comorfis-
mos parciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Lemas y resultados usados en las demostraciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.3. Lemas utilizados en la construcción de comorfismo parcial débil . . . . . . . 53
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1. INTRODUCCIÓN

La naturaleza del software moderno es intŕınsecamente heterogénea. Dicha heteroge-
neidad deriva de la diversidad de propiedades y caracteŕısticas que tienen los sistemas,
que a su vez es demostrado por la diversidad de formalismos y lenguajes utilizados para
describirlos. La teoŕıa de las Instituciones, Institutions [GB84], fue introducida con la am-
bición de resolver lo que ya en su momento se perfilaba como un problema; el crecimiento
desmedido de la cantidad de lenguajes de especificación diferentes, cada uno de ellos so-
portado por una o más herramientas que permite el análisis de especificaciones escritas en
dicho lenguaje. En palabras de sus creadores Goguen y Burstall [GB84]:

There is a population explosion among the logical systems being used in com-
puter science. Examples include first order logic (with and without equality),
equational logic, Horn clause logic, second order logic, higher order logic, in-
finitary logic, dynamic logic, process logic, temporal logic, and modal logic;
moreover, there is a tendency for each theorem prover to have its own idiosyn-
cratic logical system. Yet it is usual to give many of the same results and
applications for each logical system; of course, this is natural in so far as there
are basic results in computer science that are independent of the logical system
in which they happen to be expressed.

A su vez, las instituciones redundaron en una formalización adecuada de la teoŕıa de
modelos abstracta de un formalismo lógico [GB92] y, consecuentemente, de un lenguaje
de especificación. En este trabajo, Goguen y Burstall reintroducen, en mucha mayor pro-
fundidad, el concepto de instituciones y enuncian la utilidad de contar con elementos que
permitan relacionar diferentes lenguajes lógicos. Estos elementos fueron introducidos bajo
el nombre de institution morphisms con el objetivo de definir las “duplex” institutions y
las “multiplex” instiutions que se explican a efecto de permitir el uso simultáneo de más
de un lenguaje lógico, uno para especificar la clase de modelos y otro(s) para establecer
restricciones pero preservando cierta coherencia entre las nociones de satisfacibilidad de
los diferentes lenguajes.

En [Mes89], José Meseguer realizó un extenso estudio sobre la caracterización categóri-
ca de los distintos elementos que componen un sistema lógico; entre ellos, la posibilidad de
relacionar lenguajes lógicos a partir del uso de traducciones que preservan la semántica de
los elementos lingǘısticos traducidos. Aśı, introdujo los llamados maps of intitutions (en-
tailment systems, logics, logical systems, proof calculi, proof subcalculi and effective proof
subcalculi) como una herramienta que permite la representación de un lenguaje lógico en
otro.

El trabajo de Meseguer fue extendido por Tarlecki en [Tar96] en donde el autor intro-
duce, y estudia extensamente, los institution semimorphisms, institutution morphisms e
institution representations (denominados maps of intitutions por Meseguer en el trabajo
mencionado en el párrafo anterior). Estos dos últimos aparecen como relaciones en “direc-
ciones opuestas” en las que lo que se formaliza es, en el caso de los morfismos, la forma en
la que una institución (potencialmente más expresiva) contiene un fragmento equipolente
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2 1. Introducción

a otra institución (potencialmente menos expresiva); y en el caso de las representacio-
nes (posteriormente llamadas co-morfismos [GR02]) la forma en la que una institución
(potencialmente menos expresiva) es representada en un fragmento equipolente de otra
institución (potencialmente más expresiva). Luego, en [GR02] Goguen y Roçu ampliaron
aun más la diversidad de relaciones que pod́ıan trazarse entre lenguajes lógicos a partir
de alterar la dirección de las relaciones entre signaturas, sentencias y clases de modelos.

La posibilidad de relacionar instituciones a través de este tipo de funciones, que pueden
ser interpretadas como traducciones que conservan la semántica, permitió la consideración
de diagramas de instituciones como ambientes lógicos heterogéneos [MT09] y su uso co-
mo fundamento formal de herramientas como HETS [Mos05, MML07], o las Grothendiek
institutions [Dia02], cuyos fundamentos son los extra theory morphisms [Dia98], y su uso
como fundamento de la herramienta CafeOBJ [DF02].

Adicionalmente, en [AC91] Astesiano y Cerioli, y en [Cer93, Cap. 3, Sec 3.3] Maura
Cerioli, realizan un estudio de un tipo particular de relación entre instituciones, que es
la noción de simulación, caracterizándola como equivalente a un map of institutions sur-
yectivo. En esta misma ĺınea de trabajo, en [MW97, MW98], Martini y Wolter ahondan
sobre la construcción de una taxonomı́a que permite comprender en un marco conceptual
unificado esta diversidad de relaciones entre instituciones.

A su vez, en [Mos96], Mossakowski introduce tres nuevas clases de relaciones entre
instituciones a saber, conjunctive maps of institutions, weak maps of institutions and se-
mi maps of institutions, derivadas de la observación de que la distinción entre signaturas
y sentencias puede resultar en un factor limitante a la hora de considerar relaciones de
traducción entre instituciones. A modo de ejemplo, conjunctive maps of institutions re-
presenta una manera de sobrepasar el ĺımite impuesto por el hecho de que los maps of
institutions o institution co-morphisms se basan fuertemente en la idea de que la traduc-
ción de una teoŕıa es la extensión a conjuntos de la traducción de sentencias.

A pesar del extenso campo de trabajo mencionado anteriormente, si seguimos la defi-
nición original de estas conexiones entre lenguajes lógicos, las funciones entre signaturas,
sentencias y modelos, son forzadas a ser totales; es decir que se entiende que dos lenguajes
lógicos pueden relacionarse solo si uno de ellos es capaz de subsumir completamente al otro,
en tanto a la expresividad de su teoŕıa de modelos. Sin embargo, es bien conocido que mu-
chas lógicas se relacionan en forma parcial. Entre otras, la relación entre CTL [BAMP81]
y LTL [Pnu81] es un ejemplo clásico de lógicas que comparten un fragmento propio equi-
polente, mientras que no existe ninguna traducción conservadora de la semántica total en
ninguna de las direcciones.

Otro ejemplo de este tipo de relaciones, y que desarrollaremos por extenso en el presente
trabajo a modo de caso de estudio en la Sección 4, es la relación entre el álgebra relacional
con clausura reflexo-transitiva (RA∗), una extensión del álgebra relacional [JT51, JT52] con
dicho operador de clausura, presentado en [Kle56] y extensamente estudiado en [HKT00],
y la lógica de primer orden con igualdad (FOL=) [End72]. Sin ánimo de adentrarnos en
dicho ejemplo, si bien el reducto correspondiente a las álgebras relacionales es equipolente
al fragmento de tres variables de la lógica de primer orden con igualdad [TG87], la clau-
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sura reflexo-transitiva no lo es [Lib04, Teorema 7.26], presentando un excelente ejemplo
del tipo de relaciones sobre las que versa este trabajo.

En este trabajo exploramos la noción de comorfismo parcial (aun cuando nuestras
consideraciones también aplican a morfismos) como un medio para proveer este tipo de
relación entre instituciones. Para ello daremos una definición abstracta que luego ins-
tanciaremos en analoǵıa con las funciones parciales de teoŕıa de conjuntos, obteniendo
una clase de comorfismos parciales con propiedades interesantes desde la una perspectiva
metateórica.

El presente trabajo se estructura de la siguiente forma. En la Sección 2 se presentan
las definiciones preliminares, en la Sección 3 presentaremos el aporte principal de este
trabajo que es la definición de comorfismos parciales entre instituciones y estudiaremos
brevemente algunas propiedades de la categoŕıa que generan. En la Sección 4 mostraremos
un ejemplo con el objeto de clarificar la utilización de los resultados teóricos presentados en
la Sección 3 y finalmente, en la Sección 5 presentaremos algunas conclusiones del presente
trabajo y detallaremos algunas ĺıneas de investigación que se abren a partir del presente
trabajo.
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2. DEFINICIONES PRELIMINARES

A continuación presentaremos las definiciones preliminares que usaremos a lo largo
de la presente tesis. La tesis no asume ninguna familiaridad con definiciones de teoŕıa
de categoŕıas y en este sentido los temas serán presentados en forma autocontenida. Las
definiciones básicas fueron tomadas principalmente de [McL71, Pie91, Fia05].

Definiciones básicas

Definición 1 (Grafo). Un grafo es una estructura 〈G0, G1〉 donde

G0 es una colección (de nodos),

G1 es una colección (de flechas),

src : G1 → G0 mapea cada flecha a un nodo (el origen de la flecha),

trg : G1 → G0 mapea cada flecha a un nodo (el destino de la flecha).

Si f ∈ G1 es una flecha de x a y, será denotada como f : x→ y o x
f→ y.

Definición 2 (Homomorfismo de grafos). Dados dos grafos G y H. Un homomorfismo
de grafos φ : G → H es un par de mappings φ0 : G0 → H0 y φ1 : G1 → H1 tal que para
cada flecha f : x→ y ∈ G1, tenemos φ1(f) : φ0(x)→ φ0(y) ∈ H1.

Definición 3 (Camino en un grafo). Sea G = 〈G0, G1〉 un grafo y x, y ∈ G0. Un camino
desde x hacia y de longitud k > 0 es una sequencia f1, . . . , fk tal que:

fi ∈ G1 (1 ≤ i ≤ k),

src(f1) = x,

trg(fi) = src(fi+1) (1 < i < k),

trg(fk) = y.

Denotaremos Gi la colección de caminos de longitud i.

Definición 4 (Categoŕıa). Una categoŕıa es una estructura 〈G, ◦, id〉 donde:

G = 〈G0, G1〉 es un grafo,

◦ : G2 → G1 es un mapping desde G2 hacia G1 (llamado composición). Si f : x →
y, g : y → z ∈ G1, entonces la composición de f y g se denota g ◦ f : x→ z,

id : G0 → G1 es un mapping desde G0 hasta G1 (llamado identidad). Si x ∈ G0,
idx : x→ x es la flecha identidad de x,
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6 2. Definiciones preliminares

tal que para todo x, y ∈ G0 y f, g, h ∈ G1:

si f : x→ y, entonces f = f ◦ idx = idy ◦ f ,

si src(g) = trg(f) y src(h) = trg(g), entonces h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

Dada una categoŕıa C = 〈G, ◦, id〉, graph(C) denota a G, el grafo de C. A su vez, G0 serán
llamados los objetos de C (denotado de aqúı en más como |C|) y G1 los morfismos de C
(denotado de aqúı en más como ||C||). Dados dos objetos x, y ∈ |C| llamamos homC(x, y)
a la colección de morfismos f ∈ ||C|| tal que src(f) = x e trg(f) = y.

Diremos que una categoŕıa C es pequeña si tanto |C| como ||C|| son conjuntos. A su
vez, diremos que es localmente pequeña si para todo x, y ∈ |C|, homC(x, y) es un conjunto.

A partir de ahora definiremos una categoŕıa simplemente declarando cuáles son sus
objetos y sus morfismos, definiendo la composición y las identidades, omitiendo cualquier
mención al grafo subyacente. Presentaremos una categoŕıa como una estructura 〈O,A〉
donde O es la colección de objetos y A es la colección de morfismos, junto con la defini-
ción de idx ∈ A para cada objeto x ∈ O y ◦ : A×A → A.

Definición 5 (Subcategoŕıa). Dadas dos categoŕıas C = 〈OC,AC〉 y D = 〈OD,AD〉. Deci-
mos que D es subcategoŕıa de C si y sólo si:

OD ⊆ OC,

AD ⊆ AC tal que:

• si x ∈ OD, entonces idDx = idCx,

• si f : x→ y, g : y → z ∈ AD, entonces g ◦D f = g ◦C f .

Cuando D es subcategoŕıa de C se denota D ⊆ C.

Definición 6 (Categoŕıa discreta). Dada una categoŕıa C, decimos que C es una categoŕıa
discreta si los únicos morfismos que tiene son las identidades de cada objeto. Es decir si:

homC(x, x) = {idx} para todo x ∈ |C|, y

homC(x, y) = ∅ para todo x, y ∈ |C| tal que x 6= y.

En general, la noción de categoŕıa cociente está dada solo en relación al cociente de
cada uno de los conjuntos de morfismos entre objetos a través de una relación manteniendo
el mismo conjunto de objetos. La siguiente definición generaliza este concepto de forma
que el cociente también es tomado sobre el conjunto de objetos, lo que hace la definición
levemente más compleja.

Definición 7 (Categoŕıa cociente). Dadas C una categoŕıa pequeña y, R ⊆ |C| × |C| y
R′ = {R′x,y}x,y∈|C| ⊆ homC(x, y)× homC(x, y) congruencias, se define C

∣∣
R,R′

la categoŕıa

cociente de C por R y R′ de la siguiente forma:
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|C
∣∣
R,R′
| = |C|

∣∣
R

, dado x ∈ |C|, [x]R denota la clase de los objetos y ∈ |C| tal que

R(x, y), y

para todo x, y ∈ |C|, hom
C
∣∣∣
R,R′

([x]R, [y]R) = homC(x, y)
∣∣
R′x,y

.

Una de las particularidades distintivas de la teoŕıa de categoŕıas es la posibilidad de
inferir propiedades de una cierta subcolección de objetos y morfismos por su disposición en
alguna estructura particular en la categoŕıa a la que pertenecen. La forma de indentificar
estas subcolecciones de objetos y morfismos es a partir del concepto de diagrama.

Definición 8 (Diagrama). Sea C una categoŕıa y I un grafo. Un diagrama con forma I
en C es un homomorfismo δ = 〈δ0, δ1〉 : I → graph(C).

Definición 9 (Diagrama conmutativo). Sea C una categoŕıa y I = 〈G0, G1〉 un grafo.
Entonces un diagrama δ = 〈δ0, δ1〉 : I → graph(C) conmuta si y sólo si para f1, . . . , fi ∈
Gi, g1, . . . , gj ∈ Gj tal que src(f1) = src(g1) y trg(fi) = trg(gj), vale en C la siguiente
igualdad

δ1(fi) ◦ · · · ◦ δ1(f1) = δ1(gj) ◦ · · · ◦ δ1(g1)

Se suele decir que la teoŕıa de categoŕıas es el estudio de una clase de individuos pero a
partir de los aspectos sociales que los vinculan; aśı, a diferencia de la teoŕıa de conjuntos,
las propiedades de estos individuos son caracterizadas por los morfismos entre ellos más que
por la posibilidad de hacer observaciones sobre su estructura. Intuitivamente, el concepto
de functor en teoŕıa de categoŕıas juega el rol relación entre dos categoŕıas.

Definición 10 (Functor). Dadas dos categoŕıas C = 〈OC,AC〉 y D = 〈OD,AD〉. Entonces
δ : C→ D es un functor si y sólo si:

si x ∈ OC, entonces δ(x) ∈ OD,

si f : x→ y ∈ AC, entonces δ(f) : δ(x)→ δ(y) ∈ AD, tal que:

• si x ∈ OC, δ(idCx) = idDδ(x),

• si f : x→ y, g : y → z ∈ AC, entonces δ(g ◦C f) = δ(g) ◦D δ(f).

Dadas dos categoŕıas localmente pequeñas C y D y ψ : C → D, para todo x, y ∈ |C| ψ
induce una función ψx,y : homC(x, y) → homD(ψ(x), ψ(y)); aśı diremos que ψ es faithful
si ψx,y es inyectiva, full si ψx,y es suryectiva y fully faithful (i.e. full y faithful) si ψx,y es
biyectiva.

Denotaremos Cat a la categoŕıa cuyos objetos son las categoŕıas pequeñas (i.e. cate-
goŕıas en las que tanto sus objetos como sus morfismos son conjuntos y no clases propias)
y cuyos morfismos son los functores entre dichas categoŕıas.

Las siguientes definiciones formalizan algunas particularidades del concepto de functor
que serán de utilidad en las secciones venideras.



8 2. Definiciones preliminares

Proposición 1 (Functor inverso). Sean C y D categoŕıas; si ψ : C → D es un functor
biyectivo en objetos y fully faithful, entonces existe φ : D→ C tal que:

φ ◦ ψ = 1C y ψ ◦ φ = 1D

En este caso, φ se denomina el functor inverso de ψ y se lo nota ψ−1.

Demostración. Sea φ : D→ C un morfismo definido como sigue:

φ(x) = x′ para todo x ∈ |D|, donde x′ ∈ |C| y verifica ψ(x′) = x. Como ψ es biyectivo
en objetos tenemos que x′ existe y es único.

φ(f) = f ′ para todo f ∈ ||D||, donde f ′ verifica ψ(f ′) = f . Como ψ es fully faithful
tenemos que f ′ existe y es única.

Se puede observar, por definición de functor, que dado x ∈ |D|, existe x′ ∈ |C| tal que
φ(x) = x′ y lo mismo vale dado f : x → y ∈ ||D|| arrojando φ(f : x → y) = f ′ : x′ → y′

tal que se verifica φ(f) = f ′. Por definición de φ es claro ver que φ(f) ∈ ||C||. Como ψ es
functor tenemos que ψ(f ′) : ψ(x′) → ψ(y′) ∈ ||D||. Entonces, como ψ(f ′) = f , tenemos
que necesariamente x = ψ(x′) e y = ψ(y′). Por lo tanto, por definición de φ, tenemos
que x′ = φ(x) e y′ = φ(y). Veamos que φ preserva identidades. Sea x ∈ |D| tenemos que

φ(x) = x′ y se verifica ψ(x′) = x. Luego, tenemos que:

ψ(idC
x′) = idD

ψ(x′) [ pues ψ es functor ]

= idD
x [ pues ψ(x′) = x ]

Entonces tenemos que:

φ(idD
x ) = idC

x′ [ por definición de φ y ya que ψ(idC
x′) = idD

x ]

= idC
φ(x) [ pues φ(x) = x′ ]

Veamos ahora que que φ preserva composición. Sean f : x → y, g : y → z ∈ ||D||
tenemos que φ(f : x → y) = f ′ : x′ → y′ tal que ψ(f ′) = f , ψ(x′) = x e ψ(y′) = y, y que
φ(g : y → z) = g′ : y′ → z′ tal que ψ(g′) = g, ψ(y′) = y e ψ(z′) = z. Tenemos entonces:

ψ(g′ ◦C f ′) = ψ(g′) ◦D ψ(f ′) [ pues ψ es functor ]
= g ◦D f [ pues ψ(f ′) = f y ψ(g′) = g ]

Entonces tenemos que:

φ(g ◦D f) = g′ ◦C f ′ [ por definición de φ y ya que ψ(g′ ◦C f ′) = g ◦D f ]
= φ(g) ◦D φ(f) [ pues φ(f) = f ′ y φ(g) = g′ ]

La demostración de que φ es único es análoga a la demostración de la unicidad de la
función inversa de una función biyectiva en teoŕıa de conjuntos.

Definición 11 (Imagen de functor). Dadas dos categoŕıas C = 〈OC,AC〉 y D = 〈OD,AD〉
y un functor δ : C→ D, la imagen de δ es una estructura 〈O,A〉 donde O = {δ(x)|x ∈ OC}
y A = {δ(σ)|σ ∈ AC}. La denotamos Img(δ).
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Definición 12 (Categoŕıa opuesta). Dada una categoŕıa C = 〈OC,AC〉 decimos que la
categoŕıa opuesta de C es Cop definida como:

OCop = OC

ACop = { fop : y → x | f : x→ y ∈ AC }

Lema 1. Sean C y D categoŕıas, y un functor φ : C → D. Si φ es inyectivo en objetos y
faithful, entonces Img(φ) es una categoŕıa. En particular Img(φ) es subcategoŕıa de D.

Demostración. Sea x ∈ |Img(φ)|, luego, existe x′ ∈ |C| tal que φ(x′) = x. Como φ es
functor, entonces sabemos que φ(idC

x′) = idDx pertenece a ||Img(φ)||.

Sean ahora f : x → y, g : y → z ∈ ||Img(φ)||, luego existen f ′ : x′ → y′0, g
′ : y′1 → z′ ∈

||C|| tal que f = φ(f ′), g = φ(g′). Como φ es inyectivo en objetos y sabemos que φ(y′0) = y y
φ(y′1) = y tenemos que y′0 = y′1. Luego, en vista que existen f ′ : x′ → y′, g′ : y′ → z′ ∈ ||C||,
se tiene que existe g′ ◦C f ′ : x′ → z′ ∈ ||C|| tal que φ(g′ ◦C f ′) = φ(g′) ◦D φ(f ′) debido a
que φ es functor y consecuentemente preserva la composición.

Ahora probamos que las identidades en Img(φ) se comporta como el neutro de la
composición: sea f : x→ y ∈ ||Img(φ)|| cuya pre imagen es f ′ : x′ → y′ ∈ ||C||, luego

f = φ(f) [ por hipótesis. ]

= φ(f ′ ◦C idC
x) [ pues idC

x′ es identidad en C. ]

= φ(f ′) ◦D φ(idC
x) [ pues φ es functor. ]

= f ◦D idD
x [ por hipótesis y definición de φ. ]

La demostración de esta propiedad para la composición en la otra dirección es análoga.

Ahora probemos que la composición en Img(φ) es asociativa: sean f, g, h ∈ ||Img(φ)||
si src(g) = trg(f) tal que src(h) = trg(g), luego existen f ′, g′, h′ ∈ ||C|| tal que f = φ(f ′),
g = φ(g′) y h = φ(h′). Entonces tenemos que

φ(trg(f ′)) = trg(φ(f ′)) [ pues φ es functor ]
= trg(f) [ pues φ(f ′) = f ]
= src(g) [ por hipótesis ]
= src(φ(g′)) [ pues g = φ(g′)]
= φ(src(g′)) [ pues φ es functor ]

A partir de esta igual y como φ es inyectivo en objetos podemos afirmar que trg(f ′) =
src(g′). La demostración de que src(h′) = trg(g′) es análoga. Por lo tanto, como C es
categoŕıa tenemos que (h′ ◦C g′) ◦C f ′ = h′ ◦C (g′ ◦C f ′). Luego
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(h ◦D g) ◦D f = (φ(h′) ◦D φ(g′)) ◦D φ(f ′) [ pues f = φ(f ′),
g = φ(g′) y h = φ(h′) ]

= φ(h′ ◦C g′) ◦D φ(f ′) [ pues φ es functor ]
= φ((h′ ◦C g′) ◦C f ′) [ pues φ es functor ]
= φ(h′ ◦C (g′ ◦C f ′)) [ pues C es categoŕıa y, por lo tanto,

la composición ◦C es asociativa ]
= φ(h′) ◦D φ(g′ ◦C f ′) [ pues φ es functor ]
= φ(h′) ◦D (φ(g′) ◦D φ(f ′)) [ pues φ es functor ]
= h ◦D (g ◦D f) [ pues f = φ(f ′),

g = φ(g′) y h = φ(h′) ]

Probemos ahora que Img(φ) es subcategoŕıa de D. Como D es el codominio de φ es
claro ver que |Img(φ)| ⊆ |D| y que ||Img(φ)|| ⊆ ||D||. Es claro ver que las identidades son
idDx para x ∈ |Img(φ)| y que la composición es ◦D para morfismos en ||Img(φ)||.

Proposición 2 (Functor inverso parcial). Sean C y D categoŕıas; si ψ : C → D es un
functor inyectivo en objetos y faithful, entonces existe un functor φ : Img(ψ)→ C tal que:

φ ◦ ψ = 1C y ψ ◦ φ = 1D

∣∣
Img(ψ)

= 1Img(ψ)

En este caso, φ se denomina el functor inverso parcial de ψ y también se lo nota ψ−1.

Demostración. Observando que, como ψ es un functor inyectivo en objetos y faithful, si
restringimos su codominio a Img(ψ) obtenemos un functor biyectivo en objetos y fully
faithful. Luego la demostración es análoga a la desarrollada en la Proposición 1.

Definición 13 (Isomorfismo de categoŕıas). Sean C y D categoŕıas, decimos que C y D
son isomorfas si existen un functor ψ : C→ D biyectivo en objetos y fully faithful.

Dadas C y D categoŕıas, notaremos C ∼= D cuando C y D sean isomorfas.

Definición 14 (Restricción de functor). Dado un functor α : C → D y una categoŕıa C′

tal que C′ ⊆ C. Definimos α
∣∣
C′

como la restricción de dominio del functor α a la categoŕıa
C′, de la siguiente manera:

α
∣∣
C′

(x) = α(x) para todo x ∈ |C′|

α
∣∣
C′

(f) = α(f) para todo f ∈ ||C′||

El siguiente lema expone cómo un functor restringido preserva las propiedades del
functor original.

Lema 2. Sea φ : C→ D functor. Si C0 es subcategoŕıa de C entonces φ0 = φ
∣∣
C0 es functor.

Demostración. Veamos primero que φ0(x) ∈ |D| para todo x ∈ |C0|. Como C0 ⊆ C tengo
que x ∈ |C|. Por definición de φ0 tengo φ0(x) = φ(x) y como φ es functor entonces
φ(x) ∈ |D|. Luego, veamos que si f : x→ y ∈ ||C0|| entonces φ0(f) : φ0(x)→ φ0(y) ∈ ||D||
preservando identidad y composición. Como f ∈ ||C0|| tengo que f ∈ ||C||, además por
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definición tengo que φ0(f) = φ(f). Luego, como φ es functor sabemos que φ(f) : φ(x) →
φ(y) ∈ ||D||, y como x, y ∈ |C0| tengo que φ0(x) = φ(x) y φ0(y) = φ(y), entonces φ0(f) :
φ0(x)→ φ0(y) ∈ ||D||.

Luego, debemos probar que φ0 preserva las identidades:

φ0(idx) = φ(idx) [ por definición de φ0. ]
= idφ(x) [ pues φ es functor. ]

= idφ0(x) [ pues x ∈ |C0| y por lo tanto φ0(x) = φ(x). ]

Veamos ahora que φ0 preserva composición: sea f : x→ y, g : y → z ∈ ||C0||

φ0(g ◦ f) = φ(g ◦ f) [ por definición de φ0. ]
= φ(g) ◦ φ(f) [ pues φ es functor. ]
= φ0(g) ◦ φ0(f) [ pues f, g ∈ ||C0|| y por lo tanto φ0(f) = φ(f)

y φ0(g) = φ(g). ]

Definición 15 (Subfunctor). Dados dos functores α, β : C → Set. Decimos que α es
subfunctor de β si y sólo si:

α(x) ⊆ β(x) para todo x ∈ |C|

α(f) = β(f)
∣∣
α(x)

para todo f : x→ y ∈ ||C||

Adicionalmente necesitaremos una definición análoga a la anterior, pero con el objeto
de formalizar la noción de subfunctor para el caso en que el codominio es Cat en lugar de
Set.

Definición 16. Dados dos functores α, β : C → Cat. Decimos que α es subfunctor de β
si y sólo si:

α(x) ⊆ β(x) para todo x ∈ |C|

α(f) = β(f)
∣∣
α(x)

para todo f : x→ y ∈ ||C||

Otra categoŕıa conocida, y de gran relevancia en la teoŕıa de categoŕıa, y en particular
para este trabajo, es la categoŕıa cuyos objetos son la clase de los functores, y los morfismos
son transformaciones naturales entre estos functores.

Definición 17 (Transformación natural). Sean C y D categoŕıas y ψ, φ : C→ D functores,
entonces τ : ψ ⇒ φ : C → D es una transformación natural si es una función que
asigna a cada objeto c ∈ |C| un morfismo τc : ψ(c) → φ(c) tal que para cada c, c′ ∈ |C|,
f : c→ c′ ∈ AC, el siguiente diagrama conmuta

ψ(c)

?

ψ(f)

ψ(c′)

-τc φ(c)

?

φ(f)

φ(c′)-τc′
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Instituciones y General logics

En esta sección formalizaremos algunos tópicos del campo General logics [Mes89] ha-
ciendo eje particular en las Instituciones [GB84] como caracterización formal y abstracta
de la teoŕıa de modelos de un sistema lógico. Las definiciones y resultados que presentamos
a continuación fueron tomados principalmente de [GB92, Tar96, Mes89] pero usando una
nomenclatura más moderna tomada de [GR02].

Un entailment system queda definido a partir de identificar una familia de relaciones
de consecuencia sintáctica indexada por los objetos de una categoŕıa que identificaremos
como las signaturas del lenguaje lógico. Como es usual, a estas relaciones de consecuencia
se les requerirá que satisfagan reflexividad, monotońıa1 y transitividad. Adicionalmente,
debe ser considerada una noción de traducción entre signaturas.

Definición 18 (Entailment system [Mes89]). Un entailment system es una estructura
〈Sign,Sen, {`Σ}Σ∈|Sign|〉 que satisface las siguientes condiciones:

Sign es una categoŕıa de signaturas,

Sen : Sign→ Set es un functor. Sea Σ ∈ |Sign|; entonces Sen(Σ) retorna el conjunto
de Σ-sentencias, y

{`Σ}Σ∈|Sign|, donde `Σ⊆ 2Sen(Σ) × Sen(Σ), es una familia de relaciones binarias
tal que para cualquier Σ,Σ′ ∈ |Sign|, {φ} ∪ {φi}i∈I ⊆ Sen(Σ), Γ,Γ′ ⊆ Sen(Σ), se
satisfacen las siguientes condiciones:

• reflexividad: {φ} `Σ φ,

• monotońıa: si Γ `Σ φ y Γ ⊆ Γ′, entonces Γ′ `Σ φ,

• transitividad: si Γ `Σ φi para todo i ∈ I y {φi}i∈I `Σ φ, entonces Γ `Σ φ, y

• `-traducción: si Γ `Σ φ, entonces para cualquier morfismo σ : Σ→ Σ′ en Sign,
Sen(σ)(Γ) `Σ′ Sen(σ)(φ).

Las siguientes definiciones formalizan el concepto de teoŕıa, es decir un conjunto de
fórmulas de una signatura de las que se deriva o no la validez del resto de las fórmulas de
la signatura.

Definición 19 (Presentaciones (de teoŕıas) [Mes89]). Sea 〈Sign,Sen, {`Σ}Σ∈|Sign|〉 un en-
tailment system. Su categoŕıa de presentaciones (de teoŕıas) Th es un par 〈O,A〉 tal que:

O = { 〈Σ,Γ〉 |Σ ∈ |Sign| and Γ ⊆ Sen(Σ) }, y

A = {σ : 〈Σ,Γ〉 → 〈Σ′,Γ′〉 | 〈Σ,Γ〉, 〈Σ′,Γ′〉 ∈ O, σ : Σ→ Σ′ ∈ ||Sign||, para toda γ ∈ Γ,Γ′ `Σ′ Sen(σ)(γ) }.

Adicionalmente, si un morfismo σ : 〈Σ,Γ〉 → 〈Σ′,Γ′〉 satisface Sen(σ)(Γ) ⊆ Γ′, se
dice que es conservador. Si nos quedamos solo con aquellos morfismos de Th que son
conservadores, se obtiene la subcategoŕıa Th0.

1 La teoŕıa de las instituciones y General logics se enfocan en la caracterización de lógicas monótonas.
El lector interesado es referido a [CLM12] para una presentación de entailment systems para lógicas no
monótonas.
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Definición 20 (Teoŕıas [Mes89]). Sea 〈Sign,Sen, {`Σ}Σ∈|Sign|〉 un entailment system y

〈Σ,Γ〉 ∈ |Th|. Se define • : 2Sen(Σ) → 2Sen(Σ) como sigue: Γ• = { γ |Γ `Σ γ }. Esta
función se extiende a objetos de Th como sigue: 〈Σ,Γ〉• = 〈Σ,Γ•〉. Γ• se denomina la
teoŕıa generada por Γ.

Definición 21 (Sensibilidad y simplicidad [Mes89]). Sean 〈Sign,Sen, {`Σ}Σ∈|Sign|〉 y

〈Sign′,Sen′, {`′Σ}Σ∈|Sign′|〉 entailment systems, Φ : Th → Th′ un functor y α : Sen ⇒
Sen′ ◦ Φ una transformación natural. Se dice que Φ es α-sensible si se satisfacen las
siguientes condiciones:

1. existe un functor Φ� : Sign→ Sign′ tal que sign′ ◦Φ = Φ� ◦ sign, donde sign : Th→
Sign y sign′ : Th′ → Sign′ son los functores forgetful que van de presentaciones a
signaturas, y

2. if 〈Σ,Γ〉 ∈ |Th| y 〈Σ′,Γ′〉 ∈ |Th′| tal que Φ(〈Σ,Γ〉) = 〈Σ′,Γ′〉, entonces (Γ′)• =
(∅′ ∪ αΣ(Γ))•, donde ∅′ = αΣ(∅)2.

Φ se dice que es α-simple si, en lugar de satisfacer (Γ′)• = (∅′∪αΣ(Γ))• en la Condicion 2,
se satisface la condición más fuerte Γ′ = ∅′ ∪ αΣ(Γ).

Es trivial ver que basándonos en la monotońıa de •, α-simplicidad implica α-sensibilidad.
Un functor α-sensible tiene la propiedad de que su transformación natural asociada α de-
pende solo de las signaturas. Esto es una consecuencia del siguiente lema.

Lema 3 (Lema 22, [Mes89]). Sean 〈Sign,Sen, {`Σ}Σ∈|Sign|〉 y 〈Sign′,Sen′, {`′Σ}Σ∈|Sign′|〉
entailment systems y Φ : Th → Th′ un functor que satisface la Condición 1 de la De-
finición 21. Entonces cualquier transformación natural α : Sen ⇒ Sen′ ◦ Φ puede ser
obtenida de la transformación natural α� : Sen(Σ)⇒ Sen′ ◦Φ� a partir de la composición
horizontal con el functor sign : Th→ Sign.

A grandes rasgos, una Institución es una formalización abstracta de la teoŕıa de mode-
los de una lógica que hace expĺıcitas las relaciones existentes entre signaturas, sentencias y
modelos. Estos aspectos son reflejados a través de la introducción de las signaturas como
categoŕıa y de la definición de functores de esta categoŕıa en las categoŕıas Set and Cat, con
el objeto de capturar el conjunto de sentencias y la categoŕıa de modelos, respectivamente,
para cada signatura.

Definición 22 (Institución [GB84]). Una institución es una estructura de la forma 〈Sign,Sen,
Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 que satisface las siguientes condiciones:

Sign es una categoŕıa de signaturas,

Sen : Sign → Set es un functor. Sea Σ ∈ |Sign|; entonces Sen(Σ) es el conjunto de
Σ-sentencias, y

Mod : Signop → Cat es un functor. Sea Σ ∈ |Sign|, entonces Mod(Σ) es su corres-
pondiente categoŕıa de Σ-modelos,

2 ∅′ no necesariamente es el conjunto vaćıo de axiomas. Esto será clarificado más adelante.
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{|=Σ}Σ∈|Sign| es una familia de relaciones binarias |=Σ⊆ |Mod(Σ)| × Sen(Σ), para
toda Σ ∈ |Sign|

tal que para todo σ : Σ → Σ′ ∈ ||Sign||, φ ∈ Sen(Σ) y M′ ∈ |Mod(Σ′)|, la siguiente
condición de |=-invarianza se satisface:

M′ |=Σ′ Sen(σ)(φ) sii Mod(σop)(M′) |=Σ φ .

Intuitivamente, la última condición indica que la noción de verdad es invariante res-
pecto de cambio de notación. Dada 〈Σ,Γ〉 ∈ |Th|, Mod : Thop → Cat se puede extender a
un functor Mod : Signop → Cat tal que Mod(〈Σ,Γ〉) denota la subcategoŕıa completa de
Mod(Σ) determinada por aquellos modelos M ∈ |Mod(Σ)| tal que M |=Σ γ, para toda
γ ∈ Γ. La relación |=Σ entre conjuntos de fórmulas y fórmulas queda definida como sigue:
dada Σ ∈ |Sign|, Γ ⊆ Sen(Σ) y α ∈ Sen(Σ),

Γ |=Σ α si y solo si M |=Σ α, para todo M∈ |Mod(〈Σ,Γ〉)|.

Luego, de las Definiciones 18 y 22, es posible dar una definición de lógica a partir
de relacionar las caracterizaciones basadas en teoŕıa de modelos y teoŕıa de la prueba.
Como es costumbre, cierta coherencia entre las relaciones de fuerza sintáctica y semántica
es necesaria para reflejar las nociones de corrección y completitud clásicas en sistemas
lógicos.

Definición 23 (Lógica [Mes89]). Una lógica es una estructura 〈Sign,Sen,Mod, {`Σ

}Σ∈|Sign|, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 que satisface las siguientes condiciones:

〈Sign,Sen, {`Σ}Σ∈|Sign|〉 es un entailment system,

〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 es una institución, y

la siguiente condición de corrección se satisface: para cada Σ ∈ |Sign|, φ ∈ Sen(Σ),
Γ ⊆ Sen(Σ):

Γ `Σ φ implica Γ |=Σ φ .

Adicionalmente, una lógica es completa si se satisface la siguiente condición: para cada
Σ ∈ |Sign|, φ ∈ Sen(Σ), Γ ⊆ Sen(Σ):

Γ |=Σ φ implica Γ `Σ φ.

En relación a la definición de Institución será de utilidad la posibilidad de identifi-
car una sub subinstitución que contenga solo algunos de los elementos presentes en la
institución de forma que sea consistente con esta.

Definición 24 (Subinstitución). Sean I e I′ las instituciones 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉
y 〈Sign′,Sen′,Mod′, {|=′Σ′}Σ′∈|Sign′|〉 respectivamente. Decimos que I es subinstitución de
I′ si se satisfacen las siguientes condiciones:

Sign ⊆ Sign′,

Sen es subfunctor de Sen′
∣∣
Sign

,
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Mod es subfunctor de Mod′
∣∣
Signop

, and

para toda Σ ∈ |Sign|, |=Σ⊆|=′Σ

Cuando I es subinstitución de I′ lo notaremos I ⊆ I′.

Adicionalmente, utilizaremos algunas definiciones del campo de la teoŕıa de modelos
pues serán necesarias en secciones subsiguientes para establecer restricciones importantes
en la caracterización de parcialidad.

Definición 25 (Equivalencia módulo un conjunto de fórmulas). Sean 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ

}Σ∈|Sign|〉 una institución, Σ ∈ Sign y Γ ⊆ Sen(Σ). Decimos que dos modelos M1,M2 ∈
|Mod(Σ)| son equivalentes módulo Γ si y solo si para toda α ∈ Γ, M1 |=Σ α si y solo si
M2 |=Σ α.

En el caso en que dos modelos M1 y M2 sean equivalentes módulo un cierto Γ lo
notaremos M1 ≡Γ M2.

Definición 26 (Equivalencia elemental). Sean 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 una ins-
titución y Σ ∈ Sign y Σ ∈ Sign. Decimos que dos modelos M1,M2 ∈ |Mod(Σ)| son
elementalmente equivalentes si y solo si M1 ≡Sen(Σ) M2.

En el caso en que dos modelos M1 y M2 sean elementalmente equivalentes lo notare-
mos M1 ≡M2.

Definición 27 (Cociente por equivalencia elemental). Sea 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉
una institución. Diremos que I está concientada por equivalencia elemental si para toda
Σ ∈ |Sign|, Mod(Σ) ∼= Mod(Σ)

∣∣
≡,{idM,M′}M,M′∈Mod(Σ)

.

Relaciones entre instituciones

La primera noción de morfismo entre instituciones fue introducida en [GB92]. Más
tarde, Meseguer introdujo la noción de plain map [Mes89], y en [Tar96] Tarlecki discutió
extensivamente las propiedades estructurales de la categoŕıa de las instituciones dependien-
do de la forma en que estas se relacionan, y cómo estas relaciones deben ser interpretadas.
Una gran variedad de formas de relacionar instituciones han sido desarrolladas y estu-
diadas en conjunto con sus propiedades [GB92, Mes89, Tar96], y más recientemente en
[GR02].

En este trabajo nos concentraremos solo en extender las definiciones y resultados pre-
sentados en por Tarlecki en [Tar96] haciendo foco particular en los llamados comorfismos
de instituciones ya que de todas las formas de relacionar dos lenguajes lógicos, es la que
más aparece en temas vinculados con ingenieŕıa de software como ser refinamiento de da-
tos y reconfiguración dinámica [CALM10, CALM13] mientras que dejaremos el estudio de
otras formas de relacionar lenguajes lógicos como trabajo a ser abordado en el futuro.

Definición 28 (Institution comorphism [Tar96]). Sean I = 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉
y I′ = 〈Sign′, Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉 instituciones. Entonces, 〈ρSign, ρSen, ρMod〉 : I→
I′ es un comorfismo entre instituciones si y solo si:

ρSign : Sign→ Sign′ es un functor,
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ρSen : Sen⇒ Sen′ ◦ ρSign es una transformación natural, (i.e., una familia natural
de funciones ρSenΣ : Sen(Σ) → Sen′(ρSign(Σ))), tal que para cada Σ1,Σ2 ∈ |Sign| y
σ : Σ1 → Σ2 morfismo en Sign,

Sen(Σ2)

6

Sen(σ)

Sen(Σ1)

-
ρSenΣ2

Sen′(ρSign(Σ2))

6

Sen′(ρSign(σ))

Sen′(ρSign(Σ1))-
ρSenΣ1

⊙
Σ2

6

σ

Σ1

ρMod : Mod′ ◦ (ρSign)op ⇒ Mod3 es una transformación natural, (i.e., la familia
de functores ρMod

Σ : Mod′((ρSign)op(Σ)) → Mod(Σ) es natural), tal que para cada
Σ1,Σ2 ∈ |Sign| y σ : Σ1 → Σ2 morfismo en Sign,

Mod′((ρSign)op(Σ2))

?

Mod′((ρSign)op(σop))

Mod′((ρSign)op(Σ1))

-
ρMod

Σ2
Mod(Σ2)

?

Mod(σop)

Mod(Σ1)-
ρMod

Σ1

⊙
Σ2

6

σ

Σ1

tal que para cada Σ ∈ |Sign|, la función ρSenΣ : Sen(Σ) → Sen′(ρSign(Σ)) y el functor
ρMod

Σ : Mod′(ρSign(Σ))→Mod(Σ) preservan la siguiente condición de satisfacción: para
cualquier α ∈ Sen(Σ) y M′ ∈ |Mod′(ρSign(Σ))|,

M′ |=′ρSign(Σ) ρ
Sen
Σ (α) sii ρMod

Σ (M′) |=Σ α .

Intuitivamente, un comorfismo entre instituciones ρ : I → I′ expresa cómo una insti-
tución cuyo poder expresivo es (potencialmente) más pobre asociada con la institución I
es codificada en otra más rica asociada con I′. Esto se obtiene a partir de proporcionar:
1. un mapping de signaturas de I a signaturas de I′, 2. una traducción de sentencias de
I sobre una signatura Σ, a sentencias de I′ sobre la signatura a la que Σ es mapeada,
3. una reducción de modelos de I′ para la signatura a la que Σ es mapeada, a modelos
de I para la signatura Σ. La dirección de las flechas muestra cómo toda la institución
I es representada en parte de la institución I′. Los comorfismos entre instituciones po-
seen algunas propiedades de interés; por ejemplo, la preservación de la consecuencia lógica
[Tar96, Proposition 13], y, bajo algunas condiciones, su reflejo [Tar96, Theorem 14]. El
lector deseoso de profundizar en estos aspectos es referido a [Tar96] para mayores detalles,
y a [Tar98, Tar06] para el estudio de algunas propiedades estructurales de las categoŕıas
de instituciones que se obtienen a partir de utilizar esta, y otras formas de relacionarlas.

Los siguientes resultados, presentados en [Tar96], caracterizan la relación entre dos
instituciones en presencia de un comorfismo.

Proposición 3 (Preservación de la consecuencia Proposition 13, [Tar96]). Sean I e I′ las
instituciones 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 y 〈Sign′,Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉, respec-

3 El functor (ρSign)op : Sign′
op → Signop es el mismo que ρSign : Sign′ → Sign pero considerándolo entre

las categoŕıas opuestas.
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tivamente. Sea ρ : I→ I′ un comorfismo de instituciones. Entonces, para todos Σ ∈ |Sign|,
Γ ⊆ Sen(Σ) y ϕ ∈ Sen(Σ), si Γ |=Σ ϕ, entonces ρSen(Γ) |=ρSign(Σ) ρ

Sen(ϕ).

Definición 29 (Expansión de modelos sobre una traducción de modelos). Sean I e I′
las instituciones 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 y 〈Sign′,Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉, res-
pectivamente. Sea ρ : I → I′ un comorfismo de instituciones. Entonces, I tiene la pro-
piedad de ρ-expansión si para toda 〈Σ,Γ〉 ∈ |ThI0|, M ∈ |ModI(〈Σ,Γ〉)|, existe M′ ∈
|ModI′(〈ρSign(Σ), ρSen(Γ)〉)| tal que M = ρMod(M′).

Teorema 1 (Reflexión de la consecuencia Theorem 14, [Tar96]). Sean I e I′ las insti-
tuciones 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 y 〈Sign′,Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉, respectiva-
mente. Sea ρ : I → I′ un comorfismo de instituciones. Entonces, para todos Σ ∈ |Sign|,
Γ ⊆ Sen(Σ) y ϕ ∈ Sen(Σ), si todo M ∈Mod(〈Σ,Γ〉) tiene la propiedad de ρ-expansion,
entonces Γ |=Σ ϕ si y solo si ρSen(Γ) |=ρSign(Σ) ρ

Sen(ϕ).

En muchos casos, en particular aquellos en los que la clase de modelos de una signatura
en la institución de origen es completamente axiomatizable en el lenguaje de la destino, la
Definición 28 puede ser fácilmente extendida para relacionar signaturas de una institución
con teoŕıas en la otra. Recordemos de la Definición 21 la introducción del conjunto de
axiomas ∅′. Este conjunto posee los axiomas necesarios para que la clase de modelos del
lenguaje lógico más rico pueda ser restringida (de ah́ı la necesidad de que la imagen del
functor ρSign sean presentaciones de teoŕıa) para que solo contenga modelos que resultan
retraibles hacia la clase de modelos de la signatura en el lenguaje lógico más pobre. Se han
desarrollado muchos ejemplos de estas relaciones entre lógicas siendo el más prominente
la traducción de la lógica modal básica a la lógica de primer orden con igualdad [BdV01].
Vale la pena mencionar otros ejemplos como son las algebrizaciones de diferentes lógicas,
como ser aquellas que relacionan las fork algebras [VHF95a, FBH97], una extensión de las
algebras relacionales [JT51, JT52], con otras lógicas diferentes [Fri02, FL06].

En algunos casos los comorfismos entre instituciones pueden ser extendidos a lo que
Meseguer introdujo bajo el nombre map of institutions [Mes89, Definition 27], y recien-
temente renombrados como theoroidal comorphism [GR02, Definition 5.3], a través de
reformular la definición del functor de signaturas como entre presentaciones de teoŕıas
(i.e. ρTh : Th→ Th′). Esta extensión puede ser realizada de muchas maneras; siendo una
de ellas cuando ρTh es ρSen-sensible (ver Definición 21) con respecto al entailment system
inducido por las relaciones de consecuencia de las instituciones I and I′. Aśı, tomando
como elemento definitorio que el functor que relaciona en forma natural los conjuntos de
sentencias ρSen se basa en la idea de que a cada sentencia del lenguaje lógico de partida
le corresponde una en el lenguaje lógico de llegada, se puede extender ρTh : Sign→ Th′ a
un functor ρTh : Th → Th′ definido de la siguiente forma: sea Σ ∈ |Sign|, Γ ∈ |Sen(Σ)|,
ρTh(〈Σ,Γ〉) = 〈ρSign(Σ), ∅′ ∪ ρSen(Γ)〉.
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3. RELACIONES PARCIALES ENTRE INSTITUCIONES

En este caṕıtulo presentamos el aporte principal de este trabajo que es la definición
de comorfismo parcial entre instituciones. Esto es la relación entre una institución (poten-
cialmente) menos expresiva hacia una institución (potencialmente) más expresiva donde
la traducción que se realiza no es total sino que parte de un sublenguaje de la institución
de origen. Para eso, en primer lugar daremos las definiciones generales que caracterizan
este tipo de relaciones, y en segundo lugar mostraremos la existencia de ellas a partir de
una clase concreta de comorfismos parciales que puede construirse a partir de comorfismos
entre instituciones.

3.1. Definición general

Con el objetivo de acercarnos a una definición general para este tipo de relaciones vale
la pena partir, a modo de educación de la intuición, de la noción de parcialidad existente
en la teoŕıa de conjuntos, en particular de la definición de función parcial.

Definición 30 (Función parcial). Una función parcial f entre dos conjuntos A y B se
define como una función total f : A′ → B donde A′ es subconjunto de A. En ese caso la
notamos f : A9 B.

Esto nos permite esbozar una primera definición trasladando la idea de funciones par-
ciales al contexto de instituciones. Luego discutiremos por qué se vuelve insuficiente para
caracterizar el comportamiento de las traducciones que nos proponemos definir en este
trabajo.

Definición 31 (Comorfismo parcial inspirado en teoŕıa de conjuntos).
Sean I = 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 e I′ = 〈Sign′, Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉 institu-

ciones. Entonces 〈γSign, γSen, γMod〉 : I 9 I′ es un comorfismo parcial de instituciones si
γ : I0 → I′ es un comorfismo de instituciones y I0 es una subinstitución de I.

En esta definición se propone una traducción parcial desde la institución de origen I
hacia la institución de destino I′. Para eso tenemos que I0 es subinstitución de I y, por lo
tanto, un sublenguaje de la lógica de origen, y γ es un comorfismo total desde este sublen-
guaje. Si bien la intuición detrás de esta definición es acertada nos encontramos con ciertos
problemas cuando analizamos las relaciones lógicas que quedan planteadas, en particular
en lo que tiene que ver con las relaciones entre los modelos de las distintas instituciones.
Recordemos que la forma en que se relacionan modelos entre instituciones bajo un comor-
fismo γ : I0 → I′ es la transformación natural γMod : Mod′ ◦ γSignop ⇒ Mod0. Es decir,
una familia de functores γMod

Σ que asignan a cada I′-modelo su correspondiente reducto
en la lógica de origen I0. Esta transformación preserva la condición de satisfactibilidad : la
satisfacción de una fórmula por un modelo se mantiene invariante a la traducción γ.
Esto plantea el siguiente escenario problemático. Sea Σ ∈ Sign0 una signatura de la insti-
tución I0 y, por lo tanto, en particular de la institución I. El conjunto de Σ-fórmulas de
I0 es Sen0(Σ) ⊆ Sen(Σ), esto significa que potencialmente existen Σ-fórmulas que están

19
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en I pero no en I0. Sea M′ ∈ |Mod′(γSign(Σ))| un modelo de la signatura Σ traducida a
la institución destino, analicemos sus posibles reductos. Los posibles reductos son objetos
de la categoŕıa Mod0(Σ). Por la naturaleza de lo que es una subinstitución o sublenguaje
lógico es razonable pensar que en la categoŕıa Mod0(Σ) hay modelos que son distingui-
bles según las Σ-fórmulas de I, pero que se vuelven elementalmente equivalentes si sólo
se tiene en cuenta el conjunto de Σ-fórmulas de I0, como se muestra en la Figura 3.1.
Esto quiere decir que, restringidos al fragmento de la lógica que podemos traducir, estos
modelos presentan el mismo comportamiento. En este escenario tenemos potencialmente
muchos modelos en Mod0(Σ) que pueden ser reducto deM′ preservando satisfactibilidad.
La definición de comorfismo parcial, tal como está planteada hasta ahora, fuerza a que
elijamos uno de esos modelos.

Fig. 3.1: Equivalencia elemental de reductos módulo un sublenguaje.

Por esta razón decidimos explorar una definición más compleja que introduzca la noción
de categoŕıa de reductos para un modelo M′ de la institución destino. Esto nos llevó a
definir una noción de comorfismo parcial débil y una noción de comorfismo parcial fuerte
dependiendo de cuánto cada una de ellas preserva la estructura de dicha categoŕıa de
reductos. A medida que vayamos introduciendo las definiciones va a quedar más clara la
diferencia entre ambos. Esencialmente el aporte de la noción fuerte con respecto a la débil
es la capacidad de relacionar categoŕıas de reductos en base a las relaciones existentes
entre los modelos de la institución más rica a los que se les toma reducto.

Definición 32 (Comorfismo parcial débil). Sean I = 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 e

I′ = 〈Sign′, Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉 instituciones. Sea I0 = 〈Sign0, Sen0,Mod0, {|=0
Σ

}Σ∈|Sign0|〉 subinstitución de I. Entonces γ = 〈γSign, γSen, {γMod
Σ }Σ∈|Sign|〉 : I 9 I′ es un

comorfismo parcial de instituciones si y sólo si:

γSign : Sign0 → Sign′ es un functor,

γSen : Sen0 ⇒ Sen′ ◦ γSign : Sign → Set es una transformación natural (i.e. una
familia natural de funciones γSenΣ : Sen0(Σ)→ Sen′(γSign(Σ)))
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{γMod
Σ : |(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ)| → |Cat|}Σ∈|Sign0| es una familia de funciones. Cada

función le asigna a cada modelo M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop
)(Σ)| su correspondiente

categoŕıa de I0-reductos.

Tal que se cumplen las siguientes condiciones:

Para todo Σ ∈ |Sign0|, α ∈ |Sen0(Σ)|,M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop
)(Σ)|,

1. γMod
Σ (M′) ⊆Mod0(Σ), es decir, la categoŕıa de reductos deM′ debe ser subcategoŕıa

de la categoŕıa de Σ-modelos.

2. Para todo M∈ |γMod
Σ (M′)|, M |=Σ α si y sólo si M′ |=′

γSign(Σ)
γSenΣ (α).

Debido a que la institución I0 tiene una incidencia fuerte en la definición, notaremos el

comorfismo parcial de la siguiente manera: γ : I I09 I′, de manera de distinguir cuál es la
subinstitución que está involucrada en el comorfismo.

Las primeras dos componentes de esta definición, γSign y γSen, se comportan de manera
análoga a las primeras dos componentes de un comorfismo en el sentido de la Definición 28.
Es decir, la primera traduce una subcategoŕıa de signaturas de la institución de origen
hacia la institución destino, y la segunda, dada una signatura en el dominio de la primera,
traduce un subconjunto de las fórmulas en la institución de origen a la institución destino.

En la familia de funciones γMod
Σ se ve de qué manera la definición débil da respuesta

a la discusión que planteabamos anteriormente sobre los reductos de los modelos. A cada
modelo de la institución (potencialmente) más expresiva se le asigna una categoŕıa de
modelos en la institución (potencialmente) menos expresiva.

Vale la pena hacer dos comentarios sobre esta familia de funciones. En primer lugar,
al ser una familia de funciones y no una familia de functores, esta transformación descarta
la información de relaciones existentes entre los modelos de la institución destino. En
segundo lugar, como consecuencia de la afirmación anterior, esta definición no da ninguna
herramienta para relacionar las categoŕıas de reductos a las que se llega en la institución
de origen.

Sobre las condiciones vale la pena remarcar que la segunda es la extensión natural de la
condición de preservación de satisfactibilidad para que contemple categoŕıas de reductos
en lugar de un sólo reducto.

La siguiente definición, que denominaremos comorfismo parcial fuerte, resultará más
restrictiva que la anterior ya que demandará que las categoŕıas de reductos de dos modelos
relacionados se encuentren relacionadas a partir de requerir que la transformación natural
para modelos esté formada por functores.

Definición 33 (Comorfismo parcial fuerte). Sean I = 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 e

I′ = 〈Sign′, Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉 instituciones. Sea I0 = 〈Sign0, Sen0,Mod0, {|=0
Σ

}Σ∈|Sign0|〉 subinstitución de I. Entonces γ = 〈γSign, γSen, {γMod
Σ }Σ∈|Sign0|, {γMod

σ }σ∈||Sign0||〉 :
I 9 I′ es un comorfismo parcial de instituciones si y sólo si:

γSign : Sign0 → Sign′ es un functor,
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γSen : Sen0 ⇒ Sen′ ◦ γSign : Sign → Set es una transformación natural (i.e. una
familia natural de funciones γSenΣ : Sen0(Σ)→ Sen′(γSign(Σ)))

{γMod
Σ : (Mod′ ◦ γSignop

)(Σ) → Cat}Σ∈|Sign0| es una familia de functores. Cada

functor le asigna a cada modelo M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop
)(Σ)| su correspondiente

categoŕıa de I0-reductos, y

{γMod
σ:Σ1→Σ2

: γMod
Σ2
⇒ γMod

Σ1
◦ (Mod′ ◦ γSignop

(σop))}σ:Σ1→Σ2∈||Sign0|| es una familia de
transformaciones naturales

Tal que se cumplen las siguientes condiciones:

Para todo Σ ∈ |Sign0|, α ∈ |Sen0(Σ)|,M′ ∈ |Mod′ ◦ γSignop
(Σ)|,

1. γMod
Σ (M′) ⊆Mod0(Σ), es decir, la categoŕıa de reductos deM′ debe ser subcategoŕıa

de la categoŕıa de Σ-modelos.

2. Para todo M∈ |γMod
Σ (M′)|, M |=Σ α si y sólo si M′ |=′

γSign(Σ)
γSenΣ (α).

Al igual que en la definición anterior, notaremos el comorfismo parcial de la siguiente

manera γ : I I09 I′.

Nuevamente las primeras dos componentes de esta definición, γSign y γSen, no presen-
tan cambios respecto de lo dicho para la Definición 32. Por el contrario, γMod

Σ en este caso
no es una familia de funciones sino que es una familia de functores. La diferencia concreta
es que un functor no sólo debe relacionar los modelos de la institución más rica con su ca-
tegoŕıa de reductos, sino que también debe asignar a cada flecha en la categoŕıa de modelos
de la institución más rica, es decir, las relaciones entre estos modelos, un functor entre
las categoŕıas de reductos correspondientes, lo que es atestiguado por el hecho de que el
codominio del functor γMod

Σ es Cat y por lo tanto, a cada flecha en la categoŕıa de modelos
de la institución más rica, le deberá corresponder una flecha en Cat. Es decir, dados dos
modelosM1,M2 que están relacionados por un morfismo en la institución más rica, γMod

Σ

deberá asignar un functor entre las categoŕıas de I0-reductos de M1 y M2. Esto permite
que, a diferencia de la Definición 32, no sólo tengamos la capacidad de traducir modelos
a categoŕıas de reductos, sino también reflejar la estructura de la clase de modelos de la
lógica más rica, sobre la de la lógica más pobre.

Por otro lado, la Definición 33 introduce una nueva componente: la familia de transfor-
maciones naturales γMod

σ . Para comprender el rol que cumple esta componente es preciso
primero notar algunas cuestiones. Por un lado, que hay un functor γMod

Σ por cada signatu-
ra de la institución más pobre y que el dominio de ese functor es la categoŕıa de modelos
de la traducción de esa signatura en la institución más rica. Por otro lado, que, por defi-
nición, el functor de modelos Mod′ de la institución más rica permite traducir categoŕıas
de modelos entre distintas signaturas dentro de la misma institución, y que incluso esta
es una traducción que preserva semántica en el sentido de la condición de invarianza de
la Definición 22. A partir de esto es razonable pensar que aśı como existe una la relación
entre modelos de distintas signaturas de la institución más rica se debeŕıa poder relacio-
nar las correspondientes categoŕıas de reductos que viven en distintas signaturas de la
institución más pobre, y este es precisamente el comportamiento que captura la familia
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de transformaciones naturales γMod
σ .

Ejemplo 1 (Relación entre categoŕıas de reductos).
Sean I = 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉 e I′ = 〈Sign′, Sen′,Mod′, {|=′Σ}Σ∈|Sign′|〉 institu-

ciones, I0 = 〈Sign0, Sen0,Mod0, {|=0
Σ}Σ∈|Sign0|〉 subinstitución de I y γ : I I09 I′ un comor-

fismo parcial de instituciones tal que γ = 〈γSign, γSen, {γMod
Σ }Σ∈|Sign0|, {γMod

σ }σ∈||Sign0||〉.
Sean Σ1,Σ2 ∈ |Sign0|, σ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0||, M′1,M′2 ∈ |(Mod′ ◦ γSign)(Σ2)| y
h′ : M′1 → M′2 ∈ ||Mod′ ◦ γSign(Σ2)||. Las correspondientes categoŕıas de reductos se
encuentran relacionadas como muestra el siguiente diagrama:

Σ2
�

σ
Σ1

γMod
Σ2

(M′1)

?

γMod
Σ2

(h′)

γMod
Σ2

(M′2)

-
(γMod
σ )M′1

γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(σop))(M′1))

?

γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(σop))(h′))

⊙
γMod

Σ1
((Mod′ ◦ γSignop

(σop))(M′2))-

(γMod
σ )M′2

M′1

?

h′

M′2

El diagrama conmutativo es precisamente el que surge de la definición de la transfor-
mación natural γMod

σ y muestra la relación entre sus componentes, en este caso (γMod
σ )M′1

y (γMod
σ )M′2. Corresponde aclarar, en primer lugar, que todas las categoŕıas de modelos

presentes en el diagrama viven en la subinstitución de la institución origen del comorfismo
parcial. En el margen izquierdo del diagrama se observan las subcategoŕıas de Mod0(Σ2),
son las categoŕıas de reductos de M′1 y M′2. En el margen derecho del diagrama obser-
vamos las subcategoŕıas de Mod0(Σ1), que son las categoŕıas de reductos del reducto de
M′1 a la signatura Σ1 y el reducto de M′2 a la signatura Σ1

1. Las categoŕıas de reductos
de dos modelos de una misma signatura están relacionadas por un functor que surge de la
aplicación de γMod

Σ al morfismo entre estos dos modelos, que es el caso de γMod
Σ2

(h′). En-

tonces el diagrama nos muestra que cada componente de la transformación natural γMod
σ

relaciona los modelos de una categoŕıa de reductos en la signatura Σ2 con los modelos en
la categoŕıa de reductos correspondiente en la signatura Σ1. La conmutatividad del diagra-
ma está asegurada por el hecho de que las relaciones que aparecen son transformaciones
naturales.

3.2. Una clase concreta de comorfismos parciales entre instituciones

La definición general presenta las caracteŕısticas que debe tener una traducción parcial
entre instituciones pero no aporta luz sobre cómo pueden construirse este tipo de traduc-
ciones y, de hecho, tampoco garantiza la existencia de estas. En esta sección presentamos

1 Nótese que en este caso se utiliza la palabra reducto para dos operaciones de naturaleza similar pero
no idéntica. El primer uso de reducto es una operación que traduce modelos entre dos clases de álgebra
diferentes, mientras que el segundo uso es el uso conocido en el campo del álgebra universal de retracción
de un modelo a un tipo de similaridad con menos operaciones.
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una clase concreta de comorfismos parciales (tanto para la definición débil como para la
fuerte) que se construye a partir de cierta clase de comorfismos totales.

La clase concreta que presentamos está inspirada en el trabajo de Robinson y Rosolini
[RR88], que explora la construcción de categoŕıas con morfismos parciales. La intuición es
que la construcción de un comorfismo parcial γ : I 9 I′ se hace a partir de una institución
I′′, un comorfismo ρ : I′′ → I′ y un comorfismo “inversible” σ : I′′ ↪→ I, que forman un
span en la categoŕıa formada por las instituciones como objetos y los comorfismos como
flechas según muestra la Figura 3.2.

I γ // I′

I′′N.
σ

^^

ρ

??

Fig. 3.2: Comorfismo parcial entre instituciones como span de comorfismos entre instituciones.

De esta manera, el comorfismo parcial γ se obtiene de la composición entre el “inver-
so” de σ y ρ. Básicamente, lo que sucede, es que la institución I′′ captura el fragmento
de la lógica de origen que podemos traducir v́ıa γ y el comorfismo σ identifica cuál es
efectivamente ese fragmento en las componentes de I.

Cuando introduzcamos las definiciones formales quedará claro qué significa en este
contexto que un comorfismo sea “inversible”.

Teorema 2 (Construcción de un comorfismo parcial débil). Dadas dos instituciones cua-
lesquiera I, I′, una institucion I′′, un comorfismo ρ : I′′ → I′, y un comorfismo σ : I′′ ↪→ I
que cumple las siguientes restricciones:

σSign es functor inyectivo en objetos y faithful,

σSenΣ′′ es función inyectiva, para todo Σ′′ ∈ Sign′′,

σMod
Σ′′ es functor suryectivo en objetos y full sobre Img(ρMod

Σ′′ ), para todo Σ′′ ∈ Sign′′,

entonces existe un comorfismo parcial débil γ : I 9 I′

Demostración. Las restricciones que imponen las hipótesis del teorema sobre el comorfismo
σ nos permitirán invertir σSign, σSenΣ′′ y σMod

Σ′′ para luego componerlas con las componentes
correspondientes del comorfismo ρ. En cada uno de los tres casos la naturaleza de qué
significa “invertir”la componente es relativamente diferente y quedará claro en la demos-
tración del teorema por el contexto en que son utilizadas. Vale la pena aclarar la razón
por la cual se pide la restricción de suryectividad en la transformación natural σMod, y
es que esta es una relación contravariante con respecto a la dirección del comorfismo. En
particular la restricción de suryectividad no se hace sobre todo el dominio sino sobre la
imagen del functor correspondiente en la transformación natural ρMod.

Sea I0 = 〈Sign,Sen0,Mod0, {|=0
Σ}Σ∈|Sign0|〉 una estructura tal que:

Sign0 = Img(σSign),
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Sen0(Σ) = Img(σSenΣ′′ ) para Σ ∈ |Sign0|, donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ), y Sen0(δ) =
Sen(δ)|Sen0(Σ1) para δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0||,

Mod0 = Mod|Sign0

|=0
Σ es la restricción de |=Σ a las fórmulas de |Sen0(Σ)|, para Σ ∈ |Sign0|

Por Lema 22 tenemos que I0 es una institución, y por Lema 23, que I0 ⊆ I.

Definimos ahora γ = 〈γSign, γSen, γMod〉 : I 9 I′ como sigue:

γSign = ρSign ◦ (σSign)−1

γSenΣ = ρSenΣ′′ ◦ (σSenΣ′′ )−1 para todo Σ ∈ |Sign0|, donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ),

γMod
Σ (M′) = 〈O,A〉 para todo Σ ∈ |Sign0| y M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ)|. Donde
O =

{
M
∣∣σMod

Σ′′ (M) = ρMod
Σ′′ (M′)

}
y A =

{
idM

∣∣σMod
Σ′′ (M) = ρMod

Σ′′ (M′)
}

.

Veamos primero que γSign : Sign0 → Sign′ es functor. Como σSign es inyectivo en
objetos y faithfull tenemos, por Proposición 2, que (σSign)−1 : Img(σSign) → Sign′′ es el
functor inverso parcial. Por otro lado ρSign : Sign′′ → Sign′ también es functor. γSign es la
composición de estos dos functores, cuyos respectivos codominio y dominio coinciden, por
lo tanto también es functor. Resta notar que Img(σSign) = Sign0.

Veamos ahora que γSen : Sen0 ⇒ Sen′ ◦ γSign es trasformación natural. Por hipótesis
σSenΣ′′ es una función inyectiva, entonces (σSenΣ′′ )−1 : Img(σSenΣ′′ ) → Sen′′(Σ′′) es la fun-
ción inversa parcial. Por otro lado, como ρ es comorfismo tenemos que ρSenΣ′′ : Sen′′(Σ′′)→
Sen′(ρSign(Σ′′)) también es función. Como Σ′′ = (σSign)−1(Σ) podemos reescribir la signa-
tura de la función, obteniendo ρSenΣ′′ : Sen′′(Σ′′)→ Sen′(ρSign◦(σSign)−1(Σ)). Reescribimos
una vez más, por cómo definimos γSign, y obtenemos ρSenΣ′′ : Sen′′(Σ′′)→ Sen′(γSign(Σ)).
Por último tenemos que γSenΣ es la composición de estas dos funciones, cuyos respectivos
codominio y dominio coinciden, por lo tanto también es función. Tenemos entonces la
siguiente signatura para la función γSenΣ : Img(σSenΣ′′ ) → Sen′(γSign(Σ)). Resta notar que
Img(σSenΣ′′ ) = Sen0(Σ). Por Lema 26 tenemos que para todo δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0|| vale
que γSenΣ2

◦ Sen0(δ) = Sen′(γSign(δ)) ◦ γSenΣ1
, esto asegura la conmutatividad del diagrama

que plantea la Definición 17, y quiere decir que efectivamente tenemos una transformación
natural.

Veamos ahora que {γMod
Σ : |(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ)| → |Cat|}Σ∈|Sign0| es una familia de
funciones. Dado un modelo M′ el conjunto de objetos O y de flechas A determinado por
γMod

Σ (M′) es no vaćıo. Esto se debe a que σMod
Σ′′ es suryectivo en objetos sobre Img(ρMod

Σ′′ )
y, por lo tanto, existe al menos un M en el dominio de σMod

Σ′′ que verifica σMod
Σ′′ (M) =

ρMod
Σ′′ (M′). Por último, se puede mostrar que un conjunto de objetos y el conjunto de

identidades de estos objetos se comportan como una categoŕıa, en particular una categoŕıa
discreta.

La demostración de la satisfacción de las Condiciones 1 y 2 de la Definición 32 pueden
encontrarse en los Lemas 27 y 28

Es preciso discutir cuál es, en concreto, la categoŕıa de reductos que define cada functor
γMod

Σ . La categoŕıa de I0-reductos de un modelo M′ de la lógica destino está compuesta
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por todos los modelosM de la lógica de origen que cuyo I′′-reducto a través del comorfismo
σ es el I′′-reducto deM′ a través del comorfismo ρ. Como la institución I′′ está cocientada
por equivalencia elemental tenemos que cualquier par de modelos de esta institución son
distinguibles por alguna fórmula del lenguaje. Esto nos garantiza que la categoŕıa de I0-
reductos tal como está definida va a estar necesariamente cerrada por la Sen0-propiedades
que satisface.

Sin embargo debemos notar que en esta definición hay información sobre la relación
entre los reductos que se está perdiendo. Esto es una consecuencia directa de que hayamos
definido la categoŕıa de reductos como una categoŕıa discreta, es decir, donde las únicas fle-
chas son las identidades de los objetos. La definición abstracta no determina la naturaleza
de la categoŕıa de reductos y, por lo tanto, se cuenta con libertad para definir las relaciones
entre modelos de la categoŕıa de reductos, siempre y cuándo esta sea efectivamente una
categoŕıa. Esto quiere decir que, eventualmente, para definir un comorfismo parcial entre
dos lógicas determinadas se podŕıa preservar una estructura más compleja de la categoŕıa
de reductos conociendo la naturaleza de las relaciones entre estos reductos.

A continuación presentamos la clase concreta de comorfismo parcial fuerte. Como men-
cionamos al inicio de esta sección el aporte que diferencia la definición fuerte de la débil es
la capacidad de relacionar categoŕıas de reductos, en concreto la capacidad de definir los
functores que relacionan pares de categoŕıas de reductos en el sublenguaje de la lógica de
origen a partir de las relaciones entre los correspondientes modelos en la lógica destino.

Para poder definir esta familia de functores en la clase concreta es necesario agregar una
nueva hipótesis sobre las categoŕıas de modelos de I′′ y el comorfismo σ. Recordemos que
la forma en que definimos la categoŕıa de I0-reductos de un modeloM′ de la lógica destino
es tomando el conjunto de preimágenes de ρMod

Σ′′ (M′) a través del functor σMod
Σ′′ . Entonces

seŕıa razonable inducir el functor entre las categoŕıas de I0-reductos de dos modelos M′1
y M′2 de la lógica destino a partir del conjunto de preimagenes a través del functor σMod

Σ′′

de la flecha entre M′1 y M′2. Para eso necesitamos que ese conjunto de flechas preimagen
induzcan efectivamente una relación que se comporta como functor, y básicamente es esa la
esencia de la nueva hipótesis que se agrega en el teorema que presentamos a continuación.
Pedimos que para cada modelo en la categoŕıa de I0-reductos de M′1 exista un único
modelo en la categoŕıa de I0-reductos de M′2 de manera tal que estan relacionados por
una flecha que es preimagen de la flecha entreM′1 yM′2, y son estas flechas preimagen la
que nos permite inducir el comportamiento del functor entre categoŕıas de reductos.

Añadimos además otra hipótesis para la clase concreta de comorfismo parcial fuerte:
que la institución I′′ esté cocientada por equivalencia elemental. Esta hipótesis será uti-
lizada en la demostración de que nuestra definición concreta de γMod

δ:Σ1→Σ2
efectivamente

se comporta como una transformación natural. En particular nos permitirá mostrar en
el Lema 30 que la categoŕıa de I0-reductos de un modelo M′ está cerrada por las Sen0-
propiedades que satisface, y esto a su vez será utilizado en el Lema 31 para mostrar que
están bien definidas las composiciones necesarias para plantear el esquema de conmuta-
tividad de la familia de functores γMod

δ , es decir, que coinciden los respectivos imagen y
dominio de los functores a componer. En este punto debemos aclarar que, si bien mostra-
mos que esta nueva hipótesis es una condición suficiente para obtener estos resultados, no
podemos afirmar que sea una condición necesaria.
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La razón por la cual esta última hipótesis no fue necesaria en el Teorema 2 es que la
transformación natural γMod

δ no es parte de las componentes de un comorfismo parcial
débil.

Teorema 3 (Construcción de comorfismo parcial fuerte). Dadas dos instituciones cua-
lesquiera I, I′, una institucion I′′ cocientada por equivalencia elemental, un comorfismo
ρ : I′′ → I′, y un comorfismo σ : I′′ ↪→ I que cumple las siguientes restricciones:

σSign functor inyectivo en objetos y faithful.

σSenΣ′′ función inyectiva para todo Σ′′ ∈ Sign′′

σMod
Σ′′ functor suryectivo en objetos y full sobre Img(ρMod

Σ′′ ), para todo Σ′′ ∈ Sign′′

Sean Σ′′ ∈ |Sign′′| y h′′ :M′′1 →M′′2 ∈ ||Mod′′(Σ′′)|| se cumple que:
para todoM1 que verifica σMod

Σ′′ (M1) =M′′1 existe un únicoM2 que verifica σMod
Σ′′ (M2) =

M′′2 tal que existe un h :M1 →M1 ∈ ||Mod ◦ σSign(Σ′′)|| y σMod
Σ′′ (h) = h′′.

entonces existe un comorfismo parcial fuerte γ : I 9 I′

Demostración. La estructura I0 se construye tal como fue presentada en la demostración
del Teorema 2. Por Lema 22 tenemos que I0 es Institución y por Lema 23 que I0 ⊆ I.

Definimos ahora γ = 〈γSign, γSen, {γMod
Σ }Σ∈|Sign0|, {γMod

σ }σ∈||Sign0||〉 : I 9 I′ como sigue:

γSign y γSen se definen tal como fueron presentados en la demostración del Teore-
ma 2.

γMod
Σ =

←−−−
σMod

Σ′′ ◦ ρMod
Σ′′ donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ) y

←−−−
σMod

Σ′′ : Img(σMod
Σ′′ )→ Cat se define

de la siguiente manera:

•
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′) = 〈O,A〉 para todo M′′ ∈ |Img(σMod
Σ′′ )|.

Donde O =
{
M
∣∣σMod

Σ′′ (M) =M′′
}

y A =
{
idM

∣∣σMod
Σ′′ (M) =M′′

}
•
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′ :M′′1 →M′′2) :
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)→
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2), para todo h′′ ∈ ||Img(σMod
Σ′′ )||,

es un functor que se define de la siguiente manera:

◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h)(M1) =M2 para todo M1 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)|. Donde M2 es el único

objeto en |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2)| que, por hipótesis verifica σMod
Σ′′ (h : M1 → M2) =

h′′.

◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h)(idM1 ) = idM2 para todo M1 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)|. Donde M2 es el

único objeto en |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2)| que, por hipótesis verifica σMod
Σ′′ (h : M1 →

M2) = h′′.

En el Lema 29 vemos que
←−−−
σMod

Σ′′ es efectivamente un functor.

(γMod
δ )M′ = Mod(δop)

∣∣
γMod

Σ2
(M′) para todo M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ2)| y δ : Σ1 →

Σ2 ∈ ||Sign0||.



28 3. Relaciones parciales entre Instituciones

El hecho de que γSign y γSen son respectivamente un functor y una transformación
natural fue probado oportunamente en el Teorema 2 donde se muestra la clase concreta de
comorfismo parcial débil. Veamos ahora que {γMod

Σ : (Mod′ ◦ γSignop
)(Σ) → Cat}Σ∈|Sign0|

es una familia de functores. Por hipótesis, como ρ es comorfismo, tenemos que ρMod
Σ′′ :

Mod′(ρSign(Σ′′)) →Mod′′(Σ′′) es functor. Como Σ′′ = (σSign)−1(Σ) podemos reescribir
la signatura del functor de la siguiente manera ρMod

Σ′′ : Mod′(γSign(Σ))→Mod′′(Σ′′). Co-
mo σMod

Σ′′ es suryectivo en objetos y full sobre Img(ρMod
Σ′′ ) podemos afirmar que Img(ρMod

Σ′′ ) ⊆
Img(σMod

Σ′′ ). Entonces se puede realizar la composición
←−−−
σMod

Σ′′ ◦ρMod
Σ′′ : (Mod′◦γSignop

)(Σ)→
Cat. Como ambos son functores la composición también es functor.

Veamos ahora que {γMod
δ:Σ1→Σ2

: γMod
Σ2
⇒ γMod

Σ1
◦ (Mod′ ◦ γSignop

(δop))}δ:Σ1→Σ2∈||Sign0|| es
una familia de transformaciones naturales. Tenemos que Dom(Mod(δop)) = Mod(Σ2) y
por Lema 27 podemos afirmar que γMod

Σ2
(M′) ⊆Mod(Σ2). Entonces está bien definida la

restricción de dominio y cada (γMod
δ )M′ : γMod

Σ2
(M′)→Mod(Σ1) es functor. Por Lema 31

tenemos que Img((γMod
δ )M′) ⊆ γMod

Σ1
(Mod′(γSign

op
(δop))(M′)). Entonces redefinimos el

codominio del functor para que se adapte a la transformación natural, es decir tenemos la
siguiente signatura (γMod

δ )M′ : γMod
Σ2

(M′)→ γMod
Σ1

(Mod′(γSign
op

(δop))(M′)). El Lema 32
nos asegura la conmutatividad del diagrama que plantea la Definición 17 para el caso de
esta familia de functores. Esto quiere decir que efectivamente tenemos una transformación
natural.

Las dos condiciones impuestas por la Definición 33 son las mismas que las impuestas
por Definición 32 y las estructuras que intervienen en estas condiciones están definidas
aqúı de la misma manera que fueron definidas en la demostración del Teorema 2. Que
estas condiciones se cumplen fue demostrado oportunamente en los Lemas 27 y 28
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4.1. Institución de lógica de primer orden con igualdad

A continuación presentaremos la institución que caracteriza a la lógica de primer orden
con igualdad (de ahora en más denotado como FOL=). Una signatura de este lenguaje es
una estructura Σ = 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉, donde I y J son conjuntos de ı́ndices, como es
usual, las constantes serán caracterizadas por funciones cuya aridad es 0. De esta manera
tenemos que pi y fj son śımbolos de predicado y de función respectivamente. Cada śımbo-
lo de función y śımbolo de predicado trae consigo su aridad, que puede ser accedida a
través de la función arity(). Llamaremos SignFOL=

al conjunto de signaturas del lenguaje
y utilizaremos el supeŕındice “ ′ ” para referirnos a distintas signaturas de este conjunto.

Definición 34. Definimos Sign = 〈SignFOL=
,A〉 donde

A =

σ : 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉 → 〈{p′i}i∈I′ , {f ′j}j∈J ′〉

∣∣∣∣∣∣∣∣
σ = 〈σ1, σ2〉 : 〈I,J 〉 → 〈I ′,J ′〉 son un par de
funciones totales tal que σ1 : I → I ′ y σ2 : J → J ′,
y tal que (∀i ∈ I)arity(pi) = arity(p′σ1(i)

)

y (∀j ∈ J )arity(fj) = arity(f ′σ2(j)
)


Lema 4. Sign es una categoŕıa.

Demostración. Se puede mostrar que idI y idJ son funciones totales que preservan aridad,
entonces idΣ ∈ A. Luego, como la composición de funciones totales que preservan aridad
es una función total que preserva aridad, entonces si σ : Σ → Σ′, σ′ : Σ′ → Σ′′ ∈ A,
tenemos que σ ◦ σ′ : Σ→ Σ′′ ∈ A.

Por otro lado, como idΣ es la función identidad sobre un conjunto de ı́ndices se puede
mostrar que para cualquier Σ,Σ′ ∈ |Sign| y σ : Σ→ Σ′ morfismo en ||Sign||, idΣ ◦σ = σ =
σ ◦ idΣ′ . Como los morfismos son funciones totales que preservan aridad se puede mostrar
también que su composición es asociativa.

Por lo tanto, Sign es una categoŕıa.

Definición 35. Sea Σ = 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉 ∈ |Sign| y un conjunto de variables individua-
les V, el conjunto de Σ-términos es el conjunto más chico Term(Σ) tal que:

V ⊆ Term(Σ)

si j ∈ J y arity(fj) = 0 entonces fj ∈ Term(Σ)

si t1, . . . , tarity(fj) ∈ Term(Σ) entonces fj(t1, . . . , tarity(fj)) ∈ Term(Σ)

Definición 36. Sea Σ,Σ′ ∈ |Sign|, y σ : Σ → Σ′ un morfismo en Sign. Entonces
σterm : Term(Σ)→ Term(Σ′) se define inductivamente en la estructura de términos de la
siguiente manera:

σterm(x) ≡ x para todo x ∈ V

29
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σterm(fj) ≡ f ′σ(j) si j ∈ J y arity(fj) = 0

si {t1, . . . , tarity(fj)} ⊆ Term(Σ), entonces

σterm(fi(t1, . . . , tarity(fj))) ≡ f ′σ(j)(σterm(t1), . . . , σterm(tarity(fj))), para todo j ∈ J .

Definición 37. Sea Σ = 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉,Σ′ = 〈{p′i}i∈I′ , {f ′j}j∈J ′〉 signaturas en |Sign|,
σ : Σ → Σ′ ∈ ||Sign|| y un conjunto de variables individuales V. Definimos Sen : Sign →
Set como:

Sen(Σ) es el conjunto más chico tal que:

• si t1, t2 ∈ Term(Σ) entonces t1 = t2 ∈ Sen(Σ)

• si t1, . . . , tarity(pj) ∈ Term(Σ) entonces pj(t1, . . . , tarity(pj)) ∈ Sen(Σ)

• si α ∈ Sen(Σ) entonces ¬α ∈ Sen(Σ)

• si α, β ∈ Sen(Σ) entonces α =⇒ β ∈ Sen(Σ)

• si α ∈ Sen(Σ) y x ∈ V entonces (∀x)α ∈ Sen(Σ)

Sen(σ) : Sen(Σ)→ Sen(Σ′) se define de la siguiente manera:

• Sen(σ)(t1 = t2) ≡ σterm(t1) = σterm(t2) para todo t1, t2 ∈ Term(Σ)

• Sen(σ)(pj(t1, . . . , tarity(pj)) ≡ p′σ(j)(σterm(t1), . . . , σterm(tarity(pj))) para todo j ∈
J y t1, . . . , tarity(pj) ∈ Term(Σ)

• Sen(σ)(¬α) ≡ ¬Sen(σ)(α) para todo α ∈ Sen(Σ)

• Sen(σ)(α =⇒ β) ≡ Sen(σ)(α) =⇒ Sen(σ)(β) para todo α, β ∈ Sen(Σ)

• Sen(σ)((∀x)α) ≡ (∀x)Sen(σ)(α) para todo α ∈ Sen(Σ) y x ∈ V

Lema 5. Sen es functor.

Demostración. Tenemos que Sen(Σ) está definido como un conjunto, por lo tanto per-
tenece a |Set|. Además, si σ : Σ → Σ′ ∈ ||Sign|| entonces Sen(σ) está definido como
una función desde el conjunto Sen(Σ) hacia el conjunto Sen(Σ′), es decir que Sen(σ) :
Sen(Σ)→ Sen(Σ′) ∈ ||Set||.

La demostración de que Sen(idΣ) = idSen(Σ) se realiza por inducción en la estructura
de las fórmulas de Sen(Σ), a continuación probaremos el caso t1 = t2, los demás casos se
realizan de manera análoga.

Sen(idΣ)(t1 = t2) ≡ idΣterm(t1) = idΣterm(t2) [ por definición de Sen ]
≡ t1 = t2 [ pues a continuación mostramos que

idΣterm(t1) = t1 y idΣterm(t2) = t2 ]

El hecho de que idΣterm(t) = t para cualquier término t se puede mostrar por inducción
en la estructura de términos.

Ahora mostramos que si σ : Σ→ Σ′ y σ′ : Σ′ → Σ′′ son morfismos en ||Sign||, entonces
Sen(σ ◦ σ′) = Sen(σ) ◦ Sen(σ′). Nuevamente la demostración se realiza por inducción en
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la estructura de las fórmulas de Sen(Σ) y a continuación probaremos sólo el caso t1 = t2.

Sen(σ ◦ σ′)(t1 = t2) ≡ (σ ◦ σ′)term(t1) = (σ ◦ σ′)term(t2) [ por definición de Sen ]
≡ σterm ◦ σ′term(t1) = σterm ◦ σ′term(t2) [ pues más adelante mostramos que

(σ ◦ σ′)term = σterm ◦ σ′term ]
≡ Sen(σ)(σ′term(t1) = σ′term(t2)) [ por definición de Sen ]
≡ Sen(σ) ◦ Sen(σ′)(t1 = t2) [ por definición de Sen ]

El hecho de que (σ◦σ′)term = σterm ◦σ′term se puede mostrar por inducción en la estructura
de términos. Veamos el caso (σ ◦ σ′)term(fj) con j ∈ J y arity(fj) = 0.

(σ ◦ σ′)term(fj) ≡ f(σ◦σ′)(j) [ por definición de (σ ◦ σ′)term ]

≡ σterm(fσ′(j)) [ pues arity(fσ′(j)) = 0 y por definición de σterm ]

≡ (σterm ◦ σ′term)(fj) [ pues arity(fj) = 0 y por definición de σ′term ]

Definición 38. Sea Σ = 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉 una signatura en |Sign|, decimos que una
interpretación U es una estructura 〈U, {pi}i∈I , {fj}j∈J 〉 donde:

U es un conjunto, llamado universo,

pi ⊆ Uarity(pi) es una relación en U ,

fj ∈ U es una constante del universo, si arity(fj) = 0,

fj : Uarity(fj) → U es una función total, si arity(fj) 6= 0

Definición 39. Sea una interpretación U = 〈U, {pi}i∈I , {fj}j∈J 〉 y el conjunto de varia-
bles individuales V, decimos que una valuación es una función v : V → U . La definición
se extiende a vterm : Term(Σ)→ U de la siguiente manera:

vterm(x) = v(x) para todo x ∈ V,

vterm(fj) = fj si j ∈ J y arity(fj) = 0,

vterm(fj(t1, . . . , tarity(fj))) = fj(vterm(t1), . . . , vterm(tarity(fj))) para todo j ∈ J

El lector precavido notará que la extensión vterm está asociada a una interpretación
particular de los śımbolos de predicado y los śımbolos de función. Cuando sea necesario
explicitar dicha interpretación usaremos la notación vterm, U . De esta manera, dada una
signatura Σ, un modelo M de la signatura es una estructura 〈U , v〉 donde U es una
interpretación y v es una valuación. Llamaremos ModΣ al conjunto de modelos de la
signatura Σ.

Definición 40. A continuación definimos Mod : Signop → Cat. Sea Σ = 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉,Σ′ =
〈{p′i}i∈I′ , {f ′j}j∈J ′〉 y σ : Σ→ Σ′ ∈ ||Sign||, entonces definimos Mod(Σ) = 〈O,A〉 se defi-
ne de la siguiente manera:

O = ModΣ,
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A = { γ :M1 →M2 |M1,M2 ∈ O y γ es un homomorfismo },

y sea h :M′1 →M′2 ∈ ||Mod(Σ′)|| dondeM′1 = 〈U ′1, v′1〉 con U ′1 = 〈U ′1, {p1
i }i∈I′ , {f1

j }j∈J ′〉
entonces Mod(σop) se define de la siguiente manera:

Mod(σop)(M′1) = 〈U1, v
′
1〉 con U1 = 〈U ′1, {pi}i∈I , {fj}j∈J 〉, donde pi = p1

σ1(i) y

fj = f1
σ2(j) para todo i ∈ I, j ∈ J ,

Mod(σop)(h) = h

Lema 6. Mod : Signop → Cat es functor.

Demostración. Primero mostraremos que dado Σ ∈ |Sign|, Mod(Σ) es una categoŕıa.
Dado un modelo M ∈ |Mod(Σ)|, se puede mostrar que el morfismo identidad idM :
M → M, que está como la identidad de la interpretación y de la valuación del modelo,
es un homomorfismo. Por lo tanto idM ∈ ||Mod(Σ)||. Luego, como la composición de
homomorfismos es un homomorfismo se puede mostrar que dados h1 : M1 → M2, h2 :
M2 →M3 ∈ ||Mod(Σ)|| entonces h2 ◦h1 :M1 →M3 ∈ ||Mod(Σ)||. Por otro lado, como
cada idM es efectivamente el homomorfismo identidad sobre los elementos del modelo
podemos mostrar que para cualquier h : M1 → M2 ∈ ||Mod(Σ)||, idM1 ◦ h = h =
h ◦ idM2 . Por último, como los morfismos en ||Mod(Σ)|| son homomorfismos se sigue que
la composición es asociativa.

A continuación mostraremos que dado σ : Σ → Σ′ ∈ ||Sign||, entonces Mod(σop) :
Mod(Σ′) → Mod(Σ) ∈ ||Cat||, es decir que Mod(σop) es functor. Dado un mode-
lo M′ ∈ |Mod(Σ′)|, por definición de Mod(σop) se puede ver que Mod(σop)(M′) es
un modelo de la signatura Σ, es decir pertenece a |Mod(Σ)|. Luego, dado un homo-
morfismo h : M′1 → M′2 ∈ ||Mod(Σ′)|| se puede ver que h es un homorfismo entre el
Σ-reducto de M′1 y el Σ-reducto de M′2, por lo tanto Mod(σop)(h) : Mod(σop)(M′1) →
Mod(σop)(M′2) ∈ ||Mod(Σ′)||. Bajo el mismo razonamiento también se puede ver que da-
do el homomorfismo identidad idM′ :M′ →M′ ∈ ||Mod(Σ′)||, idM′ es el homomorfismo
identidad del Σ-reducto de M′, es decir que Mod(σop)(idM′) = idMod(σop)(M′). Por últi-
mo, como Mod(σop)(h) = h, se puede mostrar que Mod(σop)(h1 ◦h2) = Mod(σop)(h1) ◦
Mod(σop)(h2), donde h1 y h2 son homomorfismos en ||Mod(Σ′)||.

A continuación mostraremos que dado Σ ∈ |Sign| entonces Mod(idΣ) = idMod(Σ).
Basta ver que Mod(idΣ) aplicado a cualquier modelo M∈ |Mod(Σ)| da como resultado
el mismo modelo M ya que idΣ es la función identidad del conjunto de ı́ndices asociado
a la signatura Σ.

Por último debemos mostrar que dados σ1 : Σ → Σ′, σ2 : Σ′ → Σ′′ ∈ ||Sign||
entonces Mod(σop1 ◦ σ

op
2 ) = Mod(σop1 ) ◦ Mod(σop2 ). Para mostrar esto debemos ob-

servar primero que, dado un modelo M′′ ∈ |Mod(Σ′′)|, un predicado pi del modelo
Mod(σop1 ◦σ

op
2 )(M′′) es p′′σ1◦σ2(i). Luego, debemos observar que un predicado pi del modelo

Mod(σop1 ) ◦Mod(σop2 )(M′′) también es es p′′σ1◦σ2(i) ya que surge de aplicar primero σ2 y

luego σ1. El mismo razonamiento se utiliza para las funciones fj .

Definición 41. Sea una interpretación U , una valuación v : V → U y un elemento u ∈ U ,



4.1. Institución de lógica de primer orden con igualdad 33

definimos la valuación v[x← u] para x ∈ V de la siguiente manera:

v[x← u](y) =


v(y) si y 6= x

u si y = x

Esta definición se extiende a v[x ← u]term : Term(Σ) → U de manera análoga a la
extensión realizada en la definición 39.

Definición 42. Sea un modelo M = 〈U , v〉 ∈ |Mod(Σ)| con U = 〈U, {pi}i∈I , {fj}j∈J 〉
y una fórmula en Sen(Σ) se define la consecuencia semántica |= inductivamente en la
estructura de la fórmula:

M |= t1 = t2 si y sólo si vterm(t1) = vterm(t2)

M |= pj(t1, . . . , tarity(pj)) si y sólo si pj(vterm(t1), . . . , vterm(tarity(pj)))

M |= ¬α si y sólo si M 6|= α

M |= α =⇒ β si y sólo si M 6|= α o M |= β

M |= (∀x)α si y sólo si 〈U , v[x← u]〉 |= α para cualquier u ∈ U

Lema 7. Se preserva la condición de |=-invarianza.

Demostración. Queremos ver que para todo σ : Σ → Σ′ ∈ ||Sign||, φ ∈ Sen(Σ) y
M′ = 〈U ′, v′〉 ∈ |Mod(Σ′)|, con U ′ = 〈U ′, {p′i}i∈I′ , {f ′j}j∈J ′〉, la siguiente condición de

|=-invarianza se satisface:

M′ |=Σ′ Sen(σ)(φ) sii Mod(σop)(M′) |=Σ φ .

La demostración se realiza por inducción en la estructura de la fórmula, a continuación
veremos el caso en que la fórmula es de la forma t1 = t2. Por un lado tenemos que:

M′ |=Σ′ Sen(σ)(t1 = t2) sii M′ |=Σ′ σterm(t1) = σterm(t2) [ por definición de Sen(σ) ]
sii v′term, U ′(σterm(t1)) = v′term, U ′(σterm(t2)) [ por definición de |= ]

Por otro lado tenemos que:

Mod(σop)(M′) |=Σ t1 = t2 sii 〈U , v′〉 |=Σ t1 = t2 [ por definición de Mod ]

con U = 〈U ′, {pi}i∈I , {fj}j∈J 〉 donde pi = p′σ1(i) y fj = f ′σ2(j).

Luego tenemos que:

〈U , v′〉 |=Σ t1 = t2 sii v′term, U (t1) = v′term, U (t2) [ por definición de |= ]

Entonces basta con mostrar que

v′term, U ′(σterm(t1)) = v′term, U ′(σterm(t2)) sii v′term, U (t1) = v′term, U (t2)
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Para eso vamos a mostrar que v′term, U ′(σterm(t)) = v′term, U (t) para cualquier término en
Term(Σ). Esto se demuestra por inducción en la estructura del término, a continuación
mostramos el caso t = fj con j ∈ J y arity(fj) = 0.

v′term, U ′(σterm(fj)) = v′term, U ′(f
′
σ2(j)) [ por definición de σterm ]

= f ′σ2(j) [ por definición de v′term, U ′ ]

= fj [ por las componentes de U ]

= v′term, U (fj) [ por definición de v′term, U ]

4.2. Institución del Álgebra Relacional

A continuación presentamos la institución que caracteriza las álgebras relacionales (de
aqúı en adelante denotadas como RA). Una signatura de este lenguaje es un conjunto
Σ = {Ri}i∈I donde I es un conjunto de ı́ndices. Lo que tenemos es que cada Ri es un
śımbolo de relación binaria. Llamaremos SignRA al conjunto de signaturas de este lenguaje
y utilizaremos el supeŕındice ′ para referirnos a distintas signaturas de este conjunto.

Las demostraciones de los lemas necesarios para probar que RA es una institución
son en gran medida análogas a las presentadas anteriormente para ver que FOL= es una
institución y por ello no serán presentadas. A cambio, śı lo haremos con las definiciones
que servirán para fijar notación que usaremos más adelante.

Definición 43. Definimos Sign = 〈SignRA,A〉 donde

A =
{
σ : {Ri}i∈I → {R′

i}i∈I′
∣∣ σ : I → I ′ es una función total

}
Lema 8. Sign es una categoŕıa.

Definición 44. Sea una signatura Σ = {Ri}i∈I definimos el conjunto de designaciones
de relación como el conjunto más chico RelDes(Σ) tal que:

Σ ∪ { 1, 0, 1′ } ⊆ RelDes(Σ),

si r, s ∈ RelDes(Σ), entonces { r+s, r ·s, r, r ;s, r̆ } ⊆ RelDes(Σ).

Con las designaciones de relación introducimos los operadores del álgebra relacional
(producto, coproducto, etc). Ahora necesitamos extender las traducciones de signaturas
a traducciones de designaciones de relación. El procedimiento consiste básicamente en
mantener los śımbolos de operadores del álgebra relacional y traducir los śımbolos propios
de la signatura, esto se hara inductivamente.

Definición 45. Sea Σ = {Ri}i∈I ,Σ′ = {R′i}i∈I′ signaturas en |Sign|, σ : Σ→ Σ′ ∈ ||Sign||.
Entonces σRelDes : RelDes(Σ)→ RelDes(Σ′) se define inductivamente en la estructura de
designaciones de relación de la siguiente manera:

σRelDes(1) ≡ 1, σRelDes(0) ≡ 0, σRelDes(1
′) ≡ 1′,

si i ∈ I, entonces σRelDes(Ri) ≡ σ(Ri)
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si r, s ∈ RelDes(Σ), entonces

• σRelDes(r+s) ≡ σRelDes(r)+σRelDes(s),

• σRelDes(r ·s) ≡ σRelDes(r)·σRelDes(s),

• σRelDes(r ;s) ≡ σRelDes(r);σRelDes(s),

• σRelDes(r) ≡ σRelDes(r),

• σRelDes(r̆) ≡ σRelDes(r)
^

Definición 46. Sea Σ = {Ri}i∈I ,Σ′ = {R′i}i∈I′ signaturas en |Sign|, σ : Σ→ Σ′ ∈ ||Sign||.
Definimos Sen : Sign→ Set como:

Sen(Σ) es el conjunto más chico tal que:

• si r, s ∈ RelDes(Σ) entonces r = s ∈ Sen(Σ)

Sen(σ) : Sen(Σ)→ Sen(Σ′) se define de la siguiente manera:

• Sen(σ)(r = s) ≡ σRelDes(r) = σRelDes(s) para todo r, s ∈ RelDes(Σ)

Lema 9. Sen es functor.

Definición 47. Sea una signatura Σ = {Ri}i∈I decimos que un modelo M es una estruc-
tura 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id〉 en la que {Ri}i∈I y A son conjuntos de relaciones
binarias sobre un conjunto U , ∪, ∩ y ◦ son operaciones binarias, – y ^ son operaciones
unarias y ∅, E y Id son elementos distinguidos de A, tal que se satisface:

{Ri}i∈I ⊆ A

A está cerrado por ∪ (i.e. union de conjuntos),

A está cerrado por ∩ (i.e. intersección de conjuntos),

A está cerrado por – (i.e. complemento de conjuntos con respecto a E),

∅ ∈ A es la relación vaćıa sobre el conjunto U ,

E ∈ A y
⋃
r∈A r ⊆ E,

A está cerrado por ◦, definida de la siguiente manera

x◦y = { 〈a, b〉 ∈ U × U | (∃c)(〈a, c〉 ∈ x ∧ 〈c, b〉 ∈ y) } ,

A está cerrado por ^, definida de la siguiente manera

^
x= { 〈a, b〉 ∈ U × U | 〈b, a〉 ∈ x } ,

Id ∈ A es la relación identidad sobre el conjunto U .

Llamaremos ModΣ al conjunto de modelos de la signatura Σ.
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Desde un punto de vista formal, la Definición 47 solo contempla una parte de la clase
de modelos del álgebra relacional, aquellos denominados propios y que interpretan, muy
intuitivamente, la idea de que las relaciones son conjuntos de pares ordenados sobre un
conjunto.

En [Tar41], Tarski remarca el hecho de que prácticamente no se estaba realizando
investigación sobre este tema hasta que Russell y Whitehead [RW13] incuyeron el álgebra
de relaciones binarias en el campo de la lógica. Lo hicieron poniéndolo en el centro de
su sistema lógico y desarrollando nuevos conceptos conectados a la noción de relación.
Fue en [Tar41] donde Tarski se abocó al desarrollo del cálculo relacional. En primer lugar
Tarski presenta la llamada elementary theory of binary relations como una formalización
lógica del álgebra de relaciones binarias; de esta manera el cálculo relacional se obtiene de
esta formalización a partir de restringir el lenguaje a sentencias que cumplen determinados
criterios. Al final de este trabajo Tarski plantea cinco preguntas sobre el cálculo relacional;
desde nuestro punto de vista tres son de particular interes:

¿Es cierto que todo modelo del cálculo relacional es isomorfo a un álgebra de rela-
ciones binarias?

¿Es cierto que toda fórmula que es válida en toda álgebra de relaciones binarias es
demostrable en el cálculo relacional?

¿Es cierto que toda fórmula de la elementary theory of binary relations puede ser
transformada a una fórmula equivalente del cálculo relacional?

Fue Lyndon en [Lyn50] que dio una respuesta negativa a las primeras dos preguntas
mostrando un álgebra de relaciones finita, no simple y no trivial que no es representable
como un álgebra de relaciones binarias. Luego, Monk muestra en [Mon64] que la clase
de álgebras de relaciones binarias no puede ser axiomatizada en forma finita. La tercera
pregunta fue respondida por Korselt (la demostración puede verse en [Löw15]) al probar la
equipolencia del cálculo relacional y el fragmento de tres variables de la lógica de predicados
de primer órden.

Todo esto abona la discusión de que el estudio de la teoŕıa de modelos del álgebra
relacional es sensiblemente más complejo que lo presentado en este apartado como ejemplo.
Las problemáticas derivadas de la utilización de una clase de modelos restringida solo son
de relevancia a la luz del estudio de su relación con un cálculo que puede o no ser completo
para ella, pero esto excede los tópicos estudiados en este trabajo.

Definición 48. Sea Σ = 〈{pi}i∈I , {fj}j∈J 〉,Σ′ = 〈{p′i}i∈I′ , {f ′j}j∈J ′〉 y σ : Σ → Σ′ ∈
||Sign||, entonces Mod(Σ) = 〈O,A〉 se define de la siguiente manera:

O = ModΣ,

A = { γ :M1 →M2 |M1,M2 ∈ O y γ es un homomorfismo },

y sea h : M′ → M′2 ∈ ||Mod(Σ′)|| donde M′ = 〈{R1
i }i∈I′ , A′,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id〉

entonces Mod(σop) se define de la siguiente manera:

Mod(σop)(M′) = 〈{Ri}i∈I , A′,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉 donde Ri = R1
σ(i) para todo

i ∈ I,
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Mod(σop)(h) = h

Lema 10. Mod : Signop → Cat es functor.

Hasta acá tenemos las interpretacionesde los śımbolos de relación de la signatura. Ne-
cesitamos también interpretar las designaciones de relación, a continuación definimos una
función valM que realiza este trabajo. Esencialmente lo que se añade es la interpretación
de cada uno de los operadores del Álgebra Relacional (producto, coproducto, etc) como
su correspondiente operación en teoŕıa de conjuntos (intersección, unión, etc).

Definición 49. Sea una signatura Σ = {Ri}i∈I y un modelo de la signatura M =
〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉, entonces valM : RelDes(Σ) → A se define inducti-
vamente en la estructura de designaciones de relación:

valM(1) ≡ E, valM(0) ≡ ∅, valM(1′) ≡ Id,

si i ∈ I, entonces valM(Ri) ≡ Ri

si r, s ∈ RelDes(Σ), entonces

• valM(r+s) ≡ valM(r) ∪ valM(s),

• valM(r ·s) ≡ valM(r) ∩ valM(s),

• valM(r ;s) ≡ valM(r)◦valM(s),

• valM(r) ≡ valM(r),

• valM(r̆) ≡ valM(r)
^

Definición 50. Sea un modelo M = 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉 y una fórmula
r = s ∈ Sen(Σ) se define la consecuencia semántica |= de la siguiente manera:

M |= r = s si y sólo si valM(r) = valM(s)

Lema 11. Se preserva la condición de |=-invarianza.

4.3. Institución del Álgebra Relacional con clausura reflexo-transitiva

A continuación presentamos la institución que caracteriza al álgebra relacional con
clausura reflexo-transitiva (de aqúı en más denotada como RA∗). Este lenguaje es una
extensión de RA con un nuevo operador relacional ∗ unario que va a ser interpretado como
la clausura reflexo-transitiva de la relación a la cual es aplicado. La signatura Sign del
lenguaje es la misma que la de RA. El conjunto de designaciones de relación de RA∗ se
obtiene de extender la Definición 44 con este nuevo śımbolo de la siguiente manera:

si r ∈ RelDes(Σ), entonces r∗ ∈ RelDes(Σ).

La definición del functor Sen se obtiene de extender la Definición 46 de manera tal de
incorporar este nuevo śımbolo a las fórmulas del lenguaje.

A continuación presentamos la definición de la clase de modelos.
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Definición 51. Sea una signatura Σ = {Ri}i∈I decimos que un modelo M es una estruc-
tura 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id, ∗〉 en la que {Ri}i∈I y A son conjuntos de relaciones
binarias sobre un conjunto U , ∪, ∩ y ◦ son operaciones binarias, –, ^ y ∗ son operaciones
unarias y ∅, E y Id son elementos distinguidos de A, tal que se satisface:

〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉 es un modelo de RA,

A está cerrado por ∗, que se define de la siguiente manera 1: r∗ =
⋃

0≤i r
;i

La definición del functor Sen se obtiene de extender la Definición 47 de manera tal de
incorporar este nuevo śımbolo “ ∗ ” a los modelos del lenguaje.

La función valM se define extendiendo la Definición 49 con la equivalencia valM(r∗) ≡
valM(r)∗. De esta manera la consecuencia semántica |= se define de manera análoga a la
Definición 50.

4.4. Comorfismo parcial débil entre RA∗ y FOL=

A continuación mostramos un comorfimo parcial débil γ : RA∗ → FOL= entre la
institución del Álgebra Relacional con clausura reflexo-transitiva y la institución de Lógica
de Primer Orden con igualdad. Para tal fin, utilizando el Teorema 2, definiremos un
comorfismo σ : RA ↪→ RA∗ y un comorfismo ρ : RA → FOL=, que cumplen las hipótesis
del Teorema. Las relaciones que nos proponemos definir se muestran en la Figura 4.1.

RA∗ γ // FOL=

RA
Q1

σ

bb

ρ

;;

Fig. 4.1: Comorfismo parcial débil entre Álgebra Relacional con clausura reflexo-transitiva y Lógica
de Primer Orden con iguladad.

Definición 52. Dado σ : {Ri}i∈I → {R′i}i∈I′ ∈ ||SignRA||, definimos ρSign : SignRA →
ThFOL= de la siguiente manera:

ρSign({Ri}i∈I) = 〈Σ,Γ〉 donde Σ = 〈RelDes({Ri}i∈I), ∅〉 y para todo r, s ∈ RelDes({Ri}i∈I)

1 La iteración i-ésimo de una relación r, denotada r;i, se define según las siguientes dos condiciones:

r;0 = 1′,

r;n+1 = r ;r;n.
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las siguientes fórmulas pertenecen a Γ:

(∀x, y)¬0(x, y)
(∀x, y)1(x, y)
(∀x, y)r+s(x, y) ⇐⇒ r(x, y) ∨ s(x, y)
(∀x, y)r ·s(x, y) ⇐⇒ r(x, y) ∨ s(x, y)
(∀x, y)r(x, y) ⇐⇒ ¬r(x, y)
(∀x)1′(x, x)
(∀x, y)r ;s(x, y) ⇐⇒ (∃z)r(x, z) ∧ s(z, y)
(∀x, y)r̆(x, y) ⇐⇒ r(y, x)

ρSign(σ) = 〈σRelDes ,SenFOL=(σRelDes)〉2

Lema 12. ρSign es functor.

Demostración. Dada una signatura {Ri}i∈I del Álgebra Relacional el par 〈Σ,Γ〉 obtenido
al aplicar ρSign contiene efectivamente una signatura y un conjunto de fórmulas de FOL=,
por lo tanto ρSign({Ri}i∈I) ∈ |ThFOL= |. Luego, como σRelDes es un morfismo entre signa-
turas de primer órden y SenFOL=(σRelDes) es un morfismo entre conjuntos de fórmulas que
preserva satisfactibilidad, entonces ρSign(σ) es efectivamente un morfismo entre presenta-
ciones de teoŕıas, es decir ρSign(σ) : ρSign({Ri}i∈I)→ ρSign({R′i}i∈I′) ∈ ||ThFOL= ||.

Por otro lado, sea ΣRA una signatura de Álgebra Relacional, como 〈idΣRARelDes ,SenFOL=(idΣRARelDes)〉
conforma un morfismo identidad entre presentaciones de teoŕıas, entonces se puede mostrar
que ρSign(idΣRA) = idρSign (ΣRA).

Por último debemos mostrar que ρSign(σ1 ◦ σ2) = ρSign(σ1) ◦ ρSign(σ2) donde σ1

y σ2 son morfismos en ||SignRA||. Por cómo está definido ρSign basta con mostrar que
SenFOL=(σ1RelDes ◦σ2RelDes) = SenFOL=(σ1RelDes)◦SenFOL=(σ2RelDes). Esto es cierto por-
que SenFOL= es functor.

Definición 53. Sea Σ ∈ |SignRA|, entonces la función ρSenΣ : SenRA(Σ)→ SenFOL=(ρSign(Σ))
se define de la siguiente manera:

para todo r, s ∈ RelDes(Σ), ρSenΣ (r = s) ≡ (∀x, y)r(x, y) ⇐⇒ s(x, y)

Lema 13. ρSen es transformación natural.

Demostración. RelDes(Σ) es parte de la signatura de primer orden ρSign(Σ) y la fórmula
(∀x, y)r(x, y) ⇐⇒ s(x, y) es una fórmula bien formada de primer órden cuyos śımbolos
extra lógicos estan en RelDes(Σ). Entonces es una fórmula de esa signatura y, por lo tanto,
ρSenΣ efectivamente es una función entre SenRA(Σ) y SenFOL=(ρSign(Σ)).

2 Estamos realizando un abuso de notación extendiendo σRelDes : RelDes({Ri}i∈I) → RelDes({R′i}i∈I′)
a la siguiente aridad σRelDes : 〈RelDes({Ri}i∈I), ∅〉 → 〈RelDes({R′i}i∈I′), ∅〉
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A continuación debemos mostrar que, dado σ : Σ→ Σ′ ∈ ||SignRA||, entonces SenFOL=(ρSign(σ))◦
ρSenΣ = ρSenΣ′ ◦ SenRA(σ). Dado r, s ∈ RelDes(Σ) tenemos que:

(SenFOL=(ρSign(σ)) ◦ ρSenΣ )(r = s)

≡ SenFOL=(ρSign(σ))((∀x, y)r(x, y) ⇐⇒ s(x, y)) [ por definición de ρSen ]

≡ SenFOL=(σRelDes)((∀x, y)r(x, y) ⇐⇒ s(x, y)) [ por definición de ρSign ]

≡ (∀x, y)σRelDes(r)(x, y) ⇐⇒ σRelDes(s)(x, y) [ por definición de SenFOL= ]

Por otro lado tenemos que:

(ρSenΣ′ ◦ SenRA(σ))(r = s)

≡ ρSenΣ′ (σRelDes(r) = σRelDes(s)) [ por definición de SenRA ]
≡ (∀x, y)σRelDes(r)(x, y) ⇐⇒ σRelDes(s)(x, y) [ por definición de ρSen ]

Definición 54. Sea Σ = 〈{Ri}i∈I〉 ∈ |SignRA|, entonces ρMod
Σ : ModFOL=(ρSign

op
(Σ)) →

ModRA(Σ) se define de la siguiente manera, dados h :M→M′ ∈ ||ModFOL=(ρSign
op

(Σ))||
donde M = 〈U, {r}r∈RelDes(Σ), ∅, v〉 y M′ = 〈U ′, {r′}r′∈RelDes(Σ), ∅, v′〉 entonces:

ρMod
Σ (M) = 〈{Ri}i∈I , 2U×U ,∪,∩, –, ∅, U × U, ◦ ,^ , Id〉

sea R ∈ 2U×U , entonces ρMod
Σ (h)(R) = { 〈h(u1), h(u2)〉 | 〈u1, u2〉 ∈ R }

Lema 14. ρMod
Σ es functor.

Demostración. Se puede mostrar que la estructura definida por ρMod
Σ (M) cumple las

condiciones expresadas en la Definición 47 y que, por lo tanto, es un módelo del Álge-
bra Relacional. Como además el conjunto de relaciones del modelo es de la signatu-
ra 〈{Ri}i∈I〉 podemos afirmar que ρMod

Σ (M) ∈ |ModRA(Σ)|. Luego, como h es un ho-
momorfismo entre modelos de FOL= se puede mostrar que ρMod

Σ (h) es un homomorfis-
mo entre modelos de RA. Esto se debe a que ρMod

Σ (h) es la aplicación de h en cada
elemento de la relación de partida y, por lo tanto, preserva sus propiedades estructu-
rales. Como además se puede mostrar que ρMod

Σ (h)(R) ∈ 2U
′×U ′ podemos afirmar que

ρMod
Σ (h) : ρMod

Σ (M)→ ρMod
Σ (M′) ∈ ||ModRA(Σ)||.

Por otro lado, por cómo está definido ρMod
Σ aplicado a un homomorfismo, podemos afir-

mar que ρMod
Σ (idM) es el homomorfismo identidad entre relaciones. Es decir que ρMod

Σ (idM) =
idρMod

Σ (M).

Por último debemos mostrar que, dados h1 :M→M′ y h2 :M′ →M′′ ∈ ||ModFOL=(ρSign(Σ))||,
entonces ρMod

Σ (h2 ◦ h1) = ρMod
Σ (h2) ◦ ρMod

Σ (h1). Sea R ∈ 2U×U tenemos, por un lado, que:

ρMod
Σ (h2 ◦ h1)(R) = { 〈(h2 ◦ h1)(u1), (h2 ◦ h1)(u2)〉 | 〈u1, u2〉 ∈ R } [ por definición de ρMod

Σ ]

y por otro lado tenemos que:

ρMod
Σ (h2) ◦ ρMod

Σ (h1)(R) = ρMod
Σ (h2)({ 〈h1(u1), h1(u2)〉 | 〈u1, u2〉 ∈ R }) [ por definición de ρMod

Σ ]
= { 〈(h2 ◦ h1)(u1), (h2 ◦ h1)(u2)〉 | 〈u1, u2〉 ∈ R } [ por definición de ρMod

Σ ]
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Lema 15. ρMod es transformación natural.

Demostración. Debemos mostrar que, dados Σ = {Ri}i∈I ,Σ′ = {R′i}i∈I′ ∈ |Sign
RA| y

σ : Σ → Σ′ ∈ ||SignRA||, entonces ModRA(σop) ◦ ρMod
Σ′ = ρMod

Σ ◦ModFOL=(ρSign
op

(σop)).
Sea M′ = 〈U ′, {r′}r′∈RelDes(Σ′), ∅, v′〉 ∈ |ModFOL=(ρSign

op
(Σ′))|, tenemos que:

ModRA(σop) ◦ ρMod
Σ′ (M′)

= ModRA(σop)(〈{R′i}i∈I′ , 2U
′×U ′ ,∪,∩, –, ∅, U ′ × U ′, ◦ ,^ , Id〉) [ por definición de ρMod

Σ′ ]

= 〈{Ri}i∈I , 2U
′×U ′ ,∪,∩, –, ∅, U ′ × U ′, ◦,^ , Id〉 [ por definición de ModRA ]

donde Ri = R′σ(i)

Por otro lado tenemos que:

ρMod
Σ ◦ModFOL=(ρSign

op
(σop))(M′)

= ρMod
Σ ◦ModFOL=(σopRelDes)(M

′) [ pues ρSign
op

(σop) = σopRelDes ]

= ρMod
Σ (〈U ′, {r}r∈RelDes(Σ), ∅, v′〉) [ por definición de ModFOL= ]

donde cada r = r′ tal que σRelDes(r) = r′

[ Notar que, en particular, para Ri ∈ RelDes(Σ) tenemos que σRelDes(Ri) = R′σ(i), y por

lo tanto Ri = R′σ(i) ]

= 〈{Ri}i∈I , 2U
′×U ′ ,∪,∩, –, ∅, U ′ × U ′, ◦,^ , Id〉 [ por definición de ρMod

Σ ]

La demostración de que esta igualdad también vale para homomorfismos en la clase
||ModFOL=(ρSign

op
(Σ′))|| surge de hacer las siguientes dos observaciones. (1) Por defini-

ción, tanto ModRA(σop) como ModFOL=(ρSign
op

(σop)) se comportan como la identidad
cuando son aplicados a un homomorfismo; y (2) tanto ρMod

Σ′ como ρMod
Σ al ser aplica-

dos a un homomorfismo simplemente lo aplican a los elementos de la relación de parti-
da. Por lo tanto el resultado final, tanto aplicando ModRA(σop) ◦ ρMod

Σ′ como aplicando
ρMod

Σ ◦ModFOL=(ρSign
op

(σop)) es un mismo homomorfismo en ||ModRA(Σ)||.

Lema 16. ρ : RA→ FOL= preserva a condición de satisfacción de la Definición 28.

Demostración. Debemos mostrar que dado Σ ∈ |Sign|, para cualquier α ∈ SenRA(Σ) y
M∈ |ModFOL=(ρSign(Σ))|, vale que M |=FOL=

ρSign(Σ)
ρSenΣ (α) sii ρMod

Σ (M) |=RA
Σ α .

Sabemos que M tiene la siguiente estructura 〈U , v〉, donde U = 〈U, {r}r∈RelDes(Σ), ∅〉
y que α es de la forma r = s con r, s ∈ RelDes(Σ). Por otro lado tenemos que ρSenΣ (α), es
decir ρSenΣ (r = s), está definido como (∀x, y)r(x, y)⇔ s(x, y).

Por cómo está definido |=FOL= tenemos que M satisface (∀x, y)r(x, y) ⇔ s(x, y) si y
sólo si se satisface r(x, y) ⇔ s(x, y) para cualquier valor de x, y ∈ U . Queremos ver que
esto es equivalente a ρMod

Σ (M) |=RA
Σ r = s. La demostración sigue por inducción en la

estructura de la fórmula relacional, mostraremos sólo el caso en que tanto r como s son
śımbolos relacionales, es decir Ri, Rj ∈ Σ.

Tenemos que ρMod
Σ (M) |=RA

Σ Ri = Rj , que es equivalente a Ri = Rj , por definición de

|=RA. Luego, como Ri y Rj son relaciones sobre el conjunto U podemos afirmar que vale

Ri(x, y) sii Rj(x, y) para cualquier x, y ∈ U . Esta es precisamente la interpretación de la
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fórmula de primer órden (∀x, y)Ri(x, y) ⇔ Rj(x, y). El razonamiento se puede hacer en
dirección opuesta y probar la doble implicación.

De esta manera mostramos que la fórmula de Álgebra Relacional r = s puede ser
expresada de forma equivalente por la fórmula de primer órden (∀x, y)r(x, y)⇔ s(x, y).

Definición 55. σSign : SignRA → ThRA∗ se define de la siguiente manera:

σSign({Ri}i∈I) = 〈{Ri}i∈I , ∅〉

σSign(δ) = δ, para δ : Σ→ Σ′ ∈ ||SignRA||.

Lema 17. σSign es functor inyectivo en objetos y faithful,

Demostración. Esencialmente σSign se comporta como la transformación identidad, tanto
para objetos como para morfismos, por lo tanto se puede mostrar que se comporta como un
functor. En particular, de esto también se deduce que es inyectivo en objetos y faithful.

Definición 56. Sea Σ ∈ |SignRA|, entonces la función σSenΣ : SenRA(Σ)→ SenRA∗(σSign(Σ))
se define de la siguiente manera:

para todo r, s ∈ RelDes(Σ), σSenΣ (r = s) ≡ r = s

Lema 18. σSen es transformación natural, y en particular σSenΣ es función inyectiva para
todo Σ ∈ |SignRA|

Demostración. Sea δ : Σ→ Σ′ ∈ ||SignRA|| debemos mostrar que SenRA∗(σSign(δ))◦σSenΣ =
σSenΣ′ ◦ SenRA(δ). Dada una fórmula r = s tenemos que:

SenRA∗(σSign(δ)) ◦ σSenΣ (r = s) ≡ SenRA∗(δ) ◦ σSenΣ (r = s) [ pues σSign(δ) = δ ]

≡ SenRA∗(δ)(r = s) [ pues σSenΣ (r = s) ≡ r = s ]

≡ δRelDes(r) = δRelDes(s) [ por definición de SenRA∗ ]

Por otro lado tenemos que:

σSenΣ′ ◦ SenRA(δ)(r = s) ≡ σSenΣ′ (δRelDes(r) = δRelDes(s)) [ por definición de SenRA ]
≡ δRelDes(r) = δRelDes(s) [ por definición de σSenΣ′ ]

Por último debemos mostrar que σSenΣ es función inyectiva, esto se deduce de observar
que se comporta como la función identidad.

Definición 57. Sea Σ = 〈{Ri}i∈I〉 ∈ |SignRA|, entonces σMod
Σ : ModRA∗(σSign

op
(Σ)) →

ModRA(Σ) se define de la siguiente manera, dados h :M→M′ ∈ ||ModRA∗(σSign
op

(Σ))||
dondeM = 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id, ∗〉 yM′ = 〈{R′i}i∈I , A′,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id, ∗〉
entonces:

σMod
Σ (M) = 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉

σMod
Σ (h) = h
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Lema 19. σMod
Σ es functor suryectivo en objetos y full sobre Img(ρMod

Σ ), para todo Σ ∈
|SignRA|.

Demostración. Veamos primero que σMod
Σ es functor. ComoM = 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id, ∗〉

es un modelo de RA∗, entonces la Definición 51 nos asegura que 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉
es un modelo de RA. Como, en particular, es un modelo de la signatura Σ tenemos que
σMod

Σ (M) ∈ |ModRA(Σ)|. Luego, dado un homomorfismo h entre modelos de RA∗ se pue-
de mostrar también es un homomorfismo entre modelos de RA, por lo tanto σMod

Σ (h) ∈
||ModRA(Σ)||. También se puede mostrar que el homomorfismo identidad para un modelo
M de RA∗ se comporta como el homomorfismo identidad para el modelo σMod

Σ (M) y,
por lo tanto, σMod

Σ (idM) = idσMod
Σ (M). Luego, como σMod

Σ (h) = h se puede mostrar que

σMod
Σ (h2 ◦ h1) = σMod

Σ (h2) ◦ σMod
Σ (h1).

Veamos ahora que, dado Σ ∈ |SignRA|, entonces σMod
Σ suryectivo en objetos y full

sobre Img(ρMod
Σ ). Para ver que es suryectivo en objetos debemos mostrar para todo mo-

delo MFOL= ∈ |ModFOL=(ρSign
op

(Σ))| existe un modelo MRA∗ ∈ |ModRA∗(σSign
op

(Σ))|
tal que σMod

Σ (MRA∗) = ρMod
Σ (MFOL=). Primero debemos notar que ρMod

Σ (MFOL=) es un

modelo del Álgebra Relacional de la forma 〈{Ri}i∈I , 2U×U ,∪,∩, –, ∅, U × U, ◦ ,^ , Id〉.
Luego, por como está definido σMod

Σ , el modelo MRA∗ que satisface la propiedad ex-
presada anteriormente es 〈{Ri}i∈I , 2U×U ,∪,∩, –, ∅, U × U, ◦,^ , Id, ∗〉. Bajo un razona-
miento similar se puede mostrar que la igualdad también vale para homomorfismos en
|ModFOL=(ρSign

op
(Σ))| y en |ModRA∗(σSign

op
(Σ))| respectivamente y que, por lo tanto,

σMod
Σ es full sobre Img(ρMod

Σ ).

Lema 20. σMod es transformación natural

Demostración. Debemos mostrar que dado δ : Σ→ Σ′ ∈ ||SignRA||, entonces ModRA(δop)◦
σMod

Σ′ = σMod
Σ ◦ModRA∗(σSign

op
(δop)). Dado un modeloM′ = 〈{R′i}i∈I′ , A′,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id, ∗〉

se puede mostrar que

(ModRA(δop) ◦ σMod
Σ′ )(M) = 〈{Ri}i∈I , A′,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id〉

= (σMod
Σ ◦ModRA∗(σSign

op
(δop)))(M)

donde Ri = R′δ(i) para todo i ∈ I. Esto surge de hacer las siguientes dos observacio-

nes, (1) tanto σMod
Σ′ como σMod

Σ aplican la misma transformación: quitar del modelo la
interpretación ∗ del śımbolo de clausura; (2) las signaturas de RA∗ son exactamente las
mismas que las de RA y las transformaciones de modelos por signatura ModRA(δop) y
ModRA∗(σSign

op
(δop)) tienen esencialmente el mismo comportamiento.

Bajo un razonamiento similar se puede mostrar la igualdad anterior para cualquier
homomorfismo h en ||ModRA∗(σSign

op
(Σ′))||.

Lema 21. σ : RA → RA∗ preserva a condición de satisfacción de la Definición 28 (Co-
morfismo de instituciones).

Demostración. Debemos mostrar que dado Σ ∈ |SignRA|, para cualquier α ∈ SenRA(Σ) y
M∈ |ModRA∗(σSign

op
(Σ))|, vale que M |=RA∗

σSign(Σ)
σSenΣ (α) sii σMod

Σ (M) |=RA
Σ α .
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Sabemos que M tiene la siguiente estructura 〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦ ,^ , Id, ∗〉 y
que α es de la forma r = s con r, s ∈ RelDes(Σ). Por otro lado tenemos que σSenΣ (r = s) ≡
r = s, es decir, una fórmula en RA también es una fórmula en RA∗, y que σMod

Σ (M) =
〈{Ri}i∈I , A,∪,∩, –, ∅, E, ◦,^ , Id〉, es decir, la transformación le quita al modelo de RA∗
la interpretación del śımbolo de clausura. Entonces la preservación de la condición de
satisfacción surge de observar que si un modeloM de RA∗ hace verdadera una fórmula r =
s que no contiene al śımbolo de clausura ∗, entonces al quitarle al modelo la interpretación
de la clausura ∗ el modelo resultante también hace verdadera la fórmula r = s. El mismo
razonamiento se aplica en la dirección opuesta y se demuestra la doble implicación.



5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

5.1. Conclusiones

En este trabajo nos propusimos extender las herramientas de la Teoŕıa de Instituciones
para poder capturar la relación entre dos lenguajes lógicos cuando ninguno es capaz de
subsumir completamente al otro, es decir, la noción de traducción parcial entre lenguajes
lógicos. Los resultados principales del trabajo, presentados en la Sección 3, muestran una
formalización de está noción en el contexto de la Teoŕıa de Instituciones. En particular
muestran también que, para preservar información relevante acerca de relaciones entre
reductos como se propone en la Definición 33 de comorfismo parcial fuerte, son necesarias
ciertas condiciones fuertes sobre las estructura de las categoŕıas de modelos de las lógicas
involucradas. Luego, las construcciones concretas presentadas en el apartado 3.2 nos dan
la garant́ıa de que este tipo de relaciones existen y pueden ser construidas a partir de
relaciones ya presentes en la Teoŕıa de Instituciones.

Por último, el caso de estudio presentado en la Sección 4 muestra la forma en que una
conocida relación entre dos lenguajes lógicos puede ser formalizada a partir del uso de
nuestra definición de co-morfismo parcial. En este punto vale la pena aclarar que, si bien
el fragmento de la lógica de origen que podemos traducir es un lenguaje lógico estudiado
en śı mismo (nos referimos a RA), nuestras definiciones y el caso de estudio presentado nos
dan la pauta de que estas relaciones podŕıan definirse incluso cuando el sublenguaje no sea
de ningún interés particular salvo por la propiedad de ser traducible en forma equipolente.

5.2. Preguntas de investigación que se abren a partir de este trabajo

A continuación presentaremos algunas preguntas de investigación que se ponen de
relieve a partir del presente trabajo y que, o bien han sido resueltas pero no forman parte
de este, o demandarán un esfuerzo futuro en ser respondidas.

5.2.1. ¿Las instituciones junto con los comorfismos parciales concretos
forman una categoŕıa?¿Cuáles son sus propiedades estructurales?

La primera pregunta que cabe hacerse una vez que se definen ciertas relaciones entre
objetos de determinada caracteŕıstica es si estos forman una categoŕıa o no. Al mismo
tiempo, una vez demostrado que estos forman una categoŕıa cabe preguntarse acerca de
las propiedades estructurales de esta.

Sabemos que la respuesta a la primera pregunta es afirmativa aunque dicho resultado,
si bien desarrollado por el autor del presente trabajo, en colaboración con su director y sus
colegas Thomas S.E. Maibaum y Fabio Gadducci, no forma parte del presente trabajo. La
demostración de dicha propiedad se obtiene como consecuencia de las siguientes observa-
ciones1: 1.- Existen los comorfismos parciales identidad, 2.- La composición de comorfismos

1 Aśı como no ahondaremos sobre la demostración de las propiedades, tampoco incluiremos las defini-

45



46 5. Conclusiones y trabajo futuro

arroja como resultado un comorfismo, 3.- Los comorfismos “inversibles” son monic, 4.- La
composición de comorfismos monic arroja como resultado un comorfismo monic, y 5.- La
categoŕıa formada por las instituciones y los comorfismos es completa,

La segunda pregunta requiere una elaboración más profunda y una posible respuesta
podŕıa provenir de estudiar la posibilidad de generalizar las propiedades de completitud
y cocompletitud de las categoŕıas formadas por las instituciones junto con morfismos y
comorfismos.

5.2.2. Reestructuración de lenguajes

En el diseño y análisis de artefactos de software en la ingenieŕıa de software, se suele
asumir que los elementos están especificados en un lenguaje particular fijo de antemano.
Aśı, cualquier modificación sobre el lenguaje de especificación y diseño, es considerada
como offline y fuera de dicho proceso. Nuestra definición de comorfimo parcial concre-
to podŕıa habilitar la posibilidad de reestructurar el lenguaje heterogéneo subyacente a
partir de la aplicación de la construcción double pushout, de acuerdo a lo presentado en
la teoŕıa de adhesive categories presentada por Lack en [LS05]. Más precisamente [GL12,
Theorem A] sirviendo el propósito de demostrar que los pushouts elegidos en la definición
son preservados por los pullbacks.

5.2.3. Morfismos y comorfismo basados en traducciónes de presentacio-
nes de teoŕıas

A pesar de su flexibilidad, los comorfismos parciales no cubren todos los distintos tipos
de relaciones entre lógicas. Un ejemplo de esto es el hecho de que la fórmula

∧
i∈I αi

de Lω1,ω puede ser traducida a la presentación de teoŕıa {αi}i∈I en FOL=. Entonces,
es preciso discutir cómo los avances mencionados sobre heterogeneidad y adhesividad se
pueden extender al considerar una generalización de los comorfismos ρ : I→ I′ que difiere
en el modo en que las fórmulas son traducidas entre los lenguajes lógicos, esto es, no
recurriendo a una familia natural de funciones ρSenΣ : Sen(Σ) → ρSig ◦ Sen′(Σ) en la que
cada Σ-fórmula en I es traducida a una única ρSig(Σ)-fórmula en I′, sino permitiendo que
conjuntos de fórmulas sean traducidos a conjuntos de fórmulas de manera que se preserve
semántica.

5.2.4. Flattening de Grothendieck institutions con morfismos y comor-
fismos parciales

Las herramientas heterogéneas se basan, en su mayoŕıa, en el uso de Grothendieck
institutions [Dia08] como descripción formal del lenguaje heterogéneo. Entonces nuestro
trabajo requiere explorar una definición alternativa de flattening que sea compatible con
traducciones parciales.

ciones necesarias como la de morfismo monic o categoŕıa completa.
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Prida, Manuel Garrido, Daniel Lascar, and Mario Rodŕıguez Artalejo, editors,
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5. LEMAS Y RESULTADOS USADOS EN LAS DEMOSTRACIONES

En esta sección presentaremos algunos lemas y resultados que fueron necesarios para
poder demostrar las propiedades estudiadas en el presente trabajo.

5.3. Lemas utilizados en la construcción de comorfismo parcial débil

A partir de ahora llamaremos I0 a la estructura 〈Sign0,Sen0,Mod0, {|=0
Σ}Σ∈|Sign0|〉

tal que:

Sign0 = Img(σSign),

Sen0(Σ) = Img(σSenΣ′′ ) para Σ ∈ |Sign0|, donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ), y Sen0(δ) =
Sen(δ)|Sen0(Σ1) para δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0||,

Mod0 = Mod|Sign0

|=0
Σ es la restricción de |=Σ a las fórmulas de |Sen0(Σ)|, para Σ ∈ |Sign0|

Donde I, I′ e I′′ son las instituciones 〈Sign,Sen,Mod, {|=Σ}Σ∈|Sign|〉, 〈Sign′,Sen′,Mod′, {|=′Σ′
}Σ′∈|Sign′|〉 y 〈Sign′′,Sen′′,Mod′′, {|=′′Σ′′}Σ′′∈|Sign′′|〉 respectivamente, y ρ : I′′ → I′ es un co-
morfismo entre instituciones y σ : I′′ ↪→ I es un comorfismo entre instituciones que cumple
las siguientes restricciones:

σSign es functor inyectivo en objetos y faithful,

σSenΣ′′ es función inyectiva, para todo Σ′′ ∈ Sign′′,

σMod
Σ′′ es functor suryectivo en objetos y full sobre Img(ρMod

Σ′′ ), para todo Σ′′ ∈ Sign′′,

También γ a la estructura γ = 〈γSign, γSen, γMod〉 : I 9 I′ definida como sigue:

γSign = ρSign ◦ (σSign)−1

γSenΣ = ρSenΣ′′ ◦ (σSenΣ′′ )−1 para todo Σ ∈ |Sign0|, donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ),

γMod
Σ (M′) = 〈O,A〉 para todo Σ ∈ |Sign0| y M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ)|. Donde
O =

{
M
∣∣σMod

Σ′′ (M) = ρMod
Σ′′ (M′)

}
y A =

{
idM

∣∣σMod
Σ′′ (M) = ρMod

Σ′′ (M′)
}

.

Lema 22. I0 es Institución.

Demostración. Por Lema 1, como σSign es inyectivo en objetos y faithful tenemos que
Img(σSign) es categoŕıa, y por lo tanto Sign0 también lo es. Por Lema 24 tenemos que
Sen0 efectivamente se comporta como un functor. En la definición de restricción de functor
vemos que Mod0 preserva las propiedades del functor original, y por lo tanto, se comporta
como un functor. {|=0

Σ}Σ∈|Sign0| es una familia de relaciones binarias |=0
Σ ⊆ |Mod0(Σ)|×
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Sen0(Σ). Como I es institución satisface la condición de |=-invarizanza, por lo tanto, como
I0 se obtiene a partir de una restricción de I, se puede mostrar que satisface la condición
de |=0-invarizanza.

Lema 23. I0 es subinstitución de I.

Demostración. Como σSign : Sign′′ → Sign es functor, del Lema 1 se deduce que Sign0 =
Img(σSign) es subcategoŕıa de Sign. Del Lema 24 se sigue que Sen0 es subfunctor de Sen.
Como Mod0 es la restricción de dominio de Mod se puede mostrar que es subfunctor de
Mod. Por último, como |=0 es una restricción de |=, se puede mostrar que |=0

Σ ⊆ |=Σ

para Σ ∈ |Sign0|.

Lema 24. Sen0 es functor, y en particular es subfunctor de Sen
∣∣
Sign0.

Demostración. Veamos primero que para cada objeto en el dominio de Sen0 el resultado
es un objeto en Set. Dado Σ ∈ |Sign0| se puede ver que Sen0(Σ) ∈ |Set| ya que la imagen
de σSenΣ′′ es un conjunto.

Veamos que se preservan las identidades, es decir que Sen0(idΣ) = idSen0(Σ). Por defi-

nición tenemos que Sen0(idΣ) = Sen(idΣ)
∣∣
Sen0(Σ)

. Como Sen es functor tenemos que

Sen(idΣ) = idSen(Σ), esta es la función identidad para el conjunto Sen(Σ). Notar que

Sen0(Σ) ⊆ Sen(Σ) ya que Sen0(Σ) está definida como la imagen de una función cuyo
codominio es Sen(Σ). Teniendo esto en cuenta tenemos que la función Sen0(idΣ) es la
restricción de la función identidad para el conjunto Sen(Σ) al dominio Sen0(Σ). Esta es
la función identidad para el conjunto Sen0(Σ), es decir idSen0(Σ).

Veamos que si δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0|| entonces Sen0(δ) : Sen0(Σ1) → Sen0(Σ2) ∈
||Set||. Por definición tenemos que Sen0(δ) = Sen(δ)

∣∣
Sen0(Σ1)

. Como Sen es functor te-

nemos que Sen(δ) : Sen(Σ1) → Sen(Σ2) ∈ ||Set||. Por la restricción del functor es claro
que el dominio de Sen0(δ) es Sen0(Σ1), entonces basta ver que se puede definir Sen0(Σ2)
como codominio. Esto sigue de que, por Lema 25, tenemos que Img(Sen(δ)

∣∣
Sen0(Σ1)

) ⊆
Sen0(Σ2).

Veamos ahora que Sen0 preserva composición. Sea δ1 : Σ1 → Σ2 y δ2 : Σ2 → Σ3 ∈ ||Sign0||
tenemos que:

Sen0(δ2 ◦ δ1) = Sen(δ2 ◦ δ1)
∣∣
Sen0(Σ1)

[ por definición de Sen0 ]

= (Sen(δ2) ◦ Sen(δ1))
∣∣
Sen0(Σ1)

[ pues Sen es functor ]

= Sen(δ2) ◦ Sen(δ1)
∣∣
Sen0(Σ1)

= Sen(δ2)
∣∣
Sen0(Σ2)

◦ Sen(δ1)
∣∣
Sen0(Σ1)

[ por Lema 25 tenemos que

Img(Sen(δ1))
∣∣
Sen0(Σ1)

) ⊆ Sen0(Σ2) ]

= Sen0(δ2) ◦ Sen0(δ1) [ por definición de Sen0 ]

Probemos ahora que Sen0 es subfunctor de Sen
∣∣
Sign0 . Sea una signatura Σ ∈ |Sign0|

tenemos que Sen0(Σ) = Img(σSenΣ′′ ) donde Σ′′ = σSign
−1

(Σ). Tenemos además que el
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codominio de σSenΣ′′ es Sen(Σ), por lo tanto Img(σSenΣ′′ ) ⊆ Sen(Σ). Como Σ está en Sign0

esto es lo mismo que Img(σSenΣ′′ ) ⊆ Sen
∣∣
Sign0(Σ).

Sea un morfismo δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0|| tenemos que Sen0(δ) = Sen(δ)|Sen0(Σ1). Como

δ está en ||Sign0|| tengo que, en particular, Sen(δ)|Sen0(Σ1) = (Sen
∣∣
Sign0(δ))

∣∣∣
Sen0(Σ1)

.

Para poder mostrar la conmutatividad de la familia de funciones γSen, y aśı poder
probar que es una transformación natural, vamos a necesitar plantear la composición de
funciones que indica el diagrama de la Definición 17. Para que esa composición tenga
sentido necesitamos probar la siguiente inclusión.

Lema 25. Sea δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0||, entonces Img(Sen(δ)|Sen0(Σ1)) ⊆ Sen0(Σ2).

Demostración. Como σSen es transformación natural tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

Sen′′(Σ′′2)

6

Sen′′(δ′′)

Sen′′(Σ′′1)

-
σSenΣ′′2 Sen(Σ2)

6

Sen(δ)

Sen(Σ1)-

σSenΣ′′1

⊙ Σ′′2
6

δ′′

Σ′′1

Vamos a probar el lema por reducción al absurdo. Supongamos Img(Sen(δ)|Sen0(Σ1)) *
Sen0(Σ2). Entonces existe una fórmula α ∈ Sen0(Σ1) tal que Sen(δ)(α) /∈ Sen0(Σ2).
De la definición de Sen0 se sigue que α ∈ |Img(σSenΣ′′1

)|. Esto quiere decir que existe

otra fórmula α′′ ∈ Sen′′(Σ′′1) tal que σSenΣ′′1
(α′′) = α. Como el diagrama que presentamos

anteriormente conmuta, si tomamos el objeto α′′ tenemos que:

σSenΣ′′2
(Sen′′(δ′′)(α′′)) = Sen(δ)(σSenΣ′′1

(α′′)) [ pues σSen es transformación natural ]

= Sen(δ)(α) [ pues σSenΣ′′1
(α′′) = α ]

Pero entonces Sen(δ)(α) ∈ Img(σSenΣ′′2
). Por definición de Sen0 esto quiere decir que

Sen(δ)(α) ∈ Sen0(Σ2), lo cual es absurdo.

El siguiente lema nos asegura la conmutatividad del diagrama que plantea la Defini-
ción 17 para la familia de funciones γSen, y eso nos va a permitir mostrar que se comporta
como una transformación natural.

Lema 26. Sea δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0||, entonces γSenΣ2
◦ Sen0(δ) = Sen′(γSign(δ)) ◦ γSenΣ1

.

Demostración. Como σSen es transformación natural tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:
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Sen′′(Σ′′2)

6

Sen′′(δ′′)

Sen′′(Σ′′1)

-
σSenΣ′′2 Sen(Σ2)

6

Sen(δ)

Sen(Σ1)-

σSenΣ′′1

⊙ Σ′′2
6

δ′′

Σ′′1

Por hipótesis tenemos que cada σSenΣ′′ es inyectiva, por lo tanto podemos tomar la in-
versa parcial y obtenemos el siguiente diagrama:

Sen′′(Σ′′2)

6

Sen′′(δ′′)

Sen′′(Σ′′1)

�
(σSenΣ′′2

)−1

Img(σSenΣ′′2
)

6

Sen(δ)

Img(σSenΣ′′1
)�

(σSenΣ′′1
)−1

Σ′′2
6

δ′′

Σ′′1

Por Lema 25 tenemos que Img(Sen(δ)|Sen0(Σ1)) ⊆ Sen0(Σ2) y además Sen0(Σ1) =

Img(σSenΣ′′1
) y Sen0(Σ2) = Img(σSenΣ′′2

). Esto nos asegura que es correcto el target planteado

para la flecha Sen(δ) en este nuevo diagrama. Considerando la definición de Sen0 obte-
nemos esta versión del diagrama:

Sen′′(Σ′′2)

6

Sen′′(δ′′)

Sen′′(Σ′′1)

�
(σSenΣ′′2

)−1

Sen0(Σ2)

6

Sen0(δ)

Sen0(Σ1)�

(σSenΣ′′1
)−1

Σ′′2
6

δ′′

Σ′′1

Veamos que este diagrama conmuta. Sea α ∈ Sen0(Σ1), por un lado tenemos que

Sen′′(δ′′) ◦ (σSenΣ′′1
)−1(α) = Sen′′(δ′′)(α′′) [ con α′′ ∈ Sen′′(Σ′′1)

y σSenΣ′′1
(α′′) = α ]

y por otro lado tenemos que

(σSenΣ′′2
)−1 ◦ Sen0(δ)(α) = (σSenΣ′′2

)−1 ◦ Sen0(δ)(σSenΣ′′1
(α′′)) [ pues α = σSenΣ′′1

(α′′) ]

= (σSenΣ′′2
)−1((σSenΣ′′2

) ◦ Sen′′(δ′′)(α′′)) [ pues σSenes

transformación natural ]
= Sen′′(δ′′)(α′′)

Como ambas composiciones dan el mismo objeto obtenemos que el diagrama conmuta. Por
otro lado como ρSen es transformación natural tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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Sen′(ρSign(Σ′′2))

6

Sen′(ρSign(δ′′))

Sen′(ρSign(Σ′′1))

�
ρSenΣ′′2 Sen′′(Σ′′2)

6

Sen′′(δ′′)

Sen′′(Σ′′1)�

ρSenΣ′′1

⊙ Σ′′2
6

δ′′

Σ′′1

Como γSen está definido a partir de la familia de funciones γSenΣ = ρSenΣ′′ ◦ (σSenΣ′′ )−1 el
diagrama que caracteriza la transformación natural surge de la composición de los dos
últimos diagramas:

Sen′(ρSign(Σ′′2))

6

Sen′(ρSign(δ′′))

Sen′(ρSign(Σ′′1))

�
ρSenΣ′′2

�

ρSenΣ′′1

⊙ Sen′′(Σ′′2)

6

Sen′′(δ′′)

Sen′′(Σ′′1)

�
(σSenΣ′′2

)−1

Sen0(Σ2)

6

Sen0(δ)

Sen0(Σ1)�

(σSenΣ′′1
)−1

⊙ Σ′′2
6

δ′′

Σ′′1

Como ambos diagramas conmutan se puede deducir que este nuevo diagrama también
conmuta. Entonces podemos afirmar que ρSenΣ′′2

◦ (σSenΣ′′2
)−1 ◦ Sen0(δ) = Sen′(ρSign(δ′′)) ◦

ρSenΣ′′1
◦(σSenΣ′′1

)−1. Que por definición de γ es lo mismo que γSenΣ2
◦Sen0(δ) = Sen′(γSign(δ))◦

γSenΣ1
.

Los siguientres tres lemas nos permiten mostrar la satisfacción de las condiciones que
impone la Definición 32. Notar que son las mismas condiciones que impone la Definición 33
y por lo tanto también serán de utilidad en la construcción del comorfismo parcial fuerte.

Lema 27 (Satisfacción de la Condición 1 de la Definición 32). Para todo Σ ∈ |Sign0|,M′ ∈
|(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ)| vale que γMod
Σ (M′) ⊆Mod(Σ).

Demostración. Tenemos que los modelos M ∈ |γMod
Σ (M′)| son aquellos que verifican

σMod
Σ′′ (M) = ρMod

Σ′′ (M′). Es decir que, necesariamente vale que M ∈ |Dom(σMod
Σ′′ )|, y

además |Dom(σMod
Σ′′ )| = |Mod(Σ)|. Luego tenemos que los únicos morfismos en ||γMod

Σ (M′)||
son las identidades de los modelos, como Mod(Σ) es categoŕıa las identidades necesaria-
mente están.

Lema 28 (Satisfacción de la Condición 2 de la Definición 32). Para todo Σ ∈ |Sign0|, α ∈
|Sen0(Σ)|,M′ ∈ |Mod′ ◦ γSignop

(Σ)| vale que: para todo modelo M en γMod
Σ (M′) se

satisface que M |=Σ α sii M′ |=′
γSign(Σ)

γSenΣ (α).

Demostración. Sea Σ′′ ∈ |Sign′′| tal que Σ′′ = (σSign)−1(Σ). Sea α′′ ∈ Sen′′(Σ′′) tal
que α′′ = (σSenΣ′′ )−1(α). Por Lema 27 tengo que M ∈ Mod(Σ), luego como σ es comor-
fismo se preserva la condición de satisfacción. Por lo tanto tenemos que M |=σSign(Σ′′)

σSenΣ′′ (α′′) sii σMod
Σ′′ (M) |=′′Σ′′ α′′. Reemplazando Σ′′ y α′′ obtenemos:
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M |=Σ α sii σMod
Σ′′ (M) |=′′

(σSign)−1(Σ)
(σSenΣ′′ )−1(α) [ pues Σ′′ = (σSign)−1(Σ) y

α′′ = (σSenΣ′′ )−1(α) ]
sii ρMod

Σ′′ (M′) |=′′
(σSign)−1(Σ)

(σSenΣ′′ )−1(α) [ pues como M∈ |γMod
Σ (M′)|

vale σMod
Σ′′ (M) = ρMod

Σ′′ (M′) ]
sii M′ |=′

ρSign((σSign)−1(Σ))
ρSenΣ′′ ((σSenΣ′′ )−1(α)) [ por condición de satisfacción

del comorfismo ρ ]
sii M′ |=′

γSign(Σ)
γSenΣ (α) [ aplicando definición de γSign y γSen ]

5.4. Lemas utilizados en la construcción de comorfismo parcial fuerte

A partir de ahora llamaremos γ a la estructura 〈γSign, γSen, {γMod
Σ }Σ∈|Sign0|, {γMod

σ }σ∈||Sign0||〉 :
I 9 I′ definida como sigue:

γSign y γSen se definen tal como fueron presentados en la demostración del Teore-
ma 2.

γMod
Σ =

←−−−
σMod

Σ′′ ◦ ρMod
Σ′′ donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ) y

←−−−
σMod

Σ′′ : Img(σMod
Σ′′ )→ Cat se define

de la siguiente manera:

•
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′) = 〈O,A〉 para todo M′′ ∈ |Img(σMod
Σ′′ )|.

Donde O =
{
M
∣∣σMod

Σ′′ (M) =M′′
}

y A =
{
idM

∣∣σMod
Σ′′ (M) =M′′

}
•
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′ :M′′1 →M′′2) :
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)→
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2), para todo h′′ ∈ ||Img(σMod
Σ′′ )||,

es un functor que se define de la siguiente manera:

◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h)(M1) =M2 para todo M1 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)|. Donde M2 es el único

objeto en |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2)| que, por hipótesis verifica σMod
Σ′′ (h : M1 → M2) =

h′′.

◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h)(idM1 ) = idM2 para todo M1 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)|. Donde M2 es el

único objeto en |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2)| que, por hipótesis verifica σMod
Σ′′ (h : M1 →

M2) = h′′.

(γMod
δ )M′ = Mod(δop)

∣∣
γMod

Σ2
(M′) para todo M′ ∈ |(Mod′ ◦ γSignop

)(Σ2)| y δ : Σ1 →

Σ2 ∈ ||Sign0||.

Lema 29.
←−−−
σMod

Σ′′ : Img(σMod
Σ′′ )→ Cat es functor.

Demostración. Por Lema 1 tenemos que Img(σMod
Σ′′ ) es categoŕıa. SeaM′′1 ∈ Img(σMod

Σ′′ ) la

definición nos dice que
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1) está conformado por el conjunto de objetos preimagen
de M′′1, y las identidades asociadas a los objetos. Por lo tanto, se puede mostrar que un
conjunto de objetos y el conjunto de identidades de estos objetos se comportan como una

categoŕıa, en particular una categoŕıa discreta. Entonces tenemos que
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1) ∈ |Cat|.



5.4. Lemas utilizados en la construcción de comorfismo parcial fuerte 59

Dado h′′ :M′′1 →M′′2 ∈ ||Img(σMod
Σ′′ )|| la definición nos dice que

←−−−
σMod

Σ′′ (h′′) :
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)→
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2) es el functor caracterizado por el conjunto de flechas preimagen de h′′. Vea-

mos por qué esto define efectivamente un functor. Para M1 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)|, por hipótesis

existe un único M2 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′2)| tal que h0 : M1 → M2 ∈ ||Mod ◦ σSign(Σ′′)|| y

σMod
Σ′′ (h0) = h′′. La definición de

←−−−
σMod

Σ′′ justamente nos dice que
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′)(M1) =M2. Por

otro lado, como
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1) es una categoŕıa discreta sus únicos morfismos son idM. La

definición de
←−−−
σMod

Σ′′ nos dice que
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′)(idM1) = idM2 . De esto se deduce que
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′)
preserva identidades y que preserva las únicas composiciones de la categoŕıa, a saber, mul-

tiples aplicaciones de la identidad de un mismo objeto. Por lo tanto
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′) es functor,

es decir
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′) ∈ ||Cat||.

Resta ver que
←−−−
σMod

Σ′′ preserva composición. Sean h′′ : M′′1 →M′′2 y g′′ : M′′2 →M′′3 ∈
||Img(σMod

Σ′′ )|| veamos que
←−−−
σMod

Σ′′ (g′′ ◦ h′′) =
←−−−
σMod

Σ′′ (g′′) ◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′). Por hipótesis, tenemos

que para todo M1 ∈ |
←−−−
σMod

Σ′′ (M′′1)| existe un único M2 tal que hay un h0 : M1 → M2 ∈
||Mod ◦ σSign(Σ′′)|| y σMod

Σ′′ (h0) = h′′. Dado ese M2, por hipótesis tenemos, además, que
existe un únicoM3 tal que hay un g0 :M2 →M3 ∈ ||Mod◦σSign(Σ′′)|| y σMod

Σ′′ (g0) = g′′.
Por lo tanto tenemos que

←−−−
σMod

Σ′′ (g′′) ◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′)(M1) =
←−−−
σMod

Σ′′ (g′′)(M2) [ pues h0 :M1 →M2 y σMod
Σ′′ (h0) = h′′ ]

= M3 [ pues g0 :M2 →M3 y σMod
Σ′′ (g0) = g′′ ]

De manera análoga se llega a que
←−−−
σMod

Σ′′ (g′′) ◦
←−−−
σMod

Σ′′ (h′′)(idM1) = idM3 . Como Mod ◦
σSign(Σ′′) es categoŕıa podemos afirmar que g0 ◦ h0 :M1 →M3 ∈ ||Mod ◦ σSign(Σ′′)|| y
como Img(σMod

Σ′′ ) es categoŕıa tenemos además que g′′ ◦ h′′ : M′′1 →M′′3 ∈ ||Img(σMod
Σ′′ )||.

Entonces por hipótesis tenemos que g0 ◦ h0 es el único morfismo desdeM1 hastaM3 que

verifica σMod
Σ′′ (g0 ◦ h0) = g′′ ◦ h′′. Entonces por definición de

←−−−
σMod

Σ′′ tenemos que
←−−−
σMod

Σ′′ (g′′ ◦
h′′)(M1) =M3 y que

←−−−
σMod

Σ′′ (g′′ ◦ h′′)(idM1) = idM3 .

A continuación mostramos que la categoŕıa de I0-reductos de un modelo M′ está
cerrada por las Sen0-propiedades que satisface.

Lema 30. Para todo Σ ∈ |Sign0|, α ∈ |Sen0(Σ)|,M′ ∈ |Mod′ ◦ γSignop
(Σ)| vale que: para

todo modelo M en Mod(Σ), si vale que M |=Σ α sii M′ |=′
γSign(Σ)

γSenΣ (α), entonces

M∈ |γMod
Σ (M′)|.

Demostración. Vamos a probarlo por reducción al absurdo. Asumamos que existe M ∈
Mod(Σ) que cumple la condición de satisfactibilidad para toda fórmula α, pero que ve-
rifica M /∈ |γMod

Σ (M′)|. Por definición de γMod
Σ esto significa que σMod

Σ′′ (M) 6= ρMod
Σ′′ (M′)

donde Σ′′ = (σSign)−1(Σ). Notar que tanto σMod
Σ′′ (M) como ρMod

Σ′′ (M′) son modelos de la
institución I′′, ambos pertenecen a |Mod′′(Σ′′)|. Por hipótesis tenemos que I′′ está cocien-
tada por equivalencia elemental, por lo tanto, como σMod

Σ′′ (M) y ρMod
Σ′′ (M′) son distintos

podemos afirmar que existe una formula ϕ′′ ∈ Sen′′(Σ′′) que los distingue. Es decir que
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verifica σMod
Σ′′ (M) 6|=′′Σ′′ ϕ′′ y ρMod

Σ′′ (M′) |=′′Σ′′ ϕ′′. Como σ es comorfismo y cumple la pre-
servación de satisfactibilidad tenemos queM 6|=Σ σSenΣ′′ (ϕ′′). Pero como ρ es comorfismo y
cumple la preservación de satisfactibilidad tenemos que:

ρMod
Σ′′ (M′) |=′′Σ′′ ϕ′′ sii M′ |=′

ρSign(Σ′′)
ρSenΣ′′ (ϕ′′) [ por preservación de

satisfactibilidad ]

sii M′ |=′
ρSign(Σ′′)

ρSenΣ′′ ((σSenΣ′′ )
−1

(σSenΣ′′ (ϕ′′))) [ pues (σSenΣ′′ )−1 ◦ (σSenΣ′′ )

es la identidad ]

sii M′ |=′
γSign(Σ)

γSenΣ (σSenΣ′′ (ϕ′′)) [ pues (ρSenΣ′′ ) ◦ (σSenΣ′′ )
−1

= γSenΣ ]

Entonces tenemos que

M 6|=Σ σSenΣ′′ (ϕ′′) y M′ |=′
γSign(Σ)

γSenΣ (σSenΣ′′ (ϕ′′))

Esto es absurdo ya que la fórmula σSenΣ′′ (ϕ′′) invalidaŕıa la preservación de satisfactibi-
lidad de γ que fue demostrada en el Lema 28.

Mostrar la siguiente inclusión nos permite plantear correctamente el esquema de con-
mutatividad de la familia de functores γMod

δ para luego mostrar que se comporta como
una transformación natural.

Lema 31. Img((γMod
δ )M′) ⊆ γMod

Σ1
(Mod′(γSign

op
(δop))(M′)) donde δ : Σ1 → Σ2 ∈

||Sign0|| y M′ ∈ |Mod′(γSign(Σ2))|.

Demostración. Veamos primero que la inclusión vale para objetos. Vamos a probarlo por
reducción al absurdo, asumimos que la propiedad no es cierta. Entonces existe M1 ∈
|γMod

Σ2
(M′)| tal que (γMod

δ )M′(M1) /∈ |γMod
Σ1

(Mod′(γSign
op

(δop))(M′))|.
En el Lema 30 vemos que la categoŕıa de I0-reductos del modelo Mod′(γSign

op
(δop))(M′)

está cerrada por las Sen0-propiedades que satisface. Entonces existe α ∈ |Sen0(Σ1)| tal
que:

(γMod
δ )M′(M1) |=Σ1 α pero Mod′(γSign

op
(δop))(M′) 6|=′

γSign(Σ1)
γSenΣ1

(α).

Por lo tanto tengo que:

Mod′(γSign
op

(δop))(M′) 6|=′
γSign(Σ1)

γSenΣ1
(α)

sii M′ 6|=′
γSign(Σ2)

Sen′(γSign(δ))(γSenΣ1
(α)) [ pues vale la condición de invarianza en I′

y γSign(δ) : γSign(Σ1)→ γSign(Σ2) ]
sii M′ 6|=′

γSign(Σ2)
γSenΣ2

(Sen(δ)(α)) [ pues Sen′(γSign(δ))(γSenΣ1
(α)) = γSenΣ2

(Sen(δ)(α))

ya que γSen es transformación natural ]
sii M1 6|=Σ2 Sen(δ)(α) [ por Lema 28 y ya que M1 ∈ |γMod

Σ2
(M′)| ]

Por otro lado tenemos que:
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(γMod
δ )M′(M1) |=Σ1 α

sii Mod(δop)(M1) |=Σ1 α [ por definición de (γMod
δ )M′ ]

sii M1 |=Σ2 Sen(δ)(α) [ pues vale la condición de invarianza en I
y δ : Σ1 → Σ2 ]

Veamos ahora que la inclusión vale para morfismos. Por definición tenemos que γMod
Σ2

(M′)
es una categoŕıa discreta. Es decir que los únicos morfismos que contiene son las identida-
des. Sea idM :M→M ∈ ||γMod

Σ2
(M′)|| tenemos que:

(γMod
δ )M′(idM) = Mod(δop)(idM) [ por definición de (γMod

δ )M′ ]
= idMod(δop)(M) [ pues Mod(δop) es functor ]

= id (γMod
δ )M′ (M) [ por definición de (γMod

δ )M′

y porque M∈ |γMod
Σ2

(M′)| ]

Por la demostración que expusimos en las lineas anteriores podemos afirmar que:

(γMod
δ )M′(M) ∈ |γMod

Σ1
(Mod′(γSign

op
(δop))(M′))|

Entonces el hecho de que la identidad id (γMod
δ )M′ (M) ∈ ||γMod

Σ1
(Mod′(γSign

op
(δop))(M′))||

se sigue de que γMod
Σ1

(Mod′(γSign
op

(δop))(M′)) es categoŕıa y que el objeto (γMod
δ )M′(M)

pertenece a la categoŕıa.

El siguiente lema nos asegura la conmutatividad del diagrama que plantea la Defini-
ción 17 para la familia de functores γMod

δ , y eso nos va a permitir mostrar que se comporta
como una transformación natural.

Lema 32. Para todo δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0|| y h′ :M′1 →M′2 ∈ ||Mod′(γSign(Σ2))|| vale
que (γMod

δ )M′2 ◦ γ
Mod
Σ2

(h′) = γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(h′)) ◦ (γMod

δ )M′1.

Demostración. Queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:

γMod
Σ2

(M′1)

?

γMod
Σ2

(h′)

γMod
Σ2

(M′2)

-
(γMod
δ )M′1

γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(M′1))

?

γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(h′))

γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(M′2))-

(γMod
δ )M′2

Donde δ : Σ1 → Σ2 ∈ ||Sign0|| y h′ :M′1 →M′2 ∈ ||Mod′(γSign(Σ2))||.
Veamos primero que dado un objeto en γMod

Σ2
(M′1) el diagrama conmuta. Como Mod′(δ′op)

es functor tenemos el siguiente diagrama conmutativo en la institución I′. Considerar que
δ′ = γSign(δ).
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M′1

?

h′

M′2

-
Mod′(δ′op)

Mod′(δ′op)(M′1)

?

Mod′(δ′op)(h′)
⊙

Mod′(δ′op)(M′2)-

Mod′(δ′op)

Consideremos Σ′′2 = (σSign)−1(Σ2). Sea un modelo M1 ∈ |γMod
Σ2

(M′1)|, tenemos que,

por definición σMod
Σ′′2

(M1) = ρMod
Σ′′2

(M′1). Por otro lado, como ρMod
Σ′′2

es functor tenemos que

ρMod
Σ′′2

(h′) : ρMod
Σ′′2

(M′1) → ρMod
Σ′′2

(M′2) ∈ ||Mod′′(Σ′′2)||. Entonces por hipótesis tenemos que

hay un único M2 que verifica σMod
Σ′′2

(M2) = ρMod
Σ′′2

(M′2) tal que existe un h :M1 →M2 ∈
||Mod(Σ2)|| que verifica σMod

Σ′′2
(h) = ρMod

Σ′′2
(h′). Notar además que, por definición, M2 ∈

|γMod
Σ2

(M′2)|. Con esta información, y como Mod(δop) es functor, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en la institución I:

M1

?

h

M2

-
Mod(δop)

Mod(δop)(M1)

?

Mod(δop)(h)
⊙

Mod(δop)(M2)-

Mod(δop)

Por como definimos γMod
Σ , sabemos que h caracteriza el mapeo de M1 para el functor

γMod
Σ2

(h′). Es decir que γMod
Σ2

(h′)(M1) =M2.

Volviendo a la igualdad que queremos probar desarrollemos el término del lado izquier-
do de la igualdad aplicado a M1 ∈ |γMod

Σ2
(M′1)|:

(γMod
δ )M′2 ◦ γ

Mod
Σ2

(h′)(M1) = (γMod
δ )M′2(M2) [ pues γMod

Σ2
(h′)(M1) =M2 ]

= Mod(δop)
∣∣
γMod

Σ2
(M′2)

(M2) [ por definición de (γMod
δ )M′2 ]

= Mod(δop)(M2) [ pues M2 ∈ |γMod
Σ2

(M′2)| ]

Desarrollemos ahora el término del lado derecho de la igualdad aplicado a M1 ∈
|γMod

Σ2
(M′1)|:

= γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(h′)) ◦ (γMod

δ )M′1(M1)

= γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(h′)) ◦Mod(δop)

∣∣
γMod

Σ2
(M′1)

(M1) [ por definición de (γMod
δ )M′1 ]

= γMod
Σ1

((Mod′ ◦ γSignop
(δop))(h′))(Mod(δop)(M1)) [ pues M1 ∈ |γMod

Σ2
(M′1)| ]

= γMod
Σ1

(Mod′(δ′op)(h′))(Mod(δop)(M1)) [ pues δ′ = γSign(δ) ]

= (
←−−−
σMod

Σ′′ ◦ ρMod
Σ′′ )(Mod′(δ′op)(h′))(Mod(δop)(M1)) [ por definición de γMod

Σ1
]

Resta ver que el functor (
←−−−
σMod

Σ′′ ◦ρMod
Σ′′ )(Mod′(δ′op)(h′)) aplicado al modelo (Mod(δop)(M1))
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da como resultado el modelo Mod(δop)(M2). Tenemos que Mod′(δ′op)(h′) : Mod′(δ′op)(M′1)→
Mod′(δ′op)(M′2) ∈ ||Mod′(Σ′1)|| y, por lo tanto, como ρMod

Σ′′1
es functor tenemos que

ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(h′)) : ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(M′1))→ ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(M′2)) ∈ ||Mod′′(Σ′′1)||.
Por otro lado tenemos que Mod(δop)(h) : Mod(δop)(M1)→Mod(δop)(M2) ∈ ||Mod(Σ1)||
y, por lo tanto, como σMod

Σ1
es functor tenemos que σMod

Σ1
(Mod(δop)(h)) : σMod

Σ1
(Mod(δop)(M1))→

σMod
Σ1

(Mod(δop)(M2)) ∈ ||Mod′′(Σ′′1)||.

Veamos ahora que σMod
Σ′′1

(Mod(δop)(h)) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(h′)). Tenemos que σMod
Σ′′2

(h) =

ρMod
Σ′′2

(h′). Entonces aplicando Mod′′(δ′′op) de ambos lados obtengo Mod′′(δ′′op)(σMod
Σ′′2

(h)) =

Mod′′(δ′′op)(ρMod
Σ′′2

(h′)). Desarrollemos el término izquierdo de esta igualdad:

Mod′′(δ′′op)(σMod
Σ′′2

(h)) = σMod
Σ′′1

(Mod(σSign
op

(δ′′op))(h)) [ pues σMod
Σ es transformación

natural ]
= σMod

Σ′′1
(Mod(δop)(h)) [ pues δop = σSign

op
(δ′′op) ]

Desarrollemos ahora el término derecho de la igualdad:

Mod′′(δ′′op)(ρMod
Σ′′2

(h′)) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(ρSign
op

(δ′′op))(h′)) [ pues ρMod
Σ es transformación

natural ]
= ρMod

Σ′′1
(Mod′(δ′op)(h′)) [ pues δ′op = ρSign

op
(δ′′op) ]

Como tenemos que σMod
Σ′′1

(Mod(δop)(h)) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(h′)) entonces podemos

afirmar que σMod
Σ′′1

(Mod(δop)(M1)) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(M′1)). Por hipótesis existe un úni-

co modeloM0 que verifica σMod
Σ′′1

(M0) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(M′2)) tal que existe un morfis-

mos h0 que verifica σMod
Σ′′1

(h0) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(h′)). Como tenemos que σMod
Σ′′1

(Mod(δop)(h)) =

ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(h′)) también podemos afirmar que σMod
Σ′′1

(Mod(δop)(M2)) = ρMod
Σ′′1

(Mod′(δ′op)(M′2)).

Entonces necesariamente tenemos que M0 = Mod(δop)(M2) y h0 = Mod(δop)(h).

Luego, por definición de
←−−−
σMod

Σ′′1
tenemos que la flecha Mod(δop)(h) caracteriza el fun-

ctor
←−−−
σMod

Σ′′1
(ρMod

Σ′′1
(Mod′(δ′op)(h′))) para el objeto (Mod(δop)(M1)). Es decir, concluimos

que
←−−−
σMod

Σ′′1
(ρMod

Σ′′1
(Mod′(δ′op)(h′)))(Mod(δop)(M1)) = Mod(δop)(M2).

Veamos ahora que dada una flecha en γMod
Σ2

(M′1) el diagrama conmuta. Por definición

tenemos que γMod
Σ2

(M′1) es una categoŕıa discreta, es decir que los únicos morfismos que

contiene son las identidades de los objetos. Sea idM : M →M ∈ ||γMod
Σ2

(M′1)|| el hecho
de que el diagrama conmuta para el morifmos idM se sigue directamente del hecho de que
conmuta para el objetoM, lo cual fue probado oportunamente en las lineas anteriores.


