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Resumen

En los ultimos afios se han desarrollado distintas extensiones al calculo lambda buscando len-
guajes de programacién cudnticos siguiendo el modelo de “control cudntico”. Este modelo, a di-
ferencia del de “control clasico”, describe las operaciones cudnticas de manera explicita, incorpo-
rando conceptos de la computacion cudntica como el de las superposiciones al calculo. Ejemplos
de tales lenguajes son Lambda-S y Lambda-S;. El primero enfocado principalmente en incorporar
la medicion cudntica a los cdlculos anteriores donde todas las operaciones son lineales. El segundo
asegura que las superposiciones se mantienen en la esfera de médulo 1 haciendo que las operacio-
nes sean isometrias, lo que es también un requisito para la computacién cudntica. En esta tesis se
define Lambda-S7, que es un célculo que preserva la norma de las superposiciones, asegura que
las operaciones son isometrias, y a la vez incorpora la medicion cudntica. Se define el lenguaje, se
prueban la propiedad de subject reduction, progreso, preservacion de la normal y un resultado de
expresividad.

Palabras clave: célculo lambda, computacidn cudntica, medicidn cudntica, compuertas cudnticas






Capitulo 1

Introduccion

En computacién, para modelar lenguajes de programacion secuencial se utiliza un formalismo
conocido como lambda cdlculo, que permite estudiar las propiedades de los programas. Este for-
malismo se basa en las nociones de funcién y de aplicaciéon de una funcién a un argumento. Una
funcion se construye abstrayendo sobre una variable en una expresion. La aplicacion, en tanto, se
obtiene sustituyendo en la expresion la variable abstraida por el argumento al cual se aplica.

En computacién cudntica existen diversos enfoques para formalizar el estudio del comporta-
miento de los programas cudnticos. Muchos de ellos toman el lambda cédlculo como base y buscan
hacer extensiones que permitan capturar las caracteristicas de la computacion cudntica.

La computacién cudntica tiene restricciones impuestas por el modelo fisico. Las mismas son
la imposibilidad de clonar un qubit, obteniendo una copia del mismo, y que toda superposicion
de estados que conforma un qubit se mantenga en la esfera unitaria. La primera se sigue de un
resultado segun el cual no existe en el modelo fisico una transformacion tal que realice una copia
y la segunda es un postulado de dicho modelo.

Mientras que la computacion cldsica se basa en listas de bits, o digitos binarios, y operaciones
sobre los mismos, en computacion cudntica el elemento basico es el bit cudntico, o gubit, con el que
se forman sistemas de varios qubits y sobre los que se realizan operaciones. La cantidad de estados
que puede admitir un bit es igual a dos y y las operaciones sobre un bit pueden ser la negacion
(o sea cambiar de estado), la identidad o setear alguno de los dos estados independientemente de
aquel en el que esté. Esto es muy distinto en el caso de los qubits, ya que puede adoptar infinidad
de estados. Por otra parte, el estado de un bit cldsico puede conocerse mediante una simple lectura
que no tenga como efecto ninguna alteracién de su estado. En cambio, no existe una accién similar
que permita conocer el estado de un qubit y que no tenga un efecto sobre el mismo.

Un programa cudntico describe la evolucién de un sistema de qubits (0 memoria cudntica) ya
sea por medio de transformaciones unitarias o de mediciones. De este modo, pueden especificarse
las transformaciones indicando qué compuertas cudnticas se van a realizar y asi escribir un progra-
ma mediante un circuito cudntico. Sin embargo, también se han desarrollado diversos lenguajes de
programacion cudnticos que permiten programar con un mayor nivel de abstraccion que mediante
compuertas.

Estos lenguajes suelen clasificarse segin se ejerza un control cldsico o uno cudntico de los
programas [5, 4]. El enfoque de control cldsico incluye unos registros cudnticos sobre los que
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pueden aplicarse operaciones unitarias, junto a registros cldsicos que permiten guardar los resul-
tados de las mediciones y estructuras de control cldsico que permiten programar la evolucién. En
este modelo de “datos cudnticos, control cldsico” la memoria cudntica se incorpora como una ‘“caja
negra”. Como ejemplos de este tipo de lenguajes podemos mencionar quantum lambda calculus
[15], Quipper [12], QWIRE [14]y QML [17].

El otro modelo de “datos cudnticos, control cuantico” apunta a desarrollar lenguajes puramente
cuanticos que hagan explicita esa caja negra y que no escindan las estructuras de control de las
operaciones cudnticas que se aplican sobre los datos. Uno de los primeros lenguajes que cuadran
en este enfoque es Linear-algebraic lambda-calculus (o simplemente Lineal [1]), el cual es una
extension del calculo lambda no tipado y que permite superponer programas, aunque no permite
llevar a cabo mediciones. Esta superposicion es posible por la inclusion en el lenguaje de las
combinaciones lineales de los términos de modo tal que si s y ¢ son términos, entonces también lo
esu=0o-s+f-tdonde o, €C.

Otros lenguajes basados en Lineal son Lambda-S [4, 5, 8] y Lambda-S; [6, 10]. Como vere-
mos, Lambda-S se enfoca en incorporar la medicion al lenguaje mientras que Lambda-S; carece
de operador de medicidn pero asegura que las superposiciones se mantengan en la esfera unitaria
para satisfacer los requerimientos teéricos de la computacidn cudntica.

Si bien un lenguaje de programacion cudntico debe satisfacer la propiedad de no clonado, es
decir, no debe permitir que un programa duplique un estado copiando un qubit arbitrario, no existe
la misma restriccion para vectores de la base computacional. La limitacion surge de la imposibili-
dad de una transformacion que dado un qubit en un estado desconocido, lo replique para dar lugar
a dos en ese mismo estado. Sin embargo, si existe una transformacién que dado un qubit de la base
computacional (como {|0),|1)}) permita ese resultado, la cual puede implementarse utilizando la
compuerta cudntica conocida como CNOT.

Asi por ejemplo, si |y) = a|0) + B |1) es un qubit y Ax.x®x una funcién que mapea C> — C*,
entonces no queremos que el lenguaje permita que la aplicacién (Ax.x®x)|y) evalie a |y) ® |y)
y sin embargo si permitimos que (Ax.x®x)|0) evalde a |0) ® |0).

Basandose en el Linear lambda-calculus, un mecanismo para evitar esta duplicacion es el de
marcar ciertos “recursos lineales” los cuales no pueden ser duplicados, diferencidndolos de los “no-
lineales” que si (donde “lineal” se usa en este sentido distinto del de cumplir con las propiedades
de aditividad y homogeneidad de las transformaciones lineales). Asi, en el Lineal lambda-calculus
un término no puede duplicarse a menos que su tipo esté marcado con ! (bang).

La estrategia utilizada tanto en Lambda-S como en Lambda-S; es la de diferenciar entre los
tipos bdsicos, que representan los vectores de la base computacional, de las superposiciones. Los
primeros pueden duplicarse mientras que las segundas no. De este modo, una funcién podra dupli-
car su argumento si éste es un término del tipo basico, pero no si es una superposicion. Para esto
se usa el sistema de tipado cuya regla Contr es la Gnica que permite duplicar variables (siguiendo
el enfoque de la 16gica lineal [11]).

Otra forma de conseguir este resultado pero admitiendo la duplicacién de los qubits |0) y |1)
es la de distribuir las aplicaciones al ser aplicadas a una combinacidn lineal, pero reducirse si son
aplicadas a un vector de la base, asi:



(Ax.x@x)(|0) + B 1)) =" (|0) @10)) + B(|1) 1))

Este comportamiento es el adecuado para modelar las operaciones unitarias de la evolucién
cudntica, pero no para el caso de la medicién. Y si queremos admitir funciones que se apliquen
sobre una superposicién en forma no lineal (es decir, que reduzcan reemplazando la superposicién
en lugar de distribuir primero) debemos garantizar que dicha funcién no va a duplicar dicha super-
posicion. Lambda-S; define las reglas de reescritura de forma tal que una aplicacién tinicamente
reduce cuando el argumento no es una superposicion. De esta forma, una abstraccion aplicada a un
término que sea una superposicion deberd primero distribuirse linealmente para luego beta reducir.
En cambio, Lambda-S incluye dos reglas de beta reduccién segin el tipo del pardmetro sea o no
una superposicion, lo cual estd codificado en el tipo de la abstraccion: ésta puede esperar uno u
otro tipo. Si lo que espera (el tipo del pardmetro) es un vector de la base computacional, entonces
se sigue la estrategia de call-by-base, es decir, reducird si el argumento es |0) o |1), pero si no
deberd aplicar primero las reglas de distribucion lineal. En el otro caso, en cambio, la estrategia
seguida es call-by-name, reemplazando la superposicion (lo cual es seguro ya que el cuerpo de la
abstraccion, por las reglas de tipado como dijimos, no duplica dicha variable).

La propiedad de no clonado de qubits no es la Unica restriccion que debe tenerse en cuenta
para un lenguaje que busque ser aplicable a la computacion cudntica. Es necesario de algiin modo
evitar operar en qubits cuya norma no sea unitaria tal como requieren los postulados. Este es el
foco del lenguaje Lambda-S; que adapta los tipos del lenguaje para dar con este resultado. Sin
embargo, una limitacion de este lenguaje es que no posee, como si lo hace Lambda-S, un operador
de medicidn.

A. Diaz-Caro, M. Guillermo, A. Miquel, y B. Valiron. definen un modelo de realizabilidad que
da lugar a una semdntica que permite derivar el sistema de tipos, en lugar de partir de las reglas
de tipado [7]. Es decir, se utiliza un predicado de realizabilidad [7, Def. IV.2] que se basa en
interpretar cada tipo en un conjunto que garantiza las propiedades buscadas, y se demuestra que
el tipado es vélido si y solamente si se cumple ese predicado para el mismo término. Asi, las
reglas de tipado presentadas por Diaz-Caro y Malherbe son un subconjunto de los juicios de tipado
derivables en el modelo se realizabilidad [10]. La ventaja de este enfoque es que el teorema de
subject reduction estd implicado por dicho modelo. En Lambda-ST, el lenguaje que presentaremos
en esta tesis, por el contrario, tomamos las reglas de tipado (que son distintas) como punto de
partida y probamos subject reduction.

1.1. Contenido de esta tesis

En esta tesis se presenta el cdlculo Lambda-ST que se basa en los cédlculos Lambda-S y
Lambda-&;, junto con demostraciones de algunas propiedades del mismo.

En el Capitulo 2, Preliminares, se exponen conceptos basicos de calculo lambda, dlgebra lineal
y computacion cudntica. Se presenta el cdlculo lambda simplemente tipado con pares, incluyendo
un teorema que tiene su andlogo en Lambda-ST. Este teorema es subject reduction, que afirma que
la reduccién de un término conserva el tipo del mismo.
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Luego viene una seccion dedicada a la computacion cudntica donde se definen los espacios
vectoriales donde se modelan los sistemas cudnticos y su evolucién y se introduce la notacién
Dirac que es la que se usa en la bibliografia. Ademads se presentan algunos algoritmos, a saber, la
codificacion superdensa y la teleportacion cudntica, ya que éste dltimo se usard asimismo como un
ejemplo de aplicacién para Lambda-SF.

En los capitulos 3 y 4 sobre Lambda-S y Lambda-S; se explican dichos sistemas sefialando
aquellos aspectos relevantes para contextualizar Lambda-ST. En particular, se exponen sus respec-
tivas gramaticas de términos, reglas de reescritura y de tipado. Luego, en el capitulo 5, se presenta
Lambda-S7, indicando algunos aspectos que tiene en comun o difiere con los precedentes, se
prueba subject reduction y se muestra que expresa el cdlculo simplemente tipado y la evolucion de
qubits.

Los tres lenguajes mencionados buscan modelar el computo cudntico con control cudntico.
La contribucién de Lambda-ST es la de restringir los valores del cdlculo a aquellos que tienen
sentido desde el punto de vista de la teoria fisica, es decir los qubits, siguiendo a Lambda-S; y
a la vez incluir la operacién de medicion cudntica, como lo hace Lambda-S. De este modo se
diferencia del primero, que no cuenta con medicion asi como del segundo, que incluye valores que
representan estados posibles en una computadora cuéntica. Finalmente, en el capitulo 6 se presenta
una conclusién del trabajo realizado.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Calculo lambda

La siguiente seccion introduce algunos conceptos del Calculo lambda. Para una introduccion
mas completa se pueden consultar las notas de P. Selinger [16].

2.1.1. Calculo lambda simplemente tipado con pares

El cdlculo lambda es un lenguaje formal cuyas expresiones se llaman términos lambda con
reglas para manipular dichos términos.

Definicion 2.1.1 (término). Sea ) un conjunto infinito denumerable de variables con x,y € V.
Definimos el cojunto de términos del calculo lambda con pares (denotado mediante A), mediante
notacion Backus-Naur asi:

t=x|Ax.t| et | (¢,8) | mt | mot

Las expresiones como Ax.7 se llaman abstracciones, las que tienen la forma ¢ se llaman apli-
caciones, (t,t) son pares'y Tt proyecciones.

En un término lambda no todas las variables son interpretadas de la misma forma. El uso de
una variable en el cuerpo de una funcion se puede referir al pardmetro de dicha funcién, o a un
elemento externo a la misma. Para formalizar esto, se utilizan las nociones de variables libres y
ligadas. Una variable libre sera considerada un elemento externo de la funcién, mientras que una
variable ligada serd el pardmetro de dicha funcién. Se define formalmente la nocién de variable
libre, y se considera que toda variable que no esté libre, esta ligada.

Definicion 2.1.2 (variables libres). Las ocurrencias de las variables en los términos pueden ser
libres o ligadas. Informalmente, las variables en el cuerpo de una abstraccion son ligadas por la
variable que sigue a A. Formalmente, definimos el conjunto de las variables libres de un término ¢,
denotado FV (t) en forma recursiva:

FV(x) = {x},
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De este modo en la expresion (x,x) ambas ocurrencias de las variables x son libres, mientras
que en Ax.(x,x) estdn ligadas. Esta ultima representa a la funcién que recibe un argumento y
devuelve un par cuyos elementos son ambos ese mismo argumento. Visto de este modo, tal funcién
no se diferencia esencialmente de Ay.(y,y), que también devuelve lo mismo. La tnica diferencia
entre ambas expresiones es el nombre de la tnica variable que aparece en ellas, o sea que estas
expresiones son idénticas salvo en el nombre de la variable que hay en ellas. Para hablar de esta
semejanza entre términos que no son idénticos se utiliza la nocién de a-equivalencia, que se define
formalmente a continuacidn, junto a la de renombre de variable.

Definicion 2.1.3 (renombre de variable). Dado un término ¢ y las variables x,y, definimos el re-
nombre de x por y en ¢, notado #{x := y} asi:

Hx =y} =z (six #2),
(tr){x:=y} = (t{x:=y})(r{x:=y}),
(Ax.t){x:=y} =Ay.t,
(Az.t){x:=y}=Az.t{x:=y} (siy#2),

=y} = t{x:=y},r{x:=y}),

=yp = mt{x:=y}

Definicion 2.1.4 (x-equivalencia). Llamamos alfa-equivalencia a la menor relacién sobre térmi-
nos lambda que satisface las reglas de la Tabla 2.1.

t=t r=r .
=7 (refl) p— (conj)
r=t t=t
(symm) — (6)
t=r Ax.t=Ax.t'
t=r r=3s (trans) y ¢ FV<t) (OC)
r=s Ax.t =Ay.t{x:=y}
t=t r=r t=t
(t,r) = (¢',F) mit = mit’

Tabla 2.1: Reglas de alfa-equivalencia
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Una operacion importante en el lambda célculo es la de sustitucion, que reemplaza variables
libres pero no por una variable con otro nombre, sino por un lambda término. Al hacerlo, no
se reemplazan variables que estén ligadas. Es decir, en la expresién (Ax.(x,y),x), si vamos a
sustituir la x por # no queremos obtener (Ax. (¢,y),t) sino (Ax.(x,y),t). Ademds, queremos evitar
que alguna variable que esté libre en ¢ resulte capturada en la expresion donde se sustituye. Por
ejemplo, queremos evitar que si x estd libre en ¢ sea capturada al sustituir y por z en (Ax. (x,y),x).
Por el contrario, queremos que ambas variables sean diferenciadas, para lo cual lo que podemos
hacer es renombrar la variable x que esta ligada en (Ax.(¢,y),t) por otra que no se haya usado
todavia. Se define formalmente la sustitucion a continuacion.

Definicion 2.1.5 (Sustitucion). La sustitucion de las ocurrencias libres de x por r en ¢, notada
t[x := r] se define de esta forma:

x[x:=r|=r,
yx:=r]=y, six#Yy,
(t5)fe = r] = (e[ = r]) (sl = 1))
(Ax.t)[x:=r]=Ax.t
(Ay.t)[x:=r]=Ay.tlx:=7] sixzyeyéFV(r)
Ay.t)x:=r= Ay .t{y:=y}x:=17] six#y,y€ FV(r) ey esnueva,
(6, )=y = (e =yl rlx:=)1),
(mit) e := y] = mit[x :=y]

Con variable "nueva'"nos referimos a una variable que no esta presente ni en ¢ nien r.

Puede probarse que todo término es a-equivalente a otro en el cual las variables ligadas son
diferentes entre ellas y también lo son de todas las variables libres. De este modo, cualquier de-
mostracion puede asumir sin pérdida de generalidad que las variables tienen distintos nombres en
distintos términos, convencion que se conoce como la convencion de las variables de Barendregt.
En esta tesis se usard dicha convencion.

En el célculo lambda simplemente tipado con pares se asocia un tipo a cierta clase de términos
siguiendo ciertas reglas. Estos tipos pueden describirse de la siguiente forma:

A=1]|A—A|AXA

donde 1 denota un tipo bésico o atémico. El tipo A — B es el de las funciones de A en B y el tipo
A x Bel de los pares (¢,r) donde ¢ es de tipo A y r de tipo B. En la Tabla 2.2 se presentan las reglas
de tipado, las cuales permiten distinguir entre los términos que tienen tipo y los que no. Estas
reglas se presentan mediante juicios de tipado, los cuales tienen 3 partes: el contexto de tipado, el
término a tipar y el tipo dado. La notacién ¢ : A significa ¢ tiene el tipo A y los contextos de tipado
consisten en un conjunto de asignaciones de términos a tipos, por ejemplo:

X1 :ALX T A, Xy AT A
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ar

_V
x:AFx:A

Lx:AFt:B  Tk1:A—=B T'kr:A

app
I'Ax.t:A—B I'tr:B

I't:A Fl—r:Bpair Fl—t:Ame Fl—t:Axan
' (¢t,r):AxB I'Eme:A I'Fmt:B

Tabla 2.2: Reglas de tipado

Este juicio de tipado afirma que asumiendo que las variables x1, ..., x, tengan los tipos Ay, ..., A,
respectivamente, el término ¢ tiene tipo A,

Un concepto importante del lambda cdlculo es el de reduccion. Un término puede reducir a
otro. Por ejemplo el término (Ax.x)y, o sea la aplicacién de la funcién identidad a la variable y,
reduce a y, el término 7 (x,y), es decir la proyeccion del par (x,y) sobre la primera coordenada
reduce a x. Hay términos, por otra parte, que no reducen, como por ejemplo x o (y,z) y también
hay términos que al reducirlos dan lugar a términos que también se pueden reducir a su vez, como
(Ax.m(y,x))z.

Definicion 2.1.6 (reduccién). Definimos la reduccion como la minima relaciéon — que satisface
las reglas de la Tabla 2.3.

(Ax.t)r — tx:=7] B

7T1(l,l’)—>l‘ /o

m(t,r) —r o
t —t' t —t' r—r

Ax.t — Ax.t'  tr—t'r tr—tr

t—t r—r t—>t t—t
(t,r) — (t',r)  (t,r) — (t,7) mt —mt  mt — mt’

Tabla 2.3: Reglas de reduccion

Se llama redex a cualquier expresion a la cual puede aplicarse alguna de las reglas de reduccion
B, m o mp de la Tabla 2.3. Por ejemplo, el término ((Ax.x)(Ay.y))Az.z no es un redex, pero su
subtérmino (Ax.x)(Ay.y) silo es.

Sit — r entonces decimos que ¢ reduce a r y que r es su reducto. Si un término no se puede
reducir, entonces decimos que se encuentra en forma normal.
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Por otra parte, denotamos como —* a la clausura transitiva y reflexiva de — y decimos que si
t —*t' yt' estd en forma normal,  evaliia at’.

2.1.2. Subject reduction

La reducién en el cdlculo lambda simplemente tipado tiene la propiedad de que todo término
bien tipado reduce a un término bien tipado del mismo tipo. Esta propiedad recibe el nombre de
subject reduction.

Antes que esta propiedad, probaremos el Lema de Sustitucién, que afirma que un término
conserva el tipo tras una sustitucion.

Lema 2.1.1 (Lema de Sustitucién). SiT',x:AFr:ByI'Fr:A, entonces I'Ft[x:=r]: B.
Demostracion. Por induccién en ¢.
= Casor=x. Aqui A= By porlotanto ' ¢t[x:=r]: B.Puest[x:=r|=r.

m Casot=y#x.Aquiy:BeT'yporvar,I'y:B.Y comoy=y[x:=r] =t[x:=r|, entonces
I'Htlx:=r]:B.

= Casot = Ay.t. Por la regla de tipado abs, se cumple que B=A" - B yque T, x: A, y:
A+t B.
Ademds, por hipétesis inductiva, Uy : A’ F¢'[x :=r] : B'y porende: '+ Ay.t'[x :=r] : A.

= Casot =t'r. Aqui, por las reglas de tipado tiene que ser: I',x: A+t : A’ = ByI[,x:AF/:

A’. Entonces, por hipétesis inductiva: T H#'[x:=r]: A" - By 't F/[x:=r]: A’, de donde
usando la regla app: T'F (¢/7/)[x:=r] : B.

» Casot = (¢/,r'). Por la regla pair debe ser B=A"x B, T,x: A+t :A ' yT,x: A7 :B.
Usando la hipétesis inductiva, obtenemos I' F#'[x :==r] : A’ y T+ F/[x :=r] : B'. Ademas
(', r)[x:r] = (t'[x:=r],r'[x :==r]) =[x := r]. De modo que usando pair tenemos I' - #[x :=
r|:B.

s Caso t = mt’. Por la regla de tipado 7y tiene que ser I',x : A - t' : B x B’ mientras que
por la hipétesis inductiva ' ¢'[x := r] : B x B'. Luego, usando 7y, I't (m#')[x:=7r] : By
I'Htx:=r]:B.

= Casor = mt’. Analogo al caso anterior pero usando la regla 7.

Teorema 2.1.2 (Subject reduction). Sil'7:A,yt — r, entonces ' r: A.

Demostracion. Por induccion en la derivacion del juicio t — r.
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Casot = (Ax.t")r — t'[x := r/]. De las reglas de tipado se sigue que I, x: A" ¢ : A:

Ix:AFt:A abs
F'EAx.t':A =S A L7 A
'+ Ax.t)r:A

app

Luego aplicamos el lema 2.1.1 y comoI',x: A" F ¢ : A, entonces TH ¢/ [x:=/]: A

Caso m(r,r’) — r. Por las reglas de tipado 71 y pair:

I'r:A TH/:B
' (r,r/):AxB
m
CEm(rnr):A

pair

De maneraque I'-r: A

Caso m(r',r) — r. Similar al caso anterior, usando 7, en vez de 7.

t—t U . .
Caso ( . Por hipétesis inductiva, si I' -7 : B, entonces I' ¢ : B. Luego, en el

t,r) = (t',r)

drbol de derivacién de T+ (z,r) : A reemplazamos ¢ por ¢’

/
Caso L”, . Similar al anterior.
(t,r) = (t,1)
/
Caso tt : ; — . Por hipétesis inductiva, si I' -7 : B, entonces I' - t': B. Luego, en el drbol de
r r

derivacion de I' - tr : A reemplazamos ¢ por t’.

r—r

Caso ;
tr = tr

. Similar al caso anterior, pero reemplazando r en vez de t.

t—t
Ax.t = Ax.t'

Por las reglas de tipado tenemos:

Caso

Ix:A'Ft:B
I'FAx.t:A' =B

abs

Ademds, por hipétesis inductiva, si I',x : A’ 1 : B entonces I',x : A’ ¢ : B. De donde,
aplicando abs:
Ix:A'+-t:B
'-Ax.t':A" =B

abs
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2.2. Computacion cuantica

Incluimos en esta introduccién algunos conceptos basicos de dlgebra lineal que permiten mo-
delar los qubits y las operaciones que pueden hacerse con una computadora cudntica, para pro-
fundizar en los temas de esta seccion puede consultarse el libro de M. Nielsen e I. Chuang [13].
El élgebra lineal describe los espacios vectoriales, que son conjuntos de objetos llamados vecto-
res y cuentan ademds con la operacién de suma de vectores, operacion que cumple con las leyes
de asociatividad y conmutatividad, posee un elemento neutro (la identidad aditiva) y también un
inverso aditivo para cada elemento, y la operacion de multiplicacion escalar (entre un vector y un
escalar, que es el modo de referirse a los elementos de un cuerpo como los nimero reales o como
los complejos en el contexto de dlgebra lineal), que cumple con la distributividad tanto del escalar
con respecto a la suma de vectores como del vector respecto a la suma de escalares, también con
la asociatividad y tiene un elemento neutro, la identidad multiplicativa. Ambas operaciones son
cerradas con respecto al conjunto de vectores que conforman el espacio vectorial.

En esta tesis se van a considerar vectores que consisten en listas finitas de nimeros complejos,
ya que son los relevantes para la aplicacion del caso, y los escalares serdn los niimeros complejos.

Representamos los vectores ya sea como una fila:

X1,y %]
0 como una columna:
X1

Xn

La multiplicacién escalar (o producto por un escalar) la definimos del siguiente modo:

X1 axy
a = .
X ax,
Y la suma de vectores, asi:
X1 Y1 X1+y1
+ = :
Xn Yn Xp+Yn

2.2.1. Espacio de Hilbert

Los espacios de Hilbert son espacios vectoriales que incluyen una operacién llamada producto
interno (notada (-, -)), tienen una norma y son completos (en el sentido de que toda sucesién de
Cauchy de puntos en el espacio tiene limite en él también, ver mds adelante).
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El producto interno es una funcioén que va de los pares de vectores a los escalares. Por ejemplo
en el caso particular del espacio vectorial conformado por los pares de nimeros reales podemos
definir el producto interno como la suma del producto de sus coordenadas, es decir

A1 (N
, = X1y1 +Xx2)2.
(L] ] = e

En uno sobre nimeros complejos sin embargo, la operacién asi definida no es producto interno
ya que existen X # 0 tales que (X,X) = 0, lo cual contradice una de las propiedades que lo definen.
En tal espacio se usa el producto escalar pero conjugando el segundo vector del producto.

De forma general se define del siguiente modo:

Definicion 2.2.1 (Producto interno). Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, el producto
interno definido sobre V es una funcién (,) : V xV — K tal que para u,v,w € Vya,b € K si
cumple:

5. (U, v) = (V,i)*
Si el producto interno entre dos vectores V'y w es cero, es decir, si (¥, w) = 0, entonces decimos

que estos son ortogonales y lo notamos vV L w.
Se llama espacio pre-hilbert a un espacio vectorial con producto interno. En un espacio pre-

hilbert podemos definir la norma || - || : V — R ast:
¥l = VT
Para definir espacios de Hilbert de dimensién infinita se requiere una propiedad adicional, a
saber, que dada la norma || - ||, toda sucesion {V;} tal que ||Vx — V|| — O si k,m — o (llamada

sucesion de Cauchy), converge con dicha norma.

La computacién cudntica involucra espacios vectoriales sobre C"* de dimension finita y en tales
espacios vectoriales un espacio pre-hilbert es también un espacio de Hilbert.

Dado un conjunto de vectores {X|,...,X,} se llama combinacion lineal de esos vectores a la
suma de la multiplicacién de cada uno de ellos por algin escalar, es decir a

a1X; + -+ +apx,

Si tal conjunto estd incluido en un espacio vectorial, entonces las propiedades de los espacios
vectoriales nos garantizan que cualquier combinacidn lineal suya también esté incluido en el mis-
mo. O sea que el conjunto de todas estas combinaciones lineales conforman un espacio vectorial.
Al espacio que resulta de tomar todas esas combinaciones lineales se lo llama espacio generado
mientras que a ese conjunto de vectores de lo llama conjunto generador.

18



Definicion 2.2.2 (Conjunto generador). Dado un conjunto (generador) S = {Vi,...V,} de vectores
en un espacio vectorial V sobre un cuerpo K, el conjunto generado por S (span) es {Y.7_ a;V; | a; €
K AV; € S}, es decir el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores en S. Para denotar
el conjunto generado por {Vi,...V,} escribimos también span{vi,...V,}.

Claramente, dado un vector X € span{S} con S = {v;,...,v,}, entonces existen escalares
o1,...,0, talesque X =Y.7_| 04V;.

Si sacando de un conjunto generador un vector el espacio resultante es el mismo, esto significa
que existe una combinacion lineal de los vectores del conjunto resultante que equivale al vector
sacado. Se dice entonces que los vectores de tal conjunto son linealmente dependientes. En general
se llama linealmente dependientes a los vectores X1, ..., X, si existen n escalares ¢, - - - , 0, alguno
de los cuales es distinto de cero, tales que 0 X| + - - - + 0 X, = 6, donde O es el vector nulo.

Si los vectores del conjunto generador S son linealmente independientes y generan el espacio
V, entonces S es una base de V. De este modo, una base es un conjunto generador al cual si le
sacamos cualquier vector el conjunto resultante es més chico.

Otra propiedad importante que un conjunto de vectores puede tener es la ortonormalidad en la
cual la norma de cada uno de ellos es igual a uno y todos son ortogonales entre si:

Definicién 2.2.3 (Conjunto ortonormal). El conjunto V = {V},...,¥,} es un conjunto ortonormal
si se cumple:

= <‘7i7‘7j> =0sii#j
= Vil = i) = 1.
Si s6lo se cumple la primera propiedad entonces el conjunto se llama ortogonal.

Definicion 2.2.4 (Operador lineal). Dados V,W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo un
operador lineal es una funcién A : V. — W tal que se cumple;

A Z OC,'\Z' = Z OC,‘A\_/",‘
i i

Decimos que un operador lineal estd definido en V si es una funcién de V en V. En este caso
un operador importante es la identidad, notada como I, tal que /v = V para todo v € V. Usualmente
se representan los operadores lineales mediante matrices.

Si dado un operador A existe un operador B tal que AB = BA = I, entonces se lo llama inverso
de A y se lo nota A~!. No todo operador tiene un inverso.

2.2.2. Producto tensorial

En ciertas aplicaciones, como es el caso de la computacién cudntica, nos interesa formar es-
pacios vectoriales tomando espacios mds pequefios y poniéndolos uno junto al otro. Por ejemplo,
tomamos dos vectores de dos espacios y aplicamos transformaciones al par. Si esos vectores tienen
dimensiones n y m respectivamente, vamos a obtener un espacio de dimensién nm que combine
los n vectores del primer espacio con los m del segundo. Para esto definimos una operacién ® que
se llama producto tensorial.
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Definicion 2.2.5 (Producto tensorial). Dados los espacios vectoriales V y W generados por las
bases By C, definimos el espacio generado por {b; ®¢; | b; € B,¢; € C} como el producto tensorial

entre VyWoV®W, donde Y j es el par (Z,-, ¢;) y la operacion @ se extiende a los vectores de
V' y W bilinealmente, es decir:

(Zﬁih‘) ® (ZY;@') =Y Bi(bi®7))
i J i,
Como V ® W es un espacio vectorial, no es lo mismo que tomar simplemente todos los pares

cuyo primer elemento estd en V y el segundo en W.

Definicion 2.2.6 (Producto cartesiano de subconjuntos de espacios vectoriales). Sean los espacios
vectoriales V' y W ysean S CV y T C W. Definimos producto cartesiano entre Sy T

SxT={(57)|5€S,feT}~{§x7|5€S,feT}
Notar entonces que S X T # S®T. Por ejemplo si § = T = span{i, j}, donde {i, j} es la base
canénica de C?, y\7—l®z—|—]®]entoncestS@Tperov¢S><T

Definicion 2.2.7 (Producto tensorial entre matrices). Sean P € C"*"y Q € M’ dos matrices, el

producto tensorial entre ambas se define P® Q € C" *™™ como:

P11Q ... p1mQ

PQ= .. :
Pn,1 Q <o pn,mQ

donde p; ; son las componentes de P. En particular, si P € clygecm,

7 [P1q1]

pr D192

P1 q1 | 9m | :
N I N : = | P1qm
DPn qm —Q1_ P241
qm | Pndm ]

Ejemplo 2.2.1 (C?® C?). Un ejemplo relevante de espacio vectorial para la computacién cudntica
es el siguiente.

sesspan{[1].[ ]} =<
ses=seand (] 1], 1] ] o] [{] o] ] ~sper

- o O O
o= O O



Podemos ver que S x S € S®S. Sea v = [a*,0,0, %] con o, B # 0. Claramente, ¥ € S® S ya

que
0

1
.o 0
v=al +p ol
0 1

Sin embargo, supongamos que V = V| @ V», V| = [a,b] € S x Sy ¥, = [¢,d] € S x S. Entonces

de modo que

ac=a
ad =0
bc=0
bd =3

pero de ac = a 'y db =3 se sigue que a # 0y d # 0 pero ad = 0 y por lo tanto no tiene solucion.

2.2.3. Notacion bra-ket

La notacién bra-ket (o notacién de Dirac) fue introducida por Paul Dirac y es utilizada usual-
mente para describir los estados cudnticos.

Definicion 2.2.8 (Ket). Llamamos ket (notado |-)) a un vector columna, es decir un vector con la

forma
(04]

ly) =
oy,

donde o; € C.

Definicion 2.2.9 (Bra). Llamamos bra (y lo notamos (-|) a un vector fila.Es decir un vector con la

forma
(o] =[B",....B7]
donde B; € C.Dado un ket |¢), su bra (¢| se define como el traspuesto conjugado de |¢).

Usamos esta notacidn en la que un vector bra es el traspuesto conjugado del correspondiente
ket ya que de este modo podemos escribir el producto interno (|@), |y)) como

(04|

(Oly)=1[B"....B] | :
O
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También definimos

También, dados los vectores |y) y |¢) vamos a escribir
[we) (0 |y)[9)) en vez de [y) @ |y). Asi, por ejemplo

0
1
0)@[1) = 0)[1) =[01) = |
0

Definicion 2.2.10 (delta de Kronecker). Vamos a utilizar la delta de Kronecker 6; ; definida de este

modo:
1 sii#]j
0= 2.1
o {0 si no @D

Esta notacién resulta ttil para representar los productos de vectores ortonormales.

Definicién 2.2.11 (base ortonormal). Sea V un espacio de Hilbert. Una base B = {|u;)}; de V se
dice ortonormal si el conjunto de vectores que la conforman es ortonormal, es decir si
(ui]uj) = 5,'7j, para \u,} , ‘MJ> €B

En lo que sigue adoptamos la convencién de utilizar |u;) para denotar el iésimo vector de la
base ortonormal del espacio del que se trate.

Dado un ket |y) = Y}, oy |uy) (vimos que siempre existe una tal combinacién lineal si {|u;) }
es una base que genera un espacio al que pertenece |y)), tenemos que (u;| W) = (u;| Y7 Ox|ug) =
Y i 0% (uilux) = a;. Es decir que multiplicando el vector por uno de los de una base ortonormal
obtenemos como resultado la coordenada correspondiente al mismo en la representacion de |y)
respecto de dicha base.

Si P, = |u;) (u;| entonces P;|w) = |u;) (u;| w) = o; |u;). Es decir P; proyecta el vector |y) sobre
|u;). Ademds P? = |u) (u|u) (u| = |u) 1 (u| = P. Un operador P tal que P> = P se llama proyector.

Teorema 2.2.1. Sea V un espacio vectorial y B = {u;,...,u,} una base ortonormal, entonces

iw» (i =1

Demostracion.

<Z|u u,y>yw <Zyu, u1]>206k|uk :ZZ O [az) (uilu) éak‘“k>:“//>
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Sea A € C"*" con @; j sus componentes y sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal de C".
Entonces

- (ilw <u,-|>A <k2 ) <uk|> — VY i) il A ) ] = i i
= =1 i=1k=1

i=1k=1

) el

~

dado que (u;|A|ugx) = 0t 1.

Como vimos, un operador lineal es una funcién lineal que mapea de un espacio a otro, y puede
representarse como una matriz. Una matriz se puede trasponer, lo que significa intercambiar sus
coordenadas de manera tal que si trasponemos la matriz A, su traspuesta (notada AT) es tal que
Ajj= (AT) ji- St la traspuesta de una matriz es también su inversa, es decir si AT = A~ ! entonces la

matriz es ortogonal. Multiplicando a ambos lados por A obtenemos AAT =1y ATA = I, de modo
que A= (AT)~! y por ende A~! es también ortogonal pues (A7) = A.

Una caracteristica de este tipo de matrices, en un espacio vectorial sobre nimeros reales, es que
su aplicacion no modifica la norma de los vectores, o sea que si Q € R" es una matriz ortogonal y
v € R", entonces ||QV|| = ||v||, de modo que en este caso las transformaciones ortogonales preser-
van la longitud. Pero también ocurre que (QX, QY) = (¥,¥), de manera que también preservan los
angulos entre los vectores.

Si ademas de trasponer una matriz conjugamos sus coordenadas obtenemos la matriz adjunta.

Definicion 2.2.12 (Adjunto). El adjunto de un operador A, notado A", es el traspuesto conjugado
de A. Es decir las componentes de AT son o = (uj|Alu;)* = (u;|AT|u )

Propiedades. Sean A y B operadores de C", a € Cy |y) € C".

Un operador A se dice hermitico si A = AT,

Definicion 2.2.13 (Operador unitario). Sea A un operador. Si A" = A~!, entonces es un operador
unitario.

El operador unitario es el andlogo en el caso complejo, al operador ortogonal en el real.
Propiedades. Sea U un operador unitario, entonces:
= ({Uo|Uy) = (9|UU|y) = (9]w)

» U~! es un operador unitario.
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= Si{|y1),...|ws)} es una base ortonormal, entonces {U |y1),...U |y,)} también.

Se llama espacio métrico a un conjunto M, junto a una nocion de distancia d : M x M — R
entre sus elementos que cumple:

= d(x,x) =0,

six#y,d(x,y) >0,
d(x,y) =d(y,x)
d(x,7) <d(x,y)+d(y,2)

Por ejemplo, dado una espacio vectorial en el que se define una norma, podemos decir que se
trata de un espacio métrico en el que la distancia es la norma de la diferencia, es decir si v,w € V,
d(v,w) = [[v—wl.

Definicion 2.2.14 (Isometria). Se llama isometria a un operador que mapea elementos de un espa-
cio métrico en otro que preserva la distancia, o sea dados los espacios métricosVy W, f:V — W
es una isometria si dy (v,u) = dw (f(v), f(u)) para todos v,u € V.

Si U es un operador unitario en un espacio vectorial V con norma || - ||, entonces para cua-
lesquiera v,w €V, |[v—w|?> = (v —wly —w) = (U —w)|[UV —w)) = (Uv —Uw|Uv — Uw) =
|Uv —Uw||?, de manera que U es una isometria.

Definicion 2.2.15 (Proyector). Un operador P = |¢) (¢| es denominado proyector ya que proyecta
cualquier vector |y) sobre el vector |¢).

Ply) =19)(||y) =ale)
Ejemplo 2.2.2. Sea |y) = o|0) + B |1) y {|0),|1)} la base canénica de C2. Luego

10) {0ly) = |0) (O] ([0) + B |1)) = |0) ((0]0) + B (0[1)) = ex|0)

y o es la proyeccién de |y) sobre |0).

2.2.4. Qubits

La computacién cudntica opera sobre sistemas de qubits que transforma de acuerdo a un pro-
grama. A diferencia de los bits clasicos, los estados de los qubits no son finitos ni tampoco las
operaciones que pueden aplicarseles, y sus estados no pueden ser medidos sin ser modificados de
acuerdo a un modelo probabilistico.

Un qubit (o bit cudntico) es representado con un vector en C2 en la esfera unitaria (es decir
con norma | - | igual a 1). Por ende, cualquier qubit puede representarse mediante una combinacién
lineal de los vectores de la base canénica de C2, |0) y |1). Esto recibe el nombre de superposicion
puesto que puede pensarse que se superponen los estados |0) y |1) (en contraste con los bits de la
computacion clasica, donde el estado puede ser 0 o 1 en forma exclusiva). Es decir que el estado
que puede adquirir un qubit es cualquier combinacién lineal de los vectores de una base de C?
siempre que su norma sea 1.
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Definicién 2.2.16 (Qubit). Un qubit es un vector normalizado |y) en el espacio de Hilbert C2. De
este modo, los qubits pueden representarse como ¢ |0) + |1) donde {|0),|1)} es la base can6nica
de C?y |af*+ B> =1.

Definicion 2.2.17 (Sistema de n-qubits). Un sistema de n-qubits es un vector normalizado en el
espacio C2".

El espacio vectorial C*" es el producto tensorial X, C2. Vamos a escribir equivalentemente
b1y ...by) 0 |b1) ®|by) ® -+ ®|b,) o incluso |k), donde b; € {0,1} y k=YL, b;2""' (es decir
k es la notacion decimal del nimero binario de n digitos b; ...b,) de modo que {|i), }o<i<o» es la
base canénica de C*".

Asi como un qubit puede describirse con los coeficientes de la base canénica de C2, un sistema
de n qubits puede describirse con los coeficientes en la base computacional correspondiente, por
ejemplo si |y) € C2":

W) = 01 [0),+ -+ e [2"— 1),

En analogia a las compuertas 16gicas de la computacion cldsica, a las que operan sobre sistemas
de qubits se les llama compuertas cudnticas. Estas compuertas son operadores unitarios. El hecho
de que sea unitario es requerido ya que el resultado de una operacion debe ser un estado normali-
zado, lo cual es mantenido en una operacién unitaria ya que si |y) =Y, a;|i),, y U es unitaria,
entonces U |y) =Y" | o4U [i), donde, como vimos, {U [1),,...U |n),} es una base ortonormal.

Por ultimo, para conocer el estado de un qubit es necesario medirlo y la medicién es una
operacion que cambia el estado. Es decir, no podemos sencillamente identificar el estado y conocer
los coeficientes que lo describen. Lo que podemos hacer es aplicarle una operacion (esta vez no
unitaria) que nos permita conocer el estado resultante (no el previo), aunque el estado resultante
depende, en parte, del estado previo. Para ello necesitamos un conjunto de operadores {M,, }, que
satisface ZmMmM;L = [. Dado este conjunto, el resultado de la medicién es uno de los estados

%, cada uno con probabilidad p(m) = (y|M| M,,|y). Nétese que el resultado no es
II/ mttm ll/
otra cosa que el vector M,, |y) renormalizado.

Definicion 2.2.18 (Operador de medicién). Un conjunto {Mj,...,M;} de proyectores es un ope-
rador de medicion si se cumple:

k
Y MM] =1
i=1
Definiciéon 2.2.19 (Evolucién). Dado un sistema representado por |y) se dice que el mismo evo-

luciona al sistema | @) si se realiza alguna de estas operaciones:

= Se premultiplica por una compuerta cudntica U

0)=Uly)
= Se aplica un operador de medicién M = {My,..., M} de esta forma:
Mily)
9) = -
(WM Mi|y)
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para algin i € [1,...,k|, donde el valor de i tiene la probabilidad
p(i) = (w|M; M;|)

Existe un caso especial relevante de la medicion que recibe el nombre de medicion proyec-
tiva respecto a la base computacional donde M; = |u;) (u;| y {|u;)}i son los vectores de la base
computacional.

En este caso particular de la medicién cudntica, el estado tras aplicar la medicién coincide
exactamente con uno de los vectores de la base {|u;)};, por ejemplo si se mide un qubit y la base
computacional es {|0),|1)}, serd |0) o |1) aleatoriamente: la probabilidad de que sea el vector |k)
es igual a |oy|?, o sea, es el cuadrado del médulo del coeficiente que acompaiia dicho vector de la
base, al escribirlo como una combinacién lineal de esa base. Y esta probabilidad est4 bien definida,
porque como requerimos que todo qubit sea un vector normalizado, esa suma es siempre igual a 1.

Asi, al medir un qubit |y), el estado resultante del mismo es aleatorio y depende de una funcién
de probabilidad. Concretamente, como vamos a usar la medicion respecto a la base computacional,
base canénica), dado el operador de medicién compuesto por n proyectores M; = |u;) (u;|, podemos
escribir |y) como Y | a;|u;) y el resultado de aplicarlo serd la proyeccion normalizada de |y)
sobre |u;) (es decir |u;) (u;|) y la eleccion del proyector usado es una experiencia aleatoria donde la
probabilidad de cada uno es |a;|>.

Como dijimos, a diferencia de la computacion cldsica que tiene una pequeiia cantidad de ope-
raciones posibles sobre un bit, cualquier operador unitario es una compuerta cuantica entre las
cuales encontramos algunos ejemplos como la identidad 7, la negacién X, el cambio de fase Z y la
compuerta Hadamard H, que se definen asi:

) 1 0
m Identidad: I = [0 1]

v 101
= Negacion: X = L 0}

s Cambio de fase: Z = [(l) _01}

1 1
- g — 1
Hadamard: H 7 [1 _1]

Asi como existen compuertas cldsicas para multiples bits (como AND, OR, XOR, NAND) lo
mismo ocurre para multiples qubits. Estas compuertas pueden querer usarse para evolucionar todo
el sistema de qubits, pero también puede facilmente aplicarse una compuerta que modifica un qubit
en particular del sistema de n. Para esto, dada la compuerta simple U € C2, si se quiere modificar
con ella tnicamente el k-ésimo qubit del sistema, se premultiplica tensorialmente U k — 1 veces
por I y se posmultiplica tensorialmente n — k — 1 veces por /I, o sea:



Un importante ejemplo de compuerta para un sistema de 2 qubits es la llamada CNOT (con-
trolled NOT). Esta compuerta recibe dos qubits, uno es el qubit de control, el otro es el target. Si
el control es |0), entonces el target resulta inalterado. Si en cambio, el control es |1), es negado. Es
decir:

CNOT |00) = |00)
CNOT|01) = |01)
CNOT|10) = |11)
CNOT|11) = |10)

0 X
Una propiedad importante de la computacion cudntica (y en virtud de la cual nuevamente di-
fiere de la computacion clasica) es la imposibilidad de copiar un un qubit. Es decir, no existe
un programa cudntico que dado un estado cudantico arbitrario, pueda clonarlo resultando con dos
qubits en ese mismo estado.

matricialmente (por bloques): CNOT = [I O]

Teorema 2.2.2 (No-clonado). No existe una compuerta cudntica U tal que para algin |@) € C" se
cumpla que para todo |y) € C" tengamos que U |y @) = |yy).

Demostracion. Supongamos que existen la operacion U y |¢) tales que para estados arbitrarios
lw), |y') € C" se cumplen

Ulyg) =Iwy) yU|v'e) = |y'v)
Por ende, (Uy¢|Uy'¢) = (yy|y'y'). Pero entonces como:
(Uwoluw'9) = (yolUTUIW'9) = (woly'e) = (wly)(9]6) = (wly')

Y ademas
wylw'v) = (wlv) (ylv) = (vl
De manera que (y|y’) = (w|y’)? y por lo tanto (y|y’) =0 o (w|y’) = 1. Y esto es un absurdo

porque si vale 0 significa que los vectores son ortogonales y si vale 1 que son el mismo, pero fueron
sin embargo tomados arbitrariamente. O

2.2.5. Estados de Bell

Consideremos la operacién siguiente: CNOT(H @ I) Esta operacion, aplicada a la base cané-
nica de C* nos da los estados:

) = P
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o) =
) = 2
_ o1}~ 10

‘ﬁll>_ \/5

donde los subindices indican a qué vector se aplica la operacién. Estos qubits (que forman una
base ortonormal de C*) reciben el nombre de estados de Bell. Se trata de 4 estados entrelazados
es decir estados que no pueden representarse como el producto tensorial de dos qubits. Dicho
de otra manera, son estados que pertenecen a (C>® C?) \ (C? x C?). Cuando un par de qubits estd
entrelazado las particulas que lo componen pueden, fisicamente, separarse y medirse por separado.
Sin embargo, el estado completo del sistema no se puede describir matematicamente de manera
independiente.

2.2.6. Codificacion superdensa

Una aplicacién de los estados de Bell recibe el nombre de codificacion superdensa la cual
permite a un emisor transmitir a un receptor dos bit cldsicos transmitiendo un tnico qubit.

Llamando Alice y Bob (respectivamente) al emisor y el receptor, el procedimiento es asi. Am-
bos preparan un estado entrelazado Py queddndose Alice con el primer qubit del sistema y Bob
con el segundo. Este estado es previo a la comunicacion en si misma, puede ser provisto por un
tercero a ambos, puede considerarse como un canal de comunicacion.

Alice quiere comunicar dos bits clasicos, es decir alguna de estas cuatro cadenas: 00,01,10,11.
La idea, entonces, es que Bob reciba de Alice un qubit tal que al medir el par resultante en esa base
(o puede también transformarlo a la base candnica y medirlo en ella), pueda mapear cada uno de
estos estados a una de las cadenas que Alice quiere transmitir. Y ella lo consigue de esta forma: si
quiere transmitir 00, entonces “no hace nada” a su qubit (es decir le aplica I), si quiere transmitir
01 le aplica Z, si quiere enviar 10 aplica el X y, por tltimo, para enviar 11 le aplica XZ.

Esta transformacién es equivalente a Z”' X2 (donde A° =1y A' =A y b1b, es la cadena a
transmitir). En efecto:

(LT ®1)|Boo) = |Boo)
(IX ®1)|Boo) = |Bo1)
(ZI®1)|Boo) = |Bio)
(ZX @1)|Boo) = |B11)

2.2.7. Teleportaciéon cuantica

Ahora veamos otra aplicacion en la cual también se transmite informacién, s6lo que en lugar
de transmitir informacion clasica se transmite informacion cudntica, enviando Unicamente bits
clésicos.
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Este problema tiene la dificultad de que conocer el estado del qubit supone conocer informacion
infinita, y eso no puede hacerlo Alice.

Nuevamente, aqui Alice y Bob establecen un canal conservando cada uno uno de los bits de
|Boo)- Sea |y) = ot |0) + B |1) el estado a teleportar. Y sea

[Wo) = [¥) [Boo) = \% (a]0) (100) +[11)) + B [1) (|00) +[11)))

donde los qubit |y) y el primero de |By) estdn en poder de Alice, mientras que Bob posee el
segundo de |Byo)-
En primer lugar, Alice aplica CNOT a su par obteniendo |y ):

[y1) = (CNOT®1) [yo) = % (]0) (|00) +[11)) + B [1) (]10) +|01)))

Luego aplica Hadamard a su primer qubit

| —

w2) = (H@I@1)[y1) = 5 (a(|0) +[1))(|00) +[11)) + B(|0) - [1))(]10) +[01)))

\_/[\)

1
= 5 (100) (@[0) + B 1) +]01) (a[1) + BO) +[10) ([0) + B1) +[11) (e |1) + BO))

Si ahora Alice realiza una medicién (sobre los dos qubits que estdn en su poder), entonces
naturalmente obtendré alguno de los cuatro elementos de a base de C*. Si |ys3) xy ©s el resultado
tras la medicién, entonces los cuatro posibles resultados son:

[W3)00 = 100) (|0) + B [1))
[W3)o1 = [01) ([1) + B 10))
[W3)10 = [10) (]0) = B[1))
lw3)11 = [11) (a[1) = B 10))

Y como |y) = a|0) + o |1), conociendo el resultado de la medicién es posible recuperar el
estado de |y). Por ejemplo, si Bob recibe de Alice que el resultado fue 00, sabe que el qubit que
estd en su poder es exactamente | ). Si recibe 01, deberd aplicarle X, si recibe 10, Z y si en cambio
recibe que la medicidn resultd en 11, tiene que aplicar XZ.

Es decir que deberd aplicar Z”1X”2, donde b;b son los bits recibidos.
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Capitulo 3
Lambda-S

Lambda-S [5, 6, 9], es una extension del cédlculo lambda con pares tipado que incluye com-
binaciones lineales de términos (siguiendo a Lineal [1, 2]) asi como un operador de medicién y
otras construcciones. Dados dos términos ¢ y u, Lambda-S incluye a af 4+ Bu, que representa una
combinacioén lineal de los mismos. Del tipo de este tercer término se dice que es una superposicion,
lo que se representa mediante una S, que se aplica a algtn tipo base A de forma que SA es el span
de A.

Dentro de este cdlculo, los tipos superpuestos no admiten duplicacién de sus términos, ya que la
superposicion de qubits no admite la duplicacion y este sistema es justamente un calculo cudntico.
Pero los tipos “basicos” que no estdn marcados por la S si se pueden clonar, ya que esos tipos
respresentan la base computacional cuyos qubits si pueden duplicarse.

La duplicacién en un célculo lambda se efectia mediante funciones como Ax.x ® x y existen
dos formas de evitarla. Por un lado esta la utilizacion de tipos lineales, 10 que implica un sistema
en el cual tal expresion no esté bien tipada. Los tipos lineales estdn basados en la l6gica lineal de
Girard [11]. En ella, se limita el “uso de recursos” restringiendo el uso de la regla de weakening
y contraction para férmulas con la modalidad ! (bang). En Lambda-S los tipos marcados con S
como SA son tipos que no pueden duplicarse, de manera que los tipos como SA se comportan como
las férmulas de la 16gica lineal que no estdn marcados con la modalidad ! mientras que los tipos
basicos, que si pueden duplicarse, lo hacen como aquellas con la modalidad !.

Otra forma diferente, que permite duplicar tipos bdsicos pero prohibe hacerlo con superposi-
ciones, consiste en definir las reglas de reduccién de forma que esa funcién en lugar de aplicarse
a una superposion reemplazando la misma en el cuerpo de la abstracion (es decir en este ejemplo
en x ® x), se distribuye primero entre los términos de la superposicion. Es decir, si vamos a aplicar
Ax.x®x al qubit ¢ [0) + B |1), en lugar de

(a]0)+B 1)) @ (e]0) +B 1))

el término reducido sera en cambio
o(Axx®x)]0) + B(Axx®@x)[1)

y luego
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a(|0)®10)) +B (1) @ 1))

Como resultado, entonces, todos los tipos “superpuestos” son lineales (en el sentido de que
no se pueden duplicar, como en la 16gica lineal) mientras que los tipos bdsicos que representan la
base computacional (es decir B") si pueden serlo. Y para que la duplicacién de una variable de
tipo B" no traiga problemas, las reglas de beta reduccién exigen que una abstraccidon que tome una
variable de este tipo como argumento no reduce al ser aplicada a una superposicion sino que, por
un lado, el argumento debe estar reducido (a un término basico) y por otra parte, se debe distribuir
la abstraccion usando antes las reglas de distribucién lineales.

Pero por otra parte, también se quiere incluir funciones que puedan tomar superposiciones, de
forma de poder expresar por ejemplo términos como Ax.7x donde 7x represente la medicion. Para
estas situaciones es que se usan dos reglas diferentes de f3-reduccién una que espera superposicio-
nes y otra que no. Esto se indica anotando el tipo de la variable sobre la que se estd abstrayendo en
una expresion lambda.

La gramatica de tipos de Lambda-S estd presentada en la Figura 3.1 y en la Figura 3.2 la de
términos.

¥ =B"|SY|¥xV¥ (Q)
A =V |¥=A|SA (T)

Figura 3.1: Gramatica de tipos de Lambda-S.

b =x|AxPt||0)]|1)|2%t]|bxb Términos basicos (B)
v i=b|(v+v)|0sa | v|vxv Valores (V)
t =v|tt|(t+1)|mjt| ot |t xt|headt | tailt 1,1 1ot Términos (A)
p ={pi}t1 || - || {pn}ta Distribucién (P)

donde x € C,p; €[0,1]CRyY,;pi=1

Figura 3.2: Gramatica de términos de Lambda-S.

Ademads de incluir, como el cdlculo lambda presentado en los preliminares, variables, abstrac-
ciones, aplicaciones y pares, se agregan los términos |0) y |1) para representar sendos qubits, el
operador ternario (? - ) que es un condicional que se aplica a un booleano, la combinacién lineal
de términos, la proyeccion 7; que opera sobre los primeros j qubits, el vector nulo Osa para cada
tipo superpuesto SA y las funciones de casteo 1}, y )¢ que permiten transformar la superposicion
de un producto entre superposiciones en la superposicién de un producto. Por ultimo, la notacién
{p1}t1 || -+ || {Pn}tx es una distribucién que a cada ¢; le asigna una probabilidad p;.
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Ax —_— AX() - AX‘0> - AX“)
Q% x:WPhHx:¥ ©% I 0g4 : SA @°0):B %K I1):B
B . Qm B . Qm
CHz:S"A m>0 @ Ie°"Ft:S"A AO®°Fu:S5"A m>0 4+, TFt:A s,
I'Fa.t:S"A [LA@%F (t+u):S"A I't:5A
Ckr:SkB" k>0jsn ¢ Tht:A Thr:A x:YHt:A -,
[t 7t B/ x SB"/ TE%r:B=A IFEAxPs:¥=A
AO Fu:¥Y IO Fr:¥=A4_ AGPu:SY T,0%h7:S(¥=A) s
AT, O ru:A AT,0% ru: SA
LOFi:¥ AG Fu:® — [hyB e . The:B" w1,
FAGPtxu:¥Pxd CFheadt:B Tk tailt: B!
CHt:S(SYx®) CHt:S(¥xSP) CH6:A Ypi=1 |
r J4
T 10 S(P x @) Tt S(P x D) TH{pi}ti |-~ || {pn}tn: A

Figura 3.3: Reglas de tipado

Ifb:B"and b € B, (Ax:B".t)b — (b/x)t (Pp)
If u: W, with ¥ # B", (Ax:¥.t)u — (u/x)t (Bn)

Figura 3.4: Reglas de reduccion Beta

Las reglas de tipado estan presentadas en la Figura 3.3.

La notacién ®2 para contextos de tipado representa s6lo aquellos en que los tipos asignados
son todos de la forma B"” = B x --- x B, es decir sin superposiciones. Ademds, por convencion,
cuando en una regla aparecen dos contextos de tipado sus dominios separados por , * se consideran
disjuntos. De este modo, por ejemplo, en la regla x;, una variable que estd en I' no puede estar
en A ni vice-versa. Por tanto, tal regla no permite duplicar una variable que aparezca en alguno de
esos dos contextos, aunque si lo permite para alguna que esté en ©F.

Las reglas de reduccion se presentan agrupadas en las Figuras 3.4 a 3.11, en las cuales se usa
la notacién ¢ : A para decir que I' ¢ : A para algin I y 7 ;/ A para decir que no existe tal I". En total
son 50.

Hay dos reglas de reduccion beta: (By) y (Bn). La segunda sigue la estrategia call-by-name.
En este caso, el argumento es de tipo superpuesto y se reduce primero sustituyendo el parametro
en el cuerpo de la abstraccidon. La segunda sigue la estrategia call-by-value. Acd, se espera un
argumento de tipo B, o sea no superpuesto, pero ademds que sea un término basico. Por lo tanto,
primero debe reducirse el argumento y la reduccién beta s6lo serd posible si el tipo es el esperado,
por lo que si es superpuesto primero se tendra que usar alguna de las reglas de la Figura 3.5 para
distribuir linealmente la abstraccion.

En la regla (proj), presente en la Figura 3.10, j < n, y se usan las siguientes notaciones:
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Ift:B" = A, t(u+v) — (tu+tv) (lin})
Ifr:B" = A, t(a.u) — o.tu (lin%)
If £ : B" = A, t0ggn —> Oy (lin%)
(t+u)y — (tv+uv) (lin))

(ot.t)u — o.tu (linf)

Os(anma)t — Osa (lin)

Figura 3.5: Reglas de distribucion lineal

(2t-r)|1) — 1 (ify) (2t-r)|0) — r (ify)

Figura 3.6: Reglas del operador ternario

If h+uxvandh € B, head (h xt) — h (head)
Ifh#uxvandheB,tail (hxt)—1t  (tail)

Figura 3.7: Reglas para listas

(Ogp+1) —> ¢ (neutral)

— (unit)

If {t :?’: glifhaﬁdetlj;\or } , 0.6 — Oga (zeroq)
OC.GSA — 6SA (zero)

o.(B.t) — (aB).t (prod)

a.(t+u) — (at+au) (odist)

(ot +B.t) — (a+ ).t (fact)

(at+t) — (o+1).t (fact’)

(t+1) — 2.1 (fact?)

Figura 3.8: Reglas que implementan los axiomas de los espacios vectoriales

34




iy (r+s) xu — (frrxu+f,sxu) (distt
feux(r+s) — (feuxr+fouxs) (diS‘[fgF

)

)

i (0.r) Xu—> . i rxu (dist¥)

foux(a.r)— a.fuxr (distf)

If u has type ¥, i Oso X u — Og(qrw) (dist?)
If u has type W, b u x Osp — Ospwa) (dist?)
ft+u)— (Mt+fu (dist])

ft (at) — . it (dist{)

T 6S(S(S‘P)><d>) — 53(5\qu>) (dist%r)

e Os(wcs(sa)y) — e Osqwscsa) (dist), )

frr 6S(SB"><<I>) — 6S(anq>) (neut] )

e 65(‘P><SB") — 6s(~prn) (neutgz)

IfueB, fyuxv—uxvy (neut/)
IfveB, fyuxv—uxv (neutg)

Figura 3.9: Reglas de casteo para ), y 1}y

i—1
{pi (&) < [9r))  (proj)

=0

>><I’l

”j(f‘,[

n 2
o] [T 16ni)) —
i=1 k=1

k

ﬂjaSB" — ‘O (pI’OJa)

Figura 3.10: Reglas para la proyeccion

[@.|t puede ser tanto f como @.f (si & no estd presente, entonces equivale a 1).

k) = |b1 . .bj> donde by ...b; es la representacion binaria de k

o)=Y SR — ﬁ |Dni)

= Yoer, |or? | h=j+1
ol )
ey (0
i§k L lo]?
Tk = {i <m ’ ‘b1i...bﬁ> = ‘k>}

De este modo |k) X |¢) es la k-ésima proyeccién normalizada del término.
A. Diaz-Caro, G. Dowek y J.P. Rinaldi probaron el teorema de subject reduction para términos
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If t — u, then

v —> uy (A" )t — (AxB" v)u (t+v) — (u+v)
.t — o.u Tt — Tju IXV—>UXv
VXt —VXU Trt —Nru Mot —Mru
headt — head u tail t — tail u tr-s — ulrs

{eajn |- [Pt |- [ {eattn)  — ({padar |-+~ | {pictu [ -~ | {Pn}tn)

Figura 3.11: Reglas contextuales

cerrados en Lambda-S [9, T.2.8] (ver también [6, T.5.12]) asi como la normalizacién fuerte [9,
T.2.9] (ver también [6, T.6.10]). A. Diaz-Caro y O. Malherbe probaron el teorema de progreso [9,
T.2.10], es decir, que todo término de Lambda-S que no es un valor, reduce.

A continuacién vemos la implementacion del algoritmo de teleportacion usando Lambda-S.

Ejemplo 3.0.1 (Telep). Para definir Telep primero definimos algunos términos auxiliares para
simplificar la expresion.

not = (2 [0) 1))
cnot = Ax : B2. (head x) x (? not (head x) - (tail x))
cnot}, = Ax : B . (cnot (head x x (tail head x)) x (tail tail x)

H=([+)-1-))
H? = Ax:B>. (H(headx)) x (tail x))
Z=(?=11)-10))

Applf =Af:B — [S|B.(? f-1)

not, cnot, H y Z corresponden a las implementaciones de las compuertas cudnticas ya vistas.
Cnot?2 aplica cnot a los primeros dos qubits de una producto tensorial de 3 mientras que H? Ha-
damard al primero. Applf recibe una funcién (correspondiente a una operacion unitaria) y un qubit
de la base y devuelve esa misma funcion o la identidad segun cudl sea su valor. Es decir, se aplica
o no un operador de acuerdo al valor del otro pardmetro. Con estos términos definimos las partes
de Telep:

Alice = Ax : SB x SB. m (1, Hi (cnoty, .1 x))

Bob = Ax : B*. (Applf Z (head x))((Applf not (head tail x))(tail tail x)))

Y por dltimo:
Telep = Ax : SB.Bob(1, Alice(x x (|Bo0))))
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Lambda-S permite definir funciones unitarias asi como aplicar medicién cudntica a los tér-
minos. Sin embargo no asegura que los términos de tipo SB correspondan a qubits, es decir, con
norma igual a 1. Esto ocurre ya con el término OsE, pero ademads al admitir funciones que no son
unitarias permite aplicar transformaciones a qubits para dar lugar a estados que no lo son.

Por ejemplo el término Ax : SB.2 - x, de tipo SB — SB aplicado a |0) resulta en 2 - |0), que no
tiene norma 1 y aplicado a |+), 2 - |0). También se admiten funciones como Ax: SB.(? |+)-|+))x
que aplicada a |0) o |1) dan |+), pero aplicada a |+) resulta en |0) 4 |1), que tampoco tiene norma
1. Es decir que para restringir los términos de tipo S¥ adecuadamente también las funciones, de
tipo S¥Y — S, tienen que ser isometrias.
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Capitulo 4
Lambda-S;

Lambda-S admite superposiciones cuya norma no es igual a uno. Por ejemplo, podemos tipar
correctamente (|0) +|1)) de este modo:

om0 e A
F10):B HI1):B
1 1
F|0) : SB |—|1>:SIBB+
= (10)+]1)) : SB

Y sin embargo su norma no equivale a uno. Lambda-S; [7, 10], en cambio, busca limitar los
términos a aquellos cuya norma si valga uno, rechazando términos como ese. En contraste con
Lambda-S, por otra parte, comprende un nimero mds reducido de reglas ya que muchos términos
como (& + fB) -7 o como t§ que tienen sus correspondientes en el otro sistema y que llevan a
la introduccién de numerosas reglas de reescritura, en Lambda-S; no pertenecen a la gramatica
de términos. No obstante, se incluyen un conjunto de reglas de congruencia y notaciones para
construcciones lineales. Asi es como el primer término resulta congruente a o -7 + [ -7 mientras
que el segundo es una notacién para ZLI 0y -ts; donde 5= Z[qzl S].

Otra diferencia relevante con respecto a Lambda-S es que Lambda-S; no incluye un operador
para la medicién y las funciones distribuyen linealmente siempre de modo que no pueden tomar
un argumento de tipo superpuesto en la reduccion beta.

Los términos de este lenguaje se presentan en la Tabla 4.1. Estos se dividen en valores y
términos. Los valores son términos pero €stos ultimos incluyen también a las aplicaciones, el ope-
rador de secuenciacion (;), los match y let. Asimismo, ambos grupos se dividen entre valores (0
términos) puros o distribuciones, que son las combinaciones lineales de los primeros.

Aqui presentaremos el célculo de Lambda-S; de [10], el cual es un subcélculo de aquél defi-
nido en [7].

Las reglas de congruencia estdn en la Tabla 4.2 y las notaciones para las construcciones lineales
en 4.3

El conjunto de valores en el sistema Lambda-S; no forma un espacio vectorial dado que su
gramatica no incluye ningun vector nulo. En [7] se utiliza el término distribuciones (en oposicién
a combinaciones lineales de la cual son una nocién mas restringida) para referirse al conjunto de
términos de la gramadtica, junto a los que surgen de las reglas de congruencia.
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Valores

e VW u= x| Ax.5|* ]| (v1,»2) | inl(v) | inr(v)
T st = v|st|t;5|let (x1,x2) =¢ in§|matcht {inl(x;) — 5 | inr(xy) — 5}
babde Yw = v|V+w|a-V (aeC)
b ST on= t|§47] a7 (@eC)
Tabla 4.1: Gramatica de términos
N+5 L+t  (h+h)+5 N1+ (f+13) 17 =7
a-(B-7) af -1 (a+B)-7 o-1+p-7 a-(fi+6) = o-H+a-b

En [10] se define la nocion de espacio de accion distribuida (distributive action-space), a
saber un semigrupo conmutativo equipado con una multiplicacién escalar que cumple con la aso-
ciatividad asi como con la distributividad del escalar respecto a la suma de vectores y de un vector
respecto a la suma de escalares, y tiene un elemento neutro, 1.

En cuanto a la nocién de ortogonalidad, en [10] se la define en base a lo que ahi se llama

pseudo producto interno y se define del siguiente modo:

Definicion 4.0.1 (Pseudo producto interno y ortogonalidad). Sean V=3, o-viyw=}'" Bj-w;
dos distribuciones de valores en forma canénica. Entonces definimos el pseudo producto interno

(-]-):VxV— Ccomo

donde 6V,‘,Wj es la delta de Kronecker. Escribimos v L w si (

(V]w):=

M=
(ngE

N.
~
I

1j=1

Los tipos son los producidos por la siguiente gramética:

Esta gramadtica incluye el simbolo f que cumple la misma funcién que la de S en los tipos de

Lambda-S.

En la Tabla 4.5 se presentan las reglas de subtipado y las reglas de tipado estdn en la Tabla
4.6, donde se usa la notacion:

aiﬁjsvuwj

A=TU|$A|A+A|AXA|A—A

'k (A1 V] LAy F3)) A para

F,All—\_;l A
F,A2|—1722A

Ora, (V1) L Ora, (V2)
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Tabla 4.2: Reglas de congruencia en distribuciones de términos




n k n n
(V,w) := Z Z oifj- (vi,w;) inl(¥) := Z o;-inl(v;) inr(y) := ;ai -inr(v;)

i=1j=1 i=1

q p
15:=Y 8- 15 5:5:= Y % (19
=1 k=1
. P
let (x,y)=fins:= Z % (let (x,y) =1 in5)
k=1
B P
match? {inl(x;) — 5 | inr(x) — 5} := Y % (match# {inl(x;) — 5 | inr(x) — 5})
k=1
Donde \7:2?:1 a;-vi, W:ZT:1ﬁj'Wj, ?:Z{z:l’}/k-l‘k, y 322211 5g'Sg.

Tabla 4.3: Notaciones para construcciones lineales

donde para cualquier contexto I', O es una sustitucion de variables por valores puros del mismo
tipo. Si Aj = A, = 0, entonces podemos escribir solo I' - (V] L ) : A.

También se escribe A” para indicar que el tipo A no contiene ningtn { (salvo tal vez a la derecha
d? una flecha). Asf las reglas Weak y Contr permiten duplicar variables siempre que su tipo sea
A’

A. Diaz-Caro y O. Malherbe prueban el teorema de progreso para Lambda-S; [10, T.3.1] asi
como subject reduction [10, T.3.3] y normalizacion fuerte [10, Coro.3.4.1]. Este ultimo se basa
en el modelo de realizabilidad dado en [7].

En [10] también se incluye un teorema de expresividad que muestra que el cdlculo lambda
simplemente tipado extendido con pares y sumas estd incluido en Lambda-S; y que cualquier
isometria puede definirse en el sistema. También se prueba el siguiente

Teorema 4.0.1. [10, T.3.12] Una abstraccién Ax.7 es un valor de tipo fB — £B si y solo si repre-
senta una isometria U : C> — C2.

A diferencia de lo que ocurre con Lambda-S, la gramatica de Lambda-S; no incluye los térmi-
nos |0) y |1). Sin embargo, los qubits de la base computacional pueden codificarse con los valores
inl(*) y inr(x), representando respectivamente |0) y |1).

En Lambda-S; pueden, como se vié en Lambda-S, definirse cnot, Z, H: Z = Ax.matchx {inl(x) —
—[1) | inr(x) — |0)}, H= Ax.matchx {inl(%) — |+) | inr(x) — |[—)} y

cnot = Ax.let (xg,x;) =x in
match xp {inl(x) — matchx; {inl(x)— |00) | inr(x)— |01)}
| inr(x) — match x; {inl(x) — [11) | inr(x) — |10)}

}

De este modo, usando let podemos definir las funciones auxiliares necesarias para definir Telep.
Sin embargo, debido a que no existe operador 7 ni nada que represente la medicién, no podemos
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let (x,y) = (v,w) in§¥ — §x 1= v,y :=w]
match inl(v) {inl(x;) — 5] | inr(x;) — 5>} — §1[x] ;= V]
match inr(v) {inl(x;) — 5] | inr(x) — 2} — 5H[x2 =]
t—7T t—7 t—7 t—7T
st —SF  tv—>TV ;s — 75 let (x,y)=trins— let (x,y) =7in¥
t—7
matchz {inl(x;) — 5] | inr(xy) — 52} — match 7 {inl(x;) — 5 | inr(x;) — 5>}
t—7F

a-t+s—a-7+75

Tabla 4.4: Reglas de reescritura

A<A  A<HA  HA<HA

A<B B<C A<A" B<PB A<A" B<PB A<A" B<PB
A<LC AxXxB<A"xB A+B<A"+B Al —->B<A—PB

Tabla 4.5: Subtipado
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Ax I'x:AF7:B Lam CHi:A—B AFFS:A 5y
x:AFx:A T Ax7:A— B W

Vod LH1:U AFS:A puegeq LH7:EU ARS:4A
Fx:U T,AF55:A AR5 1A

UnitarySeq

'EV:A AEW:B py,
T,AF (V,):AxB

I'Ft:AxB Ax:A,y:BF5:C '~7:A®B Ax:#A,y:4BF5:4C

— PureLet = UnitaryLet
[ AFlet (x,y)=tins:C [ AFlet (x,y)=7in5§:§C
I'v:A InL I'Fv:B InR
I'Hinl(v):A+B I'Hinr(v):A+B

I't:A+B Al—(x1 ARV J_XZZBl—Vz)ZC
[',AF match ¢ {inl(x;) — ¥V} |inr(xp) — o} : C

PureMatch

TH7:A®B Al (x1:#AF ¥ Lxo: 8B F ) 1 C
[,AFmatch 7 {inl(x;) — V1 | inr(x;) — ¥} : #C

UnitaryMatch

(ken) F (R LV):A Y faP=1 m>1 A#B—=C
I_ZTzlaj“_;j:ﬁA

'7:A A<B _ '7:A 7=%
I'+7:B a I'F7:A

Sup

7 . . 7. b
CH7:B A’ yeax  LX:AY:AFT:B A

L — Contr
Ix:AF7:B [x:Abifly:=x|:B

Tabla 4.6: Sistema de tipos
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implementar ese algoritmo. En el préximo capitulo damos una implementacion de Telep para
ejemplificar con una aplicacion la contribucién de Lambda-ST.
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Capitulo 5
Lambda-S&7

El cilculo Lambda-ST es, como Lambda-S;, un lenguaje de control cudntico que opera en la
esfera unitaria, pero incorpora, a la manera de Lambda-S, un operador de medicion.

A diferencia de Lambda-S, las funciones no se distinguen segin su pardmetro sea 0 no una
superposicion. La reduccién es call-by-pure-value, o sea que la reduccién beta siempre reemplaza
tomando un valor puro. Aplicar una funcién a una superposicion significa, en realidad, que distri-
buimos una aplicacion, lo cual surge de las notaciones para construcciones lineales (Tabla 5.3).
Sin embargo, para ciertos programas necesitamos aplicar funciones que no se distribuyan lineal-
mente respecto de su pardmetro. Un ejemplo de esto surge al querer medir un qubit. Si el operador
de medicion se aplica a un pardmetro y este es siempre un valor puro, entonces dicho operador
careceria de utilidad, ya que medir un qubit de la base computacional dard como resultado siempre
el mismo qubit. Para tales casos lo que hacemos es, siguiendo el trabajo [3], aplicar call-by-value
en una abstraccion que empagqueta una distribucion, a la cual aplicamos un qubit descartable para
desempaquetar.

5.1. Términos

En la Tabla 5.1 se presenta la gramdtica de términos de Lambda-S7. Esta gramdtica es similar
a la de Lambda-S, aunque tiene varias diferencias.

Por ejemplo Lambda-ST no incluye entre sus términos a uno como 611,4, que representaria el
vector nulo de tipo #A, como lo hace Lambda-S con Oga. El vector nulo, sin embargo, puede
representarse con términos como 0-|0), si bien no se puede tipar. Tampoco incluye la funcién pro-
babilistica que da cuenta de los diferentes estados de una medicién de manera conjunta. En cambio,
recurre a un sistema de reescritura probabilistico en el cual la reduccién del caso particular de la
medicioén no es deterministica y el resultado es uno solo, pero estd asociado a una probabilidad.
No tiene tampoco los términos head t ni tail t ya que se sirve del let para descomponer pares.
Finalmente, no tiene los términos f); ¢ ni f}, ¢ y utiliza las reglas de subtipado y no las reglas de
casteo.

Los términos de Lambda-S]" pueden ser “puros” o “distribuciones”. Las ultimas son combi-

naciones lineales de términos puros. Usamos V para denotar el conjunto de los valores puros, V
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Pure values V7W = x| |O>| |1>|Ax§|?§‘?‘(v,W)

reems S,¢ = v|st](s,t)]let (x,y)=tins|m¢
e Fow o= v|V4+wl|o-V (aeC)
Jem S F = t|5+T|aTf (xeC)

Tabla 5.1: Gramatica de térmimos

— —

71—1—?2 = 72—1—?1 (?14—?2)4—1‘3
a-(B-f) = a7t (a+B)7T = a-t+p-7 a-(fi+6) = o-H+a-b

I
_|_
—
-~

(3]
_|_
SH

N—
=)
<
_|_
-~
I
~l

Tabla 5.2: Reglas de congruencia para distribucién de términos

para el de las distribuciones de valores, /A para los términos puros y A para términos distribuidos.
Denotamos con 7 al conjunto de los tipos.

Enla Tabla 5.2 se incluyen reglas de congruencia para distribuciones de términos. Estas reglas,

similares a las presentes en Lambda-S1, permiten incluir en el lenguaje términos sin necesidad de
complicar las reglas de reduccion para cada uno de ellos, dado que son una notacién de los términos
a los que equivalen. Estas reglas se aplican tanto a términos como a subtérminos, de forma que

permiten obtener las equivalencias ¥, 0; (¥, Bjfij) = L, X oiBjti; y Y X 0ijli) = Li(X 04j) i)

Cabe mencionar que no incluimos la equivalencia 1-7 =7 ya que si bien ambos (usando las

reglas de subtipado) pueden tiparse como superposiciones, incluirla darfa lugar a 1 - |0) = |0) pero
mientras |0) puede tiparse como B, 1-|0) no, lo cual no respetaria subject reduction.

También usamos las notaciones para construcciones lineales que estdn en la Tabla 5.3

n k

(7.5):=) ) oij- (tiss)) 15:=

i=1 j=1

o - 18

(ngE

1

p
let (x,y) =7in§:= ) %-(let (x,y) =f in¥)
k=1

Donde 7=Y0 % tx, y S=X1_ 850

Tabla 5.3: Notaciones para construcciones lineales

Las reglas de reescritura se presentan en la Tabla 5.4, donde se usan las siguientes notaciones

|k); = |b1...b;) donde by ...by es la representacion binaria (con [ bits) de k
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(Ax.T)v —T|x:=1]
let (x,y) = (v,w) in§ — §[x:=v,y :=w]
(2¢-1)]|0) —> ¢
(2t-r)|l) —r

m (Z o] |bhi>) — e 1K) X [ 1)
=1 =l

t—7F t—7F
(t7§> — (773) (fut) — (Ev?)
t—7 t—7 t—7
St —> §7 tVv—rv mt — mF
t—7F t—7F

let (x,y) =t ins— let (x,y) =7ins a-t+5— o -7+7¥

Tabla 5.4: Rewrite rules

PRI i G — I ) T

i€Ti \ \/Lrer o> ) =i
Pr = Z [ls
i€Ty
Try={i<m]||by;...by) = k), }

De este modo, |k); X |),_; es la k-ésima proyeccién del término normalizada.

Las abstracciones permiten definir funciones que tomen por pardmetro una distribucion. Sin
embargo, ante el natural problema de querer medir una distribucién, no tiene sentido hacer algo
como Ax.mx. Esta expresion no mide un qubit si no que es la identidad:

X

x:jjBl—x:jjB/:;
x:fBFEax:B _
x:fBFmx: 4B
FAx.mx: 4B — B

Lam

Podemos aplicarla al vector % |0) + % |1), notado |+), usando

FAx.mx: 4B — B F|+): 1B
F(Ax.7x)|+) : B

UnitaryApp

Pero (Ax.7x)|+) —* |[+) ya que primero se distribuye linealmente. Como veremos en el
Ejemplo 5.4.2, donde es necesario aplicar la medicién sin distribuir primero el operador en el
parametro, es posible definir un valor que empaquete una distribucién para esto.
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Asi como Lambda-S; define el pseudo producto interno y la pseudo norma, también lo hace
Lambda-ST. Sin embargo, mientras que el primero lo hace para valores cerrados, el segundo lo
hace de fomrma mds general, para términos abiertos.

Definicion 5.1.1 (Pseudo producto interno y ortogonalidad). Seanv=3}7, o-viyw=3}"", Bj-w;
dos distribuciones de valores cerrados en forma canénica.
Luego, definimos el pseudo producto interno (- | -) : V x V — C como

(‘7‘ "_‘;) = Zl Zlﬁiﬁjévnwj
i=1j=

donde 9y, ,,; es el delta de Kronecker, i.e. es 1 si v; = wj, y 0 si no. Decimos pseudo ya que no
tenemos un espacio vectorial.

Vamos a definir la ortogonalidad entre dos términos de manera mds general.

En primer lugar, para dos valores cerrados -V : Ay - w : A, decimos que son ortogonales (y 1o
notamos vV L w) si (V| w) =0.

Para dos términos cerrados - §: A y -7 : A decimos que son ortogonales si para todo ¥V y todo
w tales que § —* Vy 7 —* W, se cumple: (V| w) = 0.

Por otra parte, dado un término 7, llamamos 6 a una sustitucion de las variables libres por
valores cerrados, es decir 0(7) = 7]x; := 0(x1)]...[x, := 0(x,)] donde FV () = {x1,...,x%,} ¥y
0(x1),...,0(x,) son valores cerrados.

Decimos que 6 es vilida en I', y lo notamos 0 I- I" si para toda x : A € I, 6 sustituye x por un
valor cerrado de tipo A.

Ahora, dos términos I, A; - 5: A y I', A, - 7 : A son ortogonales si para cualesquiera sustitucio-
nes 0y y 6, tales que O, - I',Agy 6, I I, A;, se cumple (6;5(5) L 6,(7)).

Escribimos I' - (Ag -5 L A, 1) : A para decir que:

AES:A
LA FT:A
0,(5) L 6,(7) VO, -T,Ay, y V6O IrT,A;.

Si Ay = A; = 0 entonces simplemente escribimos I' - (5 L 7) : A.

Definicion 5.1.2 (Pseudo norma). Sea vV una distribucion de valores. Definimos su pseudo norma
| V|| como
(V,7)

Noétese que para tener pseudo-norma un valor tiene que ser cerrado.

5.2. Tipos

Los tipos son los producidos por la siguiente gramética:
Q:=B|4Q]9xQ
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A=Q|AxA|A—A

Escribiremos ademds Q; para los tipos B y 1B y Q,, para cualquier tipo Q,, x Q; sim+1[ = n.

Usamos la notacién A” (A es bemol) para decir que A no contiene ningun # excepto, quiza, a la
derecha de las flechas, y dado un contexto de tipado I" usaremos la notacién I b para decir que para
cada tipo B contenido en él, B.

Las Tablas 5.5y 5.6 representan las reglas de subtipado y tipado respectivamente.

A<B B<C A<A B<PB A<A" B<PB
A<LC AxB<A xB A —-B<A—PB

Tabla 5.5: Subtipado

- A Ax Ax
YAFxA - FO:B O F):B
F,x:fiFt:B Lam I-(FLls):A If F'__(‘IJ‘S):M Unitarylf
TFAx7:A— B [ -27-5:B—A T H27-5:4B— A
TFF:A AFS:B gy
T,AF (7,5):AxB
AR : B A5 : 4B
I'~r:AxB A,x:A,y.:B_’l—s:CLet I'-7:4(AXB) Ax:tif_&),y:jjBl—s:ﬁ UnitaryLet
[AFlet (x,y)=tin¥§:C [AF let (x,y) =fin¥§: §C
CH7:4B" o e THE(G L7):Q Yoy =1 lesup

T+ mf: B! x B! Y7, o7 4Q

I'-7:A A<B _ -7:A 7=7 _

I'7:B I'~7:A

g . . 2. b
THT:B A oo DX1AY:AFT:B A

- — Contr
Ix:AF7:B x:AFf[y:=x|:B

Tabla 5.6: Sistema de tipos
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Siguiendo a Lambda-S y a diferencia de Lambda-Sj, las reglas de tipado de Lambda-ST in-
cluyen la regla If. Sin embargo, mientras que Lambda-S impone como unica restricciéon que los
posibles resultados sea del mismo tipo, Lambda-ST* ademads requiere que sean ortogonales entre
si. Es decir Lambda-S permite tipar (? |+)-|1))|+) yaque - |[+) : SBy ? |[+)-[1) : S(B — SB)
por las reglas If y Sj en la Tabla 3.3. Pero esto reduce a % |0) + ”Tﬁ |1) que no tiene norma 1. Por
otra parte, Lambda-S7¥ no permite tipar ? [+) - |1) ya que |[+) y |1) no son ortogonales.

Otra diferencia se da en la regla Sup ya que su contraparte en Lambda-S; no admite contextos
de tipado no vacios. Esto por un lado incrementa la dificultad para una eventual implementacién
de realizar un chequeo de tipos de manera estdtica en Lambda-ST ya que en general la verificacién
de ortogonalidad requiere reducir el término y para Lambda-S{* se tom6 la decision de dejar dicha
prueba bajo la responsabilidad el programador, ddndole més expresividad al lenguaje.

Noétese que si bien cualquier qubit puede representarse mediante una combinacion de qubits de
la base computacional, el sistema incluye (con las restricciones mencionadas) tipar combinaciones
de qubits en general, dado que de otra forma la reduccion rdpidamente daria lugar a términos que
no podrian tiparse.

La regla Pair permite tipar pares de superposiciones. Esto es asi ya que si s6lo admitiésemos
las superposiciones de pares tipadas por Sup perderiamos la informacién de separabilidad Por
ejemplo, no habria forma de tipar (|+),|+)) como #B x B y s6lo se podria tipar con f(B x B).

5.3. Propiedades

En adelante usaremos la notacién [f] para indicar un § consistentemente opcional, por ejemplo,
si se afirma un predicado sobre [f]A — [t]B, entonces el predicado se afirma por un lado sobre
A — By por otro sobre A — {B.

Lema 5.3.1 (Generacién). Si ' -7 : A entonces

= si7 = x entonces

. F:x:B,Aby
e B<A;

= si7=|0) entonces

e B<Ay
.

= si7=|1) entonces

e B<Ay
. rb.

= sif = Ax.5entonces
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e I''x:CH5:D,
ol—‘by
e C—o>D<A;

—

= sif =77 5entonces
*I'H(FLS):Cy
* [f]B — [f]C <A;

» si7 = (75) entonces I =T, Iy, F% y existen dos casos.

* Si 7 fue tipado con Pair:
oI'l, I3 H7:B,
o I, I3F5:C,
o BXC<A;
* Si fue tipado con Sup
Yo o,
Z?Sl i S
f=Y Yl e (i),
M Ll =1,
(vlﬁﬁlz\/hijz)r = ((riyssi) L (riyssy))  Q,
o 1Q <A,

O Nyhyg 2 1’

e}

e}

e}
L« Ny
Il

(@)

O

m Sif =75,

Existen tres casos.

* Si7 fue tipado con App
o I'=Ty,[,,I3%,
o I1,T3F r:D—E,
FQ,F3I—SZD,
o E<A;

@)

* Si 7 fue tipado con UnitaryApp
o I'=TI,IL,T5,

FI,F3 I—r:ij—>ij,

Fz,r3 Fs: ﬂD,

o {E <A;

@)

@)

* Si fue tipado con Sup
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¢} E:Z?:loc,--si

f= Z?:l o, - rsq,

Yio el =1,

(Vizj) TH(rsi Lrsj): Q,
o 1Q <A,

on>1,

@)

O

@)

» si7=1let (x,y) =i in 5. Existen tres casos.

* Si 7 fue tipado con Let
o ['=Ty,[L,I3%,
o i es un término puro, o sea u,
o F],Fg,l—u:DXE,
o I, I3,x:D,y:EF5S:F,
o F<A;
* Si fue tipado con UnitaryLet
o ['=Ty,[,,I3%,
o I, I3Fii:4(DXE),
o I, I'3,x: 4D,y 4E - §: {F,
o {F <A;
* Si fue tipado con Sup
o U =Yy Ve Uk
o I=Y_ % (let (x,y) =u in¥s),

o X P =1,

o (Vkzs) TH(let (x,y) =up ins L let (x,y) = u; in¥) : Q,
0 1O <A

onzxl,

= sif = m7 entonces
e I'H7:1B"y
« B! x tB" ! < A.

= sif=Y"q;-5; entonces
l

« Y legr =1,

* (i#)T'F(s; Lsj):D,
«iD<A

en>1,
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Demostracion. Usando las reglas Weak y <, siempre que haya una derivacién de I' - ¢ : A existe
unade A-7:Bdonde A <By (A\F)b, no habiendo otras reglas que cambien el tipo sin cambiar el
término. De este modo, cada caso del Lema corresponde a una de las restantes reglas, con posibles
usos adicionales de las reglas mencionadas.

]

A continuacién probamos subject reduction, para lo cual necesitamos el Lema de Sustitucion.
En este dltimo, el término que sustituye debe tener su contexto de tipado vacio, y en el primero
también requerimos que el contexto de tipado sea vacio. Para términos con contexto de tipado no
vacios, en general, en realidad subject reduction es falso. Para verlo, considérese este ejemplo:

A
z:fBFz: B A
Z:ﬂBFTL’Z:B }_|0>:BPair y:BI—y;B Weak
z: 1B+ (7z,|0)) :Bx B x:By:Bby:B _

z:4BFlet (x,y) = (7z,]0)) iny: B
Pero
let (x,y) = (7z,[0)) iny —" [0)

y sin embargo
z:fB¥10):B

Notese que si fuese posible derivar z : B I |0) : B, entonces tendriamos la funcién - Az. |0) :
B — B, aplicable a un qubit (con la regla App) y capaz de descartarlo, lo que rompe la unitariedad.
Dado que no se permite reducir bajo lambda, esto no supone un problema.

A continuacién vemos el Lema de Sustitucion para el cual, y a fin de evitar complejizar inne-
cesariamente la prueba, usaremos las notaciones

A/:{xgtEi ’xiZEiEA},

! =tx:=x].. . [xpi=x)) .

Lema 5.3.2 (Sustitucién). Sil,x:CH7:AyFv:Centonces [ F7[x:=v]:A
Demostracion. Induccién estructural en 7.
" f=x
Entonces por el Lema 5.3.1, C <A y ademads . De este modo, y dado que x[x = v] =v:

Fxfx:=v]:C C<A <
Fxlx:=v]:A .
I'Exfx:=v]:A

Weak

m f=y#x
Entonces por el Lema 5.3.1,I'=y: D,Ab para D < A. Asi, como y = y[x :=v],
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A
. ] X b
y:DFyx:=v]:D A ea
I'+yx:=v|:D D<A
I'Eyx:=v]:A

- 7=0)
Entonces por el Lema 5.3.1, " y B < A. Asi, como [0) = |0) [x := ],

: = Mo
F10)[x:=v]: B 17 eak

'=10)[x:=v]:B B<A _
CH0)[x:=v]:A -

» 7= 1) Es andlogo a |0).
" F=Ay.5
Entonces por el Lema 5.3.1:
eI''x:C,y:DFF5:E,
. l—‘by
* D—E<A.

Luego, por hipétesis de induccion: Iy : D+ § [x :=v] : E. Y por ende:

[y:DFS[x:=v]:E I’
Lam
I'-Ay.5x:=v]:D—E D—>E§A<
'EAy.Sx:=v]:A -

Y como por convencién de Barendregt y no aparece libre en v, 't (Ay.5)[x:=v] : A
" 7=75-i
Entonces por el Lema 5.3.1,
eI''x:CH(SLu):Dy
* [1B = D <A
YT',x:Ck (5Li): D significa que:
e I'x:CkH5:D
eI''x:Criu:D
e 0(5) LO(), vVOrT,x:C
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Por hipétesis de induccién, I'F 5 [x:=v]:Cy'Fii[x:=v]:C.
Sea 0’ IrT". Como F i [x :=v] : C, entonces 8’ U[x:=v] - [,x:Cyporende I',x:CH (6'U

x:=v])(5 ) (0'U[x:=v])(@):D.Y como (0'U[x:=V])(5) =0'(5[x:=v]) y (/U [x:=
v]) (i) = 6'(ii [x := v]), entonces,
FI—( [x :v]J_ﬁ[x::v]):C Unitary]i
F(?5-id)[x:=v]: [f]B — [H]C [{B—[HC<A _
-5 d)x:=v]:A B
w 7= (5,i)

Entonces por el Lema 5.3.1,1',x:C = Al,Az,A% y existen dos casos:

* Si7 fue tipado con la regla Pair.
o Al,A3 Fs: D,
o AQ,A3 i E,
o DX FE <A.
Supongamos que x : C € Ay (o seaque x: C ¢ Ay UA3).
Sea A = E,x: C. Entonces E,x : C,A3 - 5: D y por hipétesis de induccion E, Az -
5 [x :=v] : D (notar que (5 [x := v|, i) = (§,i)[x := v])). Entonces

EA3l—§[ V] D AZ,A/l_I/_i/'E
EAz,Ag,,A/ ( [X —V] ) DXxE ntr
H,AQ,A3|—(§[ ] ).DXE DXE§A<

[ (5ud)[x:=v]:A -

Pair

Six:C e Ajelcasoesandlogoax:CeA.
Supongamos que x : C € Az. Sea A3 = =Z,x : C. Entonces
o Al,Ex:CH5:D
o Ay, Ex:ChHUu:E
Por hipétesis de induccion, tenemos
o AL,EFS[x:=v|:D
o Ay, Elii[x:=V|:E

Como Z’ y i’ son un mero renombre de las variables tenemos Ay, Z' i’ : E y entonces:

ALEESx:=v]:D AE R [x:=V]:E
Al Az,:,:/l—(_) )[X —v] DxE
' (5,d)[x:=v]:DXE DxE <A

' (54d)x:=v]:A
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* Si 7 fue tipado conla regla Sup.
o (5,@) =Y X5 i ;- (si,u))
° Z?:lzl;‘ﬂ il =1
o (Vigkven) A1, A2, A3 1= (si,uj) L (s, up) = Q
o 1Q <A
o nk>1
Por hipétesis de induccion, (V; ;) 't (s;,u;)[x:=v]: Q.
Ademds, como v : C, entonces para cualquier 8’ - T, 8’U[x:=v] I [",x: Cy por ende
A1, Ay, A (0" U [x :=v])((si,uj)) L (0" U[x:=v])((sk,up)) : Q.Y como (6'U [x :=
VD) ((sis ) = 0'((si,uj)[x:=v])

ixkvizh) TF((si,uj) L (sk,up)) 1 Q Zi,j|aiﬁj| =1 Sup
LY, 06B;- (siu)) - §Q 1Q<A
FI_ZLjaiBj'(Si»”j) 1A

<

—

» = sii

Por el Lema 5.3.1 Existen tres casos.

* Si 7 fue tipado con App [0 UnitaryApp]
o T'=A1,Ap, A,
o Az,A3 Fu: []j]D,
o A,A3Fs:[f]D— [H]E,
o [H]E <A;
Six:CeA.SeaA; =E,x:C,de modo que E,x:C,A3 Fs: [{]D — [f]E.
Por hipétesis de induccién, E,Az - s[x :=v] : [{]D — [#]E y Aa, Az - ufx:=v] : [4]D.
Entonces:

ENbEsxi=v]:[i]D— HlE Ay, AjFu[x:=v]:[f]D

— [Unitary]App
E, A, A3, AL sul[x =] [HIE Contr
E,A0, Az b sufx:=v]: [H|E HE<A _
I'Esulx:=v]:A a

Six:C € A; es andlogo.

Six:C e Az SeaA; =EZ,x: C. Entonces
o AL,Ex:Cts:[f]D— [H]E
o Ay, Ex:Clu:[f]D

Por hipétesis de induccion, tenemos
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o AL,EF s [x:=v|:[{]D— [H|E
o M, EFulfx:=v]:[t]D

ALEESs[x:=v]:[f]D— [f]E AyE Fu[x:=v]:[{]|D
AL AEE Fsullx =V [HE Contr
Tk sulx:=v]:[(]E [HE <A
[k sulx:=v]:A

[Unitary]App

IN

* Si fue tipado con Sup
o f=Y1, a;su,
o Y logl*=1,
(Vizj) T (su; Lsu;): Q,
o 1Q <A,
on>1,

= n
© u=):,~:1065-ui

@)

Por hipétesis de induccion, (V;) T'F su;[x:=v]: Q.

Ademds, como I [x := V] : C, entonces para cualquier 8’ - I, 8’ U[x :=v] - [',x : C'y por ende
A, A, A3 (0'U [x =) (su;) L (0'U[x:=v])((sug)) : Q. Y como (8" U [x:=v])(su;) =
0’ (su;[x :=v])

Gekvizn T (su; Lsuy): Q Yilog)? =1 Sup
Fi—Ziai-sui:ﬁQ ﬂQSA <
Fl—Zia,--sui:A -

» f=1et (y;,y2) =i in¥s

Por Lema 5.3.1 existen tres casos:

* Si7 fue tipado con la regla Let [0 UnitaryLet]:
o [,x:C=Ap,Ap, A,
o AI,A3 Fu: [Ij]DXE,
o Ap,Az,yi: [§]D,y2: [HE 5 [H]F,
o [H]F <A;
Six:CeA,A|=Ex:CyEx:C,A3Fu:[8]DxE. Por hipétesis de induccidn:
E, A3t ulx:=v]:[f]DXE.

Entonces:
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EMNbulx:=v]:[{]DXE Ay,Ayy1: [H]D,ys: [HlE S [x:=v]: [4]F
E, A, A3, A (let (y1,y2) =uin§)[x:=v]: [HlE Contr

E, A0, Az, (Let (y1,y2) =uins)[x:=v]: [H]E HE<A _

'+ (let (y1,y2) =uins)[x:=v]:A -

[Unitary|Let

Six:C € A; es andlogo.
Six:CeA3SeaA;=E,x:C.Porel Lema 5.3.1:
o Al,EtFu:[f|DXE,
o Ap,E,y1:[H]D,y2: [HIE S [H]F,
Por hipétesis de induccién, tenemos
o Al,EFulx=v]:[f]DXE,
o A, E.y1:[HD,y2: HIEF S [x=v]: [§]F,

Entonces

ALEFulx=v|[i]DXE: A, E y1:[f]D,y2: HEF S [x=v]: [H]F
Al,Az,E,E/ F (let (yl,y2> =uin E')[x = V] 1A Contr
' (let (y1,y2) =uin¥)x:=v]: [HE [HE <A

[Unitary]Let

<
[ (let (y1,y2) =uing)[x:=v]:A -
* Si fue tipado con Sup
o (Vkzt) Iix:CH (let (x,y) =ux ins L let (x,y) = u; in¥): Q,
o §Q <A,
on>1,
0 U=y} Ve Uk
Por hipétesis inductiva (V) I'F let (x,y) =up insx:=v]: Q,
Ademds, sea 6’ - ' y nuevamente como - [x := v] : C tenemos que para todo i # j se
cumple: I'F (6'(let (x,y) = u; in §[x:=v]) L 6'(let (x,y) =u; in s[x:=v])): Q.
Luego:
i#) T (let (y1,y2) =u; in§[x:=v] L let (y1,y2) =u; inFx:=v])): Q@ Yi  |lnl>=1 m>1 Sup

I'1let (y1,y2) =uins: §Q

u ?ZTQE

Porel Lema 5.3.1:
e x:CH5:4B"
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« Bl x B! <A

Por hipétesis inductiva: I' - 5[x := v| : B" y entonces:

I'E5[x:=v]:tB" -
TE(ms)[x:=v]:B"xB"! B'xB" /<A
' (ms)[x:=v]: A

" ?:Z?:1 ;- S;

Por Lema 5.3.1:

« Yl =1

e (i#) ' (siLs;):D
« D<A

en>1

Por hipétesis de induccion, se cumple (V;) I't s;[x :=v] : D. Ademas, sea 6’ - [ y nueva-
mente como - v : C tenemos que para todo i # j se cumple: 0’ (s;[x :=v]) L 6'(s;[x:=v]): D

Luego:

i) TF (sifx:=v] Lsjlx:=v]):D Yl =1 m=1

n oy — ] - up
Y& o-sifx:=v]: 4D

Teorema 5.3.3 (Subject reduction). Sit-7:Ayf — 7entonces - 7: A

Demostracion. Prueba por induccion en la relacién de reescritura.

» Caso (Ax.7)v —f[x:=v].

Por Lema 5.3.1 tenemos

x:DFT:E  |.m
FAx.f :D—E FviD app
F(Ax.T)v:E E<A
F(Ax.T)v:A -

y este es el tnico caso ya que v € V. De este modo, por el Lema 5.3.2, usando x: D7 : E
y v : D obtenemos -7 [x :=v] : A.
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» Caso let (x,y) = (v,w) in§ — §[x:=v,y:=w]

Por Lema 5.3.1, obtenemos

Fv:D Fw:E py
F(v,w):DXE x:Dy:EFs:F
F1let (x,y) = (vyw) ins: F F<A -
F1let (x,y) = (v,w)ins: A

De este modo, usando el Lema 5.3.2 dos veces, dadoque x:D,y:EF-5:F,Fv:DytFw:E,
obtenemos - §[x := v,y := w] : A.

» Caso (?7-7)|0) — 7

Usando Lema 5.3.1 tenemos

FELR:C
F277:B—C I—|0>:BApp
- (27-79)[0): C C<A _

- (27-7)[0): A

De este modo -7: A

= Caso (?-r)|1) (andlogo al anterior).

n

» Caso (gl aihH |bhi>) — i 1K) X [ @r)

=1
Por Lema 5.3.1

n n m
wen F I by LI |byj) : B L o> =1
— = 1=

m n Sup
E X o IT |bw) : 4B"

=1 h=1 i
m n

Fm(Y o T b)) : B™ x B!
=1 h=1
donde B" x #B" ! < A.
2
o ‘ailz

Claramente |k); = |by...b;) : B!, Por otra parte, ¥c7,

= Lieh g laf =

\/ZreTk |or|?

. |12 n n
Len |l _ ¢ Ademés, como [T |by;) L [T |bsj) y dado que Ty = {i <m||by;---1;) = k), }
h=1 h=1

Yrer, a2 T

n n n
tiene que ser [] |bp) L TI ‘bh j> dado que si existieran i, j € T tales que [] |bp;) =
h=I+1 h=I+1 h=l+1
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n n n
[T |bn;) entonces tendrfamos |k); x [T |bu) =1|k); x TI |baj) lo que es absurdo por-
h=I+1 h=I+1 h=Il+1

que son ortogonales.

Entonces por Sup

o L _
Y ——— [T 1w :tB"
i€y /Y rer, |0|? =141

De modo que |k); x |¢) : B! x B! < A.

Ahora consideramos los casos inductivos.

|_

Caso L7
(ta E) — (?7 E)

Por 5.3.1 tenemos dos casos. Si se tipd con Pair, -t : B, 5 : C, Bx C < Ay por hipétesis

de induccién - 7 : B. Por lo tanto usando Pair obtenemos I (7,5) : A.

Si en cambio se usé Sup tenemos

« (t,5) =YL i aif- (,5))

© X Xh e =1

(Y £V ji sz) - ((ti17§j1) 1L (tizjjz)) L Q,

* = Z:lt:l a; -,

* 322?;1131"51'

* 1O <A,

* nng 2> 1,
Ademds Q = Q,,, X §Q,,,, donde ¢ : 9, y 5 :49,, (sabemos que son tipos con
# porque n;ny > 1). Entonces, dado que + — 7, tenemos por hipétesis de induccién que
-7 : §Qpm, lo que implicaque # =Y 7i-Ficon Y17 | %[> =1y F (7 L 7)) : Qp, para todo
i # j. De este modo, Z?élz?:l %iB; - (7i,5;) = (7,5).
Ademds 1 = (L7, [%*) (T}, IBi1?) = Lizy Xy [viBiI? y también - ((7,57,) L (7,,55)) -
8Qm, X §Q,, = Q para todo i] # iz 0 ji # jo.
Por lo tanto, podemos usar la regla Sup y por ende - (7,5) : A

Caso (5,1) — (5,7)
Es andlogo al anterior.

t—7
st —> S7
Por 5.3.1 tenemos tres casos. Si se tipé con App [o UnitaryApp], tenemos s : [f]D — [4]E,
Fr:[f]Dy [H]E < A. Ademds, por hipétesis de induccién 7 : [§]D Por lo tanto, usando las
reglas [Unitary]App y < obtenemos - s7: A

Caso

61



Si se tip6 con Sup:

o st=Y1 0 st,

* Yila* =1,

o (Vigj) F(sti Lstj):Q,
* fQ <A,

en>1,

Ct=Y1 0t

yademasts:D —Eykt:D.
Comot — 7, st; —> stiy F=Yr 0;-r, - (sfi L) : Q.Y s¥ =Y | 0 - s7i. Luego,
usando la regla Sup obtenemos I s7: §O.

Si se da que t = 7 en virtud de una de las reglas de la Tabla 5.2, entonces es trivial chequear
que en cada caso si t = 7 también st = s7.

t—r
m Caso ——=
Vv —>ry

Por 5.3.1 tenemos tres casos. Si se tip6 con [Unitary|App, tenemos - ¢ : [§]D — [§]E, =V [§]D
y [f]E < A. Ademds, por hipétesis de induccién b r: [f]D — [f]E. Por lo tanto, usando las
reglas [Unitary]App y < obtenemos + v : A.

Si se tip6 con Sup, entonces 1V =Y | o;-tv; y rV = Y| ¢ - rv;. Por hipétesis de induccién
r preserva el tipo de ¢ y por definicién de L tenemos - (rv; L rv;) : E paratodo i # j. Por lo
que Frv: A.
_t——=F
s Caso mit — w7
Por 5.3.1 tenemos ¢ : #B" y B! x #B"~! < A. Ademds, por hipétesis de induccién - 7 : §B".
Por lo tanto, usando la regla 7 obtenemos - ;7 : A.
t—7F
let (x,y) =t ins— let (x,y) =7ins"

m Caso

Por 5.3.1 existen tres casos. Si fue tipado con Let (o UnitaryLet), tenemos: 7 : [f]D x E,
x:[4]D,y: [#]EF5: [#]F y D <A. Ademads, por hipédtesis de induccién |- r: [f]D x E. Entonces
por Lety < tenemos: | let (x,y) =rins:A

Si fue tipado con Sup

—
9

e let (x,y) =tins=Y}_, % (let (x,y) =t in¥)

* Yo InlF=1,

o (Vizt) F (let (x,y) =t ins L let (x,y) =1 1inys): Q,
s fQ <A,

en>1,
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s t=Y4 1Yt

Y por los tanto 7 = Y} ¥ - 7x donde los 7, mantienen el tipo pot hipétesis de induccién y la
ortogonalidad por defincion de L, por lo que - (let (x,y) =7 ins L let (x,y) =7 inys):
Q, y por ende podemos usar Sup y tipar - let (x,y) =rins§:A

t—7
o-t+5— a-7+5
Por el Lema 5.3.1 tenemos §=Y./" | B;-s; donde (Vix;) F (s; Ls;): D, (Vi) Fs; Lt:D,
tD <Ay Y™, |Bi]*+|a|* = 1. Ademds, por hipétesis de induccién - 7: D'y por definicién
de 1,dadoquet — 7, (V;) Fs; L7:D.

Por lo tanto, usando la regla Sup, - o - 7+5: A

Caso

Teorema 5.3.4 (Progreso). Sea b7 : A luego si 7 /— entonces 7 € V

Demostracion. Por induccién en 7.

Si7eVno hay nada que probar.

f = sr. Como f /—, tampoco s ni r, entonces por hipétesis de induccién s, r € V. Por Lema
531Fs:C—Aykr:C,

Por lo que s = Ax.ii, s = A%x.ii 0 s =2 ¢ - p, pero eso es absurdo porque tanto (Ax.ii)r como
(A%x.i)ry (? q- p)r reducen.

7 = (5,7). Entonces § /— y ¥ /— ya que de lo contrario, por las reglas de la Tabla 5.4,7
reducirfa. Luego, por hipétesis de induccion 5§ € V 'y 7 € V. Pero esto es absurdo ya que en
tal caso7 € V.

7=1let (x,y) = s in 7. Como f /—, tampoco s, entonces por hipétesis de induccién s € V.
Por Lema 5.3.1F s:C x D, por lo que s = (g, p). Pero eso es absurdo porque let (x,y) =
(¢,p) in7 — Flx:=q]ly := p].
7 = m5. Como 7 /—, tampoco §, Por Lema 5.3.1 F5: #B", por lo que § =Y ; o; |i), ya que
por hipétesis de induccién 5 € V.

Pero eso es absurdo porque 7, Y; ; |i) s s reduce.

7 =Y, @;5:. Entonces para cada i, 5; /— ya que de lo contrario, por las reglas de la Tabla 5.4,
7 reduciria. Luego, por hipétesis de induccién 5; € V. Pero esto es absurdo ya que en tal caso
rev.

O

Teorema 5.3.5 (Norma). Sik v: A entonces ||V|| = 1

Demostracion. Siv =v €V (es un valor puro) entonces ||[v|| = (v|v) = §,, = 1. Si es una distri-
bucién [|Vf]| = X7L | ;- vj, donde por el Lema 5.3.1 Viy; = (v; LV;) y X l|e]|? = 1.
De este modo, [Vf| = Y7L 5jja]2 =Y ajz =1
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5.4. Expresividad

En esta seccion vamos a ver que el lenguaje incluye, por un lado, el cdlculo lambda simplemen-
te tipado y extendido con pares y, por otra parte, también los elementos basicos de la computacion
cudntica, o sea: qubits, compuertas cuanticas y medicion. Con respecto a los qubits, esto es simple-
mente porque la gramédtica de términos incluye los qubits y los pares. Como ejemplo de una apli-
cacion también expresaremos el algoritmo de teleportacién cudntica en términos de Lambda-ST,
para lo cual introducimos ademds la notaciéon case of que permite representar operadores mds
facilmente.

Definicion 5.4.1 (case of).

En primer lugar, definimos recursivamente la notacién curried_case, (Vo, ... ,V_1) del si-
guiente modo:

curried_case; (v, V1) = (? Vo V1)

Y param > 1:
curried_case,,(Vo, ... ,Vn_1) = (? curried_case%(vo, ,\72%,1)- curried_case%(ﬁz%, ey Vom_ 1))
Entonces
case x of {|0),, — Vo | -+ | [2" — 1), Van_1} = let (x0,x') =x in
let (x1,x") =x; in
ror,
let (xpn_p,xpn_1)=x"" in
curried_case, (Vo, ..., Von_1) X| ... Xpn_]

Asi, dado cualquier n, podemos definir la expresién que toma por pardmetro el término |k), y
devuelve v, mediante Ax.case x of {|0), — Vo |-+ ||2" — 1), — Vn_; }. Como cualquier operacién
lineal queda definida dados los valores a los que evalia en cada vector de la base, podemos por
ende definir mediante esta notacidn las operaciones lineales.

Ejemplo 5.4.1. El término

Ax.case x of {

representa la identidad en C3.
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Definimos la siguiente notacion para el Teorema de Expresividad.

Definicion 5.4.2. Sean b; € {0,1} y k = bg...b,, donde by...b, es la representacién binaria de
k € N con m bits. Entonces, dado un vector |k) € CZ", podemos codificarlo mediante el término
|k),., que también notamos | k).

Asimismo dado cualquier Vector e C?", podemos escribirlo como lei] o |k), que codificamos
Y2, ot|k), y también notamos V.

Teorema 5.4.1 (Expresividad).

1. El Céalculo Lambda Simplemente Tipado extendido con pares con call-by-value esta incluido
en Lambda-ST.

2. Si U es una isometria en C2", entonces existe un término U tal que - U : §B" — tB” y para
— n Pap—y — NS fay
todo ¥ € C?", si w = UV, entonces UV —* w.

. o n . . , . 5
3. Si ¥ € C?" es un vector que representa un sistema de qubits entonces el término - ;v :
B! x #B"~! representa una medicién del sistema.

Demostracion.

= Los términos del cdlculo lambda con pares estdn incluidos en la gramética de términos puros
de Lambda-S§. El conjunto de tipos A’ incluye los tipos simples. Los tipos simples junto
con las reglas Ax, Lam, App, Pair, PureLet, Weak y Contr permite tipar el calculo lambda
extendido con pares.

= Sea U una isometria. Entonces, podemos definirla dando su comportamiento en la base de
C?". Asi, sea la base canénica B = {|0),,...,|2" —1),} y para todo |k), € B sea U |k), =

(BOJG ce ’BZ"—UC)’ 0 S€a que U= (ﬁi,j)i,j-
Definimos el término U usando la notacién case introducida en el Ejemplo 5.4.1
2" —

1
U =Ax.casexof {|k), — Y Bi-li),}

Sea V= (a,..., 000 1)7 22 Lo k), €C* con Z,'Zial P =1yv= Z,%n:f)l ock|l€)n con
v : B®". Entonces tenemos

—12"—1

Z_ Ué%zakZﬁzk’%ZZakﬁlk’—)Uv

vV

-

= Este punto se sigue de la regla de reescritura para 7.
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Ejemplo 5.4.2 (Teleportacién cudntica). Veamos como ejemplo como implementar la teleporta-
cién cudntica descripta en los preliminares (Seccién 2.2.7). Para ello necesitamos definir las fun-
ciones:

» Hadamard, H: (? |+)-|—))

F(+) L1-)): B

Unitarylf
(2 +)--)) 4B — B

« Z: (7 —|1)-]0)), donde — |1) = (—1)-|1).

F(=1) L11]0)): 1B
=(? —[1)-10)) : B — B

Unitarylf

* X(@nob: (7 [1)-10)). (1) L[0)): 5B

Unitarylf
E (7 [1)-]0)) - B — B
= curried_cnot = (? (? |00)-|01))-(? |11)-]10)))
- |00) L |01) : B> - [11) L |10) : #B?

= (?]00)-]01)) : B — #B% (2 [11)-]10)) : 4B — #B? ;
F (2 (2 100)-[01))-(? |11)-]10))) : B — tB — #B?

Entonces definimos la parte correspondiente a Alice asi:

Alice := (Az.m((Ax.let (xp,x12) = x in (Hxy,x12))
(let (X(),)q) = |B()()> in (curried_cnot {Z}X(),xl)))

donde {z} := z|0). En general, usaremos las notaciones [¢] := Ax.z, {t} :=1|0) y [{B] :=
B — fiB. Al término [¢] lo llamamos empaquetado, al que desempaquetamos con {[¢t]}. Como no
podemos medir distribuciones pasadas por pardmetro, ya que la aplicacién en tal caso se distribuye
al reducir, haciendo que la abstraccion donde se aplica el operador 7 se aplique a su vez sobre los
qubits de la base, para programas como telep recurrimos a este tipo, [{B], que permite parametrizar
una distribucién y aplicarle la medicion.

- A
FHEB B x fBFx B .

App Ax
x1:iBF Hx; : B x23 : iB% F xo3 1 B2 Pair
x:iB3Fx: 4B3 x1 1B, x23 ¢ #B% F (Hxy,x23) : B x B> Lot
x B3 let (x1,x3) =x in (Hxp,x23) : B x §B? Lam B x §B% — #B3
FAx.let (x1,x23) = x in (Hxy,x23) : B> — #B x B2 B3 — B x §B? < B3 — #B3

- Ax.let (x1,x23) =x in (Hxy,x23) : B3 — §B3
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I curried_cnot : B — B — #B?

z:[#B]F z: [tB]

xo:iBFxp: B

z: [#B]F curried_cnot {z} : B — #B? Ap

x1:fB:x;: B

z: [#B1,x0 : #B F curried_cnot {z} xq : #B>2

Pair

F1Boo) : 4B?

z: [1B],x0 : B, x; : #B I (curried_cnot {z}xo,x1) : 4B x B

z: [#B1F let (xo,x1) = |Boo) in (curried_cnot {z}xo,x;) : 4B? x §B

UnitaryLet

p

App

iB? x B < B>

Z: [ﬁB] Flet (xo,xl) = |B00> in (curried_cnot {Z}X(),xl) : ﬁB3

Sea alice_hadamard := Ax.let (x1,x23) = x in (Hx1,x23) y alice_cnot(z) := let (xp,x1) =
|Boo) in (curried_cnot {z}xo,x;) entonces Alice = Az. m,(alice_hadamard(alice_cnot(z))) y

- alice_hadamard : B> — #B* z: [§B] - (alice_cnot(z)) : B> |

z: [tB]+ alice_hadamard(alice_cnot(z)) : B>

z: [tB]+ m(alice_hadamard(alice_cnot(z))) : B? x #B

- Az.m(alice_hadamard(alice_cnot(z))) : [tB] — B? x B

De modo que I Alice : [{B] — B? x #B.
Para definir la parte que corresponde a Bob definimos primero:

L 0
Control-Z = {O Z}

C23) el segundo con el tercero, o sea que xQ® zRQy = SWAP»;3 x®y®z.

[B o
ovor - [ O

= MBOB = (]2 (029 COHtFO|-Z)SWAP23 (CNOT (059 IZ)SWAPZ?,

pp

SWAP>3 es la matriz que swapea en un producto tensorial de tres qubits (o sea un vector en

Como MBOB es una matriz unitaria, entonces la representamos usando case definiendo su

. 3 .
comportamiento en la base C>". Esta matriz es

MBOB =

SO oo oo

0

0

SO OO OO -

S oo oo~ O 0o

SO = O OO OO

SO O~ OO OO0

el eBeoleloNeNe)

—1

O =R OO OO OO0

De manera que podemos definir Bob como (nétese que —|[3); = ((|0),[1)),— 1)) y —|7)3 =

(1), 1)), = 1)) :

Bob = Ax.case x of {
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Vemos que - Bob : B x B — B? x fB.
Definimos por dltimo trd := Ax.1let (y,z) = x in z con tipo:

A« 2Bz B i Weak

x:B?2xiBFx:B?x B y:B%z: Bz B
x:B?>xtBF let (y,z) =xinz:tB

- Ax.let (y,z) =xinz:B? x B — B

Lam

Luego, el algoritmo de telep es

telep := Az.trd(Bob(Alice z))

y su tipo
- Alice : [{B] — B? x B z:[tB]F z: [4B] Aoo
- Bob : B> x B — B? x #B z: [B]F Alice z: B? x {B Aop
-trd : B2 x B — #B z: [4B]+ Bob(Alice z) : B> x B -

< [4B] - trd(Bob(Alice 2)) : [B] — #B ___
- Az.trd(Bob(Alice z)) : [{B] — B

Para utilizarlo, el pardmetro se debe pasar “empaquetado”, ya que se debe realizar una medicion.
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Capitulo 6

Trabajo futuro y conclusiones

6.1. Trabajo futuro

Durante la elaboracién de esta tesis se ensayaron diferentes enfoques para mantener las dos
familias de tipos (lineales para qubits y no lineales para bits) junto con el comportamiento buscado
en el calculo: duplicacion (y descarte) sélo para bits (no para qubits) asi como mantener el cdlculo
en la esfera unitaria (es decir no admitir valores cuya norma no sea igual a 1).

Uno de los problemas es el de las funciones que operan sobre qubits. La regla de reduccion,
siguiendo la estrategia usada por Lambda-S, determina que la aplicacién de funciones opera tni-
camente con valores puros, no distribuciones, lo cual implica que no puede haber funciones que
reciben qubits y, en particular, funciones capaces de medir un qubit. La funcién Ax. 7x por ejem-
plo aplicada a a|0) + 1) es la identidad y no una medicién. Este es el motivo por el cual en la
implementacion de la teleportacion se recurrié a empaquetar el qubit. Asi, para definir una funcién
que mida un qubit, Ax. 7x, se debe pedir al programador que pase el paraimetro empaquetado como
Ax.|y).

Una de las (infructuosas) estrategias ensayadas fue la de dotar al sistema con una forma dife-
rente de abstraccion, lo cual se basé en el camino tomando en Lambda-S que es el de incluir dos
reglas de beta reduccion diferentes, una para valores de tipo bemol, otra para superposiciones. La
idea era entonces contar con, ademds de A, una abstraccién distinta (marcada con un signo, M)
cuya correspondiente regla de reescritura sustituyera el pardmetro incluso si era una distribucion.
Es decir, que permita un comportamiento como este: (Afz.7mz) [w) — 7 |y). Pero también es ne-
cesario para ello que la aplicacidn de una funcién a una distribucion no fuera una mera notacién (ya
que en tal caso estariamos distribuyendo linealmente la funcién, que es lo que se buscaba evitar)
sino que estuviera admitido por la gramdatica. Como consecuencia, es necesario agregar una regla
para reducir (Ax.7)5.

Es decir, el ensayo consistié en incorporar en la gramética el pure value A'z.7 asi como el
término distribuido: s7, eliminado la notacién correspondiente a s7 de las notaciones para construc-
ciones lineales; y agregando a las reglas de reescritura

A TV — T [x =7
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(A«X?) i o;-vi— i a; - (lx-?)via

i=1 i=1

asi como una regla de tipado Apptt para poder tipar aplicaciones cuando las funciones estan defini-
das para parametros puros, a ser distribuida en una distribucion:

't:A—B AFS:tA
T,AF15: 1B

App*

Todo esto condujo a un sistema que no se mantiene en la esfera unitaria. Por ejemplo, la funcién
constante Ax. |0) podria definirse sobre bits ( 0 sea de tipo B — B) y su aplicaci6n al qubit % |0) +

\/Li |1) tiparse con la regla App’:

FAx.10):B—B k500 + 5 |1) B

; ; App?
F(Ax. |O>)% |0) +5 1) : B
Pero la reduccion se comportaria asi:
1 1 1 1 2

(Ax.10)) (Ax.10))]0)+——=(Ax.]0))|1) — —=|0) + —=|0) — —=

1 1
7 0) + 7 ) — 7 7
yl5P=2#1.

La regla de UnitaryApp que finalmente fue la que se incluy6 en el sistema, similar a las de
Unitarylf y UnitaryLet, junto a su par la regla App evitan esto ya que s6lo nos permiten aplicar una
funcién cuando tanto el pardmetro formal de la misma como el argumento al cual se aplica son
ambos b 0 en cambio ambos f. Por ende, no tiene tipo el término (Ax. |0)) |+) ya que como la x
se descarta no puede ser f. Por otra parte, también se evita aplicar una expresion como - Az. 7z :
#B — B a una distribucién como |+). Es decir, no puede tiparse (Az.7z) |+), término que reduciria
a |+) y que por ende no tiene tipo B. Otro tanto ocurre con let, cuya versién unitaria también exige
que el resultado sea una distribucién ya que de otro modo (si fuera del mismo tipo que el cuerpo
del let) tendriamos I let (x,y) = (|+),|=)) in 7(x,y) : B2

El camino adoptado por Lambda-S7" de empaquetar un pardmetro cuando se trata de una dis-
tribuciéon cuando se la quiere medir es una forma de manejar el problema de soportar tanto un
lenguaje que se mantiene en la esfera unitaria y, a la vez, capaz de realizar mediciones. Pero esto
impone algunas limitaciones a la hora es escribir programas dado que el programador tiene que
tener cuidado cuando quiere medir distribuciones dentro de un programa, complejizandolos en
comparacién con uno que no requiera tales cuidados. Por ende, un tema de trabajo futuro es el
dar con mejores alternativas para manejar este problema, ya sea mediante cambios en las reglas de
tipado, reescritura y hasta gramadtica del lenguaje, como quizd formas més ergonémicas de escribir
este tipo de funciones.

Otra mejora posible es la de extender el sistema de tipos para incluir suma de tipos (sumtypes)
como lo hace Lambda-S; dado que es una caracteristica de los lenguajes que es bastante comun
debido a su aplicabilidad.
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Finalmente, como trabajo a futuro puede considerarse también la implementacion de un com-
pilador para Lambda-S* que genere cdédigo ejecutable en computadoras cudnticas basado en los
SDK disponibles para ello como por ejemplo el paquete de Python Qiskit.

6.2. Conclusiones

En este trabajo introducimos Lambda-ST, un lenguaje basado en Lambda-S y Lambda-S,
y que comparte con €stos varios aspectos, como el de ofrecer la posibilidad de expresar algorit-
mos con control cudntico. Mientras que puede destacarse como aspecto relevante de Lambda-S el
contar con un operador de medicién, de Lambda-S; puede destacarse que impone la unitariedad
de las superposiciones. Lambda-S{* retine ambos aspectos para que sus programas puedan efec-
tivamente correr en un computadora cudntica, y por tanto rechazar valores de normas arbitrarias,
como Lambda-Sj, pero a la vez incluye la posibilidad de describir la medicién como parte de sus
programas, como Lambda-S.

Se opto por seguir el estilo de Lambda-S; de mantener un conjunto mas acotado de reglas de
reescritura reduciendo los términos a los cuales aplicarlas usando notaciones para las construccio-
nes lineales y reglas de congruencia. Por otra parte, siguiendo en cambio a la manera de Lambda-S,
se incluyen los qubits de la base computacional como términos basicos, en lugar de definirlo como
la suma de otros tipos basicos.
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