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Resumen

Aunque es razonable pensar que cualquier definicién de aleatoriedad debe ser invari-
ante por una transformacién sencilla como el cambio de base, no hay muchos trabajos
sobre este fenémeno. En los casos conocidos, las demostraciones resultan bastante com-
plicadas. En esta tesis trabajamos con distintas definiciones formales de aleatoriedad para
representaciones de los nimeros reales en distintas bases.

Para la definicién de aleatoriedad via martingalas con recursos acotados, probamos que
n- 1og3 n-aleatoriedad implica normalidad, siguiendo la representacién tradicional en base
2. Extendemos este resultado para probar que n - log® n-aleatoriedad en base b implica
normalidad en base b, para cualquier base b > 2. Este resultado va en la direccion de
encontrar nuevos algoritmos para computar ntiimeros absolutamente normales.

Estudiamos una demostracién de que aleatoriedad de Martin-Lof es invariante por
cambio de base presentada por Calude. Detectamos y corregimos errores no triviales que
aparecen en esa demostracion.

Damos una demostracién nueva (a nuestro modo de ver, mds directa, sencilla y corta
que aquella presentada por Calude), de que Martin-Lof aleatoriedad es invariante por
cambio de base, y adaptamos el resultado para las definiciones de aleatoriedad de Schnorr
y de Kurtz.

Planteamos una conjetura acerca de la invariancia por cambio de base de t(n)-alea-
toriedad, y damos un esquema nuevo que podria ser usado para construir nimeros abso-
lutamente normales.






Dedicado a mis viejos

‘Run, live to fly, fly to live, do or die
Run, live to fly, fly to live, aces high.’
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2. Introduccion

Esta tesis se centra en el estudio de la representacién en distintas bases para nimeros
aleatorios, para distintas definiciones de aleatoriedad. Trabajaremos con las siguientes defini-
ciones de aleatoriedad: normalidad, aleatoriedad computable ([15] y [14]), aleatoriedad lim-
itada por recursos([15]), aleatoriedad de Martin-Lof ([11]), aleatoriedad de Schnorr ([I5]) y
aleatoriedad de Kurtz ([10]).

La nocién de normalidad es una definicién muy débil de aleatoriedad. Un ntimero es
normal en una base si todas las posibles cadenas finitas de igual longitud aparecen en él con
la misma frecuencia.

Una secuencia es aleatoria computable si no es posible encontrar una estrategia ganadora
para dicha secuencia. Si la estrategia estd limitada por algin tipo de recurso (por ejemplo,
temporal o de memoria), se trata de aleatoriedad limitada por recursos. Para hablar de limites
temporales a las estrategias, diremos que una secuencia es t(n)-aleatoria si no hay una es-
trategia ganadora cuyo orden de complejidad temporal pertenezca a DTIME(¢(n)) (donde
n es el tamano de la cadena).

Una secuencia es Martin-Lof aleatoria si es imposible encontrar un test estadistico ra-
zonable que detecte patrones en la secuencia. Mds especificamente, si no se puede acotar
indefinidamente el conjunto al que posiblemente pertenezca dicha secuencia. El concepto de
Schnorr aleatoriedad es andlogo, pero se restringen los posibles tests a aquellos que tienen
medida computable. El concepto de Kurtz aleatoriedad es analogo al de Martin-Lof pero se
restringen los test a aquellos que tienen finitos elementos.

Tradicionalmente, las definiciones de aleatoriedad siempre se basan en el alfabeto {0, 1},
o sea, trabajan en base binaria. Se ha hecho poco en relacién a generalizar las definiciones
para trabajar en una base genérica.

Ademas, a pesar de que se considera légico suponer que la mayoria de las definiciones
de aleatoriedad son invariantes por cambio de base, no existe mucha bibliografia al respecto
donde se pruebe esto para distintas definiciones.

En la seccién [ trabajamos con la nocién de normalidad, una definicién muy débil de
aleatoriedad. En esta direccién, probamos que n - log® n-aleatoriedad en base b implica nor-
malidad en base b.

En [8], Calude da una demostracién de que Martin-Lof aleatoriedad es invariante por
cambio de base. Sin embargo, esa demostracion resulté tener errores no menores. En la seccion
mostramos los errores de dicha demostracién, encontramos contraejemplos para los lemas
que resultaron falsos, y ajustamos y corregimos la demostracién de [§].

En la seccién [6] damos una demostracién propia de que Martin-Lof aleatoriedad es in-
variante por cambio de base, pues encontramos una demostracién mucho més corta y directa
que la de [§] y, a nuestro parecer, sencilla; ademas, extendemos el resultado para probar que
Schnorr y Kurtz aleatoriedad son invariantes por cambio de base.

Por 1ltimo, en la seccién [7] mostramos en qué sentido los resultados de la seccién [4] sobre
normalidad y aleatoriedad acotada por recursos pueden ayudar para dar un esquema gen-
eral para la construcciéon de ntmeros absolutamente normales. Enunciamos una conjetura
que, de ser verdadera, nos permite encontrar nuevos algoritmos para nimeros absolutamente
normales, que podrian ser mejores que los conocidos.



3. Preliminares

3.1. Secuencias, conjuntos, intervalos, niimeros reales

Si o es una cadena, o (i) es el i-ésimo elemento de o (el primer elemento de o es 0(0)), 0 [ n
es la cadena 0(0)...0(n—1), |o| es la longitud de o y o[i..j] es la cadena o(i)o(i+1)--- o (j).
Con A nos referiremos a la cadena vacia.

Para el nimero natural n, denotamos con n al conjunto {0,...,n — 1}. n* es el conjunto
de todas las cadenas finitas formadas con el alfabeto n. n! es el conjunto de todas las cadenas
finitas de longitud ! formadas con el alfabeto n. n™ es el conjunto de todas las cadenas finitas
formadas con el alfabeto n, excluyendo a A. n* es el conjunto de todas las secuencias infinitas
formadas con el alfabeto n. Diremos que una cadena de n*, n™ o n“ estd escrita en base n.

Dadas una clase C C n¥ y una cadena o € n*, definimos

oC={cZ:7ZeC}.

Es decir, oC representa la clase de secuencias que empiezan con o y siguen con alguna secuencia
de C. Por ejemplo, 1012% es el conjunto B C 2 tal que 101 es el prefijo de toda secuencia en
B. Andlogamente, dados una clase C C n“ y un conjunto A C n*, definimos

AC={0Z:0€ A Z e C}.

Es decir, AC representa la clase de secuencias que empiezan con alguna cadena de A y siguen
con alguna secuencia de C.

La medida uniforme en base b, p, asigna a cada cilindro ob* (donde o € b*) la magnitud
b 1ol Para cualquier A C b* tenemos ji;(AbY) < Y ooch b=1ol. Si ademds A es libre de prefijos
entonces vale la igualdad.

Los conjuntos co-infinitos de nimeros naturales pueden ser identificados con los reales en
[0,1] via su expansion binaria. El conjunto Z C IN se identifica con el nimero real

0.7 = Z 91,

€2

Al revés, cualquier niimero real r puede ser escrito como r = > ,< (7" 27! donde r; € {0,1}.
Decimos que 0.rgr172 es la expansion binaria de 7. Los racionales diddicos (de la forma z-27",
para algun z,n € IN) tienen dos posibles representaciones binarias: una que termina con
infinitos ceros y otra que termina con infinitos unos. Para estos racionales, preferimos la
representacién con infinitos ceros. Por ejemplo, el racional 1/4 se escribird en binario como
0,010000. .. y no como 0,001111..., de modo que representard al conjunto co-infinito {1} y
no al conjunto co-finito {2,3,4,5,...}.

De esta manera, la medida uniforme en el espacio de Cantor 2 se convierte en la medida
uniforme de Lebesgue sobre [0, 1], denotada p.

Sea b > 2y Z € b”. Definimos v,(Z) al nimero real en el intervalo [0, 1] representado, en
base b, con 0.7, es decir,

w(Z) =Y Z(i)- b0+,
i>0

La definicién es andloga para cadenas finitas. Sea b > 2y o € b*,

w(o)= Y o(i) b0,

0<i<|o]|
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Dadas dos cadenas o e 7, notaremos o =< 7 cuando o es prefijo de 7, o sea, cuando existe
p tal que 7 = op. Diremos que A C b* es libre de prefijos si

CXT=0=T

para todo 0,7 € A.

3.2. Numeros normales

Una secuencia Z € 2% satisface la Ley de los grandes niimeros si la frecuencia relativa del
0 coincide con la del 1. En otras palabras,

T do<icn Z(1) 1
m ==~~~ — _ |
n—00 n 2

Para 0,7 € b*, |o| < |7|, sea C,(7) la cantidad de apariciones de o en 7, es decir,
Co(r)=#{j:0<j<|r|=|o|AT[j.j+ o] 1] =0}

Notar que

Co(T) = 1< D Coi(r) < Colr) . (1)

0<i<b

Un ntmero r = 0.7 se dice simplemente normal en base b si

Cy(Z
fim CZ 1) _
n—oo n
para todo o € {0,1,--- ,b—1}. O sea, si todos los caracteres del alfabeto aparecen en el limite

con la misma frecuencia.

Es inmediato ver que la nocién de normalidad simple no es invariante por cambio de base.
Por ejemplo, el nimero 0,101010... escrito en base 2 es simplemente normal en base 2, pero,
en base 4, se representa como 0,22222 ..., que claramente no es normal en base 4.

El nimero r = 0.Z (en donde Z € b“ representa la expansion en base b de r) es normal
en base b si

i CeZ1m)

n—00 n

— plol

para todo o € b*.

En otras palabras, un nimero Z es normal en base b si, para toda longitud [, todas las
cadenas de longitud [ en base b aparecen en el limite con la misma frecuencia en Z. Como
hay b’ posibilidades, todas las cadenas de longitud ! deben aparecer con frecuencia b~ para
que el nimero sea normal.

Un ntmero se dice absolutamente normal si es normal para toda base b > 2.

Es fécil ver que ningin nimero racional puede ser normal (pues se repite el periodo). Por
otro lado, estd probado en [7] que casi todos los nimeros reales son absolutamente normales,
o sea, el conjunto de los nimeros que no lo son tiene medida 0. Sin embargo, es muy dificil
encontrar explicitamente un nimero absolutamente normal. Se cree que las constantes irra-
cionales conocidas, como 7, e y v/2, son absolutamente normales, pero no hay prueba de ello
[3].

El nimero de Champernowne

0,1234567891011121314 . . .,
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escrito en base 10, es normal en base 10 [9].

Hay trabajos recientes [0, p. 7] que enuncian que no se sabe si Champernowne es normal
en otras bases. En cuanto al problema més general de que normalidad no es lo mismo que
normalidad absoluta, Schmidt [I3l Teorema 1B] prueba que si 7 y s son dos bases tal que
r’™ # s" para todo m,n, entonces la cantidad de niimeros que son normales en base r pero
no simplemente normales en base s (y por lo tanto no normales en base s), es no-numerable.
Dicho sea de paso, es un ejemplo de un conjunto no numerable de medida cero, como el
ternario de Cantor. La demostracién no es nada ficil y excede completamente el alcance de
esta tesis.

3.3. Definiciones formales de aleatoriedad

En esta secciéon damos varias definiciones conocidas de aleatoriedad. Cldsicamente, estas
definiciones se dan para secuencias binarias, pero todas pueden ser generalizadas a bases
arbitrarias.

3.3.1. Aleatoriedad de Martin-Lof

En [11], se define a un test de Martin-Lof como una secuencia (Gu)men, Gm C 2%,
uniformemente c.e. tal que (Vm)p2(Gr2¥) < 27™. Una secuencia Z € 2 se dice que es
Martin-Lof aleatoriasi Z ¢ (,,, Gm2* para todo posible test de Martin-Lof (G, )men (se dice
que no existe ningun test que tenga éxito en 2).

Un test de Solovay, definido en [16], es una secuencia (Gp,)men, Gm C 2%, uniformemente
c.e. tal que > pa(Gm2¥) < 0o. Una secuencia Z € 2% falla un test de Solovay si Z € G, 2%
para infinitos ms. De otra manera, Z pasa el test. Estda probado que una secuencia Z es
Martin-Lof aleatoria sii Z pasa cada posible test de Solovay ([12, Proposicién 3.2.19] y [8,
Teorema 6.37]).

3.3.2. Aleatoriedad de Schnorr

En [I5], Schnorr critica la definicién de aleatoriedad de Martin-Lof por ser muy fuerte, y
entonces no poder ser considerada algoritmica. Esto se debe a que, en un test de Martin-Lof,
12(Gm2¥) puede no ser computable (aunque si es aproximable computablemente desde abajo).
Un test de Schnorr es un test de Martin-Lof con la restriccién adicional de que (Ym)ua(Gm2*)
es un numero real computable. Una secuencia Z € 2¥ es Schnorr aleatoria si Z ¢ (,, Gm2%
para todo posible test de Schnorr (G, )men-

El conjunto de secuencias binarias que son Martin-Lof aleatorias esta incluido en el con-
junto de secuencias binarias que son Schnorr aleatorias, y que la inclusién es estricta ([12] p.
128)).

3.3.3. Aleatoriedad de Kurtz

Esta definicién de aleatoriedad debilita la definicién de Martin-Lof, restringiendo los tests
a aquellos en los que cada G, es un conjunto finito.

Un test de Kurtz [10], es una secuencia efectiva (G, )men, Gm C 2%, de conjuntos finitos
tal que > po(Gm2¥) < 27™. Una secuencia Z € 2 se dice que es Kurtz aleatoria si Z ¢
M., Gm2% para todo posible test de Kurtz (Gy,)men.
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Si una secuencia es Schnorr aleatoria entonces es Kurtz aleatoria, pero la vuelta no vale
(12, 7.5.11)).

3.3.4. Aleatoriedad Computable

En [15] y [14], se introduce la idea de analizar la aleatoriedad de una secuencia mediante
el uso de estrategias ganadoras, llamadas martingalas.
Una martingala es una funcién d : 2* — Q>¢ tal que:

» d(A) >0
v (Vo € 2%)d(20) + d(x1) = 2d(z)
Una martingala d tiene éxito en un conjunto Z si

limsupd(Z | n) = oc.
n—oo

Esta definicién puede entenderse como un juego justo de apuestas sobre una secuencia
binaria infinita: El apostador empieza con capital d()\) y, en cada ronda, dependiendo de los
resultados anteriores x, apuesta una cierta fraccién « - d(z) (0 < o < 1) de su capital actual
d(z) a que sale el evento 0 (y el restante (1 — «)-d(x) a que sale 1). El jugador recibe el doble
de lo apostado en cada caso (queddndose 2-a-d(x) como capital en caso de 0y 2- (1 —a)-d(x)
como capital en caso de 1).

Una martingala también puede ser caracterizada por su estrategia subyacente. La es-
trategia es la funcién que determina, dada una secuencia binaria, qué porcentaje del capital
acumulado apostar a que el préximo bit es un 0 (el porcentaje restante es si sale 1). Una
estrategia es una funcién s : 2* — Q>0 N [0, 1].

Entonces, dada una martingala d, su estrategia subyacente sq sera:

d20) i g 0
sq(x) = {Qd(x) si d(@) #

0 si no

De la misma manera, a partir de una estrategia s, podemos encontrar la martingala
inducida ds (siendo ds(A) cualquier racional positivo):

ds(z0) = 2-s(x)-ds(z)
ds(zl) = 2-(1—s(z))-ds(x)

Una secuencia binaria es aleatoria computable si no existe ninguna martingala que ten-
ga éxito para esa secuencia. Estd probado que el conjunto de cadenas Martin-Lof aleatorias
estd incluido en el conjunto de cadenas aleatorias computables, y que la inclusién es estricta
([12] Teorema 7.5.7]). También estd probado que el conjunto de cadenas aleatorias computa-
bles estd incluido en el conjunto de cadenas Schnorr aleatorias, y que la inclusién es estricta
(12, Proposicién 7.3.2 y Teorema 7.5.10]). En otras palabras, el concepto de aleatoriedad com-
putable es mas débil que Martin-Lof aleatoriedad, pero més fuerte que Schnorr aleatoriedad.

Se dice que una martingala L domina multiplicativamente a otra martingala F' cuando
existe ¢ € N tal que F(0) < ¢- L(o) para cada o ([12, Definicién 7.4.7]).
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3.3.5. Aleatoriedad limitada por recursos

A partir de la definicién de aleatoriedad con martingalas, es posible modificar el concepto
de aleatoriedad en base a los recursos necesarios para computar la martingala. Por ejemplo,
imponiendo cotas temporales.

Entonces, es necesario relacionar el concepto de complejidad temporal con el concepto de
complejidad de una martingala. Existen diferentes variaciones: Ambos-Spies y Mayordomo en
[1, p. 10] consideran a una martingala d una t(n)-martingala si d es una martingala inducida
a partir de una estrategia s tal que s € DTIME(¢(n)). Por otro lado, Schnorr en [I5] define
a una martingala d una t(n)-martingala si d € DTIME(¢(n)). En esta tesis seguimos esta
iltima convencién.

De esta manera, se considera que una secuencia binaria es t(n)-aleatoria si no existe
ninguna t(n)-martingala que tenga éxito para esa secuencia.

3.4. Generalizacién de las definiciones de aleatoriedad a otras bases

Todas las definiciones de aleatoriedad enunciadas tratan sobre secuencias binarias. Asimis-
mo, todas las definiciones pueden generalizarse a otras bases.
3.4.1. Aleatoriedad de Martin-Lo6f para base b

Dada una base b, un test de Martin-Lif en base b es una secuencia (Gp,)menN, Gm C b*,
uniformemente c.e. tal que (VYm)uy(Gp,0*) < b~™. Una secuencia Z € b* se dice que es Martin-
Léf aleatoria en base b si Z ¢ (), Gmb” para todo posible test de Martin-Lof (Gy,)men en
base b (se dice que no existe ningin test que tenga éxito en Z).

3.4.2. Aleatoriedad de Schnorr para base b

Un test de Schnorr en base b es un test de Martin-Lof en base b con la restriccion adicional
de que (Vm)up(Gmb“) es computable. Una secuencia Z € b* se dice que es Schnorr aleatoria
en base bsi Z ¢ (), Gmb® para todo posible test de Schnorr (Gy,)men en base b.

3.4.3. Aleatoriedad de Kurtz para base b

Un test de Kurtz en base b es una secuencia efectiva (Gp)men, Gm C b, de conjuntos
finitos tal que >, 1p(Grb”) < b~™. Una secuencia Z € b* se dice que es Kurtz aleatoria en
base bsi Z ¢ (1, Gmb” para todo posible test de Kurtz en base b (Gp,)men-

3.4.4. Aleatoriedad computable para base b

El concepto de martingala también puede ser extendido: una martingala en base b es una
funcién d : b* — Q>¢ tal que:

= d(\) >0
» (Vo € b%) ZO§i<b d(xzi) =b-d(z)

La nocién de éxito para una secuencia en base b en una martingala en base b es idéntico al
de base 2. Una secuencia Z en base b es aleatoria computable si no existe ninguna martingala
en base b que tenga éxito en Z.
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3.4.5. Aleatoriedad limitada por recursos para base b

La definicién es anéloga a aquella para t(n)-aleatoriedad en base 2.

3.5. Invariancia por cambio de base

Algunos nimeros reales tienen dos posibles representaciones en una base dada. Por ejem-
plo, en base 2,
0,01111111... Y 0,10000000. ..

representan el mismo nimero real escrito en binario (es decir v2(011111...) = v2(100000. .. )).
En caso de reales con més de una representaciéon en base b, elegiremos aquellas representa-
ciones que tengan una cola de infinitos simbolos b — 1.

Dada una secuencia Z, en base p, diremos que la secuencia Z; es la representacién de Z,
en base ¢ si v,(Z,) = v4(Zy).

La pregunta que nos hacemos es, entonces, si las definiciones formales de aleatoriedad
son invariantes por cambio de base. En otras palabras, si es valido que para todo ¢q,p > 2, si
vp(Zp) = ve(Zy) entonces Z, es aleatorio en base p sii Z, es aleatorio en base ¢ (aqui ‘aleatorio’
denota alguna de las definiciones de aleatoriedad que estudiaremos).

Sean P; y P, dos propiedades tales que (VZ)Pi(Z) = P(Z) (por ejemplo, P| = ser
Martin-Lof aleatorio y P» = ser Schnorr aleatorio). Sea T' una transformacién (por ejemplo,
T = cambio de base).

Si P es invariante por T', o sea, (VZ)Py(Z) < Pi(T(Z)), P no tiene por qué ser invariante
por T (ver figura 1).

T(Z3)

Figura 1: P; es invariante en T', pero P» no

Por otro lado, que P; sea invariante por 7' tampoco garantiza que P; sea invariante por
T (ver figura 2).

A partir de esto, si demostramos que Martin-Lof aleatoriedad es invariante por cambio
de base, no podemos sacar ninguna conclusién acerca de invariancia por cambio de base para
Schnorr aleatoriedad o aleatoriedad computable. Lo mismo sucede con Schnorr aleatoriedad
o aleatoriedad computable: demostrar invariancia por cambio de base en alguno de estos
conceptos no nos permite concluir nada acerca de invariancia por cambio de base en los otros
conceptos.
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T(Z1)

Figura 2: P» es invariante en 7', pero P; no

3.5.1. Dificultad en el cambio de base

A la hora de querer analizar si se conserva aleatoriedad al cambiar de base un nimero
real, surge una gran dificultad: existe un problema de continuidad en la representaciéon. Con
esto queremos decir que, por ejemplo, puede ser imposible conocer cudl es el primer digito
de una secuencia en una otra base sin saber toda la secuencia infinita del nimero en la base
inicial.

Por ejemplo, el nimero 1/2: en base 2, se representa 0.01111.... En base 3, se representa
con la secuencia 0.1111....

Entonces, si queremos pasar de base 3 a base 2, en el caso del nimero 1/2 es necesario
conocer toda la secuencia en base 3 para saber el primer digito en base 2. No es posible, como
se podria llegar a suponer, que, a medida que uno conoce mas digitos de la secuencia en base
3, puede ir deduciendo més digitos de la secuencia en base 2.

Si la secuencia en base 3 empieza con 0.111110, la secuencia en base 2 empezara con 0.0.
En cambio, si empieza con 0.111112, la secuencia en base 2 empezara con 0.1. Hasta que no
aparezca un caracter distinto de 1, no podemos saber nada del primer caracter en base 2.

Esta dificultad es especialmente grave al analizar el problema de aleatoriedad con martin-
galas. Esto se debe a que una martingala trata de deducir el préximo digito en base a todos
los anteriores y, al cambiar de base, una cadena finita puede no dar ninguna informacién.

4. Normalidad y martingalas

En [I8, Teorema 5.2.12], Wang demuestra que toda secuencia binaria n2-aleatoria (o sea,
ninguna n’-martingala tiene éxito con la secuencia) satisface la ley de los grandes niimeros.
Dicho de otra manera, en dichas secuencias infinitas el 0 aparece con igual frecuencia que el
1.

En esta seccién de la tesis, buscamos ampliar el resultado de [I8] para tratar sobre la
frecuencia de aparicién de toda cadena finita, es decir para tratar sobre normalidad en base
2, y luego para base arbitraria. Nuestro objetivo serd, entonces, dada una secuencia que no es
normal en base 2, encontrar una n’-martingala que tenga éxito en dicha secuencia. De esta
manera, por contrarreciproco, demostraremos que toda secuencia n?-aleatoria es normal en
base 2.

15



Dada una secuencia no normal en base 2, primero daremos una funciéon F' : 2* — Qx>o.
Luego, demostraremos que F' es una martingala y haremos un analisis de la complejidad
temporal de la martingala para asegurarnos que es una n’-martingala. Y, finalmente, de-
mostrarmos que F tiene éxito en la secuencia, o sea, que la secuencia no es n’-aleatoria.
En la ultima parte de esta seccidn, extendemos el resultado para tratar sobre normalidad en
cualquier base arbitraria.

Los aportes de esta seccién son los siguientes:

Normalidad. Generalizamos el resultado de [I8] para analizar no solamente la frecuencia
de aparicién de 0 y de 1, sino también la frecuencia de aparicién de toda cadena finita. Es
decir, pasamos de probar la ley de los grandes niimeros a una propiedad mucho mas especifica
como la normalidad en base 2.

Complejidad. Haciendo un analisis mas fino de la complejidad de la martingala, logramos
probar que n - log® n-aleatoriedad implica normalidad en base 2, reduciendo efectivamente la
complejidad algoritmica del problema. Dicho de otra manera, si un nimero no es normal en
base 2, es posible construir una n - log® n-martingala que tenga éxito para dicho nimero.

Base. Generalizamos ain mas el teorema de [I8] para tratar sobre normalidad en cualquier
base arbitraria b y no solamente en base 2. Asi, para cualquier base b, partiendo de que una
secuencia no es normal en una base b, construimos una n - log® n-martingala en base b que
tiene éxito en dicha cadena.

Claridad. Creemos que nuestra demostracién es mas completa y clara que la de [18].
Proposiciéon 1. Para todo 0 < § < 1,
log(1 4+ 6) +log(1 — §) + d(log(1 + 8) — log(1 — §)) > 0.
Demostracion. Si d = 0, tenemos
log(1) + log(1) + 0(log(1) — log(1)) = 0.
Derivando:

(log(1 + &) +log(1 — d) + d(log(1 + ) — log(1 — §))) =
1 1 1 1

m—m+log(1+5) —10g(1—5)+5(m+m) =
1i5—1i6—|—log(1—|—5)—log(l—5)+lj_5+1§5 -
e 421514:5)5((11__55)) FOUED) | tog(1+6) ~log(1 - 6) =

log(1+9) —log(l—0) > 0

Lo de arriba es vélido para todo 0 < ¢ < 1. Entonces, la funcién log(1 + 9) + log(1 — 9) +
d(log(1 4 d) — log(1l — §)) es creciente para todo 0 < § < 1. Como la funcién vale 0 cuando
6 =0y es creciente para 0 < § < 1, entonces la funcién es > 0 para todo 0 < 6 < 1. O
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4.1. n -log®n-aleatoriedad implica normalidad en base 2
Teorema 2. Si Z € 2% es n - log® n-aleatoria entonces 0.Z es normal en base 2.

Demostracion. Supongo 0.Z no normal en base 2. Sea ¢ € {0,1} y o0 € 2* tal que oc una

cadena de longitud minimal tal que no es cierto
lim CeelZ1m)
n—o00 n

— 27|0'|71.

Por longitud minimal nos referimos a que, para toda cadena 7 € 2%, si |7| < |oc|, entonces
, . . Cr(ZIn —

si es cierto que lim,, % = 2-Il.

Por la eleccion de o, tenemos que existe € > 0 tal que una de las siguientes proposiciones

es cierta

(3%n) > 2 lol=1 4 ¢ (2)

(3°%°n) < 27lol=t 9, (3)

En el caso tenemos que existen infinitos ns tales que

Coc(Z]n)

27lol=1 —2¢ > -
Cs(ZIn)—Coe(Z[n)—1 f .
c por (i), péigina

Y

Entonces para esos ns tenemos

CoclZln) o ColZ] _g-lol-1 4 g
n n
_ GalZIn =1 ool gotolt o,
n

(ZIn)

Como oc es de longitud minimal, para n suficientemente grande tenemos % —27lol >

—¢, de modo que existen infinitos ns tales que

CUE(Z r n)

n

> 97lol=1 4 ¢

Entonces, podemos asumir sin pérdida de generalidad que vale . Sea d € QT, 6 < 1, tal

que
Coc(Zmn) 1496
9lo|+1"

(4)

lim sup
n—oo

Definamos la funcién F'(oc) : 2* — Q de la siguiente manera:

F(\) = 1
F(r) si |r]<lo] o 7lr]—lol.|r]—1]#0o

F(ri) = {p-F(r) si |r|>1o| , 7r|—=lol.lr|l-1]=0 y i=c
q-F(r) si || >1o| , 7lrl—=lol.lr|-1=0 y i=c¢

donde p=(1+4+4)y ¢ =1— 0. F es una martingala y es claro que para toda T € 2*,

F(r) = pCee . gCelr),
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Proposicién 3. F es una n - log® n-martingala.

Demostracion. Se usara la estructura presentada por Ambos-Spies y Mayordomo en [l p. 10]
para almacenar racionales, y por lo tanto se considerara que la multiplicacién de 2 racionales
que ocupan m bits se realiza en tiempo O(m - log?(m)), y la suma en tiempo O(m).

Dado n € IN,

F(Z [ n) — pCac(Z[n) . qCaa(Z(n). (5)

Coe(ZIn) Cga(Z[n)_

Entonces, tenemos que analizar la complejidad temporal de calcular p q

Sea k la minima cantidad de bits necesarios para poder representar a p y a ¢. Esta claro
que k es un nimero fijo, pues p y ¢ lo son. Como Cye(Z [ n) <ny Coe(Z | n) < n, pCoelZIn)
y q©2¢Z1") pueden representarse ambos con n - k bits. Calcular Cye(Z | n) y Coe(Z | n)
tiene una complejidad de O(n), pues es encontrar, en cada caso, la cantidad de apariciones
de una secuencia de longitud fija en una secuencia de longitud n. Por otro lado, si t(n, k) es
la complejidad temporal de elevar a la n un nimero fijo representado en a lo sumo k bits, se
ve claramente que la complejidad de calcular tanto p©e=(41™) como ¢©=¢(Z1") es O(t(n, k) +n).
De todo esto se deduce que la complejidad de calcular es

O(n-k-log*(n k) +t(n, k) +t(n,k)+n+n) = O(n-log?n+t(n,k))

Falta entonces analizar t(n, k). Utilizando la técnica de potenciacién por cuadrados, para
calcular ™ (donde r se representa con k bits), son necesarias O(logn) multiplicaciones y
O(log n) sumas. _

La idea bésica del algoritmo es calcular 72" para 0 < i < |logy n|. Luego, hay que sumar los
factores correspondientes. Es directo ver que esto requiere a lo sumo O(log n) multiplicaciones
y O(log n) sumas.

r™ ocupa k- n bits. En nuestro calculo, ademds, nunca usamos un nimero que ocupe mas
de k - n bits. Entonces, el costo de cada multiplicacién nunca va a ser mayor que

O(n-k-log*(n-k)) = O(n-log’n).
El costo de cada suma, por su parte, nunca va a ser mayor que
O(n-k) = O(n).

Entonces, t(n, k) resulta ser el costo de las multiplaciones multiplicado por la cantidad de
multiplicaciones, sumado al costo de las sumas multiplicado por la cantidad de sumas.

t(n,k) € O(log n)-O(n-log?n)+ O(log n) - O(n)
= O(n-log’>n) + O(n-log n)
= O(n-log3n)

Volviendo a la ecuacion concluimos que su complejidad temporal es

O(n-log?n+t(n,k)) = O(n-log’?n+n-log®n)
= O(n-log®n) .
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Proposicion 4. F' tiene éxito en Z.

Demostracion. Recordemos que log p > 0y log g < 0.
log F(Z|n) = Cu(Z|n)-log p+Cre(Z [ n)-log g

> Coc(Z [ n)-log p+ (Co(Z [ n) — Cye(Z [ n)) -log ¢
= Co(Z [ n)-log ¢+ Coe(Z | n) - (log p—log q).

V

Entonces,
log F(Z|n Co(Zn Zn
g FiZIn)  GolZ1n) log ¢+ (Z]n) (log p—log q) (6)
n n
Tomando limite superior tenemos
log F(Z ' (Z . /A
n—00 n n—00 n n

Como oc es una cadena de longitud minimal tal que no vale la propiedad de igualdad de
frecuencias de aparicién de cadenas de misma longitud, si vale esta propiedad para o, y
entonces

Co(Z | n)

limsup ———* = Ilim ——~
n—o00 n n—00 n

A partir de esto podemos separar, en la ecuacién @, el limite superior en la suma y que
siga valiendo la desigualdad

log F(Z
h’msupM > 27l -log g+ limsup

CoclZ I'n
CoelZ 1) - (log p—log q)
n—oo n n—oo n

Por y la Proposicién |1} tenemos

9—lol-1 (log p+log g+ d(log p—log q))
= d>0.

lim sup
n—oo

log F(Z | n)
n

Entonces existen infinitos ns tales que % > d, es decir F(Z | n) > 2md_ Esto implica
que limsup,,_,. F(Z [ n) = o0, o sea, F tiene éxito en Z.

Esto concluye con la demostracién del Teorema

4.2. Generalizacién a base arbitraria
Lo que sigue es una generalizacién de la Proposicién [T}

Proposicién 5. Dados p,q € Qq, para todo 0 < § < q,

0 0 0 0
p-log(1+ Z;) + ¢.log(1 — 6) + d(log(1 + ;)) —log(1 — 5)) > 0.
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Demostracion. Si é =0, p-log(1) + ¢.log(1) + 0(log(1) — log(1)) = 0. Derivando (la variable
es 0) obtenemos

o 0 0 1)
(p-log(l+ =) +q.log(1 — =)+ d(log(1+ =) —log(1 — =))) =
p q p q
p 1 g 1 5 5 11 11
- - = +log(l1+4+ —) —log(1 — =) +d6(— + - =
pryE i len ) hesl ) 0G4
1 1 o 1 0 0 0
5 5+ = 5+ -—F tlog(l+-)—log(l-~) =
1+ > 1-2 pl+% gql—2 p q
p q p q
1-2-(1+2)+20-2)+2(1+¢ 5 5
o~ (1+5) Jp( Jq) i p)-l-log(l—k*)—log(l—*) =
(T+5)0—=7) p q
q p " p_ pa " a" pa
+log(l+—-)—log(l—-) =
T+ ) 1-2) A+ ) sl =0)
0 0
log(1+ —) —log(1—-) > 0.
g( p) g( q)

Lo de arriba es vélido para todo 0 < § < ¢. Entonces, la funcién es creciente para todo
0 < 6 < g. Como la funcién cuando 6 = 0 vale 0 y es creciente para 0 < § < ¢, entonces la
funcién es > 0 para todo 0 < § < q. O

Teorema 6. Si 0.Z no es normal en base b, entonces existe una n -log> n-martingala en base
b que tiene éxito en Z.

Demostracion. Sea c € {0,1,--- ,b—1} y o € b* tal que oc una cadena de longitud minimal
tal que no es cierto

lim M p—lol=1.
n—oo
Definimos
Coc(Zn) = Y CoalZn).
0<d<bAd#c

Ahora seguimos un razonamiento parecido al utilizado para base 2: Por la eleccion de o,
tenemos que existe € > 0 tal que una de las siguientes proposiciones es cierta

Coc(Z [ n)

(3%n) - > bl e (7)
(3%n) C“(ir”) < b1 e, (8)

En el caso tenemos que existen infinitos ns tales que

prloll e > CeelZin)

> @(Ern)—%e(zf"*l por (1), pagina L0}
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Entonces para esos ns tenemos
CO—E(Z r n) > CG(Z r n) -1 _ b_|o.|_1 + be
n n
In)—1
n

Cy(Z | n)

— bl (b — )b 4 e

Como oc es de longitud minimal, para n suficientemente grande tenemos

Co(Z [ n)—1
n

AL

de modo que existen infinitos ns tal que

CO-E(Z r TL)
n

(b—1)- (b7l 4 ¢),

Como Cyz(Z | n) es una sumatoria de b — 1 elementos, existe d € {0,...,b— 1} \ {c} tal que
existen infinitos ns tal que

ng(Z [ n)
n

bolol=1 e,

Entonces, podemos asumir sin pérdida de generalidad que vale . Sea 6 € QT tal que

CoclZn) _ 146
blcf\—l—l'

lim sup
n—oo

Definamos la funcién F'(oc) : b* — Q de la siguiente manera:

F\) =1
F(1) si |t <lo| o T[|t|—|o|.|T|—-1]#0

Fri) = {p-F() si [l=lo| . *lrl—lolrl~1=0 y i=c
q-F(r) st |7 >lo| , 7ll7|=lol.|r[-1 =0 y i#c

dondep=(14+6)yqg=(1- bf—l). Es claro que para toda 7 € b*,

F(7-> e pCO'C(T) . qCC"E(T).

Proposicion 7. F es una martingala en base b.

Demostracion. Si |1| < |o| o 7[|7| — |o|..|7| — 1] # 0,
Y F(riy= Y F(r)=b-F(r).
0<i<b 0<i<bd

St|r| = o] y 7l|r] = |o].|r| = 1] = o,

Y P(ri) = (1+68)-F(r)+ Y (1—&)@(7)
0<i<b 0<j<bAj#c

= (14+6) - F(r)+ (b—1-0)- F(r)

= b-F(r).

21



Proposicién 8. F es una n - log® n-martingala.

Demostracion. El caso es andlogo para la martingala en base 2. Como log,(z) € ©(logy(x)),
el tamano de entrada y el necesario para almacenar un racional se mantienen, asi como los
costos de las operaciones.

La tnica diferencia para base arbitraria es que Cyz(Z | n) es sumar la cantidad de apari-
ciones de las b — 1 cadenas od, donde d # c. La cantidad de apariciones no puede ser mayor
a n, entonces hay que realizar b — 2 sumas donde cada una cuesta O(log(n)). Como b es
fijo, eso tiene un costo de O(log(n)), que es inferior a O(n), el costo de contar la cantidad
de apariciones. Entonces la complejidad temporal de sumar las cantidades de apariciones no
influye en la complejidad temporal del algoritmo. O

Proposicién 9. F' tiene éxito en Z.

Demostracion. Recordemos que log p > 0y log ¢ < 0.

log F(Z|n) = Coc(Z|n) log p+ Coe(Z n) log ¢
> CO'C(Z f TL) : 1Og p+ ( ( n O’C(Z f n)) ' 10g q
= Cy(Zn)-log ¢+ Cse(Z [ n)- (log p —log q).

Aplicando limite superior

log F(Z
lim sup M > limsup(

n—00 n n—00

- (log p —log q)).

CoAZIn) g 44

Coc(Z | m)
n

Al igual que en la demostracién de la Proposicién [4] como oc es la cadena de longitud minimal

donde no vale que todas las cadenas de igual longitud aparecen con igual frecuencia, tenemos
Cy(Z Co(Z

lim sup 70( () = lim 70( ()

n—o00 n n—o0 n

= plol,

A partir de esto, podemos dividir el limite superior en la suma y que siga valiendo la igualdad,
obteniendo

, log F(Z [ n 1 1+6
hgl—igpi) > o7 log @+ oy - (log p—log g)
1
= oy (blog g+ (1+0) - (log p—log q))
1
= o (b-log g +log p—log g +3-log p—3-log q)
1

= o (1+0) -log p+((b=1) = ) - log g).

Reemplazando p y ¢ por sus valores tenemos

log F(Z|n) _
=== =

b|0|+1 - (6(log(1 + ) —log(1 — ﬁ)) +log(1+446)+ (b—1)log(1 — b%)).

lim sup,, .,
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Por la Proposicién [5] tenemos

log F(Z | n)

limsup ——— = d>0.
n—00 n
Entonces existen infinitos ns tales que w > d, es decir F(Z | n) > 274 Esto implica
que limsup,,_,., F(Z | n) = oo, o sea, F tiene éxito en Z. O

Esto concluye con la demostracién del Teorema [6] O

5. Una demostracion existente de invariancia para Martin-Lof
aleatoriedad

En [8, Cap. 7.2, Teorema 7.18], Calude demuestra que Martin-Lof aleatoriedad es invari-
ante por cambio de base. Para llegar a dicha conclusién, prueba varios lemas y teoremas
intermedios. La demostracién de [8, Cap. 7.2, Teorema 7.18] se obtiene a partir de combinar
dos teoremas. En [8, Cap. 6.4, Teorema 6.58] se demuestra que aleatoriedad de Martin-Lof en
una base b implica aleatoriedad de Martin-Lof en cualquier base b, para m € IN,m > 1. En
[8, Cap. 7.2, Teorema 7.17] se demuestra que aleatoriedad de Martin-L6f en una base b + 1
implica aleatoriedad de Martin-Lof en la base b. Entonces, para dos bases cualesquiera p y
g, si sabemos que una secuencia es Martin-Lof aleatoria en base p, aplicamos [8, Cap. 6.4,
Teorema 6.58] para obtener aleatoriedad en p™, donde m es el menor natural tal que p™ > q,
y luego, aplicamos [8, Cap. 7.2, Teorema 7.17| para ir bajando de base p™ tantas veces como
sea necesario hasta llegar a aleatoriedad de Martin-Lof para base q.

Nuestra intencién original era utilizar [8, Lema 7.12] para poder demostrar invariancia por
cambio de base en aleatoriedad computable. Sin embargo, al empezar a trabajar, encontramos
que dicho lema no es correcto. En esta seccién de la tesis, entonces, analizaremos los lemas
y teoremas que se desprenden a partir de [8, Lema 7.12]. Estos son: [8, Lema 7.12], [8, Lema
7.15] y [8, Teorema 7.17]. Concretamente,

» En la seccién damos las definiciones tomadas de [§] que usaremos en esta parte de
la tesis.

= En la seccién presentamos un contraejemplo para [8, Lema 7.12].

» El dnico lema que utiliza a [8, Lema 7.12] es [8, Lema 7.15]. Al analizar este lema,
concluimos que tampoco es verdadero. Para probar nuestra afirmacion, en la seccion 5.3
presentamos un contrajemplo.

» El teorema [8, Teorema 7.17] es el central en el capitulo 7.2. A partir de él, Calude logra
demostrar que Martin-Lof aleatoriedad es invariante por cambio de base. Sin embargo,
dicho teorema utiliza a [8, Lema 7.15]. En la ultima parte del capitulo, corregimos a
[8, Teorema 7.17] para que siga siendo vélido, eliminando su dependencia con [8, Lema
7.15]. En la seccién ademas, explicamos con mas detalle y con mas claridad la
demostracién de [8, Teorema 7.17], pues nos parecié bastante intrincada.

En la proxima seccién de la tesis, daremos una demostracion directa de que Martin-Lof
aleatoriedad es invariante por cambio de base.
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5.1. Definiciones tomadas de [8] que utilizamos en esta seccién de la tesis

En esta seccién usamos las convenciones de [§]. Por ese motivo, usamos una letra maytscula
para referirnos a una base en particular. Con Ag nos referimos a {0,1,---,Q — 1}, con AZ)
a Q*, con Ag a Q¥, con AZQ a Q'y con Aé a Qt. pag es equivalente a g, y rand(Aq)
es el conjunto de todas las secuencias en base ) que son Martin-Lof aleatorias en base Q.
x(n), a diferencia de lo definido en la seccién representard los primeros n carateres de la
secuencia x, o sea, serd el equivalente a lo que definimos en la seccién [3.1] como = | n. Por
ultimo, recordamos que vg41(w) es el nimero real valor de w en base @ + 1.

Definimos
Do ={we A}, vgu(w) <1-Q ™},

es decir, Dg es el conjunto de cadenas finitas en base ) + 1 que cumplen con la condicién
enunciada en la definicion.

SeaI'g: Dg — {0,1,...,Q — 1}* tal que

I'g(w) = min{z € Agl tvg+(w) < vg(z)}-

Si es sabida la base de w, se abrevia I'g(w) por I'(w)

5.2. Contraejemplo para Lema 7.12
Lema 7.12 de [8]. Letu € Dq andv € Apy,y withu =X v. Thenv € Dg and I'(u) X I'(v).

El lema es invélido. Como contraejemplo, tomemos a las cadenas 1(como u) y 100(como
v) en base 3.

Antecedente:

s leDyeu3(l)=1/3<1-2"1=1-1/2=1/2
» 1 <100 trivial.

Sin embargo,

» T(1) =min{z € AL 1 v3(1) < wa(2)} =1

» 1(100) = min{z € A3 : v3(100) < va(z)} = 011
Entonces, I'(1) = 1 A 011 = I'(100).

El error se produce cuando en un paso de la demostracién se concluye erréneamente que
vo(I'(u)) < vo(I'(v)). Como se ve en el contraejemplo, vo(I'(1)) = va(1) = 1/2 £ 3/8 =
v2(011) = v2(T°(100)).
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5.3. Contraejemplo para Lema 7.15
Lema 7.15 de [8]. Let S C AG- If S is prefiz-free, then I'=Y(S) is also prefiz-free.

El lema es invélido. Como contraejemplo, tomamos S = {1,011}, @ = 2.

r=1(S) = {T=H{1)} u{r=011)} 2 {1,100}, pues I'(1) = 1 y T'(100) = 011 (se usan los
mismos ejemplos que para la refutacién de [8, Lema 7.12]).

Como se puede apreciar, I'"*(.9) no es libre de prefijos. El error surge de suponer verdadero
a [8, Lema 7.12], donde se concluye erréneamente que u < v = I'(u) < T'(v)

5.4. Ajustes al Teorema 7.17

Teorema 7.17 de [8]. Let z € rand(Aqg+1) and y € A such that vo11(x) = vq(y). Then
y € rand(AQ).

La idea de la demostracién es la siguiente. Suponemos que x € rand(Ag1). Entonces,
ningun test de Solovay en base @@ + 1 tiene éxito en x. A partir de un test de Solovay genérico
en base @, construimos un test de Solovay en base ) + 1. Como este iltimo no puede tener
éxito en z, concluimos que no puede tener éxito en y. Por lo tanto, y es Martin-Lof aleatorio

en base Q).

En este teorema, x € A‘é 41> € y es la representacion infinita en base @ de z. O sea,
vQ(y) = vo+1(x).

Incluimos el enunciado de [8, Lema 7.14] porque serd usado mds adelante en la de-
mostracién del teorema: Lema 7.14 de [8]. The partial function T is surjective and for every
string u € Af, one has: #(T(u)) < (%)M + 1.

Sy T son aquellos ya definidos en [8]. O sea, S C A <IN un conjunto c.e. tal que todo S;
es libre de prefijos y > ;51 14 (Sj48) < o00. T = {(z,j) € A1 x Ny @ z € Do, T'(z) € S;}.

Claramente
PSS = U T )5 ©
wES;
I'~1(w) es libre de prefijos pues (Vz € T~(w))|z| = |w|. Entonces, si dos elementos pertenecen

a I'!(w), ambos tienen la misma longitud, por lo que no pueden ser uno prefijo del otro.
Entonces,

pag (T (w)AG,) = #T 7 (w) - (Q + 1)~
Usando [8, Lema 7.14],

#17Mw) - @+ )T < <(%1>'w'+1>‘<62+1>—'w' (10)
< Q|2w| (11)

Entonces, se puede concluir efectivamente que
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/’LAQ+1(F71(UJ) oC:)?Jrl) < W (12)
Entonces,
D tag (TS AG ) =D pag,, (| T7H(w)Ad,y).
j>1 j>1 wES,;

Tal como se expresa en [§], por @

Sin embargo, es invélida la igualdad incluida en [8]:

S iag (U T @)A8,0) =373 pag,, (01 (w) A% ,).

j>1 wES); j>1wes;

Para que sea cierta, tiene que ser verdadero [8, Lema 7.15], que se demostré falso. Como
I'~1(S;) puede no ser libre de prefijos, los conjuntos F_l(wl)A‘éH y 1“_1(102)14‘@’Jrl (con wy €
S1 y wy € Sy) pueden no ser disjuntos. Este problema se resuelve facilmente reemplazando la
igualdad por <, pues siempre es cierto que la suma de medidas de conjuntos es menor o igual
a la medida de la unién de dichos conjuntos. Entonces, reemplazamos la igualdad por:

ZNAQ-H( U I H(w)Ag ) < Z Z fAg, (T7Hw)AG ).
Jj=1 weS; j>1 wes,;
La desigualdad

Z Z MAQ+1 AQ—H < Z Z 2Q~ (!

J>1 wesS,; j21 wes;
es valida por .
La igualdad:

D2 207 =2 pag(5;47)

j>1 wesS; j>1

es vélida porque, como cada S; es libre de prefijos, entonces (J,,c s; wAQ es una union de
conjuntos disjuntos. Luego, la medlda de la unién de conjuntos dlsJuntos es igual a la suma
de medidas de cada conjunto.

De todo lo anterior se concluye que

Y tag (U TTHw)A80) <2 1ag(S;48).

j>1 wES; j=1

Por otro lado, 2 ijl HAg (SjA"é) < 0o por definicién de S. Entonces,

Z NAQ-H )AQ—H)

j=>1

converge. Combinando esto con [8, Teorema 6.37], y como z es aleatoria por hipdtesis, se
deduce que existe un natural N tal que

Vie N,i> N,z ¢ T71(S;)AY Ot1 - (13)
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Por [8, Lema 7.6 y Lema 7.16], sea k tal que Vn, n > k, z(n) € Dg. Por otro lado, como
> j>1 HAq(S;AH) converge, es inmediato que
, w _
it e (SmAQ) = 0.

y entonces,

lim min{|jw|: w € Sy} = 0.
m—0o0

A partir de esto, es posible encontrar un M tal que, Vi > M, si w € S;, entonces |w| > k.
Sea ¢ > max{M, N}, asumamos que y € S; A . Entonces, existe unn > k tal que y(n) € S;
y I'(z(n)) = y(n). O sea, I'(x(n)) € S;. Como |z(n)| = n > k, resulta que z(n) € Dq, y
entonces podemos aplicar I'"!. Eso resulta en que para ese i > max{M, N}, existe n > k tal
que z(n) € T71(S;). O sea,
x € I7H(S)AS,,

Pero esto es absurdo, pues contradice . El absurdo surge de suponer que existe i >
max{M, N} tal que y € SiAQ- Y entonces, se puede concluir que
Vi > méx{M,N}:y ¢ S;Ag.

Como S puede ser cualquier test de Solovay, se deduce que y € rand(AQ).

6. Cambio de base en aleatoriedad de Martin-Lof, Schnorr y
Kurtz

En esta seccién, damos una demostracién directa de que aleatoriedad de Martin-Lof es in-
variante por cambio de base. Luego, extendemos el resultado para demostrar que aleatoriedad
de Schnorr y aleatoriedad de Kurtz son invariantes por cambio de base.

Dado o € b*, denotamos con [o], al intervalo [vy(c),vp(c) 4+ b~171], de longitud b=l°l,
Intuitivamente, el conjunto [o], contiene a todos los nimeros reales que, escritos en base b,
empiezan de la forma 0.0. ...

Para un conjunto A C b* definimos

[Aly = (J [o]s.

Notar que fi(A6) = ([A],).
Teorema 10. Aleatoriedad de Martin-Léf es invariante por cambio de base.

Demostracion. Sea Z, € by Z; € ¢* tal que vy(Zy) = v4(Z,). Probaremos que si existe
un test de Martin-Lof en base b (G,)men tal que Zp, € (), Gmb™ entonces existe un test de
Martin-Lof en base ¢ (Hp)men tal que Zy € (), Hmg”.

Sea (Gm)men, Gm C b* una secuencia uniformemente c.e. tal que Z, € (), Gnb* y
(G b”) < b7™. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Gy, es libre de prefijos y
que

i (Gb®) < b1 (14)

donde k es el minimo niimero natural tal que b* > g.
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Sea
Ypg(n) =min{m e N:b""/2> ¢ ™} .

Definimos la funcién ¢, , que traduce cadenas en base b a conjuntos de cadenas en base ¢ de
la siguiente manera:

thy : 0" —=P(q")
tog(o) = {7 : 7l =wpqllo]) Alo]e N7y # 0} .
A modo de ejemplo, dada o en base 3 tal que ¢ = 1. Si deseamos pasar a base 2:
yso2([1) = 3
t32(1) = {010,011,100,101}
|
|
0 [T [1]3 ............. ] 1

Figura 3: En la recta real, [1]3 y [t32(1)]2

Es claro que t; 4(0) tiene cadenas de la misma longitud y por lo tanto es finito. Por un
lado, es claro que [o], C [ty 4(0)]q. Por otro, tenemos

w(tnq(0)]g \ [o]s) < 2-g7¥nallD
< b7l = gy (o),
y por lo tanto

Ha(tog(0)q”) = plltsq()g”]e)
2 up(ob®).

Definimos (H,,)men, con H,, C ¢*, de la siguiente manera:

Hy, = U tb,q(U)- (15)

O'EGm

IN

Hecho 1. (Hp,)men es un test de Martin-Lof en base q.

Demostracion. Como G, es uniformemente c.e., y t,4(0) es computable, entonces H,, es
uniformemente c.e..

Ademas,
pe(Hma”) < Y ,cq, Hq(tvg(o)g”) por propiedad de la medida
< 20 scq,, Mo(0b¥) pues fig(tq(0)q”) < 2 py(ob®)
= 2 up(Grd®) pues G, libre de prefijos
< 2.phm—l por
< (5™ yaque 2 <b
< q¢m”
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Por lo tanto, (Hy,)men es un test de Martin-Lof en base q. O
Hecho 2. Z, €, Hng" .
Demostracion. Es facil ver que
Zy € ab” < w(Zy) € [o]p - (16)

Como Zj, € ),, Gmb¥, sean o y n cualesquiera tales que o € G,, y Z, € ob”. Entonces,
por ([L6), vp(Zy) € [o]p-

Por lo tanto, por definicién de H,, , existe 7 tal que 7 € Hy, y vp(Zp) = v4(Zy) € [7]q.
Luego, por , se puede concluir que Z; € 7¢*. Como 7 € H,,, se deduce que Z,; € Hy,q".

Dado que el n podia ser cualquier natural, y Z, € (,, Gmb”, entonces Z, € (,, Hmg".

Finalmente, Z, no es Martin-Lof aleatoria en base q.

Esto concluye la prueba del Teorema
Teorema 11. Aleatoriedad de Schnorr es invariante por cambio de base.

Demostracion. Vamos a suponer que Z, no es Schnorr aleatorio. Entonces, suponemos que
existe un test de Martin-Lof en base b (Gy,)men tal que Zy € (), Gmb®” vy 1p(Gmb®”) es com-
putable. Para probar que Z; no es Schnorr aleatorio, debemos demostrar que existe un test
de Martin-Lof en base ¢ (Hym)men tal que Zg € (), Hng” v tq(Hmg*) es computable. Us-
aremos la construccién utilizada para demostrar que aleatoriedad de Martin-Lof es invariante
por cambio de base. Por el Teorema |[L0] demostrado anteriormente, en base al test en base b
(Gm)men nos construimos un test de Martin-Lof en base g (Hp,)men tal que Z; € (), Hmg®,
definido de manera similar al test construido en la demostracion para aleatoriedad de Martin-
Lof. Debemos probar entonces que fi4(Hpg”) es computable. Por simplicidad de notacién,
nos referiremos a G, como G,y a Hy, como H.
G = {01,09,03, ...} es uniformemente c.e. y, como G es libre de prefijos,

pn(GH) = 3 o) = 3717,

(]

Entonces,
lim ub(U o;b”) =0. (17)

Jj=i

Como pup(Gb¥) es computable, existe f computable que acota el error de la aproximacién
de 11p(GbY) en el siguiente sentido: dado € € Q,

Z ,u,b(ajbw) = Mb( U Jjbw) < E. (18)
i2f(e) i=f(e)

Queremos ver que p,(Hg¥) es computable. Para eso, como H es uniformemente c.e. por
Teorema y por cémo estd definida H en , basta con encontrar g computable tal que,
dado € € Q:

o U thalo)d?) <. (19)
J>g(e)

Ahora bien,
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> j>g(e) Maltvg(0j)q”)  por propiedad de la medida
23 i>g(e) Hb(05b7) pues fiq(thq(0i)q”) < 2up(0ib)

:u’q(Ung(g) thq(05)q”)

IN N

Si definimos g(e) = f(g/2):
HalUjg(e) tha(05)0%) < 22055 (e o) 10(056%)

< € por

Entonces, con tomar g(¢) = f(¢/2) nos alcanza para que valga (19). Ademds, como [ es
computable, g es computable.
En conclusion, (Hg*) es computable. Y entonces, Z; no es Schnorr aleatoria. ]

Teorema 12. Aleatoriedad de Kurtz es invariante por cambio de base.

Demostracion. Seguimos la misma idea que la prueba del Teorema sobre Zy y Z4. Si
partimos de un test de Kurtz (G, )men en base b con la propiedad tal que Z, € ,,, Gmb®,
llegamos a la definicién de un test de Kurtz (H,,)men en base g. Efectivamente, por el Hecho
pg(Hmg?) < ¢~™. Ademés como cada G, es finito, por la definicién de H,, en , H,,
también lo es. Finalmente, por el Hecho 2 tenemos Z; € (,, Hmq". O

7. Un esquema para construir niimeros absolutamente nor-
males

En esta seccion mostramos cémo se podrian construir niimeros absolutamente normales
siguiendo un método distinto a los utilizados en [4] y [5]. En realidad, el éxito de este esquema
dependera de un resultado esencial, que no pudimos probar en esta tesis (trabajo en esta
direccién se encuentra en [17]). Se trata de la siguiente conjetura:

Conjetura 13. Para alguna funcién de tiempo t(n), t(n)-aleatoriedad es invariante por cam-
bio de base.

Siguiendo el siguiente razonamiento, se podria concluir que, si Z es t(n)-aleatoria (en la
definicién cldsica en base 2), entonces Z es absolutamente normal:

Z € 2¥ es t(n)-aleatoria en base 2 = Vb(Z es t(n)-aleatoria en base b) por (Conj. [13)
= Vb(Z es normal base b) por (Teo. (6)
= 7 es absolutamente normal por definicién

Entonces, al construir una secuencia t(n)-aleatoria, se estaria garantizando que esa secuencia
es absolutamente normal.

Entonces, el problema estd en construir una secuencia Z que sea t(n)-aleatoria, o sea,
que ninguna t(n)-martingala tenga éxito en Z. Esto se logra mediante un argumento de
diagonalizacién. Una posibilidad es basarse en [12], Seccién 7.4]. En esa seccién, se demuestra
que es posible encontrar una martingala L universal que domina multiplicativamente a todas
las demas martingalas —en el sentido de que para toda martingala I’ existe una constante c
tal que F'(x) < ¢- L(z) para todo x.

Habria que hacer una modificacién a la construccién presentada en [I2] para construir
una martingala L que domine multiplicativamente solamente a todas las ¢(n)-martingalas,
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pero siendo L una #'(n)-martingala, o sea, encontrando una cota temporal para la L deseada.
Para eso, primero hay que enumerar todas las ¢(n)-martingalas. Esto se puede hacer con una
méquina universal y ‘cortando’ los cémputos simulados en tiempo ¢(n). Para detalles sobre
la implementacién de una maquina universal eficiente, ver [2 Cap. 1.7], para el uso de esta
méquina universal en cémputos interrumpidos por cierto tiempo ver por ejemplo [2, Cap. 3.1].
Entonces, si L no tiene éxito en una secuencia Z, como L domina multiplicativamente a todas
las t(n)-martingalas, ninguna t(n)-martingala tendra éxito en Z, por lo que Z resultard t(n)-
aleatoria, y por lo tanto absolutamente normal.

A continuacién, supongamos que L es nuestra t'(n)-martingala que domina multiplicati-
vamente a todas las ¢t(n)-martingalas. El siguiente algoritmo, dado n € IN, devuelve Z(n) tal
que L no tiene éxito en Z:

Entrada: n € IN; Salida: Z(n) € {0,1}.
o:i=A
Parai=0---n:

Si L(o0) < L(o1):

o:=00
Si no:
c:=o0l

Devolver o(n)
Es facil ver que L no tiene éxito en Z.

Analicemos la complejidad del algoritmo. El ciclo principal se ejecuta n veces. En cada
iteracién del ciclo, se realizan dos llamados a L, se comparan los dos resultados (cada resultado
es un racional), y se realizan una asignacién. El costo de la asignacién es despreciable al lado
del costo de las otras operaciones.

El costo de cada llamado a L se puede acotar por O(t'(n)). El costo de comparar dos
racionales a y b es O(log(max{|al, |b|})). Como el costo de cada llamado a L se puede acotar
por O(t'(n)), el tamafio de la salida nunca puede ser mayor a O(t'(n)). Y, en consecuencia,
el costo de cada comparacién se puede acotar por O(log(O(t'(n)))) = O(log(t'(n))).

En conclusion, si el tamano de la entrada es m = logn, el costo de todo el algoritmo en
funcién del tamano de la entrada resulta de

27 (O('(2™)) + O(log(t'(2™)))) = O(2™ - '(2™)).

Por ejemplo, si se pudiera probar la Conjetura |13| para t(n) = n? y #/(n) = nP para un p
fijo (o sea, t'(n) tiene complejidad temporal polinomial), entonces tendriamos un algoritmo
para computar un nimero absolutamente normal en tiempo O(2m(”+1)), es decir en tiempo
simplemente exponencial. Esto representa una mejora significativa con respecto a los tiempos
de los algoritmos encontrados en [4] y [5].
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