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Resumen

Aunque es razonable pensar que cualquier definición de aleatoriedad debe ser invari-
ante por una transformación sencilla como el cambio de base, no hay muchos trabajos
sobre este fenómeno. En los casos conocidos, las demostraciones resultan bastante com-
plicadas. En esta tesis trabajamos con distintas definiciones formales de aleatoriedad para
representaciones de los números reales en distintas bases.

Para la definición de aleatoriedad v́ıa martingalas con recursos acotados, probamos que
n · log3 n-aleatoriedad implica normalidad, siguiendo la representación tradicional en base
2. Extendemos este resultado para probar que n · log3 n-aleatoriedad en base b implica
normalidad en base b, para cualquier base b ≥ 2. Este resultado va en la dirección de
encontrar nuevos algoritmos para computar números absolutamente normales.

Estudiamos una demostración de que aleatoriedad de Martin-Löf es invariante por
cambio de base presentada por Calude. Detectamos y corregimos errores no triviales que
aparecen en esa demostración.

Damos una demostración nueva (a nuestro modo de ver, más directa, sencilla y corta
que aquella presentada por Calude), de que Martin-Löf aleatoriedad es invariante por
cambio de base, y adaptamos el resultado para las definiciones de aleatoriedad de Schnorr
y de Kurtz.

Planteamos una conjetura acerca de la invariancia por cambio de base de t(n)-alea-
toriedad, y damos un esquema nuevo que podŕıa ser usado para construir números abso-
lutamente normales.
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Dedicado a mis viejos

‘Run, live to fly, fly to live, do or die
Run, live to fly, fly to live, aces high.’
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2. Introducción

Esta tesis se centra en el estudio de la representación en distintas bases para números
aleatorios, para distintas definiciones de aleatoriedad. Trabajaremos con las siguientes defini-
ciones de aleatoriedad: normalidad, aleatoriedad computable ([15] y [14]), aleatoriedad lim-
itada por recursos([15]), aleatoriedad de Martin-Löf ([11]), aleatoriedad de Schnorr ([15]) y
aleatoriedad de Kurtz ([10]).

La noción de normalidad es una definición muy débil de aleatoriedad. Un número es
normal en una base si todas las posibles cadenas finitas de igual longitud aparecen en él con
la misma frecuencia.

Una secuencia es aleatoria computable si no es posible encontrar una estrategia ganadora
para dicha secuencia. Si la estrategia está limitada por algún tipo de recurso (por ejemplo,
temporal o de memoria), se trata de aleatoriedad limitada por recursos. Para hablar de ĺımites
temporales a las estrategias, diremos que una secuencia es t(n)-aleatoria si no hay una es-
trategia ganadora cuyo orden de complejidad temporal pertenezca a DTIME(t(n)) (donde
n es el tamaño de la cadena).

Una secuencia es Martin-Löf aleatoria si es imposible encontrar un test estad́ıstico ra-
zonable que detecte patrones en la secuencia. Más espećıficamente, si no se puede acotar
indefinidamente el conjunto al que posiblemente pertenezca dicha secuencia. El concepto de
Schnorr aleatoriedad es análogo, pero se restringen los posibles tests a aquellos que tienen
medida computable. El concepto de Kurtz aleatoriedad es análogo al de Martin-Löf pero se
restringen los test a aquellos que tienen finitos elementos.

Tradicionalmente, las definiciones de aleatoriedad siempre se basan en el alfabeto {0, 1},
o sea, trabajan en base binaria. Se ha hecho poco en relación a generalizar las definiciones
para trabajar en una base genérica.

Además, a pesar de que se considera lógico suponer que la mayoŕıa de las definiciones
de aleatoriedad son invariantes por cambio de base, no existe mucha bibliograf́ıa al respecto
donde se pruebe esto para distintas definiciones.

En la sección 4, trabajamos con la noción de normalidad, una definición muy débil de
aleatoriedad. En esta dirección, probamos que n · log3 n-aleatoriedad en base b implica nor-
malidad en base b.

En [8], Calude da una demostración de que Martin-Löf aleatoriedad es invariante por
cambio de base. Sin embargo, esa demostración resultó tener errores no menores. En la sección
5, mostramos los errores de dicha demostración, encontramos contraejemplos para los lemas
que resultaron falsos, y ajustamos y corregimos la demostración de [8].

En la sección 6, damos una demostración propia de que Martin-Löf aleatoriedad es in-
variante por cambio de base, pues encontramos una demostración mucho más corta y directa
que la de [8] y, a nuestro parecer, sencilla; además, extendemos el resultado para probar que
Schnorr y Kurtz aleatoriedad son invariantes por cambio de base.

Por último, en la sección 7 mostramos en qué sentido los resultados de la sección 4 sobre
normalidad y aleatoriedad acotada por recursos pueden ayudar para dar un esquema gen-
eral para la construcción de números absolutamente normales. Enunciamos una conjetura
que, de ser verdadera, nos permite encontrar nuevos algoritmos para números absolutamente
normales, que podŕıan ser mejores que los conocidos.
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3. Preliminares

3.1. Secuencias, conjuntos, intervalos, números reales

Si σ es una cadena, σ(i) es el i-ésimo elemento de σ (el primer elemento de σ es σ(0)), σ � n
es la cadena σ(0) . . . σ(n−1), |σ| es la longitud de σ y σ[i..j] es la cadena σ(i)σ(i+1) · · ·σ(j).
Con λ nos referiremos a la cadena vaćıa.

Para el número natural n, denotamos con n al conjunto {0, . . . , n− 1}. n∗ es el conjunto
de todas las cadenas finitas formadas con el alfabeto n. nl es el conjunto de todas las cadenas
finitas de longitud l formadas con el alfabeto n. n+ es el conjunto de todas las cadenas finitas
formadas con el alfabeto n, excluyendo a λ. nω es el conjunto de todas las secuencias infinitas
formadas con el alfabeto n. Diremos que una cadena de n∗, n+ o nω está escrita en base n.

Dadas una clase C ⊆ nω y una cadena σ ∈ n∗, definimos

σC = {σZ : Z ∈ C}.

Es decir, σC representa la clase de secuencias que empiezan con σ y siguen con alguna secuencia
de C. Por ejemplo, 1012ω es el conjunto B ⊆ 2ω tal que 101 es el prefijo de toda secuencia en
B. Análogamente, dados una clase C ⊆ nω y un conjunto A ⊆ n∗, definimos

AC = {σZ : σ ∈ A,Z ∈ C}.

Es decir, AC representa la clase de secuencias que empiezan con alguna cadena de A y siguen
con alguna secuencia de C.

La medida uniforme en base b, µb asigna a cada cilindro σbω (donde σ ∈ b∗) la magnitud
b−|σ|. Para cualquier A ⊆ b∗ tenemos µb(Ab

ω) ≤
∑

σ∈A b
−|σ|. Si además A es libre de prefijos

entonces vale la igualdad.
Los conjuntos co-infinitos de números naturales pueden ser identificados con los reales en

[0, 1] via su expansión binaria. El conjunto Z ⊆ N se identifica con el número real

0.Z =
∑
i∈Z

2−i−1.

Al revés, cualquier número real r puede ser escrito como r =
∑

i≥0 ri ·2−i−1, donde ri ∈ {0, 1}.
Decimos que 0.r0r1r2 es la expansión binaria de r. Los racionales diádicos (de la forma z ·2−n,
para algún z, n ∈ N) tienen dos posibles representaciones binarias: una que termina con
infinitos ceros y otra que termina con infinitos unos. Para estos racionales, preferimos la
representación con infinitos ceros. Por ejemplo, el racional 1/4 se escribirá en binario como
0,010000 . . . y no como 0,001111 . . . , de modo que representará al conjunto co-infinito {1} y
no al conjunto co-finito {2, 3, 4, 5, . . . }.

De esta manera, la medida uniforme en el espacio de Cantor 2ω se convierte en la medida
uniforme de Lebesgue sobre [0, 1], denotada µ.

Sea b ≥ 2 y Z ∈ bω. Definimos vb(Z) al número real en el intervalo [0, 1] representado, en
base b, con 0.Z, es decir,

vb(Z) =
∑
i≥0

Z(i) · b−(i+1).

La definición es análoga para cadenas finitas. Sea b ≥ 2 y σ ∈ b∗,

vb(σ) =
∑

0≤i<|σ|

σ(i) · b−(i+1).
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Dadas dos cadenas σ e τ , notaremos σ � τ cuando σ es prefijo de τ , o sea, cuando existe
ρ tal que τ = σρ. Diremos que A ⊆ b∗ es libre de prefijos si

σ � τ ⇒ σ = τ

para todo σ, τ ∈ A.

3.2. Números normales

Una secuencia Z ∈ 2ω satisface la Ley de los grandes números si la frecuencia relativa del
0 coincide con la del 1. En otras palabras,

ĺım
n→∞

∑
0≤i<n Z(i)

n
=

1

2
.

Para σ, τ ∈ b∗, |σ| ≤ |τ |, sea Cσ(τ) la cantidad de apariciones de σ en τ , es decir,

Cσ(τ) = #{j : 0 ≤ j ≤ |τ | − |σ| ∧ τ [j..j + |σ| − 1] = σ}.

Notar que

Cσ(τ)− 1 ≤
∑

0≤i<b
Cσi(τ) ≤ Cσ(τ) . (1)

Un número r = 0.Z se dice simplemente normal en base b si

ĺım
n→∞

Cσ(Z � n)

n
= b−1

para todo σ ∈ {0, 1, · · · , b−1}. O sea, si todos los caracteres del alfabeto aparecen en el ĺımite
con la misma frecuencia.

Es inmediato ver que la noción de normalidad simple no es invariante por cambio de base.
Por ejemplo, el número 0,101010 . . . escrito en base 2 es simplemente normal en base 2, pero,
en base 4, se representa como 0,22222 . . . , que claramente no es normal en base 4.

El número r = 0.Z (en donde Z ∈ bω representa la expansión en base b de r) es normal
en base b si

ĺım
n→∞

Cσ(Z � n)

n
= b−|σ|

para todo σ ∈ b∗.
En otras palabras, un número Z es normal en base b si, para toda longitud l, todas las

cadenas de longitud l en base b aparecen en el ĺımite con la misma frecuencia en Z. Como
hay bl posibilidades, todas las cadenas de longitud l deben aparecer con frecuencia b−l para
que el número sea normal.

Un número se dice absolutamente normal si es normal para toda base b ≥ 2.
Es fácil ver que ningún número racional puede ser normal (pues se repite el peŕıodo). Por

otro lado, está probado en [7] que casi todos los números reales son absolutamente normales,
o sea, el conjunto de los números que no lo son tiene medida 0. Sin embargo, es muy dif́ıcil
encontrar expĺıcitamente un número absolutamente normal. Se cree que las constantes irra-
cionales conocidas, como π, e y

√
2, son absolutamente normales, pero no hay prueba de ello

[3].
El número de Champernowne

0,1234567891011121314 . . . ,
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escrito en base 10, es normal en base 10 [9].
Hay trabajos recientes [6, p. 7] que enuncian que no se sabe si Champernowne es normal

en otras bases. En cuanto al problema más general de que normalidad no es lo mismo que
normalidad absoluta, Schmidt [13, Teorema 1B] prueba que si r y s son dos bases tal que
rm 6= sn para todo m,n, entonces la cantidad de números que son normales en base r pero
no simplemente normales en base s (y por lo tanto no normales en base s), es no-numerable.
Dicho sea de paso, es un ejemplo de un conjunto no numerable de medida cero, como el
ternario de Cantor. La demostración no es nada fácil y excede completamente el alcance de
esta tesis.

3.3. Definiciones formales de aleatoriedad

En esta sección damos varias definiciones conocidas de aleatoriedad. Clásicamente, estas
definiciones se dan para secuencias binarias, pero todas pueden ser generalizadas a bases
arbitrarias.

3.3.1. Aleatoriedad de Martin-Löf

En [11], se define a un test de Martin-Löf como una secuencia (Gm)m∈N, Gm ⊆ 2∗,
uniformemente c.e. tal que (∀m)µ2(Gm2ω) ≤ 2−m. Una secuencia Z ∈ 2ω se dice que es
Martin-Löf aleatoria si Z /∈

⋂
mGm2ω para todo posible test de Martin-Löf (Gm)m∈N (se dice

que no existe ningún test que tenga éxito en Z).

Un test de Solovay, definido en [16], es una secuencia (Gm)m∈N, Gm ⊆ 2∗, uniformemente
c.e. tal que

∑
m µ2(Gm2ω) <∞. Una secuencia Z ∈ 2ω falla un test de Solovay si Z ∈ Gm2ω

para infinitos ms. De otra manera, Z pasa el test. Está probado que una secuencia Z es
Martin-Löf aleatoria sii Z pasa cada posible test de Solovay ([12, Proposición 3.2.19] y [8,
Teorema 6.37]).

3.3.2. Aleatoriedad de Schnorr

En [15], Schnorr critica la definición de aleatoriedad de Martin-Löf por ser muy fuerte, y
entonces no poder ser considerada algoŕıtmica. Esto se debe a que, en un test de Martin-Löf,
µ2(Gm2ω) puede no ser computable (aunque śı es aproximable computablemente desde abajo).
Un test de Schnorr es un test de Martin-Löf con la restricción adicional de que (∀m)µ2(Gm2ω)
es un número real computable. Una secuencia Z ∈ 2ω es Schnorr aleatoria si Z /∈

⋂
mGm2ω

para todo posible test de Schnorr (Gm)m∈N.
El conjunto de secuencias binarias que son Martin-Löf aleatorias está incluido en el con-

junto de secuencias binarias que son Schnorr aleatorias, y que la inclusión es estricta ([12, p.
128]).

3.3.3. Aleatoriedad de Kurtz

Esta definición de aleatoriedad debilita la definición de Martin-Löf, restringiendo los tests
a aquellos en los que cada Gm es un conjunto finito.

Un test de Kurtz [10], es una secuencia efectiva (Gm)m∈N, Gm ⊆ 2∗, de conjuntos finitos
tal que

∑
m µ2(Gm2ω) < 2−m. Una secuencia Z ∈ 2ω se dice que es Kurtz aleatoria si Z /∈⋂

mGm2ω para todo posible test de Kurtz (Gm)m∈N.
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Si una secuencia es Schnorr aleatoria entonces es Kurtz aleatoria, pero la vuelta no vale
([12, 7.5.11]).

3.3.4. Aleatoriedad Computable

En [15] y [14], se introduce la idea de analizar la aleatoriedad de una secuencia mediante
el uso de estrategias ganadoras, llamadas martingalas.

Una martingala es una función d : 2∗ → Q≥0 tal que:

d(λ) > 0

(∀x ∈ 2∗)d(x0) + d(x1) = 2d(x)

Una martingala d tiene éxito en un conjunto Z si

ĺım sup
n→∞

d(Z � n) =∞.

Esta definición puede entenderse como un juego justo de apuestas sobre una secuencia
binaria infinita: El apostador empieza con capital d(λ) y, en cada ronda, dependiendo de los
resultados anteriores x, apuesta una cierta fracción α · d(x) (0 ≤ α ≤ 1) de su capital actual
d(x) a que sale el evento 0 (y el restante (1−α) ·d(x) a que sale 1). El jugador recibe el doble
de lo apostado en cada caso (quedándose 2 ·α ·d(x) como capital en caso de 0 y 2 ·(1−α) ·d(x)
como capital en caso de 1).

Una martingala también puede ser caracterizada por su estrategia subyacente. La es-
trategia es la función que determina, dada una secuencia binaria, qué porcentaje del capital
acumulado apostar a que el próximo bit es un 0 (el porcentaje restante es si sale 1). Una
estrategia es una función s : 2∗ → Q≥0 ∩ [0, 1].

Entonces, dada una martingala d, su estrategia subyacente sd será:

sd(x) =

{
d(x0)
2d(x) si d(x) 6= 0

0 si no

De la misma manera, a partir de una estrategia s, podemos encontrar la martingala
inducida ds (siendo ds(λ) cualquier racional positivo):

ds(x0) = 2 · s(x) · ds(x)

ds(x1) = 2 · (1− s(x)) · ds(x)

Una secuencia binaria es aleatoria computable si no existe ninguna martingala que ten-
ga éxito para esa secuencia. Está probado que el conjunto de cadenas Martin-Löf aleatorias
está incluido en el conjunto de cadenas aleatorias computables, y que la inclusión es estricta
([12, Teorema 7.5.7]). También está probado que el conjunto de cadenas aleatorias computa-
bles está incluido en el conjunto de cadenas Schnorr aleatorias, y que la inclusión es estricta
([12, Proposición 7.3.2 y Teorema 7.5.10]). En otras palabras, el concepto de aleatoriedad com-
putable es más débil que Martin-Löf aleatoriedad, pero más fuerte que Schnorr aleatoriedad.

Se dice que una martingala L domina multiplicativamente a otra martingala F cuando
existe c ∈ N tal que F (σ) ≤ c · L(σ) para cada σ ([12, Definición 7.4.7]).

12



3.3.5. Aleatoriedad limitada por recursos

A partir de la definición de aleatoriedad con martingalas, es posible modificar el concepto
de aleatoriedad en base a los recursos necesarios para computar la martingala. Por ejemplo,
imponiendo cotas temporales.

Entonces, es necesario relacionar el concepto de complejidad temporal con el concepto de
complejidad de una martingala. Existen diferentes variaciones: Ambos-Spies y Mayordomo en
[1, p. 10] consideran a una martingala d una t(n)-martingala si d es una martingala inducida
a partir de una estrategia s tal que s ∈ DTIME(t(n)). Por otro lado, Schnorr en [15] define
a una martingala d una t(n)-martingala si d ∈ DTIME(t(n)). En esta tesis seguimos esta
última convención.

De esta manera, se considera que una secuencia binaria es t(n)-aleatoria si no existe
ninguna t(n)-martingala que tenga éxito para esa secuencia.

3.4. Generalización de las definiciones de aleatoriedad a otras bases

Todas las definiciones de aleatoriedad enunciadas tratan sobre secuencias binarias. Asimis-
mo, todas las definiciones pueden generalizarse a otras bases.

3.4.1. Aleatoriedad de Martin-Löf para base b

Dada una base b, un test de Martin-Löf en base b es una secuencia (Gm)m∈N, Gm ⊆ b∗,
uniformemente c.e. tal que (∀m)µb(Gmb

ω) ≤ b−m. Una secuencia Z ∈ bω se dice que es Martin-
Löf aleatoria en base b si Z /∈

⋂
mGmb

ω para todo posible test de Martin-Löf (Gm)m∈N en
base b (se dice que no existe ningún test que tenga éxito en Z).

3.4.2. Aleatoriedad de Schnorr para base b

Un test de Schnorr en base b es un test de Martin-Löf en base b con la restricción adicional
de que (∀m)µb(Gmb

ω) es computable. Una secuencia Z ∈ bω se dice que es Schnorr aleatoria
en base b si Z /∈

⋂
mGmb

ω para todo posible test de Schnorr (Gm)m∈N en base b.

3.4.3. Aleatoriedad de Kurtz para base b

Un test de Kurtz en base b es una secuencia efectiva (Gm)m∈N, Gm ⊆ b∗, de conjuntos
finitos tal que

∑
m µb(Gmb

ω) < b−m. Una secuencia Z ∈ bω se dice que es Kurtz aleatoria en
base b si Z /∈

⋂
mGmb

ω para todo posible test de Kurtz en base b (Gm)m∈N.

3.4.4. Aleatoriedad computable para base b

El concepto de martingala también puede ser extendido: una martingala en base b es una
función d : b∗ → Q≥0 tal que:

d(λ) > 0

(∀x ∈ b∗)
∑

0≤i<b d(xi) = b · d(x)

La noción de éxito para una secuencia en base b en una martingala en base b es idéntico al
de base 2. Una secuencia Z en base b es aleatoria computable si no existe ninguna martingala
en base b que tenga éxito en Z.
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3.4.5. Aleatoriedad limitada por recursos para base b

La definición es análoga a aquella para t(n)-aleatoriedad en base 2.

3.5. Invariancia por cambio de base

Algunos números reales tienen dos posibles representaciones en una base dada. Por ejem-
plo, en base 2,

0,01111111 . . . y 0,10000000 . . .

representan el mismo número real escrito en binario (es decir v2(011111 . . . ) = v2(100000 . . . )).
En caso de reales con más de una representación en base b, elegiremos aquellas representa-
ciones que tengan una cola de infinitos śımbolos b− 1.

Dada una secuencia Zp en base p, diremos que la secuencia Zq es la representación de Zp
en base q si vp(Zp) = vq(Zq).

La pregunta que nos hacemos es, entonces, si las definiciones formales de aleatoriedad
son invariantes por cambio de base. En otras palabras, si es válido que para todo q, p ≥ 2, si
vp(Zp) = vq(Zq) entonces Zp es aleatorio en base p sii Zq es aleatorio en base q (aqúı ‘aleatorio’
denota alguna de las definiciones de aleatoriedad que estudiaremos).

Sean P1 y P2 dos propiedades tales que (∀Z)P1(Z) ⇒ P2(Z) (por ejemplo, P1 = ser
Martin-Löf aleatorio y P2 = ser Schnorr aleatorio). Sea T una transformación (por ejemplo,
T = cambio de base).

Si P1 es invariante por T , o sea, (∀Z)P1(Z)⇔ P1(T (Z)), P2 no tiene por qué ser invariante
por T (ver figura 1).

Figura 1: P1 es invariante en T , pero P2 no

Por otro lado, que P2 sea invariante por T tampoco garantiza que P1 sea invariante por
T (ver figura 2).

A partir de esto, si demostramos que Martin-Löf aleatoriedad es invariante por cambio
de base, no podemos sacar ninguna conclusión acerca de invariancia por cambio de base para
Schnorr aleatoriedad o aleatoriedad computable. Lo mismo sucede con Schnorr aleatoriedad
o aleatoriedad computable: demostrar invariancia por cambio de base en alguno de estos
conceptos no nos permite concluir nada acerca de invariancia por cambio de base en los otros
conceptos.
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Figura 2: P2 es invariante en T , pero P1 no

3.5.1. Dificultad en el cambio de base

A la hora de querer analizar si se conserva aleatoriedad al cambiar de base un número
real, surge una gran dificultad: existe un problema de continuidad en la representación. Con
esto queremos decir que, por ejemplo, puede ser imposible conocer cuál es el primer d́ıgito
de una secuencia en una otra base sin saber toda la secuencia infinita del número en la base
inicial.

Por ejemplo, el número 1/2: en base 2, se representa 0.01111.... En base 3, se representa
con la secuencia 0.1111....

Entonces, si queremos pasar de base 3 a base 2, en el caso del número 1/2 es necesario
conocer toda la secuencia en base 3 para saber el primer d́ıgito en base 2. No es posible, como
se podŕıa llegar a suponer, que, a medida que uno conoce más d́ıgitos de la secuencia en base
3, puede ir deduciendo más d́ıgitos de la secuencia en base 2.

Si la secuencia en base 3 empieza con 0.111110, la secuencia en base 2 empezará con 0.0.
En cambio, si empieza con 0.111112, la secuencia en base 2 empezará con 0.1. Hasta que no
aparezca un caracter distinto de 1, no podemos saber nada del primer caracter en base 2.

Esta dificultad es especialmente grave al analizar el problema de aleatoriedad con martin-
galas. Esto se debe a que una martingala trata de deducir el próximo d́ıgito en base a todos
los anteriores y, al cambiar de base, una cadena finita puede no dar ninguna información.

4. Normalidad y martingalas

En [18, Teorema 5.2.12], Wang demuestra que toda secuencia binaria n2-aleatoria (o sea,
ninguna n2-martingala tiene éxito con la secuencia) satisface la ley de los grandes números.
Dicho de otra manera, en dichas secuencias infinitas el 0 aparece con igual frecuencia que el
1.

En esta sección de la tesis, buscamos ampliar el resultado de [18] para tratar sobre la
frecuencia de aparición de toda cadena finita, es decir para tratar sobre normalidad en base
2, y luego para base arbitraria. Nuestro objetivo será, entonces, dada una secuencia que no es
normal en base 2, encontrar una n2-martingala que tenga éxito en dicha secuencia. De esta
manera, por contrarrećıproco, demostraremos que toda secuencia n2-aleatoria es normal en
base 2.
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Dada una secuencia no normal en base 2, primero daremos una función F : 2∗ → Q≥0.
Luego, demostraremos que F es una martingala y haremos un análisis de la complejidad
temporal de la martingala para asegurarnos que es una n2-martingala. Y, finalmente, de-
mostrarmos que F tiene éxito en la secuencia, o sea, que la secuencia no es n2-aleatoria.
En la última parte de esta sección, extendemos el resultado para tratar sobre normalidad en
cualquier base arbitraria.

Los aportes de esta sección son los siguientes:

Normalidad. Generalizamos el resultado de [18] para analizar no solamente la frecuencia
de aparición de 0 y de 1, sino también la frecuencia de aparición de toda cadena finita. Es
decir, pasamos de probar la ley de los grandes números a una propiedad mucho más espećıfica
como la normalidad en base 2.

Complejidad. Haciendo un análisis más fino de la complejidad de la martingala, logramos
probar que n · log3 n-aleatoriedad implica normalidad en base 2, reduciendo efectivamente la
complejidad algoŕıtmica del problema. Dicho de otra manera, si un número no es normal en
base 2, es posible construir una n · log3 n-martingala que tenga éxito para dicho número.

Base. Generalizamos aún más el teorema de [18] para tratar sobre normalidad en cualquier
base arbitraria b y no solamente en base 2. Aśı, para cualquier base b, partiendo de que una
secuencia no es normal en una base b, construimos una n · log3 n-martingala en base b que
tiene éxito en dicha cadena.

Claridad. Creemos que nuestra demostración es más completa y clara que la de [18].

Proposición 1. Para todo 0 < δ < 1,

log(1 + δ) + log(1− δ) + δ(log(1 + δ)− log(1− δ)) > 0.

Demostración. Si δ = 0, tenemos

log(1) + log(1) + 0(log(1)− log(1)) = 0.

Derivando:

(log(1 + δ) + log(1− δ) + δ(log(1 + δ)− log(1− δ)))′ =

1

1 + δ
− 1

1− δ
+ log(1 + δ)− log(1− δ) + δ(

1

1 + δ
+

1

1− δ
) =

1

1 + δ
− 1

1− δ
+ log(1 + δ)− log(1− δ) +

δ

1 + δ
+

δ

1− δ
=

1− δ − (1 + δ) + δ(1− δ) + δ(1 + δ)

(1 + δ)(1− δ)
+ log(1 + δ)− log(1− δ) =

1− δ − 1− δ + δ − δ2 + δ + δ2)

(1 + δ)(1− δ)
+ log(1 + δ)− log(1− δ) =

log(1 + δ)− log(1− δ) > 0

Lo de arriba es válido para todo 0 < δ < 1. Entonces, la función log(1 + δ) + log(1 − δ) +
δ(log(1 + δ) − log(1 − δ)) es creciente para todo 0 < δ < 1. Como la función vale 0 cuando
δ = 0 y es creciente para 0 < δ < 1, entonces la función es > 0 para todo 0 < δ < 1.
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4.1. n · log3 n-aleatoriedad implica normalidad en base 2

Teorema 2. Si Z ∈ 2ω es n · log3 n-aleatoria entonces 0.Z es normal en base 2.

Demostración. Supongo 0.Z no normal en base 2. Sea c ∈ {0, 1} y σ ∈ 2∗ tal que σc una
cadena de longitud minimal tal que no es cierto

ĺım
n→∞

Cσc(Z � n)

n
= 2−|σ|−1.

Por longitud minimal nos referimos a que, para toda cadena τ ∈ 2∗, si |τ | < |σc|, entonces

śı es cierto que ĺımn→∞
Cτ (Z�n)

n = 2−|τ |.
Por la elección de σ, tenemos que existe ε > 0 tal que una de las siguientes proposiciones

es cierta

(∃∞n)
Cσc(Z � n)

n
> 2−|σ|−1 + ε (2)

(∃∞n)
Cσc(Z � n)

n
< 2−|σ|−1 − 2ε. (3)

En el caso (3) tenemos que existen infinitos ns tales que

2−|σ|−1 − 2ε > Cσc(Z�n)
n

≥ Cσ(Z�n)−Cσc̄(Z�n)−1
n por (1), página 10.

Entonces para esos ns tenemos

Cσc̄(Z � n)

n
>

Cσ(Z � n)− 1

n
− 2−|σ|−1 + 2ε

=
Cσ(Z � n)− 1

n
− 2−|σ| + 2−|σ|−1 + 2ε.

Como σc es de longitud minimal, para n suficientemente grande tenemos Cσ(Z�n)−1
n − 2−|σ| >

−ε, de modo que existen infinitos ns tales que

Cσc̄(Z � n)

n
> 2−|σ|−1 + ε.

Entonces, podemos asumir sin pérdida de generalidad que vale (2). Sea δ ∈ Q+, δ < 1, tal
que

ĺım sup
n→∞

Cσc(Z � n)

n
>

1 + δ

2|σ|+1
. (4)

Definamos la función F (σc) : 2∗ → Q de la siguiente manera:

F (λ) = 1

F (τi) =


F (τ) si |τ | < |σ| o τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] 6= σ

p · F (τ) si |τ | ≥ |σ| , τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] = σ y i = c

q · F (τ) si |τ | ≥ |σ| , τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] = σ y i = c̄

donde p = (1 + δ) y q = 1− δ. F es una martingala y es claro que para toda τ ∈ 2∗,

F (τ) = pCσc(τ) · qCσc̄(τ).
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Proposición 3. F es una n · log3 n-martingala.

Demostración. Se usará la estructura presentada por Ambos-Spies y Mayordomo en [1, p. 10]
para almacenar racionales, y por lo tanto se considerará que la multiplicación de 2 racionales
que ocupan m bits se realiza en tiempo O(m · log2(m)), y la suma en tiempo O(m).

Dado n ∈ N,

F (Z � n) = pCσc(Z�n) · qCσc̄(Z�n). (5)

Entonces, tenemos que analizar la complejidad temporal de calcular pCσc(Z�n) · qCσc̄(Z�n).
Sea k la mı́nima cantidad de bits necesarios para poder representar a p y a q. Está claro

que k es un número fijo, pues p y q lo son. Como Cσc(Z � n) ≤ n y Cσc̄(Z � n) ≤ n, pCσc(Z�n)

y qCσc̄(Z�n) pueden representarse ambos con n · k bits. Calcular Cσc(Z � n) y Cσc̄(Z � n)
tiene una complejidad de O(n), pues es encontrar, en cada caso, la cantidad de apariciones
de una secuencia de longitud fija en una secuencia de longitud n. Por otro lado, si t(n, k) es
la complejidad temporal de elevar a la n un número fijo representado en a lo sumo k bits, se
ve claramente que la complejidad de calcular tanto pCσc(Z�n) como qCσc̄(Z�n) es O(t(n, k)+n).
De todo esto se deduce que la complejidad de calcular (5) es

O(n · k · log2(n · k) + t(n, k) + t(n, k) + n+ n) = O(n · log2 n+ t(n, k))

Falta entonces analizar t(n, k). Utilizando la técnica de potenciación por cuadrados, para
calcular rn (donde r se representa con k bits), son necesarias O(log n) multiplicaciones y
O(log n) sumas.

La idea básica del algoritmo es calcular r2i para 0 ≤ i ≤ blog2 nc. Luego, hay que sumar los
factores correspondientes. Es directo ver que esto requiere a lo sumo O(log n) multiplicaciones
y O(log n) sumas.

rn ocupa k · n bits. En nuestro cálculo, además, nunca usamos un número que ocupe más
de k · n bits. Entonces, el costo de cada multiplicación nunca va a ser mayor que

O(n · k · log2(n · k)) = O(n · log2 n).

El costo de cada suma, por su parte, nunca va a ser mayor que

O(n · k) = O(n).

Entonces, t(n, k) resulta ser el costo de las multiplaciones multiplicado por la cantidad de
multiplicaciones, sumado al costo de las sumas multiplicado por la cantidad de sumas.

t(n, k) ∈ O(log n) ·O(n · log2 n) +O(log n) ·O(n)

= O(n · log3 n) +O(n · log n)

= O(n · log3 n)

Volviendo a la ecuación (5) concluimos que su complejidad temporal es

O(n · log2 n+ t(n, k)) = O(n · log2 n+ n · log3 n)

= O(n · log3 n) .

18



Proposición 4. F tiene éxito en Z.

Demostración. Recordemos que log p > 0 y log q < 0.

log F (Z � n) = Cσc(Z � n) · log p+ Cσc̄(Z � n) · log q

≥ Cσc(Z � n) · log p+ (Cσ(Z � n)− Cσc(Z � n)) · log q

= Cσ(Z � n) · log q + Cσc(Z � n) · (log p− log q).

Entonces,

log F (Z � n)

n
≥ Cσ(Z � n)

n
· log q +

Cσc(Z � n)

n
· (log p− log q). (6)

Tomando ĺımite superior tenemos

ĺım sup
n→∞

log F (Z � n)

n
≥ ĺım sup

n→∞

Cσ(Z � n)

n
· log q +

Cσc(Z � n)

n
· (log p− log q).

Como σc es una cadena de longitud minimal tal que no vale la propiedad de igualdad de
frecuencias de aparición de cadenas de misma longitud, śı vale esta propiedad para σ, y
entonces

ĺım sup
n→∞

Cσ(Z � n)

n
= ĺım

n→∞

Cσ(Z � n)

n

= 2−|σ|.

A partir de esto podemos separar, en la ecuación (6), el ĺımite superior en la suma y que
siga valiendo la desigualdad

ĺım sup
n→∞

log F (Z � n)

n
≥ 2−|σ| · log q + ĺım sup

n→∞

Cσc(Z � n)

n
· (log p− log q)

Por (4) y la Proposición 1, tenemos

ĺım sup
n→∞

log F (Z � n)

n
> 2−|σ|−1 (log p+ log q + δ(log p− log q))

= d > 0.

Entonces existen infinitos ns tales que log F (Z�n)
n > d, es decir F (Z � n) > 2n·d. Esto implica

que ĺım supn→∞ F (Z � n) =∞, o sea, F tiene éxito en Z.

Esto concluye con la demostración del Teorema 2.

4.2. Generalización a base arbitraria

Lo que sigue es una generalización de la Proposición 1.

Proposición 5. Dados p, q ∈ Q>0, para todo 0 < δ < q,

p · log(1 +
δ

p
) + q. log(1− δ

q
) + δ(log(1 +

δ

p
)− log(1− δ

q
)) > 0.
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Demostración. Si δ = 0, p · log(1) + q. log(1) + 0(log(1)− log(1)) = 0. Derivando (la variable
es δ) obtenemos

(p · log(1 +
δ

p
) + q. log(1− δ

q
) + δ(log(1 +

δ

p
)− log(1− δ

q
)))′ =

p

p

1

1 + δ
p

− q

q

1

1− δ
q

+ log(1 +
δ

p
)− log(1− δ

q
) + δ(

1

p

1

1 + δ
p

+
1

q

1

1− δ
q

) =

1

1 + δ
p

− 1

1− δ
q

+
δ

p

1

1 + δ
p

+
δ

q

1

1− δ
q

+ log(1 +
δ

p
)− log(1− δ

q
) =

1− δ
q − (1 + δ

p) + δ
p(1− δ

q ) + δ
q (1 + δ

p)

(1 + δ
p)(1− δ

q )
+ log(1 +

δ

p
)− log(1− δ

q
) =

1− δ
q − 1− δ

p + δ
p −

δ2

p.q + δ
q + δ2

p.q

(1 + δ
p)(1− δ

q )
+ log(1 +

δ

p
)− log(1− δ

q
) =

log(1 +
δ

p
)− log(1− δ

q
) > 0.

Lo de arriba es válido para todo 0 < δ < q. Entonces, la función es creciente para todo
0 < δ < q. Como la función cuando δ = 0 vale 0 y es creciente para 0 < δ < q, entonces la
función es > 0 para todo 0 < δ < q.

Teorema 6. Si 0.Z no es normal en base b, entonces existe una n · log3 n-martingala en base
b que tiene éxito en Z.

Demostración. Sea c ∈ {0, 1, · · · , b− 1} y σ ∈ b∗ tal que σc una cadena de longitud minimal
tal que no es cierto

ĺım
n→∞

Cσc(Z � n)

n
= b−|σ|−1.

Definimos

Cσc̄(Z � n) =
∑

0≤d<b∧d6=c
Cσd(Z � n).

Ahora seguimos un razonamiento parecido al utilizado para base 2: Por la elección de σ,
tenemos que existe ε > 0 tal que una de las siguientes proposiciones es cierta

(∃∞n)
Cσc(Z � n)

n
> b−|σ|−1 + ε (7)

(∃∞n)
Cσc(Z � n)

n
< b−|σ|−1 − bε. (8)

En el caso (8) tenemos que existen infinitos ns tales que

b−|σ|−1 − bε > Cσc(Z�n)
n

≥ Cσ(Z�n)−Cσc̄(Z�n)−1
n por (1), página 10.
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Entonces para esos ns tenemos

Cσc̄(Z � n)

n
>

Cσ(Z � n)− 1

n
− b−|σ|−1 + bε

=
Cσ(Z � n)− 1

n
− b−|σ| + (b− 1)b−|σ|−1 + bε.

Como σc es de longitud minimal, para n suficientemente grande tenemos

Cσ(Z � n)− 1

n
− b−|σ| > −ε,

de modo que existen infinitos ns tal que

Cσc̄(Z � n)

n
> (b− 1) · (b−|σ|−1 + ε).

Como Cσc̄(Z � n) es una sumatoria de b− 1 elementos, existe d ∈ {0, . . . , b− 1} \ {c} tal que
existen infinitos ns tal que

Cσd(Z � n)

n
> b−|σ|−1 + ε.

Entonces, podemos asumir sin pérdida de generalidad que vale (7). Sea δ ∈ Q+ tal que

ĺım sup
n→∞

Cσc(Z � n)

n
>

1 + δ

b|σ|+1
.

Definamos la función F (σc) : b∗ → Q de la siguiente manera:

F (λ) = 1

F (τi) =


F (τ) si |τ | < |σ| o τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] 6= σ

p · F (τ) si |τ | ≥ |σ| , τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] = σ y i = c

q · F (τ) si |τ | ≥ |σ| , τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] = σ y i 6= c

donde p = (1 + δ) y q = (1− δ
b−1). Es claro que para toda τ ∈ b∗,

F (τ) = pCσc(τ) · qCσc̄(τ).

Proposición 7. F es una martingala en base b.

Demostración. Si |τ | < |σ| o τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] 6= σ,∑
0≤i<b

F (τi) =
∑

0≤i<b
F (τ) = b · F (τ).

Si |τ | ≥ |σ| y τ [|τ | − |σ|..|τ | − 1] = σ,∑
0≤i<b

F (τi) = (1 + δ) · F (τ) +
∑

0≤j<b∧j 6=c
(1− δ

b− 1
) · F (τ)

= (1 + δ) · F (τ) + (b− 1− δ) · F (τ)

= b · F (τ).
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Proposición 8. F es una n · log3 n-martingala.

Demostración. El caso es análogo para la martingala en base 2. Como logb(x) ∈ Θ(log2(x)),
el tamaño de entrada y el necesario para almacenar un racional se mantienen, aśı como los
costos de las operaciones.

La única diferencia para base arbitraria es que Cσc̄(Z � n) es sumar la cantidad de apari-
ciones de las b− 1 cadenas σd, donde d 6= c. La cantidad de apariciones no puede ser mayor
a n, entonces hay que realizar b − 2 sumas donde cada una cuesta O(log(n)). Como b es
fijo, eso tiene un costo de O(log(n)), que es inferior a O(n), el costo de contar la cantidad
de apariciones. Entonces la complejidad temporal de sumar las cantidades de apariciones no
influye en la complejidad temporal del algoritmo.

Proposición 9. F tiene éxito en Z.

Demostración. Recordemos que log p > 0 y log q < 0.

log F (Z � n) = Cσc(Z � n) · log p+ Cσc̄(Z � n) · log q

≥ Cσc(Z � n) · log p+ (Cσ(Z � n)− Cσc(Z � n)) · log q

= Cσ(Z � n) · log q + Cσc(Z � n) · (log p− log q).

Aplicando ĺımite superior

ĺım sup
n→∞

log F (Z � n)

n
≥ ĺım sup

n→∞
(
Cσ(Z � n)

n
· log q +

Cσc(Z � n)

n
· (log p− log q)).

Al igual que en la demostración de la Proposición 4, como σc es la cadena de longitud minimal
donde no vale que todas las cadenas de igual longitud aparecen con igual frecuencia, tenemos

ĺım sup
n→∞

Cσ(Z � n)

n
= ĺım

n→∞

Cσ(Z � n)

n

= b−|σ|.

A partir de esto, podemos dividir el ĺımite superior en la suma y que siga valiendo la igualdad,
obteniendo

ĺım sup
n→∞

log F (Z � n)

n
>

1

b|σ|
· log q +

1 + δ

b|σ|+1
· (log p− log q)

=
1

b|σ|+1
· (b · log q + (1 + δ) · (log p− log q))

=
1

b|σ|+1
· (b · log q + log p− log q + δ · log p− δ · log q)

=
1

b|σ|+1
· ((1 + δ) · log p+ ((b− 1)− δ) · log q).

Reemplazando p y q por sus valores tenemos

ĺım supn→∞
log F (Z�n)

n =
1

b|σ|+1 · (δ(log(1 + δ)− log(1− δ
b−1)) + log(1 + δ) + (b− 1) log(1− δ

b−1)).
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Por la Proposición 5 tenemos

ĺım sup
n→∞

log F (Z � n)

n
= d > 0.

Entonces existen infinitos ns tales que log F (Z�n)
n > d, es decir F (Z � n) > 2n·d. Esto implica

que ĺım supn→∞ F (Z � n) =∞, o sea, F tiene éxito en Z.

Esto concluye con la demostración del Teorema 6

5. Una demostración existente de invariancia para Martin-Löf
aleatoriedad

En [8, Cap. 7.2, Teorema 7.18], Calude demuestra que Martin-Löf aleatoriedad es invari-
ante por cambio de base. Para llegar a dicha conclusión, prueba varios lemas y teoremas
intermedios. La demostración de [8, Cap. 7.2, Teorema 7.18] se obtiene a partir de combinar
dos teoremas. En [8, Cap. 6.4, Teorema 6.58] se demuestra que aleatoriedad de Martin-Löf en
una base b implica aleatoriedad de Martin-Löf en cualquier base bm, para m ∈ N,m > 1. En
[8, Cap. 7.2, Teorema 7.17] se demuestra que aleatoriedad de Martin-Löf en una base b + 1
implica aleatoriedad de Martin-Löf en la base b. Entonces, para dos bases cualesquiera p y
q, si sabemos que una secuencia es Martin-Löf aleatoria en base p, aplicamos [8, Cap. 6.4,
Teorema 6.58] para obtener aleatoriedad en pm, donde m es el menor natural tal que pm ≥ q,
y luego, aplicamos [8, Cap. 7.2, Teorema 7.17] para ir bajando de base pm tantas veces como
sea necesario hasta llegar a aleatoriedad de Martin-Löf para base q.

Nuestra intención original era utilizar [8, Lema 7.12] para poder demostrar invariancia por
cambio de base en aleatoriedad computable. Sin embargo, al empezar a trabajar, encontramos
que dicho lema no es correcto. En esta sección de la tesis, entonces, analizaremos los lemas
y teoremas que se desprenden a partir de [8, Lema 7.12]. Estos son: [8, Lema 7.12], [8, Lema
7.15] y [8, Teorema 7.17]. Concretamente,

En la sección 5.1 damos las definiciones tomadas de [8] que usaremos en esta parte de
la tesis.

En la sección 5.2 presentamos un contraejemplo para [8, Lema 7.12].

El único lema que utiliza a [8, Lema 7.12] es [8, Lema 7.15]. Al analizar este lema,
concluimos que tampoco es verdadero. Para probar nuestra afirmación, en la sección 5.3
presentamos un contrajemplo.

El teorema [8, Teorema 7.17] es el central en el caṕıtulo 7.2. A partir de él, Calude logra
demostrar que Martin-Löf aleatoriedad es invariante por cambio de base. Sin embargo,
dicho teorema utiliza a [8, Lema 7.15]. En la última parte del caṕıtulo, corregimos a
[8, Teorema 7.17] para que siga siendo válido, eliminando su dependencia con [8, Lema
7.15]. En la sección 5.4, además, explicamos con más detalle y con más claridad la
demostración de [8, Teorema 7.17], pues nos pareció bastante intrincada.

En la próxima sección de la tesis, daremos una demostración directa de que Martin-Löf
aleatoriedad es invariante por cambio de base.
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5.1. Definiciones tomadas de [8] que utilizamos en esta sección de la tesis

En esta sección usamos las convenciones de [8]. Por ese motivo, usamos una letra mayúscula
para referirnos a una base en particular. Con AQ nos referimos a {0, 1, · · · , Q − 1}, con A∗Q
a Q∗, con AωQ a Qω, con AlQ a Ql y con A+

Q a Q+. µAQ es equivalente a µQ, y rand(AQ)
es el conjunto de todas las secuencias en base Q que son Martin-Löf aleatorias en base Q.
x(n), a diferencia de lo definido en la sección 3.1, representará los primeros n carateres de la
secuencia x, o sea, será el equivalente a lo que definimos en la sección 3.1 como x � n. Por
último, recordamos que vQ+1(w) es el número real valor de w en base Q+ 1.

Definimos
DQ = {w ∈ A+

Q+1 : vQ+1(w) ≤ 1−Q−|w|},

es decir, DQ es el conjunto de cadenas finitas en base Q + 1 que cumplen con la condición
enunciada en la definición.

Sea ΓQ : DQ → {0, 1, ..., Q− 1}∗ tal que

ΓQ(w) = mı́n{z ∈ A|w|Q : vQ+1(w) ≤ vQ(z)}.

Si es sabida la base de w, se abrevia ΓQ(w) por Γ(w)

5.2. Contraejemplo para Lema 7.12

Lema 7.12 de [8]. Let u ∈ DQ and v ∈ A∗Q+1 with u � v. Then v ∈ DQ and Γ(u) � Γ(v).

El lema es inválido. Como contraejemplo, tomemos a las cadenas 1(como u) y 100(como
v) en base 3.

Antecedente:

1 ∈ D2 ⇔ v3(1) = 1/3 ≤ 1− 2−1 = 1− 1/2 = 1/2

1 � 100 trivial.

Sin embargo,

Γ(1) = mı́n{z ∈ A1
2 : v3(1) ≤ v2(z)} = 1

Γ(100) = mı́n{z ∈ A3
2 : v3(100) ≤ v2(z)} = 011

Entonces, Γ(1) = 1 6� 011 = Γ(100).

El error se produce cuando en un paso de la demostración se concluye erróneamente que
vQ(Γ(u)) ≤ vQ(Γ(v)). Como se ve en el contraejemplo, v2(Γ(1)) = v2(1) = 1/2 6≤ 3/8 =
v2(011) = v2(Γ(100)).
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5.3. Contraejemplo para Lema 7.15

Lema 7.15 de [8]. Let S ⊂ A∗Q. If S is prefix-free, then Γ−1(S) is also prefix-free.

El lema es inválido. Como contraejemplo, tomamos S = {1, 011}, Q = 2.

Γ−1(S) = {Γ−1(1)} ∪ {Γ−1(011)} ⊇ {1, 100}, pues Γ(1) = 1 y Γ(100) = 011 (se usan los
mismos ejemplos que para la refutación de [8, Lema 7.12]).

Como se puede apreciar, Γ−1(S) no es libre de prefijos. El error surge de suponer verdadero
a [8, Lema 7.12], donde se concluye erróneamente que u � v ⇒ Γ(u) � Γ(v)

5.4. Ajustes al Teorema 7.17

Teorema 7.17 de [8]. Let x ∈ rand(AQ+1) and y ∈ AωQ such that vQ+1(x) = vQ(y). Then
y ∈ rand(AQ).

La idea de la demostración es la siguiente. Suponemos que x ∈ rand(AQ+1). Entonces,
ningún test de Solovay en base Q+ 1 tiene éxito en x. A partir de un test de Solovay genérico
en base Q, construimos un test de Solovay en base Q + 1. Como este último no puede tener
éxito en x, concluimos que no puede tener éxito en y. Por lo tanto, y es Martin-Löf aleatorio
en base Q.

En este teorema, x ∈ AωQ+1, e y es la representación infinita en base Q de x. O sea,
vQ(y) = vQ+1(x).

Incluimos el enunciado de [8, Lema 7.14] porque será usado más adelante en la de-
mostración del teorema: Lema 7.14 de [8].The partial function Γ is surjective and for every
string u ∈ A∗Q one has: #(Γ−1(u)) < (Q+1

Q )|u| + 1.

S y T son aquellos ya definidos en [8]. O sea, S ⊂ A∗Q×N+ un conjunto c.e. tal que todo Si
es libre de prefijos y

∑
j≥1 µAQ(SjA

ω
Q) <∞. T = {(x, j) ∈ A∗Q+1×N+ : x ∈ DQ,Γ(x) ∈ Sj}.

Claramente
Γ−1(Sj)A

ω
Q+1 =

⋃
w∈Sj

Γ−1(w)AωQ+1. (9)

Γ−1(w) es libre de prefijos pues (∀z ∈ Γ−1(w))|z| = |w|. Entonces, si dos elementos pertenecen
a Γ−1(w), ambos tienen la misma longitud, por lo que no pueden ser uno prefijo del otro.
Entonces,

µAQ+1
(Γ−1(w)AωQ+1) = #Γ−1(w) · (Q+ 1)−|w|

Usando [8, Lema 7.14],

#Γ−1(w) · (Q+ 1)−|w| < ((
Q+ 1

Q
)|w| + 1) · (Q+ 1)−|w| (10)

<
2

Q|w|
. (11)

Entonces, se puede concluir efectivamente que
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µAQ+1
(Γ−1(w)AωQ+1) <

2

Q|w|
. (12)

Entonces, ∑
j≥1

µAQ+1
(Γ−1(Sj)A

ω
Q+1) =

∑
j≥1

µAQ+1
(
⋃
w∈Sj

Γ−1(w)AωQ+1).

Tal como se expresa en [8], por (9).

Sin embargo, es inválida la igualdad incluida en [8]:∑
j≥1

µAQ+1
(
⋃
w∈Sj

Γ−1(w)AωQ+1) =
∑
j≥1

∑
w∈Sj

µAQ+1
(Γ−1(w)AωQ+1).

Para que sea cierta, tiene que ser verdadero [8, Lema 7.15], que se demostró falso. Como
Γ−1(Sj) puede no ser libre de prefijos, los conjuntos Γ−1(w1)AωQ+1 y Γ−1(w2)AωQ+1 (con w1 ∈
S1 y w2 ∈ S2) pueden no ser disjuntos. Este problema se resuelve fácilmente reemplazando la
igualdad por ≤, pues siempre es cierto que la suma de medidas de conjuntos es menor o igual
a la medida de la unión de dichos conjuntos. Entonces, reemplazamos la igualdad por:∑

j≥1

µAQ+1
(
⋃
w∈Sj

Γ−1(w)AωQ+1) ≤
∑
j≥1

∑
w∈Sj

µAQ+1
(Γ−1(w)AωQ+1).

La desigualdad ∑
j≥1

∑
w∈Sj

µAQ+1
(Γ−1(w)AωQ+1) ≤

∑
j≥1

∑
w∈Sj

2Q−|w|

es válida por (12).

La igualdad: ∑
j≥1

∑
w∈Sj

2Q−|w| = 2
∑
j≥1

µAQ(SjA
ω
Q)

es válida porque, como cada Sj es libre de prefijos, entonces
⋃
w∈Sj wA

ω
Q es una unión de

conjuntos disjuntos. Luego, la medida de la unión de conjuntos disjuntos es igual a la suma
de medidas de cada conjunto.

De todo lo anterior se concluye que∑
j≥1

µAQ+1
(
⋃
w∈Sj

Γ−1(w)AωQ+1) ≤ 2
∑
j≥1

µAQ(SjA
ω
Q).

Por otro lado, 2
∑

j≥1 µAQ(SjA
ω
Q) <∞ por definición de S. Entonces,∑
j≥1

µAQ+1
(Γ−1(Sj)A

ω
Q+1)

converge. Combinando esto con [8, Teorema 6.37], y como x es aleatoria por hipótesis, se
deduce que existe un natural N tal que

∀i ∈ N, i ≥ N, x /∈ Γ−1(Si)A
ω
Q+1 . (13)
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Por [8, Lema 7.6 y Lema 7.16], sea k tal que ∀n, n ≥ k, x(n) ∈ DQ. Por otro lado, como∑
j≥1 µAQ(SjA

ω
Q) converge, es inmediato que

ĺım
m→∞

µAQ(SmA
ω
Q) = 0,

y entonces,
ĺım
m→∞

mı́n{|w| : w ∈ Sm} =∞.

A partir de esto, es posible encontrar un M tal que, ∀i ≥M , si w ∈ Si, entonces |w| > k.
Sea i ≥ máx{M,N}, asumamos que y ∈ SiAωQ. Entonces, existe un n > k tal que y(n) ∈ Si

y Γ(x(n)) = y(n). O sea, Γ(x(n)) ∈ Si. Como |x(n)| = n > k, resulta que x(n) ∈ DQ, y
entonces podemos aplicar Γ−1. Eso resulta en que para ese i ≥ máx{M,N}, existe n > k tal
que x(n) ∈ Γ−1(Si). O sea,

x ∈ Γ−1(Si)A
ω
Q+1

Pero esto es absurdo, pues contradice (13). El absurdo surge de suponer que existe i ≥
máx{M,N} tal que y ∈ SiAωQ. Y entonces, se puede concluir que

∀i ≥ máx{M,N} : y /∈ SiAωQ.

Como S puede ser cualquier test de Solovay, se deduce que y ∈ rand(AQ).

6. Cambio de base en aleatoriedad de Martin-Löf, Schnorr y
Kurtz

En esta sección, damos una demostración directa de que aleatoriedad de Martin-Löf es in-
variante por cambio de base. Luego, extendemos el resultado para demostrar que aleatoriedad
de Schnorr y aleatoriedad de Kurtz son invariantes por cambio de base.

Dado σ ∈ b∗, denotamos con [σ]b al intervalo [vb(σ), vb(σ) + b−|σ|], de longitud b−|σ|.
Intuitivamente, el conjunto [σ]b contiene a todos los números reales que, escritos en base b,
empiezan de la forma 0.σ . . . .

Para un conjunto A ⊆ b∗ definimos

[A]b =
⋃
σ∈A

[σ]b.

Notar que µb(Ab
ω) = µ([A]b).

Teorema 10. Aleatoriedad de Martin-Löf es invariante por cambio de base.

Demostración. Sea Zb ∈ bω y Zq ∈ qω tal que vb(Zb) = vq(Zq). Probaremos que si existe
un test de Martin-Löf en base b (Gm)m∈N tal que Zb ∈

⋂
mGmb

ω entonces existe un test de
Martin-Löf en base q (Hm)m∈N tal que Zq ∈

⋂
mHmq

ω.
Sea (Gm)m∈N, Gm ⊆ b∗ una secuencia uniformemente c.e. tal que Zb ∈

⋂
mGmb

ω y
µb(Gmb

ω) ≤ b−m. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Gm es libre de prefijos y
que

µb(Gmb
ω) ≤ b−km−1 , (14)

donde k es el mı́nimo número natural tal que bk ≥ q.
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Sea
yb,q(n) = mı́n{m ∈ N : b−n/2 ≥ q−m} .

Definimos la función tb,q que traduce cadenas en base b a conjuntos de cadenas en base q de
la siguiente manera:

tb,q : b∗ → P(q∗)

tb,q(σ) = {τ : |τ | = yb,q(|σ|) ∧ [σ]b ∩ [τ ]q 6= ∅} .

A modo de ejemplo, dada σ en base 3 tal que σ = 1. Si deseamos pasar a base 2:

y3,2(|1|) = 3

t3,2(1) = {010, 011, 100, 101}

Figura 3: En la recta real, [1]3 y [t3,2(1)]2

Es claro que tb,q(σ) tiene cadenas de la misma longitud y por lo tanto es finito. Por un
lado, es claro que [σ]b ⊆ [tb,q(σ)]q. Por otro, tenemos

µ([tb,q(σ)]q \ [σ]b) ≤ 2 · q−yb,q(|σ|)

≤ b−|σ| = µb(σb
ω),

y por lo tanto

µq(tb,q(σ)qω) = µ([tb,q(σ)qω]q)

≤ 2 · µb(σbω).

Definimos (Hm)m∈N, con Hm ⊆ q∗, de la siguiente manera:

Hm =
⋃

σ∈Gm

tb,q(σ) . (15)

Hecho 1. (Hm)m∈N es un test de Martin-Löf en base q.

Demostración. Como Gm es uniformemente c.e., y tb,q(σ) es computable, entonces Hm es
uniformemente c.e..

Además,

µq(Hmq
ω) ≤

∑
σ∈Gm µq(tb,q(σ)qω) por propiedad de la medida

≤ 2
∑

σ∈Gm µb(σb
ω) pues µq(tb,q(σ)qω) ≤ 2 · µb(σbω)

= 2 · µb(Gmbω) pues Gm libre de prefijos
≤ 2 · b−km−1 por (14)

≤ (bk)
−m

ya que 2 ≤ b
≤ q−m
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Por lo tanto, (Hm)m∈N es un test de Martin-Löf en base q.

Hecho 2. Zq ∈
⋂
mHmq

ω .

Demostración. Es fácil ver que

Zb ∈ σbω ⇔ vb(Zb) ∈ [σ]b . (16)

Como Zb ∈
⋂
mGmb

ω, sean σ y n cualesquiera tales que σ ∈ Gn y Zb ∈ σbω. Entonces,
por (16), vb(Zb) ∈ [σ]b.

Por lo tanto, por definición de Hm (15), existe τ tal que τ ∈ Hn y vb(Zb) = vq(Zq) ∈ [τ ]q.
Luego, por (16), se puede concluir que Zq ∈ τqω. Como τ ∈ Hn, se deduce que Zq ∈ Hnq

ω.
Dado que el n pod́ıa ser cualquier natural, y Zb ∈

⋂
mGmb

ω, entonces Zq ∈
⋂
mHmq

ω.
Finalmente, Zq no es Martin-Löf aleatoria en base q.

Esto concluye la prueba del Teorema 10.

Teorema 11. Aleatoriedad de Schnorr es invariante por cambio de base.

Demostración. Vamos a suponer que Zb no es Schnorr aleatorio. Entonces, suponemos que
existe un test de Martin-Löf en base b (Gm)m∈N tal que Zb ∈

⋂
mGmb

ω y µb(Gmb
ω) es com-

putable. Para probar que Zq no es Schnorr aleatorio, debemos demostrar que existe un test
de Martin-Löf en base q (Hm)m∈N tal que Zq ∈

⋂
mHmq

ω y µq(Hmq
ω) es computable. Us-

aremos la construcción utilizada para demostrar que aleatoriedad de Martin-Löf es invariante
por cambio de base. Por el Teorema 10 demostrado anteriormente, en base al test en base b
(Gm)m∈N nos construimos un test de Martin-Löf en base q (Hm)m∈N tal que Zq ∈

⋂
mHmq

ω,
definido de manera similar al test construido en la demostración para aleatoriedad de Martin-
Löf. Debemos probar entonces que µq(Hmq

ω) es computable. Por simplicidad de notación,
nos referiremos a Gm como G, y a Hm como H.

G = {σ1, σ2, σ3, ...} es uniformemente c.e. y, como G es libre de prefijos,

µb(Gb
ω) =

∑
i

µb(σib
ω) =

∑
i

b−|σi|.

Entonces,

ĺım
i→∞

µb(
⋃
j≥i

σjb
ω) = 0. (17)

Como µb(Gb
ω) es computable, existe f computable que acota el error de la aproximación

de µb(Gb
ω) en el siguiente sentido: dado ε ∈ Q,∑

j≥f(ε)

µb(σjb
ω) = µb(

⋃
j≥f(ε)

σjb
ω) < ε. (18)

Queremos ver que µq(Hq
ω) es computable. Para eso, como H es uniformemente c.e. por

Teorema 10, y por cómo está definida H en (15), basta con encontrar g computable tal que,
dado ε ∈ Q:

µq(
⋃

j≥g(ε)

tb,q(σj)q
ω) < ε . (19)

Ahora bien,
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µq(
⋃
j≥g(ε) tb,q(σj)q

ω) ≤
∑

j≥g(ε) µq(tb,q(σj)q
ω) por propiedad de la medida

≤ 2
∑

j≥g(ε) µb(σjb
ω) pues µq(tb,q(σi)q

ω) ≤ 2µb(σib
ω)

Si definimos g(ε) = f(ε/2):

µq(
⋃
j≥g(ε) tb,q(σj)q

ω) ≤ 2
∑

j≥f(ε/2) µb(σjb
ω)

< ε por (18)

Entonces, con tomar g(ε) = f(ε/2) nos alcanza para que valga (19). Además, como f es
computable, g es computable.

En conclusión, µ(Hqω) es computable. Y entonces, Zq no es Schnorr aleatoria.

Teorema 12. Aleatoriedad de Kurtz es invariante por cambio de base.

Demostración. Seguimos la misma idea que la prueba del Teorema 10 sobre Zb y Zq. Si
partimos de un test de Kurtz (Gm)m∈N en base b con la propiedad (14) tal que Zp ∈

⋂
mGmb

ω,
llegamos a la definición de un test de Kurtz (Hm)m∈N en base q. Efectivamente, por el Hecho 1,
µq(Hmq

ω) ≤ q−m. Además como cada Gm es finito, por la definición de Hm en (15), Hm

también lo es. Finalmente, por el Hecho 2, tenemos Zq ∈
⋂
mHmq

ω.

7. Un esquema para construir números absolutamente nor-
males

En esta sección mostramos cómo se podŕıan construir números absolutamente normales
siguiendo un método distinto a los utilizados en [4] y [5]. En realidad, el éxito de este esquema
dependerá de un resultado esencial, que no pudimos probar en esta tesis (trabajo en esta
dirección se encuentra en [17]). Se trata de la siguiente conjetura:

Conjetura 13. Para alguna función de tiempo t(n), t(n)-aleatoriedad es invariante por cam-
bio de base.

Siguiendo el siguiente razonamiento, se podŕıa concluir que, si Z es t(n)-aleatoria (en la
definición clásica en base 2), entonces Z es absolutamente normal:

Z ∈ 2ω es t(n)-aleatoria en base 2 ⇒ ∀b(Z es t(n)-aleatoria en base b) por (Conj. 13)
⇒ ∀b(Z es normal base b) por (Teo. 6)
⇒ Z es absolutamente normal por definición

Entonces, al construir una secuencia t(n)-aleatoria, se estaŕıa garantizando que esa secuencia
es absolutamente normal.

Entonces, el problema está en construir una secuencia Z que sea t(n)-aleatoria, o sea,
que ninguna t(n)-martingala tenga éxito en Z. Esto se logra mediante un argumento de
diagonalización. Una posibilidad es basarse en [12, Sección 7.4]. En esa sección, se demuestra
que es posible encontrar una martingala L universal que domina multiplicativamente a todas
las demás martingalas –en el sentido de que para toda martingala F existe una constante c
tal que F (x) ≤ c · L(x) para todo x.

Habŕıa que hacer una modificación a la construcción presentada en [12] para construir
una martingala L que domine multiplicativamente solamente a todas las t(n)-martingalas,
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pero siendo L una t′(n)-martingala, o sea, encontrando una cota temporal para la L deseada.
Para eso, primero hay que enumerar todas las t(n)-martingalas. Esto se puede hacer con una
máquina universal y ‘cortando’ los cómputos simulados en tiempo t(n). Para detalles sobre
la implementación de una máquina universal eficiente, ver [2, Cap. 1.7], para el uso de esta
máquina universal en cómputos interrumpidos por cierto tiempo ver por ejemplo [2, Cap. 3.1].
Entonces, si L no tiene éxito en una secuencia Z, como L domina multiplicativamente a todas
las t(n)-martingalas, ninguna t(n)-martingala tendrá éxito en Z, por lo que Z resultará t(n)-
aleatoria, y por lo tanto absolutamente normal.

A continuación, supongamos que L es nuestra t′(n)-martingala que domina multiplicati-
vamente a todas las t(n)-martingalas. El siguiente algoritmo, dado n ∈ N, devuelve Z(n) tal
que L no tiene éxito en Z:

Entrada: n ∈ N; Salida: Z(n) ∈ {0, 1}.
σ := λ
Para i = 0 · · ·n:

Si L(σ0) < L(σ1):
σ := σ0

Si no:
σ := σ1

Devolver σ(n)

Es fácil ver que L no tiene éxito en Z.

Analicemos la complejidad del algoritmo. El ciclo principal se ejecuta n veces. En cada
iteración del ciclo, se realizan dos llamados a L, se comparan los dos resultados (cada resultado
es un racional), y se realizan una asignación. El costo de la asignación es despreciable al lado
del costo de las otras operaciones.

El costo de cada llamado a L se puede acotar por O(t′(n)). El costo de comparar dos
racionales a y b es O(log(máx{|a|, |b|})). Como el costo de cada llamado a L se puede acotar
por O(t′(n)), el tamaño de la salida nunca puede ser mayor a O(t′(n)). Y, en consecuencia,
el costo de cada comparación se puede acotar por O(log(O(t′(n)))) = O(log(t′(n))).

En conclusión, si el tamaño de la entrada es m = log n, el costo de todo el algoritmo en
función del tamaño de la entrada resulta de

2m · (O(t′(2m)) +O(log(t′(2m)))) = O(2m · t′(2m)).

Por ejemplo, si se pudiera probar la Conjetura 13 para t(n) = n2 y t′(n) = np para un p
fijo (o sea, t′(n) tiene complejidad temporal polinomial), entonces tendŕıamos un algoritmo
para computar un número absolutamente normal en tiempo O(2m(p+1)), es decir en tiempo
simplemente exponencial. Esto representa una mejora significativa con respecto a los tiempos
de los algoritmos encontrados en [4] y [5].
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