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1. Introduccion

Un nimero real se dice normal en base g si para todo natural n > 1,
toda secuencia de n digitos aparece en el desarrollo fraccionario del niimero
escrito en la base ¢ con probabilidad ¢~". Por ejemplo, si un ntmero es
normal en la base 2 entonces la probabilidad de encontrar la cadena “0”
y la cadena “1” en su desarrollo fraccionario serd 271, la probabilidad de
encontrar las cadenas “00”, “017, “10” y “11” serd 272 y asf sucesivamente.
De esta manera, el nimero racional

0,1010101010101010101010101010...

no es normal en base 2 porque si bien la probabilidad de encontrar un “1”
oun “0” es 271, no es cierto que la probabilidad de encontrar la cadena
“10” sea 272. De hecho, en este ejemplo la probabilidad de encontrar tanto
la cadena “10” como la cadena “01” es 27! y la probabilidad de encontrar
la cadena “11”, asi como la cadena “00” es 0. Existen ntimeros irracionales
que tampoco son normales en cierta base. Por ejemplo el ntimero irracional

0,1010010001000010000010000001...

no es normal en base 2 ya que, por ejemplo, la probabilidad de encontrar la
cadena “1” en el desarrollo fraccionario es 0 y la probabilidad de encontrar
la cadena “0” es 1. Otro ejemplo es el nimero de Champernowne

0,12345678910111213141516171819...

que tiene la concatenacion de todos los niimeros naturales escritos en base
10. Se puede demostrar que este nimero es normal en base 10, pero no es
normal en otras bases.



Un ntimero real se dice absolutamente normal si es normal en toda base
q > 2. Borel [1] demostré la existencia de nimeros absolutamente normales.
Maés atin, probd que en el sentido de teoria de la medida, “casi todos” los
nimeros reales son absolutamente normales. Sin embargo, a pesar de que la
probabilidad de que un ndmero real sea absolutamente normal es 1, exhibir
ejemplos de este tipo de nimeros no ha sido facil. Notemos que ningun
nimero racional es absolutamente normal ya que 3 con a < b, se escribe en
la base b como

0.a000000000000000000000000000...

El primer ejemplo de niimero absolutamente normal fue dado por Sierpinski
en 1916 [3], cuando el concepto de computabilidad ain no habia sido dado
(este tltimo concepto data recién de 1936).

Un nimero real es aleatorio en el sentido de Chaitin si los digitos de
su expansion fraccionaria crecen de patrén, son impredecibles. Chaitin for-
maliza esta idea diciendo que los nimeros reales aleatorios son aquellos en
los que cada uno de los prefijos de la secuencia requieren una descripcién
casi tan larga como el prefijo mismo [2]. En suma, la nocién de aleatoriedad
de Chaitin (que coincide con la de Martin Lof y Solovay) es méaxima in-
compresibilidad. Los ejemplos de niimeros aleatorios son también ejemplos
de nuimeros absolutamente normales. Esto se debe a que la propiedad de
normalidad absoluta es una condicién necesaria, aunque no suficiente, de
aleatoriedad.

Recordemos que un nimero real es computable si existe una funcion
computable que calcula cada uno de sus digitos fraccionarios. Es decir, si
existe f : N — N computable tal que para todo n, f(n) devuelve el n-ésimo
digito fraccionario del nimero expresado en cierta base.

Chaitin [2] define © como la probabilidad de detencién de una maquina
universal y prueba que es aleatorio. Aunque la definiciéon de €2 es conocida
y sabemos que es un numero real en el intervalo (0,1), no existe ningun
procedimiento computable que nos permita exhibir sus digitos fraccionarios.
Es decir, €2 no es computable.

Las constantes fundamentales como 7, v/2, e y los ntimeros algebraicos
irracionales son todos computables y se conjetura que son absolutamente
normales. Pero no se ha podido probar que sean normales en base 10 y
menos aun en todas las bases. Carecemos de un procedimiento efectivo que
decida la absoluta normalidad.

En este trabajo daremos un ejemplo de un nimero computable y abso-
lutamente normal. Nuestra definicién se basa en la ingeniosa construccién
que Sierpinski utilizé para definir su ejemplo de nimero absolutamente nor-
mal [3]. Sin embargo, Sierpinski no contemplé cuestiones de finitud y com-
putabilidad: su definiciéon se basa en conjuntos infinitos y utiliza la nocién
de minimo de un conjunto no numerable de puntos. El procedimiento en
lineas generales es como sigue. Sierpinski define un conjunto A de ciertos



intervalos del tipo (a,b) con a y b racionales. Estos intervalos estan elegidos
de manera que cubran a todos los ntimeros que no son normales en alguna
base. Aunque el conjunto A tiene una cantidad infinita numerable de in-
tervalos, éstos no cubren todo el intervalo (0,1). Mds ain, prueba que todo
numero real del intervalo (0,1) que cae fuera de todos los intervalos de A es
absolutamente normal.

Por qué no podemos utilizar directamente el niimero definido por Sier-
pinski? En su trabajo, este nimero ¢ estd definido como el minimo nimero
real del intervalo (0,1) que no pertenece a ningin intervalo de A. Aunque
esta es una determinacién efectiva de un nimero absolutamente normal, no
queda dicho si £ es computable o no. Lo que Sierpinski llamé determinacion
efectiva no coincide con la nocién actual de computabilidad.

Nuestro trabajo parte del cubrimiento de Sierpinski: definiremos tam-
bién nosotros un nimero real en (0,1) que no pertenezca a ninguno de los
intervalos de A. Nuestra estrategia serd aproximar A por medio de conjun-
tos finitos y usar una funcién de selecciéon computable en vez del minimo.
Es decir, definiremos una sucesién computable Ag de conjuntos de interva-
los que converge a A. Cada Ay estard formado por una cantidad finita de
intervalos de A. De esta manera, la medida de cada Aj resulta computable.
Definiremos el niimero v en base 2, determinando cada uno de los digitos de
su expansién binaria,

l/:O.bl b2 b3

y probaremos que v no pertenece a A. El n-ésimo digito de v quedara de-
terminado por un sencillo célculo sobre el conjunto A, apropiado, donde
el indice p,, se obtendra computablemente a partir de n.

Veamos brevemente como serd el procedimiento para determinar los
primeros dos digitos de v. Para determinar el primer digito de v, dividi-
mos el intervalo [0, 1] a la mitad y definimos los intervalos

1 1
C(l): [0»2] YC% = [271}
1

de medida % cada uno. Notar que, pensando en base 2, en ¢; existen sélo
nimeros cuyo primer digito fraccionario es 0 y en ¢} existen sélo ntimeros
cuyo primer digito fraccionario es 1. Sabemos que ni A (ni ninguno de los
Ay) cubren todo el intervalo [0, 1]. Por supuesto, todos los nimeros del [0, 1]
que no pertenecen a los intervalos de A deben caer en los intervalos c(l,
o cl. La idea ahora es determinar un subconjunto de A, llamémoslo Aps
suficientemente grande (es decir, suficientemente parecido a A) como para
asegurar que si A, no cubre completamente un cierto intervalo entonces
A tampoco lo hard. En la construcciéon, A, deja sin cubrir un conjunto
de medida mayor que cero en el intervalo [0,1]. Deducimos que o bien la
medida de A, restringido a c(l) es menor que % o bien la medida de A,
restringido a c% es menor que % o bien se cumplen ambas a la vez. Por la



forma en que elegimos pq, con solo analizar la medida de A, restringido a
cada uno de los intervalos podemos identificar cudl de los dos intervalos, c(l)
o c}, es el que contiene un conjunto de medida mayor que cero no cubierto
por A, y, por lo tanto, no cubierto por A. Si el intervalo identificado es
cé entonces existirdn ntmeros reales no pertenecientes a los intervalos de A
cuyo primer digito fraccionario es 0 y por lo tanto definimos by = 0. Si el
intervalo identificado es cf, definimos by = 1.

Describamos ahora la determinacién del segundo digito de v. La idea es
la misma que la del paso anterior. Dividimos el intervalo identificado del
paso anterior en dos mitades y definimos 6(2) y c2. Si por ejemplo b = 0,
dividimos el intervalo ¢} en dos y definimos

1 11
2 2
=10, - ==, =].
0 [’4]3701 [4’2}

En cualquier caso, los nuevos intervalos definidos seran de medida %. Por
ejemplo, supongamos que ya hemos definido el primer digito, by = 0. En-
tonces todos los nimeros reales del intervalo c% tienen la forma binaria “
0,00...”, mientras que todos los del intervalo c% tienen forma “ 0,01... 7. Al
igual que en el paso anterior, sabemos que es imposible que A cubra todo cg
y todo ¢2. Entonces, deben quedar niimeros de esta porcién de la recta real
no pertenecientes a A, que deben caer en c% 0 en c%. Nuevamente, deter-
minamos un indice apropiado py y calculamos A,,. Comparamos la medida
de A,, restringido a ¢ con la medida de A, restringido a ¢}, y elegimos
el intervalo que corresponde a la medida menor (si las medidas coinciden
elegimos el de la izquierda). Si el intervalo elegido fue ¢ entonces existirdn
nimeros reales no pertenecientes a A cuyo segundo digito serd 0. En este ca-
so, definimos by = 0. Si el intervalo elegido fue ¢} entonces existiran ntimeros
reales no pertenecientes a A cuyo segundo digito serd 1, por lo que definimos
bo = 1.

En general la determinacién del n-ésimo digito de v dependerd de la
definicion del digito anterior. Dividiremos cg’;ll a la mitad y definiremos
los intervalos cfy y ¢}, de medida 2% cada uno. Al menos uno de los dos no
estard completamente cubierto por A y siempre podremos decidir cual es.
En el caso de que sea c{j, entonces b, serd 0, sino b, sera 1.

Enfaticemos que la definicion de cada b,, se basa en la definicién de b,,_1 y
en la comparacion de la medida del conjunto A, restringido a los intervalos
¢y v . Debido a que estas magnitudes son computables, habremos obtenido
un procedimiento computable que nos permite definir digito a digito nuestro
numero real v que no pertenecera a A. Aplicando el resultado de Sierpinski,
v sera absolutamente normal.



2. Resultado de Sierpinski de 1916

Utilizaremos la nocién clésica de medida. La medida del intervalo I =
(a,b), con a < b serd notada como p(I), y su valor serd la longitud del
segmento (a,b), o sea b — a. Usaremos también la nocién de medida de un
conjunto de intervalos J, notado como p (J). Intuitivamente, la medida de J
es la suma de las longitudes de los segmentos cubiertos por J. Por ejemplo,
la medida del conjunto J = {(0,2),(1,4),(6,9)} es 7 pues los dos primeros
intervalos cubren al (0,4), de medida 4 y el tercer intervalo cubre el (6,9),
de medida 3.

Veamos ahora en detalle cual es la construccién dada por Sierpinski en
su demostracién [3]. En primer lugar, define Ay, como el conjunto de
todos los intervalos de la forma

b1 b bn, 1 b1 be bn 2)
—F St —F st — 1
<q g " 9" q ¢ g q" o
tales que
cp(blaan“-7bn) . 1‘ > i (2)
n q m

en donde 0 < b; < ¢—1para 1 <i <ny donde ¢,(by,bo,..., b,) representa
la cantidad de veces que figura p entre los ntimeros by, bo, ..., b,. Por ejemplo
si tomamos a ¢ =2, m = 2, n =2 y p = 0, entonces resulta

G 2 4 42 4 4)°\2 4 42 4 4)

porque de las cuatro combinaciones posibles de b1 y bo, las tinicas que sat-
isfacen

n q
son “00” y “11”. En efecto, la condicién anterior sélo se verifica si ¢, (b1, b2) =
2 0 si ¢p(by,b2) = 0.

Notemos que para ¢, m, n y p fijos, existre una cantidad finita de inter-
valos de la forma (1) y por lo tanto Ay, 5 €s un conjunto finito. Ademads
la medida de cualquier intervalo perteneciente a Ay, p €s igual a q% y este
hecho es usado fuertemente en la demostracién de Sierpinski. Cada intervalo
(1) esta definido de manera tal de incluir a todos los nimeros que escritos
en base ¢ comienzan como 0.b1bs...b,. Es por eso que en el extremo dere-
cho se suma q%: haber sumado q% como en el extremo izquierdo no hubiera
alcanzado.

Sierpinski define el conjunto de intervalos A () como una unién de in-
finitos Ag m np- Este conjunto depende de ¢, un nimero del intervalo (0, 1]

Cp(bl, bz) _ 1 > 1
- m



que servird para acotar la medida de A (g). El conjunto A (¢) se define de
la siguiente manera:

~JuU U UAqm,p

g=2m=1n=nm q(c) P=

De la demostracién de Sierpinski se sigue que n,, 4 (¢) debe ser un nimero
suficientemente grande como para que u (A (g)) < e:

24mSq?
g (£) = {qJ o

Como ¢ aparece en el denominador, cuanto menor se quiera hacer p (A (¢)),
més grande deberd ser ny, 4 ().

Queremos que los intervalos de A cubran a los numeros del intervalo
(0,1) que no sean absolutamente normales. Esta voluntad se manifiesta en
la condicién (2). Intuitivamente, lo que esta condicién pide es que el digito
p aparezca en desproporcion dentro del desarrollo fraccionario del ntimero
0.b1b2...b,, escrito en la base ¢. Esta desproporcion significa que el digito p
aparece o bien menos o bien méas de lo esperado para que el nimero sea
normal en base ¢. En efecto, si el niimero es normal en base ¢, esperamos
que el cociente entre la cantidad de veces que aparece el digito p en el prefijo
0.b1b2...b,, (escrito en base ¢) y la longitud del prefijo sea lo mas parecido
posible a %. Pero Sierpinski define Ay, ,,;, de forma de cubrir los nimeros
que no son normales en bse ¢ y por lo tento fuerza, mediante la condicién
(2) a cubrir nimeros a los que no les pasa esto ultimo. Asi se entiende mejor
la defuinicién de A (g): la variable ¢ indica la base que se usa, la variable n
indica la longitud de los prefijos en base ¢ se se examinan y la variable m
da una idea del grado de desproporcién. Por 1iltimo la variable p representa
el digito sobre el que se observa la desproporcién.

Observemos que aunque la medida de A (g) es menor que &, ningin
intervalo J = (¢, d) con ¢ < d, incluido en el (0,1) puede quedar sin cubrir
por A (g). En efecto, si esto ocurriera, entonces habria infinitos racionales
pertenecientes a J que caerfan fuera de todo intervalo de A (¢). Luego, no
debemos pensar a A (¢) como un conjunto que deja sin cubrir intervalos del
tipo J dentro del (0,1). Mds bien debemos pensarlo como un conjunto que
deja sin cubrir una cantidad infinita no numerable de puntos irracionales
aislados.

Notemos ni el 0 ni el 1 pertenecen a A (¢). En efecto, tomemos ¢ = 2,
m=2ymn="mnme(). Sip=0yb =0 para todo 1 < i < n entonces
el 0 cae en el intervalo (5—7}, 271%1), que pertenece a Ay ,;np. De la misma
manera, si p =17y b; = 1 para todo 1 < ¢ < n entonces el 1 pertenece al
intervalo (1 — 271%1, 1+ 2%), que pertenece a Ay . p-



Para acotar la medida de A (e), Sierpinski trabaja con la suma de las
medidas de cada uno de los intervalos de Ay, np que aparecen en A (g):

0o [e%e) qg—1
YY Y Y Y e
g=2 m=1n=np, ¢(c) P=0 I€A g, mnp
y prueba que s (g) < € para todo ¢ € (0, 1].

Sierpinski define E (g) como el conjunto de todos los reales del intervalo
(0,1) que no pertenecen a ninguno de los intervalos contenidos en A (g).
Prueba que para todo € € (0, 1], todo real perteneciente a F () es absoluta-
mente normal. Notar que como s (¢) es una cota superior de p (A (g)), lo que
se esta probando es que u (A (¢)) se puede hacer tan chica como se quiera.
Pero entonces la medida de E (¢) (que obviamente es mayor que 1 — ¢) se
puede hacer tan cercana a 1 como se quiera. Esto quiere decir que la proba-
bilidad de que un nimero perteneciente al intervalo (0, 1) sea absolutamente
normal es 1.

Para terminar con su demostracién, Sierpinski define £ como el minimo
numero real perteneciente a F (1) y de esta forma ha determinado efectiva-
mente un nimero absolutamente normal.

3. Un algoritmo para un nimero absolutamente
normal

Nuestra construcciéon se basa en una observacion esencial: el conjunto

A (g) es recursivamente enumerable. Trabajamos con los mismos conjun-

tos de intervalos definidos por Sierpinski pero, para simplificar la notacidn,

dejamos fijo un € € (0, %] racional (o més generalmente computable) y
renombramos:

A=A(e); s=5(); Nmg = Mg (€).
Definimos la sucesién computable Ay:

k+1 knmqq 1

Ak—UU U UAWW

q=2 m=1n=nm,q p=0

Definimos también las correspondientes cotas de la medida de cada término
de la sucesion:

k+1 knmqq 1

WYY YIS Y

q=2 m=1n=nm, q p= OIEAqmnp

Al aumentar k£, Ay incluye més conjuntos Ay, np ¥ Sk adiciona la me-
dida de mds intervalos de Ay, . Es evidente que lim,_.o sp = s y que
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limy_oo A = A. Como s suma las medidas de todos los intervalos que
aparecen en Ay, resulta u(Ay) < sg, e idénticamente resulta p(A) < s.
Ademas, se cumple que s, < s para todo natural k. Observemos por tltimo
que para todo par de naturales k y [ tal que k < [ se verifica que A C 4,
y ademaés cualquiera sea k se cumple que A C A.

Por tltimo, definimos el error de aproximar a s por Si:

T =8 — Sk.

Datemos ahora una cota para rp. Este resultado es crucial para nuestra
construcciéon computable.

Teorema 1. Sea k un nimero natural cualquiera. Entonces se verifica que
5e
re < ok

Demostracion. Definamos

i
L

Symmn = > ou).

TeAqm,np

i
o

Veamos primero cual es la forma de rg. Separando las sumatorias de la
definicién de s obtenemos

N 5 S SIS 55 SEID SRR
q=2 m=1n=nm q q=2 m=1n=k-nm,q+1
k+1 oo
159 S SICTIEED S S SIp
q=2 m=k+1n=nmq q=k+2 m=1n=nm,q

Pero el primer término de (3) es justamente s y por la definicién de ry
resulta

k+1 k+1 oo
CYY Y St X XY St @)
q=2 m=1n=k-nm,q+1 =2 m=k+1n=nmq

T2 D 2 Samm

qg=k+2m=1n=nmq

Veamos ahora como acotar cada uno de los tres términos que aparecen en
la ecuacién (5). De la demostracién de Sierpinski [3] sabemos que

12m?
S < —
q,m,n n2

El tercer término de la ecuacién (5) se puede acotar como

o0 oo o0 o0 [ee] [e.e] 1
D2 D> Sama<12 ), D> (m' Y 5. ()
q=k+2m=1n=nm g4 q=k+2m=1 N=Nm,q "



o0
Ahora acotaremos Y # Para cualquier natural ¢ > 1 se verifica
N=MNm,q

o0

> s ®

n=i+1

y por la definicién de n, 4 resulta

24mB a2 24mBa?
nm,q—lz{ qu+1> e (7)
Por (6) y (7) resulta
=1 3
— < . 8
Z n2 24m6q2 ( )
N=Nm,q

De (5) y (8) tenemos

> 55 swn<s( 3 5] (Sim) <mree o

q=k+2m=1n=nmyq q=k+2 m=1

De la misma manera, el segundo término de la ecuacién (5) se puede acotar
como

k+1 o [e's) 00 00 [e's)
22 D Samn < XD D0 Semn (10)
q=2 m=k+1n=nmq q=2 m=k+1n=nmq
o0 o0
€ 1 1 €
< = — | < —.
() (3 ) <x
q=2 m=k+1
Finalmente, el primer término de la ecuacién (5) se puede acotar como
k+1 k 00 oo oo [eS)
> 2. Semn < DD, D Samn (1)
q=2 m=1 n=k-nm q+1 q=2 m=1 n=k-nmq+1
(0.0 o o 1
< 12 4 —
DI DN LD DR
q=2m=1 n=k-nm,q+1

Pero por la definicién de n,, 4 tenemos que

24mbSq? 24kmSq?
m%g:k<{7”QJ+2)>mq
I3 13

y por lo tanto
1 5

< .
knp,q — 24kmSq?

(12)
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Aplicando (6) en (11) y teniendo en cuenta la cota encontrada en (12),
obtenemos la desigualdad

k+1 c o) 1 00 1 c
> Z Z Samn < oF Z_: > (Z m2> <o (13)
q=2 m=1n=k-nm,q+1 q=2 m=1

Finalmente, reemplazando en (5) las cotas encontradas en (9),(10) y (13)

resulta
e < + o7 —|— - %
RSk 2/<; ko 2k

La cota hallada en el Teorema 1 nos permite afirmar lo siguiente:
Corolario 2. FEl niumero real s es computable.

Demostracion. Definamos la secuencia de racionales en base 2 a,, = s5..9n-1.
Por el Teorema 1 tenemos que

|s — an| = 8 — Sgepn—1 = T5egn-1 < 27"

Esto quiere decir que es posible aproximar a s por medio de una secuencia
computable de racionales a,, tal que los primeros n digitos de a,, coinciden
con los primeros n digitos de s. Por lo tanto, s es computable. O

La siguiente proposicién nos da una cota de la medida de los conjuntos
que no han sido enumerados en el paso k.

Proposiciéon 3. Para cualquier k natural se verifica
w(A—Ag) <rg.

Demostracion. Como sabemos, Ay estd incluido en A. Entonces, A — Ay
sera un conjunto de intervalos cuya medida sera menor o igual que la suma de
las medidas de aquellos intervalos que pertenezcan a A y que no pertenezcan
a Ay. Por lo tanto tenemos

pA-AY<SYI D DY > ). (14)

q=2 m=1n=nm,q p=0 I€EA G m,n,p
I¢Ay

Por otro lado, la suma de los intervalos que pertenecen a Ay, v @ la vez
no pertenecen a Ay se puede calcular como la suma de todos los intervalos
de Agmnp menos la suma de aquellos que ademas pertenezcan a Ay:

ooum= > pdM- D> ul). (15)

IE€Agm mp I€Agmmp IE€EA g mmp
I¢A,, I€A,

10



De (14) y (15) obtenemos

S ETES 2 0 D ol SV IL)

IE k
Pero
0o o0 o g—1 k+1 knm,q q—1
> X > wl) =z ZZ > > > nh=
q=2 m=1n=nm,q p=0 I€A g m n,p q=2 m=1n=nm,q p=0 I€EAg mn,p
IeAy TeAy
k+1 knmqq 1

=535 3 b Sl DRI

qg=2 m=1n=nm,q p=0 I€Ay m n,p

y por lo tanto deducimos que
M(A—Ak)gs—sk:rk.
O

También podemos acotar la medida de la diferencia entre dos conjuntos
enumerados en distintos pasos.

Proposicion 4. Para cualquier k y | naturales tales que k <1 se verifica
w(A—Ap) <rp—ry.
Demostracion. Siguiendo la misma idea de la Proposicion 3 vemos que

+1 lnmqq 1

S YT Y -

q= 2m=1n= Nm,q Pp= OIGAqmnp
I¢A;,

[+1 lnmq qg—1

SN 5D 3 b Sl Sl

q=2 m=1n=nm,q p=0 I€Ag,m,n,p
IEAk

w (A — Ag)

IN

vy que por ser k <

I+1 lnmq q—1 k+1 knmq q—1
ZZZZ > MU)ZZZZZ > nl)=
q=2 m=1n=nm,q p=0 I€AG m n,p qg=2 m=1n=nm,q p=0 I€EA m n,p

JASYANE IeA,

k+1 k k'nm,q q—1

=22 2 2 2 nDh=s

q=2 m=1n=nmq p=0 IGA(],m,n,p

11



Asi, deducimos que
(A —Ap) <sj—sp=8—8g—(s—s8)) =rp — 1y
]

En numerosas ocasiones utilizaremos la nocién de conjuntos restringidos.
Si ¢ es un intervalo y J es un conjunto de intervalos, notaremos como J N ¢
al conjunto J restringido a ¢, es decir, a los reales que caen dentro de algin
intervalo de J que también caen dentro de c. Mas precisamente:

JNe={xeR:ze€cNn(FjeJ:zej)}

Por ejemplo, si definimos ¢ = (0, 7) y consideramos el conjunto de inter-
valos J = {(0,2),(1,4),(6,9)}, resulta J Nc={(0,4),(6,7)}. Esto se debe
a que ¢ cubre todo el (0,4) definido por los intervalos (0,2) y (1,4), pero
cubre solo el (6,7) del subintervalo (6,9). En este caso, resulta p (J N¢) = 5.

Lema 5. Sea ¢ un intervalo cualquiera y sea k un natural. Entonces se
verifica que
w(Ane) <p(AxNc)+rg.

Demostracion. En primer lugar, veamos que
A=ALU(A—-Ag)
pues A C A para cualquier k£ natural. Luego
ANc=(ArUA—-Ap)Nec=(ArnNc)U((A—Ag)Nec)

y por lo tanto
Aﬂcg(Akﬂc)U(A—Ak).

Tomando medida obtenemos
p(ANc) <p(Apne)+p(A—Ay).
Pero por la Proposicién 3 tenemos que
w(Anc) < up(AxNc)+rg.
O

Lema 6. Sea un c intervalo cualquiera y sean k y I naturales tales que k < 1.
Entonces se verifica que

pw(Arne) <p(AgNe)+re—ry.
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Demostracion. Como k <[ resulta A, C A; y entonces
A =ArU(A — Ap).
Luego
ANce=(ArU(A—Ap))Ne=(ArnNec)U (A —Ag)Ne)

y por lo tanto
ArNeC (AxNe)U (A —Ag).

Tomando medida obtenemos
p(Arne) < p(Apne)+ p (A — Ay)
y de la Proposicion 4 deducimos
w(Ane) <up(Apne)+rg—r.
O]

Lema 7. u(Ag) es computable para cualquier k, y pn (Ag N c) es computable
para cualquier k y para cualquier intervalo ¢ = (a,b) con a y b racionales.

Demostracion. Ay es un conjunto finito de intervalos conocidos con ex-
tremos racionales. Se puede probar facilmente que existe un algoritmo que
calcula la medida de Ay y la medida de Ay Nc . O

Ahora si podemos presentar la construcciéon para determinar digito a
digito, en notacién binaria, nuestro nimero absolutamente normal:

Vv = Ob1 bg bg

3.1. Determinacién del primer digito

Veamos cémo se puede calcular b;. Dividamos el intervalo [0,1] en dos
intervalos c(l) y ¢ de medida % cada uno, dénde

1 1
c(l): [0,2] yc%: [2,1}

Sea p; = 5. Por el Teorema 1 obtenemos

DE €
'l“pl < 2701 = 5 (16)

Como c(l) y ¢} son disjuntos es evidente que

© (Am N 0(1)) T (API N C%) < u(Ap) < spy- (17)
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Sumando ry, + 7, en ambos lados de la desigualdad (17) y de la definicién
de rp, resulta

(:“ (Am N C(ll) + Tp1) + (/~‘ (Am N C%) + 7”191) < spy Ty 1 = (18)

= Sst+rp <+ 1.
Ahora bien, es imposible que ambos términos
1 1
12 (Am N CO) +rp Yy M (Apl N Cl) + Ty
de la ecuacién (19) sean mayores o iguales que ﬁ%, porque de ser asi,
tendriamos el siguiente absurdo:

e+ e+
E+rp = 5 P 5 PL< (19)

< (M (Ap1 ﬂc(l)) —|—rp1) + (u (Apl ﬂc%) +rp1) < e+ T

Entonces al menos uno de los términos p (Apl N cll) + rp, debe ser menor

e+7pq

que . Es decir, sabemos que la siguiente proposicién es verdadera:

€+ Ty, €+ Ty,

- 7npl] v [:“ (Am N C%) < 9 —Tp

|:M (API N c[l)) <

Sip (Apl N ccl)) = U (Apl N c%), se cumpliran las dos condiciones simultanea-
mente, si p (Apl N c(l)) < i (Am N c%), se cumplira la primera y, por ultimo,
sip (Apl ﬂc})) > (Am ﬂc%), se cumplird la segunda. De esta manera,
definimos b; como:

b1:{ 0sip(Ap Ney) < p(Ap Ner)

1 en caso contrario

De lo dicho anteriormente y de (16) tenemos que

5+rp1_§
2 2

N

1 (Ap, Ny, ) +rp, < +-<e<

=] ™

y aplicando el Lema 5 obtenemos

1
1 _ 1
”(Amcbl) < 9 _/'L(Cbl) :
Esto quiere decir que la unién de todos los intervalos pertenecientes a
A nunca podré cubrir todo el intervalo cil, cuya medida es justamente %
Por lo tanto, existiran ntimeros reales del intervalo cél que no pertenecen
a ninguno de los intervalos de A. Debido a la definicién del intervalo cil,

todos estos ntimeros reales tendran como primer digito binario a b;.
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3.2. Determinacién del n-ésimo digito, para n > 1

Asumamos que hemos calculado b1,bo,...,b,_1 y que en cada paso m
(1 <m < n) hemos elegido a p,, como

P =5 - 2272, (20)
Asumamos también que
-1
_ 1 .
1 (Apnfl N czn}l) +7py < on 1 €+ Z 9i—1 ;| - (21)
=1

Probemos que si elegimos a p,, como p,, = 5 - 2?"2, podemos garantizar
que

1 N
w(Ap, N e ) +1p, <on 5+Z?J_1-rpj
j=1

vy que podemos determinar computablemente a b,.

Dividamos el intervalo c;};ll en dos partes iguales de longitud 2% cada
una:
n—1 n—1 n—1 n—1
b; 1 b; 1 b; 1 b;
no_ /A 2 no_ | _— 27 2
“ = 22j72n+22j ye = 2n+22j’2n—1+ J
Jj=1 J=1 Jj=1 Jj=1
Notar que estos intervalos escritos en binario no son otra cosa que
Cg = [O.bl bg bnfl y O.bl bg bn,1 1] y
Cril = [Obl bQ bn,1 1 s 0b1 b2 bnflllllll...] .
Definamos
pn=5-2272 (22)

Alser cjj y cf dos intervalos disjuntos que cubren exactamente el intervalo

ey U resulta
n—1

1% (Apn N Cg) + n (Apn N C’il) =p <Apn N CZ,;11> :

Teniendo en cuenta que p, > pn—1 y aplicando el Lema 6 obtenemos

1 (B, V) + 1 (Bp, VD) S (Bpuy NG ) + 7y =1, (23)

Luego, sumando rp,, + 7, en ambos lados de la desigualdad (23) tenemos
(,LL (Apn N Cg) + rpn)—i_(:u (Apn N C?) + rpn) S 12 (Apnfl N c’]r)L;_l1> +rpn71 +Tpn
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y por (21) resulta

e+ hy

(1 (Bp, () +1p,) + (1 (Bp, OV E7) +1p,) < g (24)

n -
donde h, = > 2-1. rp,. Para evitar un absurdo en la desigualdad (24),
i=1 ‘
alguno de los términos p (Ap, Ncg)+7p, 0 1 (Ap, Ncf)+rp, debe ser menor

que % Esto quiere decir que la siguiente proposicién es verdadera:
e+ h e+h
H B 1) < o |V B ) < SR

Sip(Ap, Neg) = p(Ap, Ncl), se cumpliran las dos condiciones simultanea-
mente, si (A, Ney) < p(Ap, Ncl') se cumplird la primera y, por dltimo,
si p(Ap, Nel) > p(Ap, Net), se cumplird la segunda. Teniendo esto en
cuenta, definimos b,, como el primer indice 7 correspondiente al intervalo c}'
que esté menos cubierto por A, . es decir

b _ OSIM(APHQCS)EM(AanC?)
™71 1 en caso contrario

Por (20), (22) y el Teorema 1 tenemos

in_l-rpj <€'Zg2j—1:€'i2_j <e
j=1 j=1 j=1

n .
pues la sumatoria ) 277 es menor que 1 para todo natural n. De esto tltimo
j=1
y de la definicién de b,, obtenemos

1 LN 2 1
M(Apnﬂcl’}n)+rpn<2—n 6_‘_;2] | <on S gm
]:

y aplicando el Lema 5 deducimos

1
p(Andg ) <2—n:,u(cgn).

Esto significa que es imposible que el conjunto A cubra todo el inter-
valo ¢y . Entonces deben existir niimeros reales del intervalo ¢; que no
pertenecen a ninguno de los intervalos de A.

Teorema 8. El numero v es computable y absolutamente normal.
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Demostracion. Como los tnicos calculos que se deben tener en cuenta en
la construccién anterior son las medidas de los conjuntos A, N ¢ , por el
Lema 7 deducimos que este mecansimo decide efectivamente en una cantidad
finita de pasos cada uno de los digitos b,. Asi, v resulta computable.

Probemos ahora que v ¢ A. Por el absurdo, supongamos que v € A.
Como A es un conjunto de intervalos abiertos, debe existir un intervalo
abierto I € A tal que v € I. Consideremos los intervalos

Cél ) Clgza Cl%g) (25)

Por nuestra construccién, v pertenece a todo ¢ . Llamemos ¢ al primer
intervalo ¢ de la secuencia (25) tal que ¢j C I. Se puede asegurar la
existencia de tal intervalo pues I es un intervalo abierto y la medida de ¢
tiende a cero a medida que aumentamos n. Pero entonces el intervalo ¢ queda
cubierto por A y esto se contradice con nuestra construccién. Efectivamente,
en cada paso n sea segura la eleccion de un intervalo ¢j que no queda
totalmente cubierto por A. El absurdo vino de suponer que v € A. Por lo
tanto v no pertenece a A y aplicando el resultado de Sierpinski, v resulta
absolutamente normal. O

En la seccién 5 daremos un algoritmo para computar v fijando ¢ = %

Distintos € del intervalo (0, %] pueden dar lugar a distintos nimeros v, pero
todos seran absolutamente normales.
3.3. Acerca del niimero ¢ de Sierpinski

Terminamos esta seccion con algunas observaciones acerca de &, el niimero
absolutamente normal definido por Sierpinski:

E=min{reR:ze (0,))ANNMI€AQ):x¢1)}.

Como vemos, Sierpinski define £ fijando ¢ = 1. En nuestra construccion,
€€ (0, %] y por lo tanto no construimos A (1) . El nimero £ se nos escapa.
Sin embargo, la idea del ntimero de Sierpinski se puede generalizar a:

E=min{zreR:2e€(0,))ANNVI€A(e):x¢ 1)}

y nosotros podriamos modificar nuestra construccién para elegir a € en el
intervalo (0,1) definiendo

5.2271725
L
1—¢

Si ahora restringimos ¢ a cualquier real computable del intervalo (0, 1), esta
ultima definicién de £ equivale en nuestra construccién a definir cada uno
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de sus digitos fraccionarios binarios del siguiente modo:

n
; n 1 Jj—1 . —
by = 0sip(Ap, Necy) < 5w (64-];12 rp]) T (26)

1 en caso contrario

Efectivamente, en cada paso n nos fijamos si £ cae en cj o en ¢} y de esta
manera logramos definir cada digito de su desarrollo binario. Supongamos
que el nimero

1 -
o 6+22J “Tp; | = Tpn
j=1

fuese computable e irracional. Utilizando la definicién de b, dada en (26),
podriamos afirmar que £ es computable. Sin esta hipotesis, podemos afirmar
una propiedad més débil: £ es computable enumerable.

Un nimero real es computable enumerable si existe una secuencia com-
putable no decreciente de racionales que converge a dicho ndmero. Si un
numero es computable entonces es computable enumerable, pero el recipro-
co no es cierto. Puede ocurrir que un ntumero real sea aproximable desde
abajo por una secuencia no decreciente de racionales pero que no exista
una funcién computable que devuelva uno por uno sus digitos fraccionarios.
Esto tltimo ocurre cuando no es posible acotar el error que cometemos al
aproximar el nimero por la secuencia de racionales.

Veamos como se puede probar que £ es computable enumerable, para
cualquier real computable ¢ € (0,1]. Como A contiene una cantidad nu-
merable de intervalos, entonces podemos recorrerlos uno por uno y en cada
paso quedarnos con el primer racional del intervalo [0, 1] que esté afuera de
todos los intervalos vistos hasta el momento. Este procedimiento es clara-
mente computable y determina una secuencia de racionales no decreciente
que converge justamente a £. Esto prueba que ¢ es computable enumerable.
Sin embargo, debido a la forma de los intervalos de A, no parece sencillo
acotar el error que cometemos al aproximar a £ de la forma descripta, y por
lo tanto no podemos asegurar que este método sea capaz de calcular uno
por uno sus digitos fraccionarios.

4. Otros nimeros computables absolutamente nor-
males

La construccién dada en la seccién anterior define v, un ntmero real
expresado en base 2. Siguiendo la misma idea podriamos definir ntmeros
en otras bases. Para computar un ntimero en base ¢ > 2, debemos dividir
los intervalos en ¢ partes iguales. Asi, para determinar el n-ésimo digito
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definiremos los intervalos ¢, c7, ..., ¢y_; de medida qin cada uno, en dénde
-1 n—1

. n .

i b i+1 b;
= —g =, —|—§ -

e A X

para 0 < i < ¢ — 1. Elegiremos p,, como p, =5 - (g — 1) - 2272 y repitiendo

los mismos pasos de la demostraciéon anterior llegaremos a que debe existir
un ¢ tal que

1 L
u(ApMC?)<q7 €+(q*1)z2” Yo | = T
j=1

Al igual que antes, definimos b, como el primer indice correspondiente al
intervalo menos cubierto por A, . Es decir, definimos b,, como

bn:ogringigfl{i: (Vji:0<j<q—1:p(Ap, Nc}) §M(Apnﬁc?))}.
De esta manera, es posible modificar la construccién para computar niimeros
absolutamente normales en bases dadas cualesquiera. En principio estos
nimeros seran distintos entre si y también seran ejemplos de niimeros com-
putables absolutamente normales.

Veamos ahora como hacer para obtener niimeros absolutamente normales
que comiencen con una cadena finita arbitraria de digitos. Supongamos que
queremos computar un nimero absolutamente normal que comience con los
digitos a; as ... a escritos en alguna base. Se debe definir al principio la
cadena aj as ... ar y a continuacion computar los digitos ya conocidos de
v. Obviamente esto ultimo se puede hacer cuando el prefijo estd escrito en
binario, pero se generaliza para cualquier base ¢ si, en lugar de computar v,
computamos algin nimero en base ¢ (siguiendo lo explicado mds arriba).
Este nuevo nimero serd absolutamente normal porque la inclusién de una
cantidad finita de digitos no afecta lo asintético de la definicién de absolu-
ta normalidad. Sin embargo, es posible que este nimero asi definido caiga
dentro de algin intervalo de A. Esto no es una contradiccién, recordemos
que A deja sin cubrir nimeros absolutamente normales pero cubre infinitos
otros que también lo son.

Para terminar, mencionemos que si tomamos un nimero computable
absolutamente normal y fijamos un intercambio de sus digitos, entonces el
nuevo nimero obtenido también resulta computable y absolutamente nor-
mal. Es decir, si sabemos que el nimero escrito en la base ¢

0.b1 by b3 ...

es absolutamente normal y tenemos una funcién f : {0,1,...,q—1} —
{0,1,...,¢ — 1} biyectiva, entonces

0. f(b1) f(b2) f(b3) ...
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también es absolutamente normal. Sin embargo, es posible que este niimero
pertenezca a algtn intervalo de A.

5. Una codificacion del algoritmo

Damos a continuacién un algoritmo (no necesariamente eficiente) que
computa v siguiendo la misma estrategia que vimos en la construccion de la
seccién 3.

Procedure AbsNorm ()
var n, pn: integer
var cO, cl, sel: Interval
var Delta: ListOfIntervals
var e: ratiomal
e:=1/2
n:=1
c0:=CreateInterval(0,1/2)
cl:=Createlnterval(1/2,1)
repeat forever
pn:=5%2" (2*n-2)
Delta:=ComputeDelta(pn,e)
if Measure(Delta,c0)<=Measure(Delta,cl) then
write(€€0’?)

sel:=c0
else
write(€1°?)
sel:=cl
end if

cO0:=CreateInterval (Left(sel), (Left(sel)+Right(sel))/2)
cl:=CreateInterval ((Left(sel)+Right(sel))/2,Right(sel))
n:=n+1
end repeat
end procedure

Function ComputeDelta (pn: integer, e: rational): ListOfIntervals

var b: Sequence

var 1: ListOfIntervals

var I: Interval

for q:=2 to pn do

for m:=1 to pn do
for n:=n(m,q,e) to pn*n(m,q,e) do
for p:=0 to g-1 do
b:=CreateSequence(n,q)
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First(b)
for i:=1 to 2°n do
if abs(c(b,p)/n-1/9)>=1/m then
I:=SequenceToInterval(b)
Insert(1,I)
end if
Next (b)
next i
next p
next n
next m
next q
return (1)
end function

El procedimiento AbsNorm escribe (con el comando write) digito a digito
el desarrollo fraccionario de v en binario. En este algoritmo se fija ¢ = %,
pero recordemos que podemos utilizar cualquier € del intervalo (O, %} y en
cualquier caso obtendremos un nimero absolutamente normal. La funcién
ComputeDelta recibe como parametro a p, y calcula el conjunto A, (im-
plementado como una lista de intervalos).

A continuacién incluimos algunas funciones auxiliares que se usan en el
algoritmo. La funcién Measure recibe como pardametros un conjunto de in-
tervalos Ay y un intervalo ¢ y computa la medida de Ay restringido a ¢ (o sea
i (Ag Nc)). Las funciones Intersection y Union computan la interseccién
y unioén entre dos intervalos e IntervalMeasure(b) devuelve la medida del
intervalo b. Por tltimo la funcién n(m,q,e) computa n,, 4(¢).

Function Measure (1: ListOfIntervals, c: Interval): rational
var i, j: integer
var m: ratiomal
var stop: boolean

i:=1

while i<=Length(1)
jr=i+1
stop:=false

while j<=Length(l) and not stop
if IntervalMeasure(Intersection(1[i],1[j]1))>0 then
1[i]:=Union(1[i],1[j1)

Remove(1,j)
stop:=true
end If
ji=j+1
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end while
if not stop and j>Length(l) then i:=i+1
end while
m:=0
for i:=1 to Length(1l)
m:=m+IntervalMeasure(Intersection(1[i],c))
next i
Return (m)
end function

Function Intersection (a: interval, b:interval): Interval
var r as Interval
if Left(a)<=Left(b) then
if Right(a)<Left(b) then
r:=CreateInterval(0,0)
else
if Right(a)>Right(b) then
r:=CreateInterval (Left(b) ,Right (b))
else
r:=CreateInterval (Left(b) ,Right(a))
end if
end If
else
m:=Intersection(b,a)
end if
return (r)
end function

Function Union (a: Interval, b:Interval): Interval
return (CreateInterval (min(Left(a),Left(b)),
max (Right (a) ,Right(b))))
end function

Function IntervalMeasure(a: interval): rational
return (Right(a)-Left(a))
end function

Function n(m:integer, q:integer, e:rational): rational

return (Trunc(24*m~6%q~2/e)+2)
end function

Utilizamos el tipo Interval para representar a los intervalos abiertos de
la forma (a,b) con a y b racionales y el tipo ListOfIntervals para repre-
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sentar a los conjuntos de intervalos. Asumimos que el tipo Interval tiene
el constructor CreateInterval (que recibe como pardmetros el extremo in-
ferior y el extremo superior del intervalo que se quiere construir) y que si
¢ es una variable de tipo Interval, entonces Left(c) devuelve el extremo
inferior de ¢ y Right (c) devuelve el extremo superior de c. Asumimos tam-
bién que si 1 es de tipo ListOfIntervals entonces Length(1l) devuelve la
cantidad de elementos de la lista 1; 1[i] devuelve el elemento de la posi-
cién i dentro de la lista 1; Insert(1,c) inserta el elemento c en la lista
1 y Remove(l,i) elimina de la lista 1 al elemento de la posicién i. Tam-
bién utilizamos el tipo Sequence para representar secuencias finitas escritas
distintas bases. El constructor CreateSequence recibe como parametros la
cantidad de digitos de la secuencia y la base que se usard. La funcién C(b,p)
devuelve la cantidad de ocurrencias del digito p en la secuencia b. Si b es
de tipo Sequence, entonces First(b) inicializa todos sus digitos en 0 y
Next (b) devuelve la siguiente secuencia en el orden normal. Por ejemplo,
si b es la secuencia creada por CreateSequence(5,2) entonces el comando
First(b) dejarda b = 00000 y a medida que apliquemos Next(b) iremos
obteniendo las secuencias 00000, 00001, 00010, 00011, 00100, ... Finalmente,
la funcién SequenceToInterval toma una secuencia (de tipo Sequence) y
la transforma en intervalos (de tipo Interval) de la siguiente manera: si
b es la secuencia by by ... b, con base ¢, -y por lo tanto fue creada por
Createlnterval(n,q)- entonces SequenceToInterval(b) devuelve el in-

b 4 b b 1 b1y by bn 4 2
tervalo<q+q2+...—|—qn q”’q+q2+"'+qn+q”)'
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