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INFERENCIA DE TIPOS SESIÓN PROBABILÍSTICOS

Los últimos años atestiguan un auge en el desarrollo de técnicas de descripción de
interfaces y soporte a nivel de lenguajes de programación para el desarrollo de aplicaciones
correctas por construcción. El desarrollo de tipos comportamentales y, en especial, los
tipos de sesión se han consolidado como un formalismo central para el análisis modular
de aplicaciones distribuidas basadas en procesos que comunican a través de canales.

En [IMP+20] se propuso el uso de tipos de sesión para razonar probabiĺısticamente
sobre propiedades de alcanzabilidad. Aquel trabajo presenta un sistema de chequeo de
tipos que permite determinar la probabilidad con la que una sesión en particular termina
exitosamente.

La investigación presenta una implementación del sistema de tipos probabiĺısticos pre-
sentado en [IMP+20] extendiendo FuSe [Pad17], una implementación de tipos sesión escrita
en OCaml.

Palabras claves: tipos sesión probabiĺısticos, validación, tipos comportamentales, infe-
rencia.
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2.2. Gramática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1. INTRODUCCIÓN

El desarrollo de software distribuido, ya sea en sus versiones tradicionales como en sus
variantes más recientes, tales como el Cloud/Fog Computing o la Internet de las cosas (IoT
por su sigla en inglés), se enfoca principalmente en la integración, cooperación y comuni-
cación de componentes, generalmente existentes y desarrollados independientemente.

Mas allá del desaf́ıo tecnológico que tal integración presupone, el problema principal,
desde el punto de vista del desarrollo, es razonar sobre las propiedades de tales sistemas
en términos de las propiedades de sus componentes y de los mecanismos utilizados para
su composición.

Esto último dio lugar al desarrollo de técnicas de descripción de interfaces y de so-
porte a nivel de lenguajes de programación para el desarrollo de aplicaciones correctas
por construcción. Los tipos comportamentales, tales como los tipos de sesión o type-states
constituyen un ejemplo paradigmático de esta ĺınea de trabajo. La idea central consiste
en la utilización de sistemas de tipo (como extensión de los utilizados en los lenguajes
existentes) para garantizar estáticamente propiedades relacionadas con la interacción de
componentes.

Los últimos años vieron un auge en el desarrollo de tipos comportamentales dentro
de los cuales los tipos de sesión se mostraron como un formalismo central para el estudio
de aplicaciones distribuidas basadas en procesos que se comunican a través de canales
(introducción en [HLV+16]). A continuación listamos art́ıculos publicados en los úlitmos
años en las mayores conferencias del área [GPP+21, HBK20, CY20, INYY20, Fow20, JY20,
VCAM20, Hor20, DP20, DBH+21, MFYZ21, GHK+20, MYZ20, IMP+20].

Los tipos de sesión fueron originalmente propuestos en [Hon93], y proponen estructurar
la comunicación entre componentes alrededor del concepto de sesión. Una sesión es un
canal privado que permite conectar a dos (a veces más) procesos, donde cada uno posee
un endpoint de la sesión y lo debe usar siguiendo un protocolo bien especificado, llamado
tipo de sesión, que restringe la secuencia de mensajes que se pueden enviar y recibir a través
de ese endpoint. Dependiendo de si el mecanismo de tipado es estático o dinámico, el tipo
sesión se utiliza durante la compilación o la ejecución para asegurar que un programa utiliza
el canal de sesión de acuerdo a su tipo. Como en cualquier sistema de tipos, un programa
bien tipado goza de las propiedades que garantiza el sistema propuesto. En general, se
asegura la propiedad de type-safety (es decir los procesos intercambian información que
tiene el tipo esperado), la adherencia al protocolo (las secuencias de acciones sobre un canal
siguen el orden descripto por el protocolo), pero también pueden garantizar propiedades
como la ausencia de deadlocks y livelocks [HLV+16].

En [IMP+20] se propuso el uso de tipos de sesión para razonar probabiĺısticamen-
te sobre propiedades de alcanzabilidad, donde se dio una interpretación probabiĺıstica a
los operadores de selección. Más espećıficamente, se pasa de una interpretación no deter-
mińıstica a una probabiĺıstica y se estudia un sistema de tipos que permita determinar
la probabilidad con la que una sesión en particular termina exitosamente. Dado que no
existe una interpretación universal de “terminación exitosa”, se diferencia la terminación
exitosa de la infructuosa a través de un constructor dedicado.

Si bien la ĺınea trabajo sobre tipos sesión tiene ráıces en resultados teóricos sobre mo-
delos fundacionales de la computación concurrente, como los son CCS y el cálculo π, ac-
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1. Introducción 2

tualmente existen extensiones concretas de sistemas de tipos de lenguajes de programación
de escala industrial, tales como Scala [SYB19], Dotty [SYB19], Go [LNTY18, LNTY18],
Rust [Kok19, LNY20], Haskell [OY17, LM16], OCaml [Pad17, LNY20, INYY20], Er-
lang [Fow16] y han sido aplicados, entre otros, al estudio de smart contracts y tecnoloǵıas
blockchain [COE+20, DBHP19].

Este no es el caso para los tipos sesión probabiĺısticos, dado que la propuesta en [IMP+20]
presenta un sistema de chequeo de tipos, pero deja abierta la definición de un algoritmo
de inferencia y su implementación en un lenguaje de programación. En [DWH20] se pre-
sentó una variante de tipos sesión probabiĺısticos resource-aware [DHP18], el mismo cuenta
con la implementación de un nuevo lenguaje desarrollado para demostrar las aplicaciones
del sistema de tipos pero no cuenta con una extensión para lenguajes de programación
existentes.

En este trabajo presentamos una implementación del sistema de tipos probabiĺısti-
cos presentado en [IMP+20]. La misma es una extensión de FuSe [Pad17], una biblioteca
escrita en OCaml que permite modelar tipos sesión mediante una codificación que no de-
pende de funcionalidades avanzadas del lenguaje anfitrión. La elección fue motivada por la
modularidad del proyecto y codificación que permitieron una extensión al cálculo proba-
biĺıstico sin perder las garant́ıas del sistema original. El código de la extensión se encuentra
disponible en un repositorio git público.1

Contribuciones y estructura del trabajo.

Extendimos la codificación de tipos sesión presente en FuSe para capturar la gramáti-
ca de los tipos sesión probabiĺısticos y su combinación (Caṕıtulo 3). La misma permi-
te usufructuar el motor de inferencia estándar de OCaml sin necesidad de modificarlo.

Modificamos las primitivas de comunicación de FuSe para incorporar elecciones pro-
babiĺısticas y poder diferenciar una terminación exitosa de la fallida (Caṕıtulo 4,
Caṕıtulo 5 y Caṕıtulo 6). Se considerarán principalmente elecciones binarias (evi-
tando el uso de elecciones generalizadas en término de variantes polimórficas).

Utilizamos los tipos inferidos por el compilador anotados con elecciones probabiĺısti-
cas para calcular la probabilidad de terminación exitosa de una sesión mediante el
cómputo de la probabilidad de absorción de la cadena de Markov asociada al tipo
de sesión inferido (Caṕıtulo 7).

Implementamos un conjunto de ejemplos básicos, algunos presentes en [IMP+20],
para ilustrar la aplicabilidad de la propuesta.

1 https://github.com/ivanpondal/probabilistic-binary-sessions

https://github.com/ivanpondal/probabilistic-binary-sessions


2. TIPOS SESIÓN

2.1. Introducción

Los tipos sesión se han consolidado como un formalismo para el análisis modular de
comunicación entre procesos. Una sesión es un canal privado que conecta dos procesos,
cada uno con su conector o endpoint que habilita la comunicación estructurada mediante
una especificación; el tipo sesión. A modo de ejemplo, el tipo sesión

T = !int.&[True : end, False : ?int.⊕[True : end, False : T]] (2.1)

podŕıa describir (parte de) un protocolo que debe seguir un proceso comprador para par-
ticipar en una subasta: el proceso debe enviar un valor entero que representa su oferta
(!int) y esperar una decisión del subastador. El protocolo puede proceder en este punto
en dos formas distintas correspondientes a las dos ramas del operador &. El subastador
puede declarar que el art́ıculo se vende (elección que representamos con True), en cuyo
caso la sesión termina inmediatamente (end), o no aceptar la oferta (rama False) y enviar
un contraoferta, recibida como un entero por el comprador (?int). En ese momento, el
comprador puede elegir (⊕) terminar la subasta o reiniciar el protocolo con otra oferta,
aqúı denotado por T . Las elecciones posibles son representadas mediante etiquetas (en este
caso True y False), & describe las elecciones que puede recibir y ⊕ las que puede enviar.

2.2. Gramática

Formalmente la sintaxis de los tipos sesión está dada por la siguiente gramática como
fue presentada en [MP17]

t, s ::= bool | int | α | T | [li : ti]i∈I | · · ·
T, S ::= end | !t.T | ?t.T | &[li : Ti]i∈I | ⊕[li : Ti]i∈I | A | A

donde t y s son utilizados para representar los tipos básicos, variables libres, tipos
sesión, unión disjunta y otros. Los tipos sesión quedan descritos por T y S. Una comuni-
cación finalizada queda descrita por el constructor de terminación (end). Las operaciones
de escritura y lectura (!t.T y ?t.T ) describen endpoints para enviar y recibir mensajes
de tipo t y continuar de acuerdo con T . Las ramas (&[li : Ti]i∈I) describen endpoints con
varias continuaciones posibles (Ti) identificadas por etiquetas (li), el progreso queda dado
por la elección externa de una de ellas. Las elecciones (⊕[li : Ti]i∈I) describen endpoints
que pueden seleccionar mediante una elección interna una etiqueta li y continuar como
Ti. Como consecuencia, la elección externa de una rama (&) queda determinada por su
correspondiente elección interna (⊕).

Por último, A y A representan variables libres y su dual. El dual de un tipo sesión
T , escrito como T , se obtiene intercambiando las operaciones de lectura y escritura. Esta
operación nos permite obtener para cualquier endpoint, el tipo sesión de su contraparte
en la comunicación que describe. La misma queda definida por las siguientes ecuaciones:

A = A
end = end

(?t.T ) = !t.T

(!t.T ) = ?t.T

&[li : Ti]i∈I = ⊕[li : Ti]i∈I
⊕[li : Ti]i∈I = &[li : Ti]i∈I

3



2. Tipos sesión 4

Esta gramática permite describir también tipos sesión infinitos. Para ello pedimos se
cumplan las siguientes condiciones:

Regularidad Requerimos que todo árbol consista de un número finito de subárboles dis-
tinguibles. Esta condición asegura que los tipos sesión sean representables mediante
la notación µ [Pie02] o como soluciones a un conjunto finito de ecuaciones [Cou83].

Alcanzabilidad Requerimos que todo sub-árbol T de un tipo sesión contenga una hoja
alcanzable etiquetada por end. Esta condición asegura que siempre sea posible ter-
minar una sesión independientemente de hace cuánto esté corriendo.

2.3. Interfaz programática

val create : unit → A × A
val close : end → unit

val send : α → !α.A → A
val receive : ?α.A → α × A
val select : (Ak → [li : Ai]i∈I) → ⊕[li : Ai]i∈I → Ak

val branch : &[li : Ai]i∈I → [li : Ai]i∈I

Tab. 2.1: Interfaz programática para tipos sesión

En [Pad17] se presentó el desarrollo de FuSe, una implementación en OCaml de la
interfaz para la programación con sesiones en Tabla 2.1.

create: crea una nueva sesión y devuelve un par de endpoints con tipos sesión duales.

close: señaliza el fin de una sesión.

send: env́ıa mensaje de tipo α sobre endpoint con tipo !α.A, retorna endpoint con
tipo A para denotar el avance en la comunicación.

receive: espera recibir mensaje de tipo α sobre endpoint con tipo ?α.A, retorna
un par con mensaje y endpoint de tipo A.

Las primitivas branch y select permiten tratar con sesiones que presentan caminos
con interacciones alternativas, cada camino siendo identificado por una etiqueta li.

select: env́ıa etiqueta lk con k ∈ I sobre endpoint con tipo ⊕[li : Ai]i∈I , retorna un
endpoint con el tipo Ak asociado a la etiqueta seleccionada. En OCaml, el etiquetado
es representado mediante una función que inyecta un endpoint (ejemplo, el tipo Ak)
en una unión disjunta de tipo [li : Ai]i∈I donde k ∈ I.

branch: dualmente, espera recibir la comunicación de una elección en un endpoint
de tipo &[li : Ai]i∈I , retorna la elección recibida como un endpoint inyectado a la
unión disjunta descrita por su tipo.
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2.4. Ejemplos básicos

A continuación damos algunos ejemplos sencillos de esta interfaz utilizados en [Pad17].
El siguiente código implementa el cliente de un servicio “eco” que espera un mensaje y lo
devuelve al cliente.

let echo_client ep x =

let ep = Session.send x ep in

let res , ep = Session.receive ep in

Session.close ep;

res

El argumento ep tiene tipo !α.?β.end y x tipo α. La función echo_client comienza
enviando un mensaje x sobre el endpoint ep. La primitiva let reasocia ep al endpoint
retornado por send, que ahora tiene tipo ?β.end.

El endpoint es después utilizado para recibir un mensaje de tipo β del servicio. Final-
mente, echo_client cierra la sesión y devuelve el mensaje.

El servicio de eco está implementado por el echo_service definido a continuación, el
mismo utiliza el argumento ep de tipo ?α.!α.end para recibir un mensaje x y retornarlo
al cliente previo al cierre de sesión.

let echo_service ep =

let x, ep = Session.receive ep in

let ep = Session.send x ep in

Session.close ep

Podemos notar que !α.?β.end no es el dual de ?α.!α.end según la definición de
dualidad presentada anteriormente: para conectar el cliente y servidor, β debe ser unificado
con α. El código que conecta ambas partes es el siguiente:

let _ =

let a, b = Session.create () in

let _ = Thread.create echo_service a in

print_endline (echo_client b "Hola mundo")

Este código crea una nueva sesión cuyos endpoints se encuentran ligados a los nombres
a y b. Luego, lanza un thread que aplica echo_service al endpoint a. Finalmente, aplica
echo_client al endpoint restante b.

Ahora deseamos generalizar el servicio para que un cliente pueda escoger consumirlo o
finalizar la interacción sin uso. Un servicio que ofrece esta decisión se ilustra a continuación:

let opt_echo_service ep =

match Session.branch ep with

| `Msg ep → echo_service ep

| `End ep → Session.close ep

En este caso, el servicio utiliza la primitiva branch para esperar la etiqueta seleccionada
por el cliente.

El tipo inicial de ep es ahora &[End : end, Msg : ?α.!α.end] y el valor retornado por
branch es [End : end, Msg : ?α.!α.end]. En la rama Msg el servicio se comporta como
antes. En End el servicio finaliza la sesión.

La siguiente función representa un posible cliente para opt_echo_service:
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let opt_echo_client ep opt x =

if opt then

let ep = Session.select (fun x → `Msg x) ep

in echo_client ep x

else

let ep = Session.select (fun x → `End x) ep

in Session.close ep; x

Esta función tiene tipo ⊕[End : end, Msg : !α.?α.end] → bool → α → α y su
comportamiento depende del argumento booleano opt.



3. TIPOS SESIÓN PROBABILÍSTICOS

En [IMP+20] se propuso el uso de tipos de sesión para razonar probabiĺısticamen-
te sobre propiedades de alcanzabilidad, donde se dio una interpretación probabiĺıstica a
los operadores de selección. Más espećıficamente, se pasa de una interpretación no deter-
mińıstica a una probabiĺıstica y se estudia un sistema de tipos que permita determinar la
probabilidad con la que una sesión en particular termina exitosamente (más precisiones
sobre esta noción se darán en el Caṕıtulo 7). Dado que no existe una interpretación uni-
versal de “terminación exitosa”, se diferencia la terminación exitosa de la infructuosa por
medio de un constructor dedicado.

Por ejemplo, podemos refinar (2.1) como

T = !int.p&[True : done, False : ?int.q⊕[True : idle, False : T]] (3.1)

donde el tipo sesión done indica una terminación exitosa y las ramas se anotan con
probabilidades p y q. En particular, el subastador declara que el art́ıculo se vende con
probabilidad p y responde con una contraoferta con probabilidad 1 − p, mientras que el
comprador decide abandonar la subasta con probabilidad q o volver a ofertar con proba-
bilidad 1− q.

3.1. Gramática

Para esta interpretación probabiĺıstica consideramos la siguiente gramática

t, s ::= bool | int | α | T | ⟨p⟩ | [True : T, False : S] | · · ·
T, S ::= done | idle | !t.T | ?t.T |

p&[True : T, False : S] | p⊕[True : T, False : S] | A | A

donde t y s son utilizados para representar los básicos, variables libres, sesión para
endpoints, sesiones con probabilidad de éxito p y otros. Las sesiones representadas por
⟨p⟩ resultan de la composición o “unión” de un par de endpoints con sesión duales T y
T ambos con probabilidad de éxito p. La probabilidad de éxito de un tipo sesión es la
probabilidad con la que el protocolo descrito termina exitosamente.

A diferencia de la gramática descrita en la Sección 2.2, utilizamos dos constructores
distintos para marcar el fin de una comunicación, idle y done. Utilizamos done para
denotar los puntos de terminación exitosa de un protocolo y idle para los de terminación
infructuosa, la semántica de terminación para ambos siendo dependiente del dominio del
problema.

Los tipos sesión !t.T y ?t.T describen endpoints para enviar y recibir mensajes al igual
que en la Sección 2.2. Luego, p⊕ y p& describen ramas y elecciones ahora anotadas con una
probabilidad y limitadas a una elección binaria que es “izquierda” con probabilidad p y
“derecha” con probabiliadad 1 − p. El endpoint es luego consumido acorde T o S según
corresponda. La probabilidad de p& queda determinada por su correspondiente elección

interna. Por último, A y A representan variables libres y su dual.
El dual de un tipo sesión probabiĺıstico T , escrito como T , extiende la definición pre-

sentada en la Sección 2.2; para los constructores de terminación es la identidad y las
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3. Tipos sesión probabiĺısticos 8

operaciones de lectura y escritura son intercambiadas. Este intercambio también se realiza
para las elecciones internas y externas sin afectar las probabilidades anotadas.

Por último, es necesario modificar la condición de alcanzabilidad para considerar los
nuevos constructores de terminación:

Alcanzabilidad Requerimos que todo sub-árbol T de un tipo sesión contenga una hoja
alcanzable etiquetada por done o idle.

3.2. Interfaz programática

Para la extensión a tipos sesión probabiĺısticos de FuSe se hicieron algunas modifica-
ciones a la interfaz presentada en Tabla 2.1.

val close : done → unit

val idle : idle → unit

val select_true : 1⊕[True : A, False : B] → A
val select_false : 0⊕[True : A, False : B] → B
val pick : p → (0⊕[True : A, False : B] → α)

→ (1⊕[True : A, False : B] → α)
→ p⊕[True : A, False : B] → α

val branch : p&[True : A, False : B]

→ [True : A, False : B]

Tab. 3.1: Interfaz para tipos sesión probabiĺısticos

Comenzamos con los cambios necesarios para la distinción de una terminación exitosa,
donde close adquiere la semántica de terminación exitosa mientras que idle es utilizada
para denotar el fin de la comunicación.

Procedemos con las modificaciones y nuevas primitivas para la selección de caminos
con cierta probabilidad. Las primitivas select_true y select_false permiten avanzar
la comunicación sobre un endpoint que presenta una elección determińıstica por True o
False respectivamente.

La función pick (dada una probabilidad p) escoge True con probabilidad p y False

con p − 1 sobre el endpoint con tipo p⊕[True : A, False : B]. El comportamiento sobre
la rama seleccionada queda definido por la función 1⊕[True : A, False : B] → α para
el caso True y 0⊕[True : A, False : B] → α cuando es False, ambas proceden con una
elección determińıstica sobre la rama escogida.

Por último branch opera sobre una elección externa p&[True : A, False : B] y retorna
ambos caminos como unión disjunta.

3.2.1. Modificación al sistema de tipos de FuSe

Los cambios presentados a la interfaz implican modificaciones al sistema de tipos uti-
lizado por FuSe. La sintaxis y semántica es esencialmente la estándar para lenguajes de la
familia ML sin ninguna extensión espećıfica al chequeo de tipos sesión.

Describiremos los cambios necesarios haciendo referencia al trabajo de FuSe [Pad17].
Las reglas t-left y t-right utilizadas para tipar la expresión correspondiente al tipo unión
disjunta [L : T, R : S] se renombran a t-true-branch y t-false-branch para coincidir con el
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tipo [True : T, False : S]. Los cambios restantes quedan restringidos a la regla t-const,
que describe los tipos de las primitivas de comunicación. En este caso las modificaciones
son análogas a las realizadas para la interfaz programática.

3.3. Ejemplos básicos

Procedemos con la presentación de algunos ejemplos donde se aplican estas nuevas
primitivas. Para ello readaptaremos el servicio de eco presentado anteriormente al modelo
probabiĺıstico.

let echo_service ep =

match Session.branch ep with

| `True ep →
let x, ep = Session.receive ep in

let ep = Session.send x ep in

Session.close ep

| `False ep → Session.idle ep

Comenzamos con un servicio de eco que presenta dos caminos posibles: brindar la fun-
ción de eco o finalizar la comunicación. El argumento ep tiene tipo p&[True : ?α.!α.done, False :
idle] donde la probabilidad p queda libre hasta que el servicio sea unido a un cliente.

Para ello, podemos implementar el siguiente cliente que selecciona determińısticamente
la rama True.

let echo_client ep x =

let ep = Session.select_true ep in

let ep = Session.send x ep in

let x, ep = Session.receive ep in

Session.close ep;

x

En este caso, el argumento ep tiene tipo 1⊕[True : !α.?β.done, False : A] y x tipo
α. Podemos observar que para el tipo sesión de este endpoint la probabilidad se encuentra
instanciada en 1 acorde a la selección determińıstica mientras que la rama False queda
libre haste ser asociada a su par.

Otra posibilidad es un cliente que selecciona determińısticamente la rama False.

let idle_client ep =

let ep = Session.select_false ep in

Session.idle ep

Aqúı el argumento ep tiene tipo 0⊕[True : A, False : idle], dejando libre la rama
True.

Por úlitmo presentamos un cliente que mediante la primitiva pick selecciona con pro-
babilidad 1

2 una rama o la otra mediante la composición de los clientes definidos en esta
sección.

let coin_flip_echo_client ep x =

Session.pick Rational.one_half

(fun ep →
idle_client ep;
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None)

(fun ep → Some (echo_client ep x))

ep

El argumento ep tiene tipo 1
2

⊕[True : !α.?β.done, False : idle]. El código que

conecta este último cliente con el servicio de eco es el siguiente:

let _ =

let a, b = Session.create () in

let _ = Thread.create echo_server a in

coin_flip_echo_client b 42

Esta composición fuerza la unificación de tipos para los endpoints a y b de forma tal que
el endpoint a asociado al servicio de eco toma el tipo 1

2

&[True : ?int.!int.done, False :

idle] y su dual b, asociado al cliente, recibe el tipo 1
2

⊕[True : !int.?int.done, False :

idle].



4. IMPLEMENTACIÓN

La implementación toma de base el trabajo realizado en FuSe. En esta sección presen-
taremos los cambios necesarios en la codificación y tipado de las primitivas para modelar
elecciones probabiĺısticas y la información adicional necesaria para el cálculo de termina-
ción exitosa de un tipo sesión.

4.1. Codificación

FuSe toma la codificación propuesta en [DGS12] posteriormente refinada [Pad17]. La
idea principal es que una secuencia de mensajes sobre una sesión puede modelarse como
una serie de comunicaciones mediante canales de único uso. En este modelo cada mensaje
lleva un valor acompañado de un canal fresco sobre el cual continuar la comunicación.

Esta codificación depende de los siguientes tipos:

0 representa la ausencia de valor.

⟨ρ,σ⟩ describe canales que reciben mensajes del tipo ρ y env́ıan de tipo σ. Tanto ρ

como σ pueden ser instanciados con 0 para indicar que no se recibe y/o env́ıa ningún
mensaje.

De esta última representación, las siguientes instancias son utilizadas para describir las
terminaciones posibles (a diferencia de FuSe, sumamos el śımbolo 1 para distinguir una
de otra):

⟨1, 1⟩ representa la terminación exitosa.

⟨0, 0⟩ representa la terminación no exitosa.

La relación entre los tipos sesión T y los tipos de la forma ⟨t, s⟩ está dada por la función
J·K definida debajo

Codificación de tipos sesión probabiĺısticos

JdoneK = ⟨1,1⟩
JidleK = ⟨0,0⟩
J?t.T K = ⟨JtK × JT K,0⟩
J!t.T K = ⟨0, JtK × JT K⟩

Jp&[True : T, False : S]K = ⟨[True : JT K, False : JSK]× p,0⟩
Jp⊕[True : T, False : S]K = ⟨0, [True : JT K, False : JSK]× p⟩

JAK = ⟨ρA,σA⟩
JAK = ⟨σA, ρA⟩

extendida homomórficamente a todos los tipos restantes. Asumimos que para cada
variable de tipo sesión A existen dos variables de tipo σA y ρA distintas entre śı y de
cualquier tipo de variable α.

Como ejemplo, el tipo sesión ?α.A se codifica como ⟨α×⟨ρA,σA⟩, 0⟩, describiendo un
canal para recibir un mensaje de tipo α × ⟨ρA,σA⟩; una componente de tipo α (el valor

11
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a comunicar) y otra de tipo ⟨ρA,σA⟩ (el canal de continuación sobre el cual avanza la
comunicación).

Para la codificación de los tipos sesión que env́ıan un valor o una elección tenemos la
particularidad de que la continuación está dualizada. Esto se debe a que el tipo asociado
a la continuación del canal describe el comportamiento del receptor. Además, este detalle
permite una forma sencilla de expresar la dualidad entre tipos sesión aun cuando no se
encuentran completamente instanciados.

Como ejemplo, tomemos la versión probabiĺıstica del tipo T dado en la codificación
de [Pad17] T = p⊕[True : !α.?β.done, False : idle]

JT K = ⟨0, [True : J?α.!β.doneK, False : JidleK]× p⟩
= ⟨0, [True : ⟨α× J!β.doneK,0⟩, False : ⟨0,0⟩]× p⟩
= ⟨0, [True : ⟨α× ⟨0,β× JdoneK⟩, 0⟩, False : ⟨0,0⟩]× p⟩
= ⟨0, [True : ⟨α× ⟨0,β× ⟨1, 1⟩⟩, 0⟩, False : ⟨0, 0⟩]× p⟩

Luego la de su dual T = p&[True : ?α.!β.end, False : idle]

JT K = ⟨[True : J?α.!β.doneK, False : JidleK]× p,0⟩
= ⟨[True : ⟨α× J!β.doneK,0⟩, False : ⟨0,0⟩]× p,0⟩
= ⟨[True : ⟨α× ⟨0,β× JdoneK⟩, 0⟩, False : ⟨0,0⟩]× p,0⟩
= ⟨[True : ⟨α× ⟨0,β× ⟨1, 1⟩⟩, 0⟩, False : ⟨0, 0⟩]× p,0⟩

Con este último ejemplo podemos notar que la codificación de T puede obtenerse de
T permutando las componentes de su par codificado. Al igual que para los tipos sesión,
podemos probar también la siguiente propiedad sobre los tipos probabiĺısticos:

Teorema 1: Si JT K = ⟨t, s⟩, entonces JT K = ⟨s, t⟩.

Demostración 1: Sigue mutatis mutandis la prueba original en [DGS12].

De forma equivalente podemos decir que si JT K = ⟨t1, t2⟩ y JSK = ⟨s1, s2⟩, entonces

T = S ⇐⇒ JT K = JSK ⇐⇒ t1 = s2 ∧ t2 = s1

Al igual que FuSe, esto permite reducir el cálculo del dual de un tipo sesión a la equivalencia
entre tipos. También vale para tipos sesión desconocidos o parcialmente instanciados:
JAK = ⟨ρA,σA⟩ y JAK = ⟨σA, ρA⟩.

Habiendo escogido la representación para tipos sesión probabiĺısticos podemos obser-
var la implementación de la interfaz OCaml en la Tabla 4.1. Existe una correspondencia
directa entre la firma de las funciones de la Tabla 4.1 y las primitivas introducidas en
Tabla 3.1. Queda en evidencia que esta codificación dificulta la lectura de los tipos sesión.
Este problema se agudiza a medida que los protocolos implementados son más complejos.
Por este motivo extendimos rosetta, una herramienta auxiliar que acompaña FuSe, que
implementa la función inversa al encoding e imprime los tipos utilizando la notación origi-
nal de tipos probabiĺısticos (Sección 3.1). Al momento de presentar tipos sesión inferidos
por OCaml utilizaremos el formato generado por la herramienta para facilitar la lectura
(Los detalles de rosetta se dan en el Caṕıtulo 7).
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type 0

type 1

type p0 (* alias para codificaci ón de probabilidad cero *)

type p1 (* alias para codificaci ón de probabilidad uno *)

type (ρ,σ) pst (* sint áxis en OCaml para ⟨ρ,σ⟩ *)

val create : unit → (ρ,σ) pst × (σ,ρ) pst

val close : (0,0) pst → unit

val idle : (1,1) pst → unit

val send : α → (0,(α × (σ,ρ) pst)) pst → (ρ,σ) pst

val receive : ((α × (ρ,σ) pst),0) pst → α × (ρ,σ) pst

val select_true : (0,[`True of (ρ,σ) pst |

`False of (γ,δ) pst] × p1)
→ (ρ,σ) pst

val select_false : (0,[`True of (ρ,σ) pst |

`False of (γ,δ) pst] × p0)
→ (γ,δ) pst

val pick : p →
((0,[`True of (ρ,σ) pst | `False of (γ,δ) pst]

× p0) → α) →
((0,[`True of (ρ,σ) pst | `False of (γ,δ) pst]

× p1) → α) →
(0,[`True of (ρ,σ) pst | `False of (γ,δ) pst]

× p) → α

val branch : ([`True of (ρ,σ) pst |

`False of (γ,δ) pst] × p,0)
→ [> `True of (ρ,σ) pst | `False of (γ,δ) pst]

Tab. 4.1: Interfaz OCaml para tipos sesión probabiĺısticos.

4.1.1. Codificación de probabilidad

Podemos notar las elecciones llevan en su codificación una probabilidad asociada p que
también está presente como argumento en la primitiva pick. Comenzamos definiendo p
como la probabilidad con la que se env́ıa p⊕[True : A, False : B] o recibe p&[True :
A, False : B] la elección de continuar por la rama True en un tipo sesión.

Normalmente podŕıa utilizarse una representación de coma flotante como float, el
problema con tal modelo es que no brinda información del valor de p en tiempo de com-
pilación. Disponer del valor a nivel tipo permite la definición de interfaces más fuertes
como en pick, donde la probabilidad p que se recibe como argumento debe coincidir con
la utilizada en el tipo sesión sobre el cual se opera (Tabla 3.1).

Otra ventaja es la de poder utilizar dicho valor en cualquier tipo de análisis estático,
requisito para el cálculo de la probabilidad con la que una sesión termina exitosamente.

4.1.2. Representando naturales y racionales

En este trabajo decidimos representar p como un racional cuya construcción queda
presente en el tipo. Para ello primero escribimos una definición de tipo para los naturales
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que se basa en la construcción mediante la función sucesor.

type _z

type _s

type _ nat = Z : _z nat | S : α nat → (_s × α) nat

Tab. 4.2: Representación para naturales y el cero

Primero definimos los tipos _z y _s que serán utilizados como etiquetas para distinguir
a nivel tipo entre cero y la función sucesor. Luego definimos nat como una estructura de
datos algebraica particular denominada GADT (Generalized Algebraic Data Type) pre-
sente en OCaml [YM15] que permite la implementación de restricciones en los parámetros
de sus constructores. Aqúı definimos un constructor Z que actúa como cero y otro S que ha-
ce de función sucesor incrementando en uno el natural que toma como argumento. Luego,
los naturales se definen de manera obvia como se muestra en Tabla 4.3.

let zero : _z nat = Z

let one : (_s × _z) nat = S Z

let two : (_s × (_s × _z)) nat = S (S Z)

Tab. 4.3: Construcción de naturales

Teniendo una representación para naturales, definimos frac como otro GADT que
permite la construcción de números racionales. En este caso se utiliza una tupla donde
la primer componente representa al numerador y la segunda el denominador, prohibiendo
el cero mediante una restricción de tipo. De esta forma, los racionales se definen como a
continuación:

type _ frac = Fraction : α nat × (_s × β) nat →
(α nat × (_s × β) nat) frac

Tab. 4.4: Representación de racionales

A modo de ejemplo damos la construcción para 1
2 .

let one_half : ((_s × _z) nat *

(_s × (_s × _z)) nat) frac

= Fraction (S Z, S (S Z))

Tab. 4.5: Ejemplo de racionales



5. ELECCIONES MULTI-SESIÓN

Hasta ahora estudiamos programas que trabajan con una única sesión. La introducción
de múltiples sesiones requiere de algunas consideraciones respecto cómo influyen las pro-
babilidades de unas sobre otras. En esta sección veremos cómo tales interacciones afectan
nuestras primitivas y su tipado.

5.1. Limitaciones con pick de una sesión

La primitiva de elección probabiĺıstica pick opera sobre una única sesión, tomando
como argumento la misma y el comportamiento sobre cada rama posible. Podŕıa suceder
que luego de una elección se interactúe con otra sesión, a continuación estudiaremos en
detalle qué ocurre en tal escenario.

Comenzamos con un programa donde ambas ramas de la elección sobre epX presentan
una comunicación con otra sesión epY:

let two_sessions_pick_both_branches epX epY =

Session.pick Rational.one_half

(fun epX →
let epX = Session.select_false epX in

Session.idle epX;

let epY = Session.send false epY in

Session.close epY)

(fun epX →
let epX = Session.select_true epX in

Session.close epX;

let epY = Session.send true epY in

Session.close epY)

epX

Aqúı la sesión epX tiene tipo 1
2

⊕[True : done, False : idle] mientras que epY lleva

el tipo !bool.done. Por más que el valor comunicado por epY dependa de la elección en
epX, el programa tipa correctamente. Esto sucede porque el tipo de la sesión es idéntico
en ambas ramas.

Veamos qué ocurre cuando difiere el valor del tipo a transmitir sobre epY según la
elección:

let two_sessions_invalid_pick epX epY =

Session.pick Rational.one_half

(fun epX →
let epX = Session.select_false epX in

Session.idle epX;

let epY = Session.send false epY in

Session.close epY)

(fun epX →
let epX = Session.select_true epX in

Session.close epX;

15
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let epY = Session.send 42 epY in (* error de tipado *)

Session.close epY)

epX

En este último caso, el sistema de tipo nos indicará que epY presenta dos tipos incom-
patibles entre śı: !bool.done y !int.done, por lo tanto no tipa. El comportamiento de
epY difiere según la elección realizada por epX y esta dependencia no es capturada por el
sistema de tipos.

Para poder describir estas relaciones es necesario introducir algunos aspectos del sis-
tema de tipos que se enfocan en el resultado de combinar sesiones en elecciones.

5.2. Combinador de tipo probabiĺıstico

Como vimos en el último ejemplo surge la necesidad de capturar el tipo de una sesión
que cambia de acuerdo con una elección. Para esto nos basamos en el combinador de
tipo probabiĺıstico presentado en [IMP+20], que permite combinar tipos ponderando las
distintas formas en las cuales progresa una sesión bajo una probabilidad determinada.

Definición 1 (combinador de tipo probabiĺıstico): Escribimos t p⊞ s para la combinación
convexa de los tipos t y s, que se encuentra definida por casos sobre la forma de t y s:

t p⊞ s
def
=



t si t = s

pq+(1−p)r⊕[True : T, False : S] si t = q⊕[True : T, False : S]

y s = r⊕[True : T, False : S]

⟨pq + (1− p)r⟩ si t = ⟨q⟩ y s = ⟨r⟩
indefinido caso contrario

Intuitivamente, t p⊞ s describe un recurso que es utilizado acorde a t con probabilidad p
y como s con probabilidad 1−p. La combinación de t y s se encuentra definida únicamente
cuando t y s tienen formas “compatibles”, el caso trivial siendo cuando poseen mismo tipo.
Los casos interesantes se dan cuando t y s describen una elección o una sesión cerrada
(Caṕıtulo 6). Para el primero, la combinación resulta en una nueva elección que lleva
como probabilidad la suma convexa de sus partes. Al combinar sesiones cerradas, se toma
la suma convexa sobre la probabilidad de éxito de las sesiones involucradas.

5.3. Reglas de tipado para elecciones

A continuación presentamos las reglas de tipado para elecciones del cálculo de tipos
sesión probabiĺısticos [IMP+20] y cómo se emplea el combinador.

Utilizaremos contextos de tipado para el seguimiento de variables presentes en procesos.
Un contexto de tipado es un mapa de variables a tipos escrito como x1 : t1, . . . , xn : tn.
Vamos a definir Γ y ∆ para representar estos contextos, escribiendo ∅ para un contexto
vaćıo, dom(Γ) para el dominio de Γ y Γ,∆ como la unión de los contextos Γ y ∆ cuando
dom(Γ) ∩ dom(∆) = ∅. Además, extendemos p⊞ punto a punto sobre contextos.

En Tabla 5.1 adaptamos ligeramente las reglas t-choice y t-branch en [IMP+20] con
el equivalente a la sintaxis de nuestra extensión; las primitivas branch y pick. La regla t-

branch tipa un proceso que recibe una elección mediante la sesión x y continua como T con
probabilidad p, caso contrario S. El tipo de x debe ser de la forma p&[True : T, False :
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t-branch

Γ, x : T ⊢ P : σ ∆, x : S ⊢ Q : σ

Γ p⊞ ∆, x : p&[True : T, False : S] ⊢ match (branch x) with True → Q | False → P : σ

t-choice

∅ ⊢ prob : p Γ ⊢ P : σ ∆ ⊢ Q : σ

Γ p⊞ ∆ ⊢ pick prob P Q : σ

Tab. 5.1: Reglas de tipado.

S], el resto de los recursos son lo que nos compete en esta sección, ya que el proceso
deberá comportarse según Γ en caso de ir por True o ∆ si es False. De esta forma el
comportamiento del proceso queda descrito por Γ p⊞ ∆, bajo la definición del combinador
esto implica que futuras elecciones en Γ y ∆ serán ajustadas como efecto de la elección
recibida en x. La regla t-choice permite tipar elecciones probabiĺısticas combinando la
evolución de ambos contextos mediante p⊞.

Retomando nuestro ejemplo anterior, podemos observar que el tipo de epY en cada
rama de la elección no era compatible bajo la definición del combinador. Veamos qué
sucede al utilizar tipos compatibles:

let two_sessions_invalid_pick epX epY =

Session.pick Rational.one_half

(fun epX →
let epX = Session.select_false epX in

Session.idle epX;

let epY = Session.select_false epY in

let epY = Session.send false epY in

Session.close epY)

(fun epX →
let epX = Session.select_true epX in

Session.close epX;

let epY = Session.select_true epY in (* error de tipado *)

let epY = Session.send 42 epY in

Session.close epY)

epX

Ahora epY tiene tipo 0⊕[True : T, False : !bool.done] en la rama False y 1⊕[True :
!int.done, False : S] cuando se escoge True. Estos tipos son compatibles para la com-
binación, sin embargo el programa no tipa ya que el motor de inferencia no dispone de la
información necesaria para unirlos. En la Tabla 5.1 el combinador probabiĺıstico se aplica
punto a punto sobre todas los recursos presentes en ambos contextos. Nuestra primitiva
pick está limitada a combinar los tipos de epX.
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5.4. Extensión para elecciones multi-sesión

Habiendo presentado las limitaciones del pick actual y cómo estas son resueltas en el
cálculo probabiĺıstico contamos con el contexto suficiente para introducir nuestra solución.
Luego de las últimas modificaciones a nuestro programa, nos falta brindar al motor de
inferencia la información necesaria para poder combinar elecciones de más de un tipo
sesión.

Idealmente, nos gustaŕıa que la primitiva pick permitiera la combinación de cualquier
número de sesiones; un desaf́ıo que presenta tal objetivo es el de preservar las restricciones
de tipo necesarias para evitar combinaciones inválidas y poder calcular la probabilidad
de éxito de las sesiones involucradas. Considerando además la potencial complejidad de
esta hipotética interfaz, decidimos en cambio agregar primitivas espećıficas al número de
sesiones a combinar.

Para ello extendemos nuestro conjunto de primitivas comenzando con la introducción
de la primitiva pick_2ch y su tipo en Tabla 5.2. Esta primitiva permite combinar las
elecciones de exactamente dos sesiones. Dada una probabilidad p, escoge True con proba-
bilidad p y False con p− 1 sobre el endpoint con tipo p⊕[True : A, False : B]. Además,
cada rama presenta una segunda elección cuya combinación se ve reflejada en el endpoint
con tipo pq+(1−p)r⊕[True : C, False : D]. Al igual que con pick el comportamiento de la
rama seleccionada queda definido por las funciones sobre los tipos sesión correspondientes
a cada elección. Por ejemplo, al escoger True se llama a la función que toma la sesión
con tipo 1⊕[True : A, False : B] y la sesión secundaria a combinar con probabilidad

q⊕[True : C, False : D].

val pick_2ch:

p → (0⊕[True : A, False : B] → r⊕[True : C, False : D] → α)
→ (1⊕[True : A, False : B] → q⊕[True : C, False : D] → α)

→ p⊕[True : A, False : B] → pq+(1−p)r⊕[True : C, False : D]

→ α

Tab. 5.2: Interfaz de primitiva pick_2ch

Veamos cómo queda nuestro ejemplo original utilizando esta nueva primitiva:

let two_sessions_valid_pick2 epX epY =

Session.pick_2ch Rational.one_half

(fun epX epY →
let epX = Session.select_false epX in

Session.idle epX;

let epY = Session.select_false epY in

let epY = Session.send false epY in

Session.close epY)

(fun epX epY →
let epX = Session.select_true epX in

Session.close epX;

let epY = Session.select_true epY in

let epY = Session.send 42 epY in

Session.close epY)
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epX epY

Ya no tenemos más problemas con el tipado de epY, en las funciones que definen
el comportamiento de cada rama la sesión lleva su tipo como argumento (0⊕[True :
!int.done, False : !bool.done] y 1⊕[True : !int.done, False : !bool.done]). A su
vez, la combinación de ambos tipos queda reflejada en el tipo 1

2

⊕[True : !int.done, False :

!bool.done] simulando aśı la aplicación del combinador probabiĺıstico.
Esta solución puede extenderse a más de dos sesiones siguiendo la misma idea de

materializar la combinación probabiĺıstica en el tipo de la primitiva.



6. COMPOSICIÓN DE TIPOS SESIÓN DUALES

Nos resta introducir un tipo más a nuestra extensión, la composición de tipos sesión
duales representada como ⟨p⟩. La misma encapsula la unión de los endpoints de tipo T y
T ambos con probabilidad de éxito p.

Este tipo se presenta al momento de crear una sesión y su función es puramente
informativa, guarda la probabilidad de éxito de la sesión. En nuestra extensión queremos
capturar esta información ya que representa uno de los objetivos del cálculo probabiĺıstico,
obtener la probabilidad de éxito de una sesión mediante la información de tipo de sus
primitivas.

Elegir una representación adecuada para este tipo presenta algunos desaf́ıos. La misma
debe capturar la información de tipo de sus endpoints (T o su dual T ) para permitir el
cálculo de éxito y a su vez está sujeta a la combinación probabiĺıstica vista en Definición
1.

type (ρ,σ) cpst (* sint áxis en OCaml para sesi ón cerrada

con endpoint de tipo ⟨ρ,σ⟩ *)

val create : ?st:(ρ, σ) cpst → unit → (ρ,σ) pst × (σ,ρ) pst

val cst_placeholder : (α, β) cpst

Tab. 6.1: Interfaz OCaml para tipos sesión probabiĺısticos.

Nuestra representación toma la forma de un argumento opcional en la primitiva create.
Dado que la función de este tipo es informativa, el uso de un argumento opcional permite
ignorarlo y aún aśı disponer de las garant́ıas de tipo que provee nuestra extensión. Po-
demos observar que el tipo unifica con uno de los endpoints de la sesión, JT K = ⟨ρ,σ⟩.
También podŕıa haber tomado su dual, JT K = ⟨σ, ρ⟩, ya que el propósito es disponer del
tipo de la sesión completa para calcular su probabilidad de éxito.

Dado que sólo nos interesa el tipo final de nuestro argumento opcional, el valor a
utilizar es indistinto; para ello tenemos la constante cst_placeholder que tipa como una
sesión cerrada pero su implementación es un valor de tipo unit.

6.1. Ejemplos de uso

Veamos qué ocurre al obtener la composición de tipos para los ejemplos vistos en la
introducción:

let run_echo_client_example ?(st = cst_placeholder) () =

let ep1 , ep2 = Session.create ~st () in

let _ = Thread.create echo_service ep1 in

echo_client ep2 42

En este programa, primero creamos los endpoints utilizando st como argumento para
obtener aśı la información de tipo de la sesión. Luego cada endpdoint es consumido acorde
al comportamiento de la sesión, permitiendo aśı inferir su tipo. Habiendo unificado nuestro
argumento opcional st con el tipo de la sesión, nuestra herramienta traductora rosetta

20
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es capaz de calcular la probabilidad de éxito de la misma. Para este ejemplo, nuestro
programa run_echo_client_example llevaŕıa el siguiente tipo:

val run_echo_client_example : ?st:⟨1⟩ → unit → int

La probabilidad de éxito es 1 lo cual no sorprende ya que este ejemplo es completamente
determińıstico. Contemplemos ahora un escenario con algún tipo de elección probabiĺıstica:

let run_coin_flip_echo_client_example

?(st = cst_placeholder) () =

let ep1 , ep2 = Session.create ~st () in

let _ = Thread.create echo_server ep1 in

coin_flip_echo_client ep2 42

El único cambio con respecto al ejemplo anterior es el uso de coin_flip_echo_client
que env́ıa con probabilidad 1

2 , caso contrario finaliza con idle.

val run_coin_flip_echo_client_example : ?st:⟨0,5⟩ → unit → int

En este caso, la probabilidad de éxito es de 1
2 lo cual coincide con el comportamiento

de su sesión.

6.2. Interacción con sesiones multi-sesión

Si recordamos la definición del combinador probabiĺıstico, esta inclúıa la combinación
de sesiones cerradas. En particular tenemos que ⟨q⟩ p⊞ ⟨r⟩ = ⟨pq+(1−p)r⟩. A diferencia de
la combinación de endpoint donde el tipo combinado lleva información del comportamiento
de la sesión, acá se trata nuevamente de un dato informativo; la probabilidad de éxito de
una sesión que puede tomar distinta forma según una elección externa.

Veamos un ejemplo de tal combinación:

let pick_idle_close_and_run_echo_client

?(st = cst_placeholder) () ep =

Session.pick Rational.one_half

(fun ep →
let ep = Session.select_false ep in

Session.idle ep;

run_echo_client_example ~st ())

(fun ep →
let ep = Session.select_true ep in

Session.close ep;

run_echo_client_example ~st ())

En este caso, ep tiene tipo p⊕[True : done, False : idle]; esta elección afecta el tipo
de st ya que vemos está presente en ambas ramas. La sesión cerrada st tiene tipo ⟨1⟩ en
cada rama (se trata de una sesión sin elecciones probabiĺısticas), la combinación no afecta
su tipo final.

Para el siguiente ejemplo, st captura la probabilidad de éxito de dos sesiones distintas
en cada rama:
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let pick_idle_close_and_run_echo_client_or_coin_flip

?(st = cst_placeholder) () ep =

Session.pick Rational.one_half

(fun ep →
let ep = Session.select_false ep in

Session.idle ep;

run_echo_client_example ~st ())

(fun ep →
let ep = Session.select_true ep in

Session.close ep;

match run_coin_flip_echo_client_example ~st () with

(* error de tipado *)

| Some result → result

| None → 0)

ep

En este caso podemos observar se obtiene un error de tipado ya que al escoger True,
st toma el tipo ⟨0, 5⟩ mientras que en la rama False este es de tipo ⟨1⟩.

Dado que se trata de un tipo informativo, cabe resaltar este ejemplo tipa si quitamos
el argumento opcional:

let pick_idle_close_and_mix_run_echo_client ep =

Session.pick Rational.one_half

(fun ep →
let ep = Session.select_false ep in

Session.idle ep;

run_echo_client_example ())

(fun ep →
let ep = Session.select_true ep in

Session.close ep;

match run_coin_flip_echo_client_example () with

| Some result → result

| None → 0)

ep

El error surge al buscar la aplicación del combinador probabiĺıstico sobre los tipos de
las sesiones finalizadas en la firma de nuestro programa.

Nos encontramos con la misma limitación del pick solo que aplicado al tipo de sesiones
concluidas. Siguiendo la misma motivación que con pick_2ch, decidimos agregar una
primitiva que capture en su tipo esta nueva combinación. Presentamos a continuación
la primitiva pick_2st y su tipo en Tabla 6.2. Aśı como pick_2ch permite combinar las
elecciones de exactamente dos sesiones, aqúı podemos combinar exactamente un endpoint
y una sesión cerrada.

El uso de la primitiva es análogo al de pick_2ch con la diferencia de que el segundo
argumento de la función de cada rama aśı como el tipo combinado final es sobre sesiones
combinadas, no elecciones.

let pick_idle_close_and_run_echo_client_or_coin_flip

?(st = cst_placeholder) () ep =

Session.pick_2st Rational.one_half
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val pick_2st:

p → (0⊕[True : A, False : B] → ⟨r⟩ → α)
→ (1⊕[True : A, False : B] → ⟨q⟩ → α)
→ p⊕[True : A, False : B] → ⟨pq + (1− p)r⟩ → α

Tab. 6.2: Interfaz de primitiva pick_2st

(fun ep st →
let ep = Session.select_false ep in

Session.idle ep;

run_echo_client_example ~st ())

(fun ep st →
let ep = Session.select_true ep in

Session.close ep;

match run_coin_flip_echo_client_example ~st () with

| Some result → result

| None → 0)

ep st

De esta manera, st tipa correctamente en cada rama y su información de tipo permite
el cálculo de su combinación ponderada:

val pick_idle_close_and_run_echo_client_or_coin_flip :

?st:⟨0,75⟩ → unit → 1
2

⊕[True : done, False : idle] → int



7. PROBABILIDAD DE ÉXITO DE UNA SESIÓN

En secciones anteriores hablamos de la probabilidad de éxito pero aún no dimos una
definición formal para la misma. Intuitivamente, la probablidad se computa considerando
todos los caminos en la estructura de T que llevan a un estado done. A continuación,
resumimos la definición dada en [IMP+20]:

Definición 2 (Probabilidad de éxito): La probabilidad de éxito de un tipo sesión T , deno-
tada como ⟨⟨T ⟩⟩, se encuentra definida por las siguientes ecuaciones:

⟨⟨idle⟩⟩ = 0
⟨⟨done⟩⟩ = 1

⟨⟨?t.T ⟩⟩ = ⟨⟨T ⟩⟩
⟨⟨!t.T ⟩⟩ = ⟨⟨T ⟩⟩

⟨⟨p&[True : T, False : S]⟩⟩ = p⟨⟨T ⟩⟩+ (1− p)⟨⟨S⟩⟩
⟨⟨p⊕[True : T, False : S]⟩⟩ = p⟨⟨T ⟩⟩+ (1− p)⟨⟨S⟩⟩

Para un tipo sesión T finito, la Definición 2 describe un algoritmo recursivo para el
cómputo de ⟨⟨T ⟩⟩. Cuando T es infinito (un protocolo recursivo) deja de ser tan obvio.
Para obtener un algoritmo que funcione en el caso general, interpretamos ⟨⟨T ⟩⟩ como una
variable aleatoria. La Definición 2 nos permite derivar un sistema finito de ecuaciones
relacionando tales variables. El lado derecho de cada ecuación para ⟨⟨T ⟩⟩ está expresada
en términos de variables aleatorias que corresponden a los nodos hijos en el árbol descrito
por T . Como T tiene una cantidad finita de sub-árboles, obtenemos un número finito de
ecuaciones.

Luego, observamos que cada tipo sesión T corresponde a una Cadena de Markov en
Tiempo Discreto (Discrete-Time Markov Chain, DTMC) [KS76] cuyo espacio de estados
es T (T ) = {S1, . . . , Sn} y tal que la probabilidad pij de transicionar de un estado Si al
estado Sj está dada por

pij
def
=

{
p si Si ⇝p Sj

0 caso contrario

La regularidad y alcanzabilidad implican que la DTMC obtenida por el tipo sesión
T tiene un número de estados finito y es absorbente. Esto significa siempre es posible
alcanzar un estado absorbente (done ó idle) desde cualquier estado transitorio (cualquier
otro tipo sesión). En cualquier DTMC absorbente con un número de estados finito, la
probabilidad de alcanzar un estado absorbente desde uno transitorio puede ser computado
mediante la resolución de un sistema de ecuaciones para el cual se garantiza una solución
única [KS76]. La solución que se obtiene para ⟨⟨T ⟩⟩ utilizando la Definición 2 es la que
determina la probabilidad de llegar a un estado done desde T .

7.1. Extendiendo decodificación para tipos sesión probabiĺısticos

Cuando hablamos sobre la codificación de los tipos sesión, mencionamos brevemente el
uso de rosetta para decodificar los tipos generados por OCaml. Esta herramienta utiliza
la gramática de tipos de OCaml para parsear las interfaces y aplicar la función inversa J·K−1

a los tipos sesión codificados. El resultado es un árbol de sintaxis abstracta que puede ser
utilizado para procesamientos o simplemente ser impreso bajo la sintaxis que uno desee.
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La extensión al cálculo de tipos sesión probabiĺısticos consistió de dos partes: modificar
la función inversa para considerar tipos probabiĺısticos y constructores de terminación
exitosa, y el cálculo de probabilidad de éxito para tipos sesión cerrados ⟨p⟩.

Lo primero consistió en modificar la decodificación de forma tal que se contemplen las
anotaciones de probabilidad en el árbol sintáctico final. Esto requirió cambios únicamente
en el modelado de tipos para recibir o enviar elecciones. Las probabilidades en śı, que
como vimos en la sección de codificación representan su valor en el tipo, también debieron
ser consideradas al momento de representarlas en el árbol sintáctico. Ya que se asume las
expresiones a decodificar tipan en OCaml, se transforman para conservar únicamente su
valor en un tipo int o float según el caso. Por último, se creó la distinción entre los
nodos done y idle, indispensable para el cálculo de probabilidad de éxito.

Lo segundo fue agregar el procesamiento necesario para computar la probabilidad de
éxito en los tipos sesión cerrados. Para ello, primero tomamos el árbol sintáctico corres-
pondiente al endpoint de tipo T (el cual describe la sesión cerrada) y lo transformamos a
una matriz de adyacencia con las probabilidades de transición pij descritas anteriormente.

Esta matriz es dividida en submatrices que corresponden a las transiciones entre esta-
dos transitorios y las que van de estados transitorios a absorbentes. Con esta información
es posible computar la matriz de absorción que contiene la probabilidad con la que cada
estado es absorbido a done o idle.

7.2. Calculando probabilidad de absorción

Vamos a seguir el ejemplo de subasta presentado en [IMP+20] para ver cómo se deco-
difica su tipo y cómo se computa su probabilidad de éxito al combinarlo con su dual.

Presentamos un programa que actúa como comprador y su dual, vendedor.

let rec buyer ep offer =

let ep = Session.send offer ep in

match Session.branch ep with

| `True ep →
Session.close ep;

offer

| `False ep →
let counteroffer , ep = Session.receive ep in

Session.pick Rational.two_thirds

(fun ep →
let ep = Session.select_false ep in

buyer ep counteroffer)

(fun ep →
let ep = Session.select_true ep in

Session.idle ep;

-1)

ep

El comprador env́ıa una oferta y espera la decisión del vendedor. En caso de aceptarse
la oferta, la sesión termina exitosamente. Si esta es rechazada; el comprador recibe una
contra-oferta y debe decidir si aceptarla o no. Si la rechaza, el protocolo termina sin éxito;
caso contrario se llama recursivamente para repetir la secuencia.



7. Probabilidad de éxito de una sesión 26

Mediante rosetta obtenemos el siguiente tipo para ep:

rec X.!int. p&[True : done, False : ?int. 2
3

⊕[True : idle, False : X]]

Una diferencia con respecto a los ejemplos anteriores es que al presentar una recursión,
la sesión hace referencia aśı misma mediante la variable de tipo X.

A continuación presentamos el programa vendedor:

let rec seller ep =

let bid , ep = Session.receive ep in

Session.pick Rational.one_quarter

(fun ep →
let ep = Session.select_false ep in

let ep = Session.send (bid + 10) ep in

match Session.branch ep with

| `True ep → Session.idle ep

| `False ep → seller ep)

(fun ep →
let ep = Session.select_true ep in

Session.close ep)

ep

El tipo decodificado de ep:

rec X.?int. 1
4

⊕[True : done, False : !int. q&[True : idle, False : X]]

Además de ser el dual del endpoint utilizado por el comprador, podemos observar tiene
instanciada la probabilidad de elección que requiere su contraparte.

Finalmente, unimos ambos endpoints en un programa que ejecuta la subasta:

let test_buyer_seller ?(st = cst_placeholder) () =

let ep1 , ep2 = Session.create ~st () in

let _ = Thread.create seller ep1 in

buyer ep2 42

Al unificar, el tipo de cada endpoint posee las probabilidades concretas para cada
elección; como ejemplo tomamos el tipo unificado para ep2 (el endpoint comprador):
rec X.!int. 1

4

&[True : done, False : ?int. 2
3

⊕[True : idle, False : X]].

Lo primero que hace rosetta es construir el árbol sintáctico para la expresión de
nuestro tipo sesión. A partir de este se generan los siguientes estados correspondientes a
cada término alcanzable:

s0 = !int. 1
4

&[True : done, False : ?int. 2
3

⊕[True : idle, False : X]]

s1 = 1
4

&[True : done, False : ?int. 2
3

⊕[True : idle, False : X]]

s2 = done

s3 = ?int. 2
3

⊕[True : idle, False : X]

s4 = 2
3

⊕[True : idle, False : X]

s5 = idle
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Agregando las transiciones entre estados, determinadas por la probabilidad de transición
entre los mismos, podemos construir la DTMC presente en la Figura 7.2. Para proceder
con nuestro algoritmo, obtenemos su representación como matriz de adyacencia, P .

s0

s1

s2 s3

s4

s5s5

1

1
4

3
4

1

2
3

1
3

P =

s2 s5 s0 s1 s3 s4


s2 1 0 0 0 0 0
s5 0 1 0 0 0 0
s0 0 0 0 1 0 0
s1

1
4 0 0 0 3

4 0
s3 0 0 0 0 0 1
s4 0 2

3
1
3 0 0 0

Fig. 7.1: DTMC para T y su matriz de adyacencia P

Vamos a definir las siguientes sub-matrices de P para nuestro cálculo de absorción:

Q es la matriz de 4×4 con las probabilidades de transición entre estados transitorios.

R es la matriz de 4 × 2 con las probabilidades de transición de estados transitorios
a estados absorbentes.

Nos resta calcular la matriz absorbente B, para lo cual aplicaremos el teorema 3.3.7
de [KS76]. El mismo enuncia que si bij es la probabilidad de que un proceso que comienza
en un estado transitorio si termine en uno abosrbente sj , entonces:

{bij} = B = (I −Q)−1R

Comenzando de un estado si, podŕıa llegarse a un estado absorbente sj en uno o más
pasos. La probabilidad de llegar en un paso está dada por pij . Si esto no ocurre, el proceso
puede caer en otro estado absorbente o un estado transitorio sk. En el último caso, existe
una probabilidad bkj de ser capturado por el estado absorbente. Por lo tanto tenemos:

bij = pij +
∑
sk∈S

pikbkj

Que en forma matricial puede ser escrito como:

B = R+QB
B −QB = R+QB −QB
(I −Q)B = R

(I −Q)−1(I −Q)B = (I −Q)−1R
B = (I −Q)−1R
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De esta manera, la probabilidad de que nuestro estado s0 = T sea absorbido por
s2 = done (equivalente a ⟨⟨T ⟩⟩) se obtiene calculando:

B = (I −Q)−1R

=


1 −1 0 0
0 1 −3

4 0
0 0 1 −1

−1
3 0 0 1


−1 

0 0
1
4 0
0 0
0 2

3

 =


4
3

4
3 1 1

1
3

4
3 1 1

4
9

4
9

4
3

4
3

4
9

4
9

1
3

4
3



0 0
1
4 0
0 0
0 2

3

 =


1
3

2
3

1
3

2
3

1
9

8
9

1
9

8
9


La probabilidad de absorción para s0 es b00. Por lo tanto ⟨⟨T ⟩⟩ = 1

3 . Con este resultado,
rosetta carga la probabilidad de éxito en el árbol sintáctico y este es impreso como:

val test_buyer_seller : ?st:⟨0,33⟩ → unit → int



8. CONCLUSIÓN

Consideramos que con el auge en el desarrollo de técnicas de descripción de interfa-
ces y soporte a nivel de lenguajes de programación que intenten asegurar la corrección
por construcción, esta clase de trabajos enfocados en el desarrollo de interfaces exten-
sibles e implementaciones sencillas pueden contribuir a la popularización y uso de tipos
comportamentales como los tipos sesión.

Inspirados por el trabajo de FuSe y su codificación de tipos sesión, hemos presentado
una extensión que implementa el cálculo de tipos sesión probabiĺısticos sin perder las ga-
rant́ıas del sistema original. Nuestra implementación permite la representación e inferencia
de tipos sesión probabiĺısticos con una interfaz programática enfocada en la usabilidad del
sistema. La misma no requiere de funcionalidades avanzadas del lenguaje de implementa-
ción como lo pueden ser el uso de mónadas o sistemas de tipo sub-estructurales. El uso de
mónadas [FMT18] [PT08] como sesiones de linealidad es más fuerte que nuestra valida-
ción mediante tipos y tiempo de ejecución heredada de FuSe, sin embargo, consideramos
la primera sacrifica expresividad y/o usabilidad del sistema.

Existen varias áreas donde podŕıa continuar esta rama de trabajo. Una de ellas es
la implementación de distribuciones de probabilidad para tratar elecciones con más de
una rama. La representación de naturales y fracciones como tipos no restringe al uso de
valores mayores a 1, esto puede validarse en tiempo de ejecución, al momento de utilizar
la herramienta de decodificación o con alguna mejora a la representación actual que sea
habilitada por el sistema de tipos. Al momento de calcular la probabilidad de éxito de una
sesión, si esta no tiene instanciadas todas las probabilidades involucradas, el decodificador
de tipos podŕıa utilizar alguna representación simbólica para variables libres y retornar un
resultado en función de las mismas.
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