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Biclique-Coloreo de Grafos

Un k-clique-coloreo de un grafo es una asignacién de k colores a sus vértices de ma-
nera que toda clique tiene al menos dos vértices con colores distintos. El problema de
determinar si un grafo es k-clique coloreable es Y5-Completo, aunque es mds facil para
ciertas clases de grafos. En esta tesis, definimos el problema de k-biclique-coloreo como el
analogo del de k-clique-coloreo en el contexto de bicliques. Probamos que el problema de
determinar si un grafo es k-biclique-coloreable es ¥5-Completo para k > 2, y mostramos
algunas clases de grafos para las que el problema estd en NP o es polinomial.

Palabras clave: teoria de grafos. coloreo de grafos, clique-coloreo, biclique-coloreo, com-
plejidad de biclique-coloreo, bicliques, grafos split, grafos threshold, grafos bloque, grafos

(Wy, dart, gem )-free



Graph Biclique-Coloring

A k-clique-coloring of a graph is an assignment of k colors to its vertices such that
every clique has at least two vertices with different colors. For £ > 2, the problem of k-
clique-coloring a graph is Y5-complete, though it is easier for some graph classes. In this
work, we define the k-biclique-coloring problem as the analogue of the k-clique-coloring
for bicliques. We prove that the k-biclique-coloring problem is ¥5-complete for k& > 2,
and show some graph classes for which the problem is in NP or polynomial.

Keywords: graph theory. graph coloring, clique-coloring, biclique-coloring, complexity
of biclique-coloring, bicliques, split graphs, threshold graphs, block graphs, (W,, dart,
gem )-free graphs
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1 Introduccion

Un coloreo de un grafo GG es una asignacion de valores enteros, llamados colores, a los
vértices de (G. Los problemas de coloreo consisten en determinar la existencia de coloreos
de G que satisfagan ciertas restricciones. El problema de coloreo de grafos méas famoso
y estudiado es el de coloreo de vértices. Un coloreo de vértices es un coloreo de G tal
que v y w tienen colores distintos para toda arista (v, w) en G, y el problema de coloreo
de vértices es el de determinar si G admite un coloreo de vértices.

El problema de coloreo de vértices tiene sus origenes en el problema de los cuatro
colores, formulado por Francis Guthrie en 1858, c.f. [GY06], que consiste en determinar
si es posible colorear un mapa con cuatro colores, de forma tal que todo par de paises
limitrofes tengan colores distintos. Su resoluciéon tomo anos de investigaciéon y esfuerzo
de numerosos matemadticos, hasta su demostracién en 1976 [AH89]. Dejé como legado un
interés y muchos resultados en el problema de coloreo de vértices, y su evolucion hacia
otros problemas de coloreo.

El objetivo de esta tesis es estudiar un nuevo problema de coloreo, que se basa en el
problema de clique-coloreo. Una clique de un grafo es un subgrafo completo maximal.
Un clique-coloreo de GG es un coloreo donde toda clique contiene al menos dos vértices
de distinto color. El problema de k-clique-coloreo consiste en decidir si un grafo admite
un clique-coloreo que utilice a lo sumo k colores. El problema de k-clique-coloreo es una
variante del problema de coloreo de vértices donde, en lugar de colorear los vértices de
forma tal que todo completo que contiene extactamente dos vértices (ie. toda arista)
tenga dos vértices de colores distintos, se colorean los vértices de forma tal que todo
completo maximal tenga dos vértices de distinto color.

El trabajo en el problema de k-clique-coloreo es reciente, y en la 1ltima década se han
conocido resultados respecto de su complejidad en el caso general [Mar04], restringido a
grafos sin agujeros impares [Déf09], grafos sin completos de tamano 4 [Mar04], y grafos
planares [Mar04, KT02].

Motivados por los resutados existentes sobre clique-coloreo, definimos el problema
analogo en el contexto de las bicliques. Una biclique de un grafo es un subgrafo in-
ducido bipartito completo maximal. Las bicliques se han estudiado en varios contex-
tos [DKSTO01, Hoc98, Pee03, Pri00]. Por ejemplo, se han estudiado en el marco de la
propiedad de Helly [GS08, GS07], y grafos de interseccién [GS10, GM09]. Un biclique-
coloreo es un coloreo de donde toda biclique contiene al menos dos vértices de distin-
to color. El problema de k-biclique-coloreo consiste en decidir si un grafo admite un
biclique-coloreo con a lo sumo k colores.

En esta tesis estudiamos el problema de k-biclique coloreo desde la perspectiva de su



complejidad computacional. Para el caso general, demostramos que el problema de k-
biclique-coloreo es ¥4-Completo, incluso en grafos que no poseen K3 3 inducidos. Luego,
mostramos clases de grafos para los cuales el problema de k-biclique-coloreo esta en
NP. Probamos que tanto en los grafos que tienen una cantidad polinomial de bicliques,
como en los que no tienen subgrafos Wy, paw, y dart inducidos, se puede verificar que
un coloreo sea un k-biclique-coloreo en tiempo polinomial. También mostramos que el
problema es NP-Completo en algunas subclases de estos grafos.

Finalmente mostramos familias de grafos para las cuales el problema de k-biclique-
coloreo se resuelve en tiempo polinomial. En particular, demostramos cémo se puede
obtener un k-biclique-coloreo, de existir, en tiempo lineal para los grafos cordales sin
diamantes y para los grafos threshold. También mostramos cémo determinar el minimo
k tal que existe un k-biclique-coloreo en grafos donde cada arista pertenece a una tnica
biclique.

Todas las familias de grafos estudiadas son caracterizables por subgrafos prohibi-
dos. Luego, los resultados obtenidos estdn resumidos en una tabla donde mostramos
la complejidad de resolver el problema de k-biclique-coloreo para cada clase. También
comparamos las complejidades contra las de k-clique-coloreo en ciertas familias.

1.1. Nociones de teoria de grafos

En este trabajo estudiamos temas de teoria de grafos, por lo que nos sera conveniente
tener algunas definiciones en este area para proceder.

Un grafo G = (V, E) estd formado por un conjunto V' de vértices y un conjunto £
de pares no ordenados de vértices llamados aristas. Notaremos por V(G) al conjunto de
vértices de G y por E(G) al conjunto de aristas de G. El grafo trivial es el grafo con un
Unico vértice.

Dos vértices v, w son adyacentes, o vecinos, cuando (v,w) € FE(G). El vecindario
abierto de v es el conjunto N(v) formado por los vecinos de v. El vecindario cerrado
de v es el conjunto N[v] = N(v) U {v}. Decimos que v es totalmente adyacente a un
conjunto X C V(G) si X C NJv|. El vértice v es universal cuando N[v] = V(G).

El grado de v, o d(v), es |[N(v)|, es decir, la cantidad de vecinos de v. Decimos que
un vértice v domina a un vértice w cuando N[w| C N[v]. Dos vértices v, w son mellizos
verdaderos, o simplemente mellizos, si N[v] = N[w]. Asimismo, son falsos mellizos, o
gemelos, si N(v) = N(w). Un bloque es un conjunto maximal de vértices mellizos.

Un recorrido es una secuencia de vértices vy, ..., v, tal que v; es adyacente a v;q,
para todo 1 <7 < k. Decimos que este recorrido es entre vy y vg. Los vértices v; y v;41
son consecutivos en el recorrido, para todo i € {1,...,k — 1}. La longitud del recorrido
es su cantidad de aristas, ie. k — 1. El recorrido es cerrado cuando v; = v;. Un camino es
un recorrido conformado por vértices distintos de a pares. Un ciclo es un camino cerrado
v1,...,0, U1, tal que kK > 2y vy,...,v, es un camino. Por simplicidad, nos referiremos
como ciclo a vy, ..., v, con v, # vy, al ciclo vy, ..., v, vy. La distancia entre dos vértices



vy w es la longitud del camino mas corto que los une.

Un grafo G es conexo si hay un camino entre todo par de vértices de GG. Una compo-
nente conexa de G es un subgrafo conexo maximal de GG. Un arbol es un grafo conexo
sin ciclos. En un arbol T', se llama hoja a todo vértice de grado 1, y vértice interno a
todo otro vértice de T

Un completo es un conjunto de vértices adyacentes de a pares. También usamos la
palabra completo para referirnos al correspondiente subgrafo. El grafo completo de n
vértices es notado por K,. Un conjunto independiente es un conjunto de vértices no
adyacentes de a pares. Si V(G) se puede particionar en dos conjuntos independientes U
y V, entonces G es bipartito. En tal caso, llamamos a U y V particiones de G. Si G
ademds posee todas las aristas entre U y V, entonces G se dice bipartito completo, y lo
notamos Ky v|-

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una funcién biyectiva f : V(G) — V(H) tal
que (v,w) € E(G) siy sélosi (f(v), f(w)) € E(H), para todo v,w € V(G). En ese caso
notamos G = H.

Un subgrafo de G es un grafo H = (V, E), donde V C V(G), y E C E(G). Cuando
E ={(v,w) € E(G) | v,w € V(H)}, decimos que H es un subgrafo inducido de G. Si G
contiene un subgrafo inducido isomorfo a H, decimos que G contiene a H, y lo notamos
H C G. En el caso contrario, decimos que G es H-free y lo notamos H ¢ G. Una clique
de G es un subgrafo completo maximal no trivial'. Una biclique de G es un subgrafo
inducido bipartito completo maximal con al menos una arista. Notamos B = {X Y}
a la correspondiente biparticion de la biclique. Usamos también las palabras clique y
biclique para referirnos a sus respectivos conjuntos de vértices. Una biclique estrella es
un subgrafo bipartito completo B = {{v},Y}. El vértice v es el centro y los vértices de
Y son las puntas de B.

El complemento de G es el grafo G tal que dos vértices son adyacentes en G si y sélo
si no son adyacentes en G.

Un k-coloreo de G es una funcién f: V(G) — {1,...,k}. En términos de coloreo, los
elementos de la imagen de f se denominan colores.

Sea P una propiedad que puede o no poseer un grafo. P es hereditaria si vale que si
G posee la propiedad P, entonces todo subgrafo inducido de G posee la propiedad P.

En el contexto de esta tesis, trabajaremos con grafos computacionalmente represen-
tados como listas de adyacencias, a menos que se especifique lo contrario.

1.2. Complejidad computacional

Otro aspecto fundamental de este trabajo es el de complejidad computacional. Por lo
tanto, deberemos definir algunas nociones de problemas y de clases de complejidad.

LEl término clique también se utiliza en la literatura para referirse a los grafos completos maximales tri-
viales, ie. a los vértices aislados. Sin embargo, para el problema de clique coloreo, las cliques triviales
nunca pueden contener dos vértices de colores distintos. Por eso los excluimos de la definicién.



Nos enfocaremos en problemas de decision, es decir, aquellos cuyas respuestas son si o
no. Llamamos instancia de un problema Il a uno de los valores de entrada para ese
problema. Si la respuesta de II con entrada ¢ es si, entonces ¢ es una instancia afirmativa
de II, mientras que si la respuesta es no, entonces ¢ es una instancia negativa de II. Un
certificado para i es una evidencia de que ¢ es una instancia positiva o negativa, cuyo
tamano es polinomial con respecto al tamano de .

A efectos de este trabajo, diremos que un problema II pertenece a la clase de com-
plejidad P cuando dada una instancia de II se puede obtener su respuesta en tiempo
polinomial. Decimos que II estd en NP si, dada una instancia afirmativa del problema
y un certificado, podemos verificar la validez del certificado en tiempo polinomial. Por
otra parte, diremos que II esta en coNP si podemos verificar la validez de un certificado
para una instancia negativa de II en tiempo polinomial.

Una reduccién de un problema IT a un problema I" es un algoritmo que a toda instancia
7 de I le asigna una instancia v de I', de manera tal que la respuesta de II para la entrada
T es sisiy solo si la respuesta de I' para la entrada ~ es si. Una reduccion polinomial
de IT a I' es una reduccion de II a I' que requiere tiempo polinomial.

Un problema IT es NP-Hard si, para todo I' € NP, existe una reduccién polinomial de I"
a II. Si ademas Il € NP entonces Il es N P-Completo. Se puede ver que para probar que
cierto problema II € NP es NP-Completo, basta con mostrar que existe una reduccién
polinomial de un problema I' NP-Completo a II.

Para profundizar las definciones formales de estos términos y conjuntos, referirse a
[GJ79].

En este trabajo en particular analizaremos problemas que estan en P, problemas que
estan en NP, y también problemas que estan en una clase de complejidad mayor. Para
definirla, requeriremos algunas definiciones adicionales.

Llamamos oraculo de cierto problema Il a una instruccién especial que, dada una
instancia de II, obtiene su respuesta en un paso. Una maquina con oraculo de II es una
maquina que tiene entre sus instrucciones al oraculo de II. Diremos que un problema
I' estd en P si cualquier instancia de I' se puede resolver en una cantidad polinomial
de pasos en una maquina con ordculo de II. Andlogamente T estd en NP si para cada
instancia afirmativa de I', se puede verificar la validez de un certificado en una cantidad
polinomial de pasos en una maquina con oraculo de II.

Sea Y clase de complejidad. Diremos que un problema I' estd en PY si existe un
problema II € Y tal que IT € P, y que I estd en NPY si exite I € Y tal que I' € NP™.

Estas nuevas clases de complejidad permiten definir nuevos oraculos que a su vez
proporcionan mas clases. En 1977, Larry Stockmeyer formalizd esta familia de clases
de complejidad y definié la jerarquia polinomial [Sto76]. La definicién recursiva de esta
familia es la siguiente:

« XP == AL =P

s Para todo k£ > 0:



p _ pxP
°Ak+1_Pk

o X, =NP%

P =P
° HkJrl = coNP**

Notemos que, A} = P, ¥} = NP y IT} = coNP, dado que un ordculo de un lenguaje
en P sélo estd haciendo en un paso algo que de por si se puede realizar en una cantidad
polinomial de pasos.

Si estamos interesados en determinar que un problema I' se encuentra en la clase de
complejidad X, en principio deberfamos probar que se puede verificar un certificado de
I' en tiempo polinomial, si disponemos de una maquina con oraculo para un problema
¥ . Sin embargo, el siguiente teorema nos proporciona una definicién alternativa.

Teorema 1.1 ([Pap94]). Un problema T estd en la clase de complejidad X si y sdlo
si la verificacion de un certificado positivo de T pertenece a TI7_.

Notemos que, en particular, este teorema nos dice que si queremos probar que cierto
problema T estd en Y5, basta con probar que verificar el certificado de una instancia
afirmativa de I es un problema en IT}, es decir, estd en coNP.

La definicién de XP-Completo se extrapola de la de NP-Completo: un problema II
es XP-Completo cuando hay una reduccién polinomial de II' a IT para todo II' € XF.
También de manera andloga a NP, para mostrar que IT € ¥ es ¥X?-Completo basta con
mostrar una reduccién polinomial de un problema I" € 3¥?-Completo a II.

La pregunta de si todas las inclusiones de la jerarquia polinomial son estrictas es
un problema abierto. Es decir, no se sabe si para todo k > 0 vale que ¥} ¢ X% 1)
A © A, vy I CIOY . Siexiste un ko tal que ¥ = X} |, o ¥ = II} , entonces
para todo i > kg, XX = Eﬁo. En particular, si kg fuera 0, significaria que P = NP y toda
la jerarquia polinomial colapsa en P.

1.3. Clique coloreo

El problema clasico de coloreo de vértices consiste en colorear el grafo de manera tal
que todo par de vértices adyacentes tengan colores distintos. Existen numerosos resul-
tados provenientes del estudio de este problema [GY06]. Sin embargo, en este trabajo
analizaremos problemas basados en coloreos con otras restricciones.

Un k-clique-coloreo de G es un k-coloreo de G tal que toda clique de G posee al
menos dos vértices de colores distintos. El problema de hallar un k-clique-coloreo de G,
o directamente problema de k-clique-coloreo de G, se define como:



k-CLIQUE-COLORING:
Entrada: Grafo G = (V, E), valor k € N.

Pregunta: ;Es G k-clique-coloreable? Es decir, ;Existe un k-coloreo f de G,
tal que f es un clique-coloreo de G?

Se sabe que el problema k-CLIQUE-COLORING es Y5-Completo para todo k > 2
[Mar04], por lo que ni siquiera se puede verificar un certificado positivo en tiempo po-
linomial a menos que NP =%% lo que implicarfa que la jerarquia polinomial se colapsa
en NP. También se conocen algunas subclases de grafos donde al restringir k-CLIQUE-
COLORING, el problema sigue siendo 35-Completo. Por ejemplo, 2-CLIQUE-COLORING
es Yb-Completo incluso para grafos sin ciclos impares inducidos de longitud mayor a
3 [Déf09)].

A pesar de su dificultad, cuando el problema se restringe a algunas clases especiales de
grafos y algunos valores especiales de k, se puede demostrar que el problema pertenece
a NP o incluso que es polinomial. Por ejemplo, es NP-Completo decidir si un grafo cuya
clique maxima tiene tamano acotado por una constante es k-clique-coloreable [Déf06];
todo grafo planar es 3-clique-coloreable [MS99], y se puede determinar si es 2-clique-
coloreable en tiempo polinomial [KT02].

En este trabajo tomaremos algunos de estos resultados para compararlos con los ob-
tenidos para el problema de k-biclique-coloreo.

1.4. Biclique coloreo

Motivados por el problema de clique coloreo, en este trabajo estudiamos la posibilidad
de k-colorear un grafo de manera tal que ninguna biclique tenga todos sus vértices del
mismo color.

Dado un coloreo f de un grafo G, decimos que una biclique B es monocromatica si
f(u) = f(v) para todo u, v € B, mientras que es policromdtica si no es monocromética.
En el caso particular que B contenga vértices de exactamente dos colores, decimos que
B es bicromatica.

Estos conceptos son suficientes para definir k-biclique-coloreo.

Definicién 1.1 (k-biclique coloreo). Decimos que un k-coloreo f de G es un k-biclique-
coloreo si todas las bicliques de G son policromaticas para f.

El problema k-BICLIQUE-COLORING, o problema de k-biclique-coloreo, se define en-
tonces de la siguiente manera.



k-BICLIQUE-COLORING:
Entrada: Grafo G = (V, E), valor k € N.

Pregunta: ;Es G k-biclique-coloreable? Es decir, ; Existe un k-coloreo f de G,
tal que f es un biclique-coloreo de G?

Definamos algunos parametros que nos seran ttiles para el estudio de este problema.
En coloreo de vértices, el niimero cromatico de un grafo G, o x(G), es el minimo k tal
que G es k-coloreable. De manera analoga, vamos a definir el nimero biclique-cromatico.

Definicién 1.2 (ntimero biclique-cromético). El niimero biclique-croméatico de G, de-
notado xpc(G), es el minimo k tal que G es k-biclique coloreable.

Como pronto veremos, otro parametro de G que puede brindar informacién sobre la
biclique coloreabilidad de G es el cardinal de su bloque mas grande.

Definicién 1.3 (ntmero de bloque). El nimero de bloque de G, notado S(G), es el
tamano del bloque mas grande de G.

Teniendo estas definiciones observemos ahora algunas propiedades generales de k-
BICLIQUE-COLORING.

En primer lugar, mostramos una cota inferior para el nimero biclique-cromatico, que
se obtiene de analizar la relacion entre vértices mellizos y las bicliques en un grafo.

Lema 1.1. Una biclique contiene unicamente una arista (v,w) si y sélo si v y w son
mellizos.

Demostracion. Supongamos que v v w no son mellizos, i.e., existe un vértice z adyacente
a uno de ellos y no al otro. Sin pérdida de generalidad, supongamos que z es adyacente
a vy noa w. Entonces {{v},{w}} estd contenido en {{v},{w,z}}, que es bipartito
completo. En consecuencia, {{v}, {w}} no es una biclique.

Reciprocamente, supongamos que {{v}, {w}} no es una biclique. Dado que {{v}, {w}}
induce un subgrafo bipartito completo, debe estar contenido en una biclique B. Luego,
existe un vértice z € B\ {v, w}. Sin pérdida de generalidad supongamos que el bipartito
completo {{v},{w, z}} pertenece a G. Entonces, z es adyacente a v, y es no adyacente
aw. [

Debido a esta propiedad de los vértices mellizos para el coloreo de bicliques, muchas
veces estaremos interesados en poder obtener, para un grafo G, la particiéon de V(G) en
bloques. Este procedimiento se puede realizar en tiempo O(n + m). El algoritmo y las
estructuras de datos necesarios para hacerlo se puede encontrar, por ejemplo, en [SS06].

Por otra parte, el estudio de los vértices gemelos también nos permite establecer una
propiedad 1util.



Propiedad 1.1. Sv v y w son dos vértices gemelos de un grafo, entonces toda biclique
que contiene a v también contiene a w.

Demostracion. Siv € X para una biclique {X, Y}, entonces Y C N(v) y X NN (v) = 0.
Como N(w) = N(v), entonces Y C N(w) y X N N(w) = 0. Por lo tanto, {X U {w}, Y}
es bipartito completo, i.e., w € X. O

Si se quiere obtener un k-biclique-coloreo, la tinica manera de colorear las bicliques
que son una arista (v, w) es que v y w sean de colores distintos. En consecuencia, cada
bloque de cardinal r emplea exactamente r colores en cualquier biclique-coloreo, por
Lema 1.1. Luego, obtenemos la siguiente cota.

Propiedad 1.2. Para todo grafo G, xp.(G) > B(G).

Por otra parte, podemos ver que x(G) es una cota superior para xp.(G). En efecto,
si B es una biclique, es policromatica para cualquier coloreo valido, ya que contiene al
menos una arista.

Propiedad 1.3. Para todo grafo G, xu.(G) < x(G).
Como corolario, obtenemos los siguientes resultados.
Corolario 1.1. Sea G grafo de n vértices. Entonces, xp.(G) =mn si y sdlo si G = K,,.

Demostracion. Para ver que xp(K,,) = n, notemos que 3(K,) = ny por Propiedad 1.2,
B(K,) < Xxbe(Ky). Por otra parte, si H # K, entonces x(H) < n, y por Propiedad 1.3,
Xve(H) < x(H). O

Corolario 1.2. Si G es un grafo no trivial bipartito conezo, entonces, xp.(G) = 2.

Demostracion. Como G es no trivial, 2 < yp.(G), mientras que por propiedad 1.3,
Xbe(G) < X(G) =2. O

Este caso es particularmente interesante porque encontrar bicliques en grafos biparti-
tos es computacionalmente costoso [Pee03, Pri00], y sin embargo resolver k-BICLIQUE-
COLORING es trivial.

Existen otras familias de grafos donde se puede determinar el niimero biclique-cromati-
co para todos sus miembros. En particular, para los ciclos se pueden colorear los vértices
alternadamente y obtener un 2-biclique-coloreo, como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Para todo n > 3, xp.(Cp) = 2.

Demostracion. Sea vy, ..., v, la secuencia del ciclo, y definamos f como el 2-coloreo tal
que f(v;) = 1,si¢esimpar,y f(v;) = 2, si ¢ es par, para todo i € {1,...,n}. Veamos que
f es un 2-biclique-coloreo. Para esto, basta notar que toda biclique en un ciclo es una

estrella que tiene por centro un v;, para todo j € {1,...,n}, y por puntas a Vj—1y Vjt1,
bajo suma en médulo n. Si 1 < j < n, entonces f(v;) # f(vj41); ¥y en caso contrario,
fwj—1) # f(v)). 0



Otra caracteristica de este problema es que los k-biclique-coloreos no son hereditarios,
es decir, un k-biclique-coloreo de un grafo G puede no serlo para algin subgrafo inducido
de GG. Podemos ver un ejemplo de esto en la Figura 1.1.

V2 V2
(1

V1 U3 U1 Vg
(a) xbe(G) =2 (b) xbe(G) = 3

Figura 1.1: Ejemplo donde la propiedad de k-biclique-coloreabilidad no es hereditaria.
El grafo de la izquierda es 2-biclique-coloreable. Sin embargo, si quitamos el
vértice vy, obtenemos un K3 y, como vimos, yp.(K3) = 3.

Mas ain, para cualquier grafo G, siempre existe un grafo 2-biclique-coloreable H tal
que G C H.

Teorema 1.3. Todo grafo G es subgrafo inducido de un grafo H 2-biclique-coloreable.

Demostracion. Sea H el grafo que se obtiene de agregar n vértices wy, ..., w, a un grafo
G con vértices vy, ..., v,, de forma tal que Ng(v;) = Ny (w;) para todo i € {1,...,n}.
Sea f el 2-coloreo de H tal que f(v;) = 1y f(w;) = 2 para todo i € {1,...,n}. Por
Propiedad 1.1, una biclique contiene a v; si y sélo si contiene a w;. Luego, toda biclique
es bicromaética. O]

Esto nos muestra que no es factible enfocar el problema k-BICLIQUE-COLORING tra-
tando de encontrar soluciones locales.

En este trabajo estudiamos la complejidad computacional del problema k-BICLIQUE-
COLORING, y buscamos familias de grafos donde este problema sea computacionalmente
menos costoso que en el caso general.

1.5. Organizacion de la tesis

En el Capitulo 2 mostramos que k-BICLIQUE-COLORING es Y.5-Completo, incluso pa-
ra grafos Kjs-free. Para esto, estudiaremos una reduccién de QSAT; a k-BICLIQUE-
COLORING, y luego probaremos que el problema k-BICLIQUE-COLORING se reduce en
(k + 1)-BICLIQUE-COLORING.

En el Capitulo 3 veremos algunas clases de grafos donde k-BICLIQUE-COLORING es
NP-Completo. En particular, veremos que es NP-Completo para grafos split. Observare-
mos luego que el problema es NP para la familia (Wy, dart, gem, K, j,)-free, con i, jo



constantes, y en particular que es NP-Completo para la familia (Wy, dart, gem, Kj 3,
K,y)-free.

En el Capitulo 4 veremos algunas clases de grafos donde k-BICLIQUE-COLORING se
puede resolver en tiempo polinomial. En particular, mostramos cémo para algunos casos
de grafos split, entre ellos los threshold, y los grafos cordales diamond-free, se puede
resolver en tiempo lineal. Luego veremos algunas familias de grafos en las que conocemos
el nimero biclique-cromaético.

El Capitulo 5 contiene las conclusiones de esta tesis, incluyendo una comparaciéon
entre CLIQUE-COLORING y BICLIQUE-COLORING y se plantean problemas abiertos como
trabajo futuro.
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2 Complejidad computacional de
biclique-coloreo

En este capitulo exploramos la complejidad del problema k-BICLIQUE-COLORING en
el caso general. Este andlisis tiene sus raices en el estudio de k-CLIQUE-COLORING,
problema para el que se determiné que la complejidad es 35-Completo en 2004 [Mar04].

La estructura general de la demostracion es la misma que en el caso de clique coloreo:
en primer lugar vemos que k-BICLIQUE-COLORING esta en Y5 para todo k > 2. Luego,
por medio de una reduccién del problema QSAT, a 2-BICLIQUE-COLORING, probamos
que 2-BICLIQUE-COLORING es Y5-Completo. Para mostrar que k-BICLIQUE-COLORING
es Yh-Completo para todo k > 3, presentamos una reduccién de (k — 1)-BICLIQUE-
COLORING a kZ—BICLIQUE—COLORING.

Debido a que los grafos que construimos para realizar ambas demostraciones son K3 3-
free y no poseen pares de vértices que sean gemelos, podemos afirmar que la complejidad
de k-BICLIQUE-COLORING se preserva incluso para la clase de grafos con estas carac-
teristicas.

Ambas reducciones siguen las ideas esenciales subyacentes a las correspondientes para
clique coloreo, pero adaptadas al contexto de bicliques.

2.1. Preliminares

Antes de establecer la complejidad computacional del problema de biclique colo-
reo, sera necesario repasar la definicién y complejidad del problema QSAT,, y definir
dos nuevas estructuras que utilizaremos para las demostraciones de este capitulo: los
preservadores-r y los alternadores.

2.1.1. El problema QSAT,

Para probar la Y5-Completitud de 2-BICLIQUE-COLORING, construiremos una reduc-
cién polinomial a partir de QSATs. La definicion de QSAT; es la siguiente.
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QSAT,:
Entrada: Una férmula ®(%,y) de n + m variables en forma 3DNF, con ¥ =
(s vxm) e = (4, s tm).

Pregunta: jExiste un vector ¥ € {0,1}" tal que ®(%,y) sea verdadera para
todo g € {0,1}™? Es decir, ;V§®(X, yj) es satisfacible?

Este problema es en realidad un caso particular de la generalizacién QSAT;. Para
cada 7, QSAT; toma ¢ conjuntos de variables, y la pregunta es si la férmula que tiene
cuantificadores existenciales y universales alternados sobre estos conjuntos de variables
es satisfacible. Meyer y Stockmeyer [SM73] probaron que QSAT; es Y¥-Completo para
todo i. En particular, QSAT; es ¥b-Completo.

Entonces, como mencionamos anteriormente, basta encontrar una reduccién polino-
mial de QSAT, a un problema IT € Y8 para ver que IT es un problema Y:5-Completo.

2.1.2. Preservadores y alternadores

En este capitulo requeriremos la construccion de grafos con ciertas restricciones sobre
el biclique coloreo. En paricular, desearemos poder afirmar, por un lado, que dos vértices
particulares deben tener el mismo color en cualquier k-biclique-coloreo, y por otro lado,
para el caso de k = 2, que deben tener color distinto.

Para garantizar que dos vértices v y w tienen el mismo color en cualquier k-biclique-
coloreo f de (G, tiene que existir una biclique que sea necesariamente monocromatica si
fueran de colores diferentes. Esto quiere decir que para cada color de w distinto de f(v),
existe una biclique monocromatica.

Una manera de lograr esto es utilizando la estructura que definiremos a continuacién
(ver Figura 2.1).

Definicién 2.1 (semi-preservador-k). Decimos que un vértice v se conecta por un
semi-preservador-k a otro vértice w, si existe el siguiente subgrafo H en G: Se tienen

Ch,...,Cyx_1, grafos completos de tamano k. El vértice v es totalmente adyacente a C,
para todo 1 < i < k — 1. A su vez, existen k — 1 vértices dy,...,d,_1 tales que d; es
totalmente adyacente a C; para i € {1,...,k — 1}. Los vértices dy, ..., d;_; forman un

completo D, y w es totalmente adyacente a D. Ningun vértice de H, salvo v y w, es
adyacente a otro vértice de G. Notar que, en particular, v y w pueden ser adyacentes.

Veamos que, efectivamente, si dos vértices v y w estan conectados por un semi-
preservador-k, entonces deben tener el mismo color en cualquier k-biclique-coloreo.

Lema 2.1. Si un vértice v de un grafo G se conecta por un semi-preservador-k a un
vértice w # v, entonces v y w tienen el mismo color en cualquier k-biclique-coloreo de

G.
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Figura 2.1: Un semi-preservador-k conectando los vértices v y w.

Demostracion. Sean v, w, D = {dy, ..., dx_1}, C1, ..., Cr_1 los vértices y aristas del
semi-preservador-k£ como en la Figura 2.1. En primer lugar, notemos que C; es un bloque
para todo i € {1,...,k—1}. Luego, por Lema 1.1, el conjunto C; contiene exactamente
un vértice de cada color.

Consideremos un k-biclique-coloreo de GG y supongamos que en este, el vértice v tiene
color p € {1,...,k}. Ningin vértice d; € D puede ser de color p, debido a que si d;
fuera de color p, entonces {{¢;},{v,d;}} seria una biclique monocromatica, donde ¢; es
el vértice de C; de color p.

Por otra parte, ningin par de vértices d;, d; € D pueden ser del mismo color, debido a
que si fueran ambos de color ¢ € {1,...,k}, entonces {{d;},{d;,c;}} serfa una biclique
monocromatica, donde c; es el vértice de C; de color ¢.

En resumen, v es de color p, y D contiene exactamente un vértice por cada color
distinto a p en el k-biclique-coloreo.

El vértice w, entonces, debe tener el color p, dado que si fuera de color v € {1,...,k}\
p, la biclique {{d;}, {¢;, w}} serfa monocromadtica, donde d; es el vértice de D de color
7y ¢; es el vértice de C; de color . O]

Si bien un semi-preservador-k efectivamente fuerza el mismo color sobre dos vértices,
posee dos desventajas: es asimétrico, y no es k-biclique-coloreable. Para ver esto tltimo,
observemos que la estrella centrada en v que incluye, para cada i, al vértice de C; del
mismo color que v, es una biclique monocromatica.

Nos gustaria, en cambio, contar con una estructura simétrica que, ademas de preser-
var el color entre dos vértices, se pueda k-biclique-colorear, independientemende de la
estructura del resto del grafo.
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Entonces, para las demostraciones en este capitulo utilizaremos una nueva estructura
basada en los semi-preservadores-r, que definimos a continuacion.

Definicién 2.2 (preservador-r). Decimos que dos vértices, v y w en G, se hallan conec-
tados por un preservador-k, si existe el siguiente subgrafo H de G:

» Existen dos vértices adyacentes z, 2/, en H.

= Kl vértice z esta conectado por un semi-preservador-k a v, y conectado por un
semi-preservador-k a w.

= Ningtin vértice de H, salvo v y w, es adyacente a otro vértice de G.

Nuevamente, notar que v y w pueden ser adyacentes en G.

Nos referiremos a los vértices conectados por un preservador-k como sus extremos, y
al resto de los vértices del preservador-k como sus vértices internos. En la Figura 2.2
vemos la estructura de un preservador-k.

D, ;d1

D,

Ry
./Q§

2 k+1
v 9 w
d3 dk—i—?
dk—l d2k72

Figura 2.2: Un preservador-k conectando los vértices v y w.

Notacion. Cuando dos vértices v y w estan conectados por un preservador-k, los no-
taremos con una arista punteada que contiene la etiqueta “=;”. Si v y w son ademas
adyacentes, entonces utilizamos una arista que contiene la etiqueta “=;”. La Figura 2.3
muestra la notacién para preservadores-k.

Por Lema 2.1, en cualquier k-biclique-coloreo, el vértice v tiene el mismo color que z,
que a su vez tiene el mismo color que w. Registramos este hecho en el siguiente lema.
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Figura 2.3: La notacién que emplearemos para indicar que dos vértices v y w estan conec-
tados por un preservador k. Arriba, el caso cuando v y w no son adyacentes,
y abajo el caso cuando lo son.

Lema 2.2. Todo par de vértices v, w en un grafo G que estin conectados por un
preservador-k tienen el mismo color en cualquier k-biclique-coloreo de G.

Ahora observemos que un preservador-k en un grafo G se puede k-biclique-colorear de
forma tal que sus vértices internos no formen bicliques monocromaticas, independiente-
mente de la estructura de G.

Lema 2.3. Sea G tal que P es un preservador-k que une a v y w € G. Entonces, los
vértices de P se pueden k-biclique-colorear de manera tal que todas las bicliques de G
que contienen algun vértice interno de P son policromdticas.

Demostracion. Sean v, w, D1, Do, C1, ..., Co_s, 2y 2’ como en la Figura 2.2. Utilizamos
el siguiente k-coloreo.

= v, wy z tienen el mismo color ¢ € {1,... k}.

» Cada C; (1 <i <2k —2) se colorea usando los k colores disponibles.
» Los conjuntos Dy y D se colorean usando los colores {1,...,k}\ ¢.
» El vértice 2’ es de cualquier color en {1,...,k}\ ¢.

Ahora veamos que sea cual sea la estuctura de GG, no hay bicliques monocromaticas
en GG que incluyan un vértice interno de P.

Debido a que ningin vértice interno de P es adyacentes a algtn vértice de G\ P, los C}
inducidos que incluyen algun vértice interno de P y algin vértice de G\ P deben incluir
a v y w. Sin embargo, ningin vértice interno de P es adyacente simultdneamente a v
y w. Tampoco hay ningtin C4 inducido formado enteramente por vértices de P, incluso
cuando v y w son adyacentes. Por lo tanto, las tinicas bicliques que contienen vértices
internos de P son estrellas centradas en algin vértice de P.

Revisemos que no hay estrellas monocromaticas centradas en ningin vértice de P.

= Las estrellas centradas en los extremos deben tener como punta algin d; € Dy UDs.
Como d; tiene un color distinto a ¢, estas estrellas son policrométicas.
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» La estrella centrada en d € D;, j € {1,2}, incluye a algin vértice ' € D; o al
extremo de P al que es adyacente. Como tanto d' como los dos extremos de P
tienen colores distintos al de d, entonces esta biclique estrella es policromatica.

» Las estrellas centradas en un vértice de C;, i € {1,...,2k — 2}, siempre incluyen a
z v ad;. Como z es de un color diferente a d;, la biclique es policromatica.

= La biclique centrada en z incluye a 2/, que coloreamos de color diferente, por lo
que la biclique es policromatica.

Entonces este k-coloreo no produce bicliques monocromaticas que incluyan algin vérti-
ce interno de P. O

El Lema 2.3 nos indica que podemos abstraernos de los preservadores-k al buscar
un k-biclique-coloreo de un grafo, ya que el esquema de coloreo mostrado hace que sus
vértices internos estén siempre en bicliques policromaticas.

Es importante notar que estamos probando que bajo el coloreo del Lema 2.3 las
estrellas centradas en los extremos de un preservador-k siempre son policromaticas.
Utilizaremos esto més adelante.

Los preservadores-k nos permiten definir grafos donde en cualquier k-biclique-coloreo,
ciertos vértices son necesariamente del mismo color. Otra construccion en la que estamos
interesados es una que, para cualquier 2-biclique-coloreo, permita asegurarnos que dos
vértices son de color distinto.

Observemos el semi-preservador-2. En este caso, entre v y w sélo existe un completo
C = {c1, 2} y un vértice d. En la Figura 2.4 podemos ver cémo es su estructura.

&

C2

Figura 2.4: Un semi-preservador-2 conectando los vértices v y w.

Tomando el semi-preservador-2, vamos a definir una nueva estructura que nos permi-
tird garantizar que dos vértices son de color distinto en cualquier 2-biclique-coloreo.

Definicién 2.3 (alternador). Decimos que dos vértices v y w de G estan conectados
por un alternador si existe el siguiente subgrafo H de G:

= Existe un vértice z en H, tal que z estd conectado por un semi-preservador-2 a w.

= Kl vértice v es adyacente a z.

16



» Ningin vértice de H, salvo v y w, es adyacente a otro vértice de G.

En la Figura 2.5 vemos la estructura de un alternador. Notar que en este caso la
construccion no depende de un parametro, ya que los alternadores solo se definen para
2-biclique-coloreos. Como en el caso de los preservadres-k, llamaremos a v y w extremos
del alternador, y al resto de los vértices que lo componen vértices internos. Veamos ahora
que los alternadores efectivamente garantizan que sus extremos son de colores distintos.

1

C2

Figura 2.5: Un alternador conectando los vértices v y w

Notacién. Cuando dos vértices v y w estdn conectados por un alternador, los notaremos
con una arista punteada que contiene la etiqueta “x”. Si v y w son ademas adyacentes,
entonces utilizamos una arista que contiene la etiqueta “x”.La Figura 2.6 muestra la
notacion para alternadores.

V@ x o

Figura 2.6: La notaciéon que emplearemos para indicar que dos vértices v y w estan co-
nectados por un alternador. Arriba, el caso cuando v y w no son adyacentes,
y abajo el caso cuando lo son.

Lema 2.4. Todo par de vértices v y w conectados por un alternador en un grafo G
tienen colores distintos en cualquier 2-biclique-coloreo de G.

Demostracion. Sean v, w, d, z, ¢; v ¢ como en la Figura 2.5 y consideremos un 2-
biclique-coloreo de GG. En primer lugar notemos que como ¢; y c2 son vértices mellizos,
por Lema 1.1, son de distinto color.

El vértice z esta conectado por un semi-preservador-2 a w. Entonces, por Lema 2.2
deben ser del mismo color. Ahora, v es adyacente a z. Si v fuera del mismo color que
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z, entonces {{z}, {v,¢;}} serfa una biclique monocromaética, donde ¢; (i € {1,2}) es el
vértice del mismo color que z. Por lo tanto v tiene color distinto a z. O

Veamos ademés que, como en el caso de los preservadores-r, se puede 2-biclique-
colorear un alternador de manera tal que sus vértices internos no estén en ninguna
biclique monocromatica, independientemente de la estructura del resto del grafo.

Lema 2.5. Sean v y w dos vértices de un grafo G que se encuentran unidos por un
alternador A. Entonces, los vértices de A se pueden 2-colorear de manera tal que todas
las bicliques de G que contienen algun vértice interno de A son bicromdticas.

Demostracion. Sea A = {v,w, z,d, ¢y, ca} con sus vértices como en la Figura 2.5. Utili-
zamos el siguiente 2-coloreo para los vértices de A:

= Los vértices v y w llevan colores distintos.
= El vértice d se colorea con el mismo color que v.
= El vértice z se colorea con el mismo color que w

= El vértice ¢; se colorea con el color 1, y ¢y con el color 2.

Veamos que toda biclique de G con algiin vértice interno de A es bicromaética.

Como ningtin vértice interno de A es adyacente con los vértices de G \ A, y no forman
ningin CYy, las unicas bicliques que hay que revisar son las estrellas centradas en algin
vértice de A:

= Las estrellas centradas en v incluyen a z, que es de color distinto a v. Andlogamente,
las estrellas centradas en w incluyen a d, que es de color distinto a w.

= Las estrellas centradas en z incluyne a v, que es de color distinto a v. Andlogamente,
las estrellas centradas en d incluyen a w, que es de color distinto a v.

= Las estrellas centradas en ¢; o en ¢y siempre incluyen a d y z, que son de colores
distintos entre si, asi que son bicromaticas.

Esto muestra que todas las bicliques que incluyen algin vértice interno de A son
bicromaticas. N

El Lema 2.5, entonces, nos dice como 2-biclique-colorear un alternador. La Figura 2.7
muestra como quedan coloreados los vértices de un alternador luego de aplicar el esquema
del Lema 2.5.

Ahora, utilizando los preservadores-k, alternadores, y los Lemas 2.2-2.5, estamos en
condiciones de construir los grafos que nos permiten determinar la complejidad de k-
BICLIQUE-COLORING.
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Figura 2.7: Alternador coloreado segin el esquema propuesto en el Lema 2.5.

2.2. Complejidad de biclique coloreo

Vamos a probar que k-BICLIQUE-COLORING estd en Y5-Completo en el caso general.
El esquema de esta demostracion es el siguiente. Primero observamos que el proble-
ma estd en X5, Luego, vemos que QSAT, es polinomialmente reducible a 2-BICLIQUE-
COLORING, mostrando que 2-BICLIQUE-COLORING es Y5-Completo.

Una vez probado que 2-BICLIQUE-COLORING es X5-Completo, probamos que para todo
k > 2, k-BICLIQUE-COLORING es reducible en tiempo polinomial a (k + 1)-BICLIQUE-
COLORING, mostrando por lo tanto que para todo £ > 2, k-BICLIQUE-COLORING es
¥:5-Completo.

Vamos a ver, ademds, que estas mismas demostraciones nos permiten afirmar que el
problema se mantiene en ¥} incluso para la clase de grafos Kj 3-free sin vértices gemelos.

Comencemos mostrando que k-BICLIQUE-COLORING es un problema que esta en Y5.

Teorema 2.1. El problema k-BICLIQUE-COLORING pertenece a X5, para todo k € Nss.

Demostracion. Por Teorema 1.1, basta probar que el problema de verificacion de un
certificado positivo de k-BICLIQUE-COLORING es un problema en coNP. Un certificado
positivo para k-BICLIQUE-COLORING de un grafo GG es un coloreo de los vértices de G.
Veamos que verificar que f es un k-biclique-coloreo es un problema en coNP.

Dado f, y un conjunto de vértices B C G, se puede verificar en tiempo polinomial si B
es una biclique y si todos los vértices de B son del mismo color en f. Entonces, B es un
certificado negativo para el problema de ver si f es un k-biclique-coloreo, y su verificacion
toma tiempo polinomial. Esto nos dice que la verificacién de un k-biclique-coloreo es un
problema en coNP.

Entonces, k-BICLIQUE-COLORING estd en la clase de complejidad 5. O

Una vez probado que k-BICLIQUE-COLORING es Y5, pasamos a ver que 2-BICLIQUE-
COLORING es Y5-Completo.

Teorema 2.2. El problema 2-BICLIQUE-COLORING es X5 -Completo, incluso para la cla-
se de grafos Ks 3-free sin vértices gemelos.
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Demostracion. Para ver que 2-BICLIQUE-COLORING es Y5-Completo, tenemos que ver
que el problema pertenece a la clase de complejidad 35, y que hay un problema X5-
completo que se reduce polinomialmente a él. El hecho de que 2-BICLIQUE-COLORING
€ X% lo probamos en el Teorema 2.1.

El problema a partir del cual mostraremos una reduccion a 2-BICLIQUE-COLORING
es QSATy. Dada una férmula ®(¥,7), con ¢ cldusulas ?y,..., % y n + m variables, ¥ =
Xy Xy § = Y1,---,Ym, construimos un grafo G' que es 2-biclique-coloreable si y sélo
si existe un x € {0, 1}" tal que para todo y € {0,1}"™, ®(%, 3) es verdadera.

El grafo se construye de la siguiente manera (Ver Figura 2.8):

» Por cada variable x; (1 < i < n), existen dos vértices adyacentes, x; y T;, conectados
por un alternador.

» Por cada variable y; (1 < j < m), existen dos vértices adyacentes, y; y ¥;, conec-
tados por un preservador-2. Adicionalmente, para j € {1,...,m — 1}, 7; se halla
conectado a y;41 por medio de un preservador-2.

» Por cada clausula 7, (1 < k < [), existe un vértice pg. Los vértices py,...,ps
conforman un completo, y, para todoi € {1,...,{—1}, p; esta conectado por medio
de un preservador-2 a p;.1. Ademas, pi es adyacente al vértice [ que corresponde
al literal £ si y s6lo si [ no es un literal de ®, para todo [ € {x, 7|1 <i <n}U
{y,5]1 < j < m}. Es decir, p;, es adyacente a todos los vértices correspondientes
a los literales de @, salvo aquellos cuya negacién pertenece a .

» Existe un vértice, al que llamaremos core, adyacente a x;, T;, y; € ¥;, para todo
ie{l,....,n},j€{1,...,m}.

= Existe un par de vértices adyacentes c; y ¢o, adyacentes a core, y adyacentes a py
para todo k € {1,...,¢}. Notar que {p1,...,ps,c1,C2} es un completo de tamano
+2.

» Existe un vértice c3, adyacente a c; y co.

» Existe un vértice, al que llamaremos colorset, que esta conectado por medio de un
preservador-2 a 7,,, conectado por medio de un alternador a pg, y conectado por
medio de un alternador a cs.

Esto concluye la construccion de G. Es facil ver que G puede ser construido en tiempo
polinomial. En la Figura 2.8 se muestra un ejemplo de GG para una féormula .

Ahora veamos que G es 2-biclique-coloreable si y sélo si existe algin ¥ que satisface
® para todo .

En primer lugar supongamos que existe algin ¥ que satisface ® para todo 3. Definimos
un 2-biclique-coloreo de GG de la siguiente manera:
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colorset

Figura 2.8: Construccién de G para reduccion de QSATy a k-BICLIQUE-COLORING con
entrada ®g = (M Ay Ap)V(a ABAR)V (A Ay). Por simplicidad, sélo
se grafican las adyacencias con los vértices de {z;,7;|1 < <n}U{y;,7;|1 <
Jj < m} del vértice correspondiente a la clausula 2 = (1 A G A ). La
arista que conecta el conjunto {p1, pe, p3} con el conjunto {ci, ¢} indica que
{p1,p2,Dp3,c1,C2} es un completo.

» Para todo k € {1,...,/}, asignar a py, el color 2.

» Para todo i € {1,...,n}, si  es verdadera en ¥, asignar el color 1 a z; y el color
2 a 7;. En caso contrario asignar el color 2 a x; y el color 1 a ;.

» Para todo j € {1,...,m}, y; e y; se colorean con el color 1.
= Los vértices core, colorset y ¢; son de color 1, mientras que ¢y y ¢3 de color 2.

= Todos los vértices internos de los preservadores-2 y de los alternadores se colorean
con los colores 1 y 2 segtin los Lemas 2.3 y 2.5. Notar que esto es consistente debido
a que los extremos de todo preservador-2 son del mismo color, y los extremos de
todo alternador son de colores diferentes.

En la Figura 2.9 podemos ver como queda el grafo G construido a partir de la férmula
®( luego de aplicarle este esquema de coloreo para cierta valuacién wval .

Veamos que este coloreo es un 2-biclique-coloreo, es decir, que toda biclique de G es
bicromatica.

En primer lugar verifiquemos las bicliques estrella. Separaremos el conjunto de vérti-
ces del grafo en familias y analicemos las posibilidades de que el centro de la biclique
propuesta se hallare en cada una.
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colorset

Figura 2.9: El grafo G construido a partir de @, luego de aplicar el esquema de coloreo
propuesto para la valuacién valy, donde valo(xg) = verdadero, valo(xz) =
falso, y wval((x3) = falso.

= Las bicliques estrella centradas en un vértice v perteneciente a un preservador-2 o
un alternador, sea v un extremo o un vértice interno, son bicromaticas, por Lemas
2.3y 2.5.

= Los vértices ¢; y ¢o son mellizos y forman una biclique bicromatica por definicion.
Toda otra biclique estrella centrada en ¢; o ¢y incluye por lo menos al vértice
core, y a pg, para algiin k. Como core es de color 1 y pi es de color 2 para todo
ke {1,...,0}, entonces esta biclique estrella es bicromatica.

= Sélo queda el caso de las bicliques estrella que tienen como centro a core. Su-
pongamos que B es una estrella maximal monocromatica centrada en core. Por
construccién, B tiene exactamente un vértice a; de cada par {z;,7;} (1 < i < n),
uno b; de cada par {y;,7;} (1 <i < m), y exactamente un vértice de {c;,co}. Por
definicion del coloreo, aq,...,an,b1,...,b, son todos de color 1 y ¢; € B. Sea el
vector i de manera tal que y; es verdadera si y sélo si y; € B. Como ®(%, 3) es ver-
dadera, pues ®(%, 3) es verdadera para cualquier 7, tiene que existir alguna cldusula
P, que se satisfaga para la combinacién particular de ¥ e 4. Si B, = (4L AL A L),
entonces py es adyacente a lq, ls, y I3, que son de color 1, dado que este es el color
que se asigna a los literales verdaderos, es decir, Iy, (3,13 € {ai,...,a,}. Ademas,
para todo i tal que x, 1 ¢ B, ocurre que py es adyacente a ambos x;, T;. Entonces
pr es adyacente a a; para todo i € {1,...,n}. Andlogamente, p; es adyacente a
b; parat = 1,...,m, vy a c¢;. Por lo tanto, p; es adyacente a todas las puntas de
B, y es no adyacente a core. En otras palabras, B no es biclique estrella porque
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estd contenida en el bipartito completo B U {py}, absurdo.

Para analizar las bicliques de G de la forma K, a,b > 2, vamos a probar que todos
los C4 que se forman en G son bicromaticos, ya que el grafo Cy es K5 por lo tanto toda
biclique de la forma K, a,b > 2 de G incluye un Cj.

= Los vértices internos de los preservadores-2 y los alternadores no estan contenidos
en ningun Cy de G.

» Los Cy que contienen a x; y 7, son de la forma z;,7;, pj, pr, con i € {1,...,n}
y j. ke {l,...,l}, tal que x; € B, y 1 € P;. Como z; es de color distinto a 7,
estos Cy son bicromaticos. De manera andloga, los Cy que contienen a y; y y; son
bicromaticos.

= Los (4 que contienen a core y py, con k =1,...,1, son de la forma core, py, la, Iy,
donde Iy, 0l € {z;,7; | i € {1,...,n}}U{y;, 7 | i € {1,...,m}}, lo # lp. En este
caso, como core es de color 1, mientras que p; es de color 2 para todo k, estos Cy
son bicromaticos.

= Observemos que aunque 7, es un caso especial porque pertenece a un preservador-
2, ningun vértice interno de un preservador-2 pertenece a un Cy, por lo que 7, no
pertenece a ninguin Cy que no hayamos contemplado.

Es facil ver que c3 y colorset no pertenecen a ningin Cy de G, y que todos los Cj
inducidos que contienen a core, py para algun k € {1,...,l}, a ¢; 0 a ¢ también con-
tienen algin vértice | € {z;,7;|1 < i < n}U{y;,7;]1 < j < m}, por lo que ya fueron
considerados. Entonces, no quedan C} inducidos en GG potencialmente monocromaticos.

Dado que cualquier biclique de la forma K,;, a,b > 2 contiene un Cy inducido, y
todos los C)y de G son bicromaticos, no pueden haber bicliques monocromaticas de este
tipo.

Veamos ahora que dado un coloreo valido de G, podemos definir una valuacién que
satisface ® para todo valor de y.

Sea f un 2-biclique-coloreo de G y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
f(colorset) = 1. Definamos el vector ¥ de manera tal que x es verdadera si y sélo
si f(x;) = 1. Dado que para todo i € {1,...,n}, x; y Z; estdn conectados por un alter-
nador, por Lema 2.4, son de color distinto. Por lo tanto, el vector ¥ esta bien definido.

Para ver que esta valuacién cumple que para cualquier y, se satisface ®(¥, 3/), tomemos
un g y consideremos X = {z; | x es verdadera en ¥} U {Z; | x es falsa en ¥}, y por
otro lado Y = {y; | y; es verdadera en g} U {7 | y; es falsa en 1)}.

Todos los vértices de X son de color 1.

Por otra parte, el vértice colorset es de color 1 y esta conectado por medio de un
preservador-2 al vértice 7,,. Dado que para todo j € {1,...,m — 1}, 7; esta conectado
a Y41 por un preservador-2 y para todo j € {1,...,m} y; e J; estan conectados por un
preservador-2, todos los vértices de Y son de color 1.
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De manera similar, como colorset esta conectado por un alternador a p,, y como para
todo k € {2,...,0}, py estd conectado por medio de un preservador-2 a py_1, entonces
para todo k € {1,...,¢}, f(pr) = 2.

Ademas, dado que los vértices ¢; y ¢ son mellizos, por Lema 1.1 deben ser de colores
distintos. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f(c;) =1y f(cy) = 2.

También vale que f(c3) = 2, dado que ¢z se halla conectado por un alternador a
colorset. Esto hace que core sea de color 1, ya que si fuera de color 2, las bicliques
estrella {{ca}, {core, c5,pp}} (K € {1,...,£}) serfan bicliques monocromaticas.

Entonces, la estrella en GG centrada en core, que tiene por puntas a todos los vértices
de X UY, y a ¢, tiene todos sus vértices de color 1. Como f es un 2-biclique-coloreo,
esta estrella no puede ser una biclique, por lo tanto existe al menos un vértice z que es
totalmente adyacente a X, totalmente adyacente a Y, adyacente a ¢, y de color 2. Este
vértice z debe ser igual a p, para algin ¢ € {1,...,(}.

Si el vértice p, es adyacente a todo vértice de X, quiere decir, por construcciéon de G,
que {l1,l2,l3} C X, donde 2, = (4 A b A ). Pero entonces, i, L y f son verdaderas,
implicando que ®(¥, ) es verdadera.

Dado que no establecimos restricciones en la eleccién de 1, el vector ¥ efectivamente
satisface ® para todo .

Por ultimo, veamos que el grafo G' no contiene ningtn K33 ni vértices gemelos.

Para ver que G no posee ningin Kj 3, recordemos que los vértices internos de los
preservadores-2 y los alternadores no pertenecen a ningin C}, y por lo tanto tampoco a
ningun Kj 3, y veamos que los Cy que se forman en GG no se pueden extender a un Ky 3.

= En el caso de los Cy de la forma z;,7;, p;, pr, coni € {1,....,n}y j, ke {1,...,1},
vemos que dado que no hay otro vértice en GG que sea adyacente simultaneamente
ax;yap;, 0ad;yapg nosepuede completar un K33. Andlogamente, los C;
que contienen a y; y ¥; con con ¢ € {1,...,m}, también son biclique.

= En el caso de los Cy de la forma core, py, l,, [, vemos que, si bien puede existir [,
no adyacente a l, y I, y adyacente a core y px, no hay en GG otro vértice que sea
adyacente simultaneamente a [, y [, y sea no adyacente a pi. Por lo tanto, no se
puede formar un Kj .

Por 1ltimo, para ver que G no posee vértices gemelos, notemos que todo vértice que
pertenece a un preservador-2 es adyacente a vértices internos de dicho preservador-2,
y como no hay vértices gemelos internos en un preservador-2, no puede tener vértices
gemelos en G. Analogamente, si pertenece a un alternador, tampoco puede tener vértices
gemelos en G.

Los tnicos vértices que no pertenecen a un preservador-2 o un alternador en G son
core, ¢, y c9. De estos vértices, sélo ¢y v c3 tienen los mismos vecinos, pero como son
adyacentes, son mellizos.

Por lo tanto, no hay ningin par de vértices de G son gemelos. El grafo GG es entonces
K3 3 sin vértices gemelos.
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Ahora que probamos que 2-BICLIQUE-COLORING estd en ¥5-Completo, vamos a probar
que k-BICLIQUE-COLORING estd en Yb-Completo para todo k& > 3, mostrando que k-
BICLIQUE-COLORING se reduce polinomialmente en (k + 1)-BICLIQUE-COLORING.

Es decir, vamos a mostrar cémo, dado un grafo GG, podemos construir otro grafo H
tal que G es k-biclique-coloreable si y sélo si H es (k + 1)-biclique-coloreable.

La idea de la reduccion es construir H de manera que exista un conjunto de vértices
W en H tal que W induce G. Si para cada biclique de G, los vértices correspondientes
de W también inducen una biclique, y por otro lado H requiere un color extra que no se
puede utilizar en los vértices de W, entonces estariamos en condiciones de afirmar que
H es (k + 1)-biclique-coloreable si y sélo si G es k-biclique-coloreable.

Teorema 2.3. El problema k-BICLIQUE-COLORING se puede reducir a (k+1)-BICLIQUE-
COLORING en tiempo polinomial.

Demostracion. Sea G grafo de n vértices vy,...,v,. Veamos la construccion del grafo
H, tal que H es (k + 1)-biclique-coloreable si y sélo si G es k-biclique-coloreable.

» Hay n vértices wy,...,w, en H, tales que w; es adyacente a w; en H siy sélo si
v; es adyacentes a v; en G.

= Porcada:=1,...,n, existe en H un vértice z;, tal que z; es totalmente adyacente
a Nw;) N {wy,...,w,}.

» Paratodoi € {1,...,n—1}, z; y 2,41 estdn conectados por un preservador-(k+1).

Esto concluye la constuccion de H. Es sencillo ver que esta construccion se puede
realizar en tiempo polinomial. La Figura 2.10 muestra un ejemplo de la construccion H
para el grafo Cs.

Veamos que las bicliques de Gy de H cumplen la siguiente propiedad.

Propiedad 2.1. Un conjunto de vértices B es una biclique de G si y solo si B = {w; |
v; € B} es una biclique de H.

Demostracion. Dado que para todo i,j € {1,...,n}, v; es adyacente a v; en G si y sélo
si w; es adyacente a w; en H, obtenemos que si B es una biclique, entonces B’ es un
bipartito completo, contenido en una biclique B”.

Supongamos, para obtener una contradiccion, que B’ € B”. Dado que ningun vértice
interno de un preservador-(k 4 1) es adyacente a un vértice de B’, B” contiene a z; para
algin i € {1,...,n}.

Supongamos primero que w; € B”. Como para todo j € {1,...,n}, j # i, el vértice z;
es adyacente a w; si y sélo si w; es adyacente a w;, obtenemos que B” N {wy,...,w,} =
{w;}, ya que de otro modo se formarfa un tridngulo. Dado que B’ C B”, esto implica
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Figura 2.10: Construcciéon de H para reduccién de k-BICLIQUE-COLORING a (k + 1)-
BICLIQUE-COLORING, usando como entrada el grafo Cs.

que B = {v;} o B = (). En ambos casos, B por definicién no es biclique, por lo que
llegamos a un absurdo.

Ahora supongamos que w; ¢ B’. Como z; € B”, debe existir una arista que conecta a
z; con un vértice de B’ w;. En la particién de B” que incluye a w;, todos los elementos
deben ser adyacentes a z;, pues si no z; no podria pertenecer a la biclique. Por otra parte,
en la particiéon de B” donde no esta w;, ningtin elemento debe ser adyacente a z;. Pero
entonces, en G, el vértice v; ¢ B es adyacente a todos los vértices de la particién de B
que incluye a v;, y no adyacente a ningin vértice de la particién de B que no incluye a
v;. Bs decir, B no es un bipartito completo maximal, lo cual es absurdo.

Para la reciproca, basta observar que el subgrafo H' de H inducido por wy, ..., w, es
isomorfo a G. Por lo tanto, todas las bicliques de H con vértices de H’ son bicliques de
H'. Luego, si B’ es una biclique de H’, B es una biclique de G. O

Ahora veamos que H es (k-+1)-biclique-coloreable si y sélo si G es k-biclique-coloreable.
Partiendo de la hipétesis de que G admite un k-biclique-coloreo f, definimos el coloreo
g:V(H)—{1,...,k+ 1} de la siguiente manera:

» Para todoi € {1,...,n}, g(w;) = f(v;).
» Paratodoi € {1,...,n}, g(z)=k+ 1.

» Los preservadores-(k + 1) entre los vértices de {zi,...,2,} se colorean segun lo
indica el Lema 2.3. Notar que esto es consistente debido a que para todo 7, z; es
del color k + 1.

Veamos que g es efectivamente un (k + 1)-biclique-coloreo de H. Sea B una biclique
de H. Analicemos los siguientes casos segin los vértices que conforman B.

= Si B contiene un vértice interno de un preservador-(k + 1), entonces B es una
biclique bicromatica por Lema 2.3.
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» Si BN{wy,...,w,} #0y BN {z,...,2,} # 0, entonces B es policromadtica, ya
que g(zj) = k + 1 para cualquier j € {1,...,n}, y g(w;) # k + 1 para cualquier

ie{l,...,n}.

» Fl caso donde B C {z1,...,2,} no es posible porque {z1,...,2,} es un conjunto
independitente.

» Si B C {wy,...,w,}, entonces por la Propiedad 2.1, el conjunto de vértices B’ =
{v; | w; € B} es una biclique de G. Dado que f es un k-biclique-coloreo de G, B’
es una biclique policromdtica, y como para todo ¢ € {1,...,n}, g(w;) = f(v;), B

debe ser una biclique policromatica.

Entonces a partir de un k-biclique-coloreo vélido de G hemos obtenido un (k + 1)-
biclique-coloreo valido para H.

Para la reciproca, tomemos un (k + 1)-biclique-coloreo vélido de H. Dado que para
i=1,...,n—1, 2z estd conectado por un preservador-(k + 1) con z;,1, por Lema 2.2
todos los vértices z1, ..., 2z, deben ser del mismo color p, para p € {1,...,k+ 1}.

Sea B la estrella centrada en w; con puntas {z; | w; € N[w;]} para algin i €
{1,...,n}.Por construccién, B es una biclique de H. Si w; tuviera color p, entonces
todos los vértices de B serian de color p, lo cual es absurdo. Luego, w; tiene color
distinto a p para todo i € {1,...,n}.

Entonces, si a v; le asignamos el color de w;, en G obtenemos que:

= Todas las bicliques de G son policromaticas, pues por Propiedad 2.1, si el conjunto
{Va, ..., vy} es una biclique en G, {w,, ..., w,} es una biclique en H, y en H todas
las bicliques son policromaticas.

» Ningtn vértice de G es de color p, pues w; es de color distinto a p para todo

je{l,...,n}.
Entonces el coloreo propuesto para G es un biclique-coloreo que utiliza (k+1)—1 =k
colores, siendo por lo tanto un k-biclique-coloreo. O

Para ver que k-BICLIQUE-COLORING se mantiene en la clase de complejidad X5-
Completo incluso para grafos Kjs-free sin vértices gemelos, vamos a mostrar que la
construccién que presentamos en el Teorema 2.3 no genera un K33 ni un par de vértices
gemelos.

Propiedad 2.2. El problema k-BICLIQUE-COLORING para grafos Kss-free sin vértices
gemelos se reduce en el problema (k + 1)-BICLIQUE-COLORING para grafos Ks 3-free sin
vértices gemelos.

Demostracion. Vamos a tomar la construccion del grafo H presentada en la demostracion
del Teorema 2.3 y vamos a probar que si el grafo de entrada G' es K3 s-free y no posee
vértices gemelos, entonces H también es K3 s-free sin vértices gemelos.
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Supongamos que H contiene un subgrafo H' que induce un K3 3. Dado que los vértices
de los preservadores-(k+1) no pertenecen a ningtin Cy, H C {wy, ..., w,}U{z1,...,2,}.

Siz; € H' paraalgin j € {1,...,n}, entonces w; ¢ H’', dado que como N[w,;] C N|z],
si w; perteneciera a H' se formarfa un tridngulo en el K3 3. Sin embargo, N{w;| N H' =
Nlz;] N H" por construccién. Por lo tanto, (H'\ {2;}) U {w;} induce un K33 en H. En
consecuencia, {v; | {w;, z;} N H' # 0} induce un K33 en G.

Para ver que H tampoco contiene vértices gemelos, basta con notar que todos los
vértices pertenecientes a un preservador-(k + 1) P siempre son adyacentes a vértice
internos de P. Por lo tanto, los vértices que pertenecen a preservadores-(k + 1) no
poseen gemelos. Luego, si dos vértices x,y son gemelos de H entonces {z,y} = {w;, w,}

para i,j € {1,...,n}, y, consecuentemente, v; y v; son gemelos en G.
]
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3 Clases de grafos con biclique-coloreo
c NP

En este capitulo estudiaremos familias de grafos para las cuales k-BICLIQUE-COLORING
estd en NP. En primer lugar, tomaremos la clase de grafos split, donde mostramos que
k-BICLIQUE-COLORING es NP-Completo.

Luego, mostraremos que k-BICLIQUE-COLORING sobre grafos (W,, dart, gem, K;, ;,)-
free también estd en NP, para ig y jo, constantes. Adicionalmente, veremos que 2-
BICLIQUE-COLORING es NP-Completo para grafos (Wy, dart, gem, K33, Ky)-free.

3.1. Preliminares

Hemos visto que el caso general del problema k-BICLIQUE-COLORING es ¥5-Completo.
Esto se debe a que en general validar un k-biclique-coloreo es de por si costoso, ya que
un grafo G puede tener una cantidad exponencial de bicliques.

Esto no sucede en las clases de grafos donde podemos asegurar que la cantidad de
bicliques es polinomial. En esos casos, se puede verificar un k-biclique-coloreo en tiempo
polinomial, bajando la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING a NP.

Teorema 3.1. Sea C una clase de grafos tal que todo G € C tiene una cantidad polino-
mial de bicliques. Entonces, k-BICLIQUE-COLORING restringido a la clase C estda en NP
para todo k € N.

Demostracion. Un certificado positivo de k-BICLIQUE-COLORING para un grafo G es un
k-coloreo de (. Verificar que un coloreo es un k-biclique-coloreo consiste en chequear
que no hay bicliques monocromaticas.

Por hipétesis, la cantidad de bicliques de G es O(n®W). Estas bicliques se pueden
obtener en tiempo polinomial [DdFS07].

Luego, se puede observar cada biclique y certificar que en cada una existen al menos dos
vértices de color distinto. Esto claramente se realiza en tiempo polinomial, garantizando
que la verificacién se hace en O(n®W). O

Por otra parte, en este capitulo mostraremos clases de grafos donde el problema de
encontrar un k-biclique-coloreo es NP-Completo. Para esto utilizaremos una reduccion a
partir del problema NOT-ALL-EQUAL-3SAT. La definicién de este problema es la siguien-
te.

29



NOT-ALL-EQUAL-3SAT:

Entrada: Formula ® en forma normal conjuntiva tal que para cada clausula
ced, |c]=3.

Pregunta: ; Existe una valuacion de ® tal que cada clausula ¢ € ¢ tenga por
lo menos un literal verdadero y un literal falso?

El problema NOT-ALL-EQUAL-3SAT, comunmente conocido con el nombre NAE-SAT,
es NP-Completo [Sch78], y resulta particularmente 1til para reducciones relacionadas
con coloreo, debido a que es un problema de légica que no sélo pide satisfacibilidad, sino
que requiere que ciertos conjuntos de literales tengan valores de verdad diferentes.

3.2. Grafos split

La primera clase de grafos que estudiaremos es la de los grafos split. Un grafo G es split
si sus vértices se pueden dividir en dos conjuntos, I y K, de tal manera que K induce
un completo e I es un conjunto independiente. En la Figura 3.1 vemos un ejemplo de
grafo split.

——
K

Figura 3.1: Ejemplo de grafo split. En este caso, |K| =4 e |I| = 3.

Para el propédsito de las demostraciones que vamos a hacer, conviene introducir la
siguiente notacién: si G = (K U1, E) es un grafo split, los satélites de G son los vértices
del conjunto I. Si v € K, los satélites de v son los vértices del conjunto S(v) = N(v)N 1.
Adicionalmente, si X C K, los satélites de X, son los vértices del conjunto S(X) =
Uvg XN (’U) NI.

La familia de grafos split, ademds, son exactamente los grafos (2K5, Cy, Cs)-free
[Gol04] y, por lo tanto, las tinicas bicliques posibles son estrellas, debido a que cualquier
otra biclique contiene un C}y. Ademas, cada estrella tiene a lo sumo dos vértices de K,
dado que K es un completo y cualquier conjunto de tres vértices de K siempre forma
un triangulo.

Esto nos da la pauta de que la cantidad de bicliques en los grafos split es polinomial.
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Lema 3.1. Los grafos split tienen O(n +m) bicliques.

Demostracion. Como los grafos split no poseen subgrafos inducidos isomorfos a Cy, las
unicas bicliques posibles son estrellas.

Dado que un grafo split esta compuesto por un completo K y un conjunto indepen-
diente I, las bicliques de un grafo split G se pueden categorizar en 2 conjuntos:

» Bicliques con exactamente una arista (vi,v9) de K. Por cada arista, hay a lo sumo
dos bicliques: La estrella centrada en v; y la centrada en v,. Sabemos que no
puede haber una biclique con dos aristas de K porque como K es un completo,
para cualquier par de aristas que tomemos siempre existe la tercera que forma un
triangulo.

= Bicliques sin aristas de K, que son estrellas centradas en un vértice v de K, donde
las puntas son exactamente el conjunto S(v).

Esto significa que hay O(m) bicliques del primer grupo, y O(n) del segundo, lo que
quiere decir que la cantidad total de bicliques es O(n + m). O]

Luego, por Teorema 3.1, k-BICLIQUE-COLORING estda en NP para la clase de grafos
split. Ahora veamos que es NP-Completo. Para esto, mostramos que el problema NP-
Completo NAE-SAT se reduce polinomialmente en k-BICLIQUE-COLORING para grafos
split.

Teorema 3.2. Para todo k > 2, k-BICLIQUE-COLORING para grafos split es un problema
NP-Completo.

Demostracion. El hecho de que k-BICLIQUE-COLORING estd en NP en grafos split se
sigue del Lema 3.1 y del Teorema 3.1.

Veamos que NAE-SAT se puede reducir a k-BICLIQUE-COLORING en tiempo polinomial.
Para esto, partimos una instancia de NAE-SAT, consistente en una férmula en forma
normal conjuntiva ®, con m clausulas ¢y, ..., C, y n variables xy, ..., x,, donde cada una
de las cldusulas tiene 3 literales. Nos referiremos como f, con ¢ € {1,...,2n}, a los
literales de @, de manera tal que parai € {1,...,n}, x = LY % = Lyn. A partir de
construimos el siguente grafo split G = (K U I, E):

» Paracadai € {1,...,n}, existen dos vértices en I, x; y Z;. Denotamos [, al vértice
correspondiente al literal £, para ¢ € {1,...,2n}.
» Existe en K, para cada i € {1,...,n}, un conjunto X; de k vértices 1, ..., Ty,

adyacentes a x;, T;, v a otros dos satélites llamados x;-ancla; y x;-anclas.

» Para cada j € {1,...,m}, existe en K un conjunto C; de k vértices ¢;1,..., ¢k,
adyacente a un par de satélites llamados c;-ancla; y c;-anclay. Adicionalmente,
para todo ¢ € {1,...,2n}, el vértice [, es totalmente adyacente a C; si el literal £

pertenece a Cj, y no es adyacente a ningtin vértice de Cj en caso contrario.
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» Por cada ¢ € {1,...,2n}, existe en K un conjunto L, de k vértices {p, ..., Ly,
con dos satélites llamados ¢,-ancla; y {,-anclay. Adicionalmente, para todo ¢’ €
{1,...,2n}\ q, l, es totalmente adyacente a L,.

= También existe en K un conjunto M de k — 2 vértices myq, ..., my_o, tal que para
todo ¢ € {1,...,2n}, el vértice [, es totalmente adyacente a M. Notemos que para
el caso k = 2, este conjunto es vacio.

= Ademsds, existe en K un conjunto A de k vértices aq,...,a, tal que para todo
ie{l,...,n},je{l,....,m}, ¢ € {1,...,2n}, o, 8,7y € {1,2}, los vértices z;-
ancla,, cj-anclag, y {4-ancla, son totalmente adyacentes a A.

Esto concluye la construccion de G. Notemos que esta construccion se puede realizar
en tiempo polinomial, y que K estd compuesto por 3n + m + 2 bloques: X; para i €
{1,....n}; C; paraj € {1,...,m}; L,, paraq € {1,...,2n}, M y A. En la Figura 3.2
vemos un esquema de G para cierta formula .

Figura 3.2: Construccién de GG para reduccién de NAE-SAT a k-BICLIQUE-COLORING de
grafos split, con entrada &y = (G VrVu)A(@mVaeVe) AV V). Por
simplicidad, s6lo se grafican las adyacencias con los vértices de {l1,...,ls,}
del bloque X7, el bloque Cy correspondiente a la clausula ¢ = (g V. Vas), el
bloque M y el bloque Ls. Similarmente, solo se grafican las adyacencias de A
con los vértices ancla de los bloques L, ..., Lg, X; v C;. Ademas, recordar
que todos los bloques mostrados son adyacentes de a pares, ya que todos
pertenecen a K.

Veamos ahora que este grafo es k-biclique-coloreable si y sélo ® satisface NAE-SAT.
Supongamos que zal es una valuacion de ® que satisface NAE-SAT. A partir de ella
construimos un coloreo para G de la siguiente manera:

32



» Para todo i € {1,...,n}, 7 € {1,...,m}, ¢ € {1,....2n}, y a € {1,...,k},
asignamos a los vértices @;q, Cja, Lga Y @q €l color a.

» Para todo € {1,...,k — 2}, asignamos al vértice mg el color (5 + 2).

» Paratodo ¢ € {1,...,2n}, asignamos al vértice [, el color 1, si val(l,) es verdadero,
y el color 2, en caso contrario.

» Para todo i € {1,...,n}, j € {1,...,m}, y ¢ € {1,...,2n}, asignamos a los
vértices v-anclay, cj-ancla; y fg-ancla; el color 1, mientras que a v;-anclag, c;-
anclay y £,-anclag, les asignamos de color 2.

Ahora veamos que este coloreo es valido. Como hemos visto en el desarrollo del Le-
ma 3.1, todas las bicliques de G son estrellas centradas en algin vértice v € K. Las
bicliques que contienen vértices mellizos son policromaticas por la definiciéon del colo-
reo. Estudiemos las bicliques de la forma {{v}, W} segin el bloque al que pertenezca el
vértice v.

Si v € X; para algin i € {1,...,n}, o bien W contiene a z;-ancla; y z;-ancla,
que son de color distinto, o a algin a € A. En este ultimo caso, los vértices z; v T;
pertenecen a W, y también son de color distinto, ya que en la valuacién val la variable
x; necesariamente tiene valor de verdad distinto a ;.

Siwv e C; para algin j € {1,...,m}, o bien W incluye a los vértices c¢;-ancla, y
c;j-anclay, que son de color distinto, o a algin a € A. En este tltimo caso, los vértices [,
ls, y li, tales que los literales £, £, y 4 pertenecen a (j, estan en W. Al menos uno de
estos vértices es de color 1 y otro de color 2 porque, en wval, los literales L., [, y 4 tienen
valores de verdad distintos. Por lo tanto la estrella {{v}, W} siempre es policromética.

Andalogamente, si v € L, para algin ¢ € {1,...,2n}, o bien W contiene a ¢,-anclay,
y {,-anclay, que son de color distinto, o a algin a € A. En este tltimo caso, [, estd en
W para todo ¢ € {1,...,2n} \ ¢. Esto incluye, en particular, al par z;, T;, para algin
i € {1,...,n}, debido a que la variable correspondiente al literal £ no puede ser la
unica en ®. Los vértices x; y T; son, ademads, de color distinto. Por lo tanto, la estrella
{{v}, W} siempre es policromética.

Cuando k > 2y v € M, v es adyacente a por lo menos un vértice [,, donde ¢ €

{1,...,2n}. El vértice [, es de color 1 o de color 2, mientras que v tiene un color
estrictamente mayor a 2. Entonces, la biclique es policromatica.
Siv € A, para algin a € {1,...,k}, o bien W incluye a zj-ancla; y x;-anclay, que

son de color distinto, o a x € X;. En este ultimo caso, c;-ancla; y c¢i-anclay, que también
son de color distinto, pertenecen a W.

Por lo tanto, todas las bicliques son policrométicas y el coloreo de G es un k-biclique-
coloreo.

Ahora supongamos que G es k-biclique-coloreable. Tomando un k-coloreo f de G que
es k-biclique-coloreo, construimos una valuacién val para ® que satisface NAE-SAT.
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En primer lugar observemos que los vértices del conjunto M forman un bloque. Por
lo tanto, por Lema 1.1, deben ser de color diferente. Sin pérdida de generalidad consi-
deremos que f(mg,) = « para todo a € {1,...,k —2}.

En val, asignamos el valor de verdad verdadero al literal  si f(l,) = k — 1, y falso si
f(l,) =k, para cada ¢ € {1,...,2n}.

Para asegurarnos de que este esquema da un valor de verdad a todos los literales, y
que es consistente, debemos verificar que para todo ¢ € {1,...,2n}, el vértice [, es de
color (k—1) o k, y que para todo i € {1,...,n}, vale que f(x;) # f(7;).

Observemos nuevamente que, los conjuntos X;, C;, L, y A son bloques para ¢ €
{1,...,n}, j € {1,....m}, y ¢ € {1,...,2n}. Una vez més, por Lema 1.1, todos los
vértices de cada bloque deben ser de color diferente. Sin pérdida de generalidad supon-
dremos que para todo i € {1,...,n}, j € {1,...,m}, g € {1,....2n}, g € {1,...,k},
f(xig) = f(cjp) = f(lgs) = flag) = B

Entonces, podemos ver que el vértice [, debe ser de color (k — 1) o k. Si fuera de otro
color p € {1,...,k—2}, la biclique {{m,}, {{y, 4} } seria monocromética. Notemos que
si k = 2, el conjunto M no existe, pero por otra parte los tinicos colores que pueden
tener los vértices de G son 1 y 2. Por lo tanto, el vértice [, siempre es de color (k—1) o
k.

Ademas, si z; y T; (i € {1,...,n}) fueran del mismo color ¢ € {k — 1, k}, la biclique
{{zis}{ag, z;,T;}} seria monocromatica. Luego, x; es de color distinto a Z; y, por lo
tanto, la valuacion val esta bien definida.

Veamos que val satisface NAE-SAT para ®. Para esto tenemos que ver que la clausula
C;j contiene dos literales con valores de verdad distintos para todo j € {1,...,m}. Con-
sideremos el bloque C;. Los vértices de este bloque son adyacentes a tres vértices [, [,
l; tales que L., L, y 4 pertenecen a (j. Los tres vértices no pueden ser del mismo color,
ya que si todos fueran del color p € {k — 1,k}, la biclique {{c;,}, {a,,{;,1s,l;}} seria
monocromatica. Por definiciéon de val, si los vértices [,., I, [; no son todos del mismo
color, los literales £., L y £ no tienen el mismo valor de verdad. Entonces ¢ satisface
NAE-SAT y por lo tanto, val satisface NAE-SAT.

m

Con esto hemos probado que para todo k& > 2, k-BICLIQUE-COLORING restringido a
grafos split es un problema NP-Completo. Es interesante notar que k-CLIQUE-COLORING
es facil para los grafos split, ya que el color clique-cromatico de todo grafo split es 2.

Observaciéon 1. Todo grafo split es 2-clique-coloreable.

Demostracion. Las cliques de un grafo split G = (K U I, E) son exactamente K y N[v]
para todo v € I. Entonces, definimos un coloreo que consiste en determinar un w € K
arbitrario, asignar el color 1 a los vértices de K \ {w} y S(w), y el color 2 al resto de
V(G). En este esquema, si K tiene mas de un vértice, entonces contiene al menos un
vértice de color 1 y un vértice de color 2. Por otra parte, si v € S(w), entonces v y
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w, que tienen colores distintos, estdn en N[v], mientras que si v ¢ S(w), entonces v y
z € K\ {w}, que tienen colores distintos, estdn en N|v]. O

3.3. Grafos (W,, dart, gem)-free

Como discutimos en la Seccion 3.1, la dificultad de verificar que un coloreo de un
grafo GG es un k-biclique-coloreo se debe a la posibilidad de que G tenga una cantidad
exponencial de bicliques.

Una forma de disminuir la complejidad de este problema es restringirlo a familias de
grafos con una cantidad polinomial de bicliques. Como vimos en el Teorema 3.1, si se
restringe k-BICLIQUE-COLORING a una clase de grafos con una cantidad polinomial de
bicliques, pasa a estar en NP. En la Seccién 3.2 vimos como, utilizando este mecanismo,
pudimos determinar que la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING para grafos split es
NP-Completo.

En esta seccion vamos a presentar una familia de grafos donde la verificacién de un k-
biclique-coloreo se puede hacer en tiempo polinomial, pero no porque tenga una cantidad
de bicliques polinomial, sino porque su estructura nos permite verificar un coloreo sin
tener que revisar todas las bicliques.

En esta seccién, utilizaremos los grafos que se muestran en la Figura 3.3. Por sim-
plicidad, nos referiremos a los vértices universales de un diamante como sus vértices

A

(a) diamond, Wy ) gem, o gema ) dart
o diamante

Figura 3.3: Algunos grafos que utilizaremos en esta seccion.

Para poder hacer la verificacién de un k-biclique-coloreo en tiempo polinomial, vamos
a restringirnos a grafos en los que sus vértices cumplan la propiedad de ser bloque
separables.

Sea G grafo. Diremos que v € V(G) es bloque-separable si todo par de vértices
adyacentes w,z € N[v] que no dominan a v, son mellizos en G[N[v]]. Notemos que
si v es bloque-separable, entonces el vecindario cerrado de v se puede particionar en
conjuntos By, By, ..., By, de manera tal que para todo i € {0,1,...,¢}, los elementos
de B; son mellizos en G[N[v]], v € By, y para 1 < ¢,5 < ¢, no hay aristas entre B;
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y B;. Llamaremos a By, By, ..., By la bloque-separacién de N[v]. Observemos, ademas,
que la bloque-separacion del vecindario de un vértice v se puede obtener en tiempo
O(|E(G[Nv]])|) = O(d(v)By), ya que sblo requiere agrupar los elementos de N[v] segin
sus vértices mellizos en G[Nv]].

Veamos que la clase de grafos (W, dart, gem)-free son los grafos bloque-separables.
Adicionalmente, observemos que los vértices centrales de todos los diamantes de estos
grafos deben ser mellizos.

Teorema 3.3. Sea G un grafo. Son equivalentes:

. No hay subgrafos Wy, dart, ni gem inducidos en G.
i1. Para todo diamante inducido en G, sus vértices centrales son mellizos.

115. Todo vértice v de G es bloque-separable.
Demostracion.

» ¢ = i) Supongamos que los vértices a, b, ¢, d € G inducen un diamante, de manera
tal que a y b son sus vértices centrales, y a y b no son mellizos. Luego, existe un
vértice e tal que e es adyacente a a y no a b o viceversa. Sin pérdida de generalidad
supongamos que es adyacente a a. El vértice e puede o no ser adyacente a c y
d, pero en cualquier caso, los vértices {a,b, c,d, e} inducen un Wy, un dart, o un
gem: Si no es adyacente a ninguno de los dos, inducen un dart, si es adyacente a
exactamente uno, inducen un gem, y si es adyacente a los dos, inducen un Wj.

» 90 = i4i) Supongamos que existe un vértice v que no es bloque-separable. Es decir,
v tiene un par de vecinos w, z, que no dominan a v, son adyacentes entre si, y
no son mellizos en G[N|v]]. Por lo tanto, existe en N[v] un vértice x, que, sin
pérdida de generalidad, es adyacente a z pero no a w. Como se puede apreciar en
la Figura 3.4, los vértices v, w, z y = forman un diamante inducido en G.

w.®.x

v

Figura 3.4: Diamante con los vértices v,w,z y x

Como por hipdtesis z no domina a v, entonces v y z no son mellizos en G. Por lo
tanto, el diamante inducido por v, w, z y  es tal que sus vértices centrales no son
mellizos.

36



» i = i) Si G contiene un Wy, dart o gem inducidos, entonces V(G) contiene 5
vértices a, b, ¢, d, e tales que {a, b, ¢, d} inducen un diamante con vértices centrales a
y b, y e es adyacente a a y no a b. Pero entonces, N|a] tiene dos vértices adyacentes,
¢ y b, que no son mellizos y tales que ninguno domina a a, i.e., el vértice a no es
bloque separable.

m
Observemos algunas propiedades de los grafos (W,, dart, gem)-free.

Lema 3.2. Si v es un vértice bloque-separable de un grafo G, y By, ..., By la bloque-
separacion de Nv], entonces € # 1.

Demostracion. Supongamos que ¢ = 1, i.e., N[v] = By U B;. Como By es el conjunto de
vértices mellizos a v en G[N[v]], todos los vértices de By son adyacentes a todos los de
By. Pero entonces, By U B; es un bloque en G[N[v]], lo cual es absurdo, pues todos los
vértices mellizos a v en G[N[v]] pertenecen a By. O

Lema 3.3. Sea G un grafo (W, dart, gem)-free, v € G, y By,..., B la bloque-
separacion N[v]. Si £ > 2, entonces todos los elementos de By \ {v} son mellizos con v
en G.

Demostracion. Sean by € By, by € Ba, y w € By \ {v}. Dado que no hay aristas entre
los vértices de By y Bs, los vértices v, w, b y by inducen un diamante en GG, donde v y
w son los vértices centrales. Por Teorema 3.3, los vértices v y w son mellizos en G. [

Vamos a ver como se extiende la propiedad de descomposicién en bloques para con-
juntos de vértices.

Lema 3.4. Sea G un grafo (W, dart, gem)-free, {vy,...vs} C V(G) un conjunto inde-
pendiente, y T = (Vi_, N(v;). Si s > 2 yw, z € T son adyacentes, entonces w y z son
mellizos en G.

Demostracion. Consideremos los vértices vy, vo, w y z. Por hipdtesis, v; no es adyacente
a ve, y w es adyacente a z. Ademds, como w y z pertenecen a N[v1] N N[vs], obtenemos
que v1, v9, w y z forman un diamante, donde los vértices centrales son w y z. Entonces,
por Teorema 3.3, w y z deben ser mellizos. O

Corolario 3.1. Sea G un grafo (Wy, dart, gem)-free, {vy,...vs} C V(G) un conjunto
independiente, y J = (\;_; N[v;]. Sea H el grafo que se obtiene de identificar los vértices
mellizos en G[J]. Si s > 2, entonces H es un grafo bipartito completo.

Demostracion. El Lema 3.4 indica que las tnicas aristas en el conjunto T' = ()_, N(v;) =
J\ {v1,...vs} son entre vértices mellizos. Entonces, V(H) \ {v1,...,v,} es un conjunto
independiente de H. Por otra parte, por definicién, {v;,...vs} es un conjunto indepen-
diente, y todo w € T pertenece a N[v;| para i € {1,...,s}. Entonces, H es bipartito
completo. O
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Estamos listos para hacer la verificacién de un k-biclique-coloreo en tiempo polino-
mial. El algoritmo se puede aplicar a cualquier grafo, pero, para que corra en tiempo
polinomial, es necesario que existan iy y jo tales que el grafo de entrada no posea un
K, j inducido con i > iy, 7 > jo. Es decir, la verificacién es polinomial para grafos (W,
dart, gem, K, j,)-free, con iy, jo constantes.

Teorema 3.4. Sea C;, j;, la clase de grafos (W, dart, gem, K, j, )-free, para 2 < iy < jo.
Si jo € O(1), entonces k-BICLIQUE-COLORING € NP restringido a C;, j, .

Demostracion. Un certificado positivo de K-BICLIQUE-COLORING para G € C,, j, es
un k-coloreo f de GG. Veamos un algoritmo que verifique que todas las bicliques de G
son policromaticas respecto del coloreo f. Este funciona haciendo la evaluacién en tres
etapas:

1. Verificacién de bicliques K ;, con i < i, 7 < Jo.
2. Verificacién de bicliques K j, con j > jo.

3. Verificacién de bicliques K; ;, con 2 <@ < i, j > Jo.

Notemos que estos 3 ftems cubren todas las bicliques posibles en un grafo (K, ;,)-
free. Consideremos una biclique que induce un K, ;, 7 < j, en uno de estos grafos. Por
propiedad de (K, j,)-free, no puede ser que j > jy e i > iy simultdneamente. Entonces,
las alternativas son que ¢ < igy 7 < Jjg, caso que esta cubiertos en el item 1, o que
1 <19y J > Jo, caso que se contempla en los items 2 y 3 haciendo la subdivisién i =1y
1 < i < ig. Dado que suponemos que i < j, el caso i > ¢ no es posible porque implicaria
un subgrafo prohibido.

Veamos como se verifica cada etapa. La primera la evaluamos de manera directa,
buscando cada subconjunto de V(G) con i+ j vértices (para i < ig,j < jo), y verificando
si es una biclique monocromaética. Si encontramos tal biclique, el algoritmo devuelve no;
y en caso contrario devuelve si. En el Algorimo 3.1 podemos ver la estructura de esta
etapa del algoritmo.

Para ver que esta etapa requiere tiempo polinomial, basta con observar que los sub-
conjuntos de V(G) con hasta ig + jo vértices pueden recorrerse en tiempo polinomial,
ya que iy v jo son constantes. Las verificaciones que realizamos para cada subconjun-
to tomado (ver si es un K ;, ver si todos los vértices son del mismo color, corroborar
maximalidad), son claramente polinomiales.

En la segunda etapa verificamos que no haya bicliques monocromaticas de la forma
Ky, con j > jo. Para ello generamos, para cada vértice v, con conjunto de estrellas
maximales monocromaticas centradas en v que tienen al menos jo+ 1 vértices. Si alguna
de estas estrellas es una biclique, entonces la verificacién es negativa. Veamos que el
algoritmo anterior se puede implementar de forma tal que requiera tiempo polinomial.
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Algoritmo 3.1 Algoritmo de verificacién de coloreo, Etapa I

Entrada: Constantes iy, jo, grafo G (W,, dart, gem, K, ; )-free, coloreo f : V(G) —
{1,...,k}.

Salida: no, GG contiene una biclique monocromatica con respecto al coloreo f de la forma
K;;, con it <ig,j < jo, y si, en caso contrario.

1. Paracadai=1,...,i9, J =14,...,(jo — 1):
2. Para cada conjunto C de (i + j) vértices:

3. Si los vértices de C son todos del mismo color, e inducen una biclique en GG, entonces
devolver no.

4. Devolver si.

Para generar las estrellas maximales monocromaticas centradas en v, primero compu-
tamos la bloque-separaciéon By, ..., By de v. Las estrellas centradas en v contienen exac-
tamente un vértice b; € B; para cada 1 < ¢ < £. Si £ < jy, entonces no hay ninguna
estrella centrada en v con al menos jo + 1 vértices. Por otra parte, si todos los vértices
de B; tienen colores distintos a f(v) para algin 1 < i < [, entonces todas las estre-
llas maximales centradas en v son policromaticas. Supongamos, pues, que £ > jo y que
Bl ={be B;| f(b) = f(v)} no es vacio, para todo 1 <1i < /.

Notemos que B! no contiene un par de vértices que sean mellizos en G, ya que en
ese caso habria una biclique K;; monocromética en G, por Lema 1.1, y ésta habria
sido encontrada en la Etapa 1. Luego, ningtin vértice w € V(G) \ N[v] es adyacente
a dos vértices b, b’ € Bl; caso contrario, v, b, b, w inducirian un diamante cuyo vértices
centrales b y b’ no son mellizos, contradiciendo el Teorema 3.3. Por lo tanto, para cada
w ¢ N|v] existe a lo sumo una estrella maximal monocromética S, conformada por v y
un vértice b; € Bl para i € {1,...,¢}, tal que SU{w} induce un bipartito completo. Por
lo tanto, el algoritmo de verificacién necesita generar a lo sumo n— 1 estrellas maximales
monocromaticas centradas en v, una por cada w ¢ N|[v], antes de detectar una biclique
monocromatica.

Para cada vértice v, el computo de By, ..., By se puede realizar en tiempo polinomial
haciendo la particién en bloques del grafo G[N[v]]. Luego, es ficil ver que n — 1 estrellas
maximales monocromaticas centradas en v se pueden generar en tiempo polinomial. El
chequeo de si la estrella es una biclique se realiza en tiempo polinomial buscando si
existe un w € V(G) \ N[v] que sea adyacente a todos los vecinos de v en la estrella. Por
lo tanto, esta etapa requiere tiempo polinomial. El pseudocddigo de esta etapa se puede
encontrar en el Algoritmo 3.2.

En la tercera etapa del algoritmo, tomamos cada conjunto C' de i vértices, para ¢ entre
2 e ig. Verificamos que C' sea independiente y que todos sus elementos sean del mismo
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Algoritmo 3.2 Algoritmo de verificacién de coloreo, Etapa II

Entrada: Constantes iy, jo, grafo G (W,, dart, gem, K, ; )-free, coloreo f : V(G) —
{1,...,k}, tal que G no posee bicliques monocrométicas de la forma K; ;, con i < i, j <
Jo, respecto del coloreo f.

Salida: no, si existe en G, coloreado segun f, una biclique monocromatica de la forma
K, ;, con j > jo, y si, en caso contrario.

1. Para cada vértice v € V(G):

2. Obtener By, By, ..., B, bloque-separacién de N|v].

3. Si [ es mayor a jo,

4. Obtener, para cada i € {1,...,1}, el conjunto B}, como los vértices de B; que son
del color f(v).

5. Para cada tupla b}, ...,0'l, con b; € B} (1 € {1,...,1}):

6. Determinar si la estrella {{v}, {¥],...,0'l}} es una biclique. En tal caso, devol-

Ver no.
7. Si ya se han verificado n tuplas distintas, devolver no.

8. Devolver si.

color. Si ese es el caso, consideramos T = () . IV (c). Llamemos al color que tienen todos
los vértices de C, f(C).

Como vimos en el Lema 3.4, los vértices del conjunto I estan agrupados en By, ..., By,
conjuntos de vértices mellizos. Si alguno de estos conjuntos de vértices mellizos no con-
tiene un vértice del color f(C'), entonces cualquier biclique que contiene a C' tiene al
menos un vértice de color distinto a f(C') y es policromaética.

Si para todo i € {1,...,¢}, en B; hay un vértice b; del color f(C') entonces hay que
verificar que exista un vértice w € G \ ({ U C), de color distinto a f(C), tal que w es
adyacente a b; para todo i. Sabemos que para i € {1,...,¢}, hay a lo sumo un vértice
de color f(C') en B, ya que si hubieran dos, como todos los vértices de B; son mellizos,
formarian una biclique monocromatica que habria sido encontada en la primera etapa
del algoritmo.

Entonces, basta con buscar un vértice w de G'\ (IUC') tal que w es adyacente a b; para
todoi e {1,...,0} y f(w) # f(C). En caso de encontrarlo, la biclique que incluye a C,
wyad{by,..., b} es policromdtica. Si tal w no existe, entonces {C, {b1,...,bs}} es una
biclique monocromatica. Dado el conjunto C' de i vértices, tanto obtener los conjuntos
de bloques By, ..., B, como determinar si existe el vértice w adyacente al vértice b; € B;
de color f(C') para cada ¢ € {1,...,¢}, son acciones que se pueden realizar en tiempo
polinomial. Por lo tanto, esta etapa se ejecuta en tiempo polinomial. El pseudocddigo
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de esta etapa se puede encontrar en el Algoritmo 3.3.

Algoritmo 3.3 Algoritmo de verificacién de coloreo, Etapa III

Entrada: Constantes 4o, jo, grafo G (W,, dart, gem, K, j,)-free, coloreo f : V(G) —
{1,...,k}, tal que G no posee bicliques monocromaticas de la forma K; ;, con i < ig, j <
Jo ni de la forma K ;, con j > jy, respecto del coloreo f.

Salida: no, si existe en GG, coloreado segin f, una biclique monocromatica de la forma
K;;, con 2 <1 <1, j > jo, y si, en caso contrario.

1. Paracadat=1,...,14:

2. Para cada conjunto C' de i vértices en G:

3. Si C' es un conjunto independiente, y todos los vértices de C son del mismo color
f(©O),

4. Obtener T'= (.o N(c).

5. Si en cada bloque de T hay un vértice del color f(C), entonces si no hay un

w € G\ (IUC) de color distinto a f(C), y adyacente a todos los vértices de
T, devolver no.

6. Devolver si.

Por lo tanto, hemos verificado todas las bicliques posibles de GG en tiempo polinomial.

[]

Hasta este punto hemos visto que el problema k-BICLIQUE-COLORING restringido a la
clase de grafos (Wy, dart, gem, K, ;,)-free estd en NP para todo k > 2. Ahora quisiéramos
ver que el problema es NP-Completo. Vamos probar esto para el caso k = 2, por medio
de una reduccion a partir de NAE-SAT. Esta reduccion es similar a la realizada en el
Teorema 3.2, aunque posee algunos mecanismos diferentes.

Teorema 3.5. El problema 2-BICLIQUE-COLORING, restringido a la clase de grafos (W,
dart, gem, Ks3, Ky)-free, es NP-Completo.

Demostracion. Los grafos (Wy, dart, gem, K3 3, K4)-free son en particular una subfamilia
de los grafos (Wy, dart, gem, K3 3)-free, que estan en NP por Teorema 3.4.

Para ver que el problema es NP-Completo, mostramos que NAE-SAT se reduce poli-
nomialmente a 2-BICLIQUE-COLORING de grafos (W, dart, gem, K33, Kj)-free, como
hicimos con los grafos split.

Entonces, tomamos una instancia de NAE-SAT, consistente en una férmula en Forma
Normal Conjuntiva ® con m clausulas, C,..., Gy, y n variables x4, ..., x,, donde cada
una de las clausulas tiene 3 literales. Nos referiremos como £, con g € {1,...,2n}, a los
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literales de ®, de manera tal que parai € {1,...,n}, x = Ly G = f1n. La construcién
del grafo G es la siguiente.

» Para cada i, 1 < i < n, existen cuatro vértices, l;, L1y, i1, Tiz, que inducen un
diamante, con x;; v x;2 como vértices centrales.

» Paracadaparq,r € {1,...,2n}, ¢ <r,r # (¢+n), existe un vértice w,,, adyacente
alyyal,.

» Para cada j, 1 < j < m, existen dos vértices, cj1 y cjo2, tales que ¢;; es adyacente
a cjo, y para todo g € {1,...,2n}, el vértice [, es adyacente a c¢;1 y ¢j2 siy sélo si
el literal £, aparece en ;.

Esto concluye la construcciéon de G. Se puede ver que esta construccién se puede

realizar en tiempo polinomial. En la Figura 3.5 se ve una construccién para una férmula
.

W12 W15 W13 Wi Waz W45 W3z W4e W23 W2s Was Wse

Figura 3.5: Construccién de GG para reduccién de NAE-SAT a k-BICLIQUE-COLORING de
grafos (Wy, dart, gem, Ks 3, Ky)-free, con entrada @y = (m Ve Vo) A (g V
x: V %5). Por simplicidad, sélo se grafican las adyacencias con los vértices de
{l1,...,l2,} de sus correspondientes diamantes, wis, w3, Wse, C11 Y C12-

Veamos que G es efectivamente un grafo (Wy, dart, gem, Kj3, Ky)-free. Para esto
comencemos por buscar los tridangulos que se forman en G.

Debido a que {l4,...,l2,} es un conjunto independiente, y a que el vértice w,,. € V(G)
es adyacente solo a dos vértices de este conjunto, los 1nicos triangulos que se forman
en G son de la forma (2,1, ®i, 1;), (i, iz, litn) 0 (cj1, ¢jo, lg), para i € {1,...,n},
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je{l,....,m},yq€e{l,...,2n}. En ninguno de estos tres tipos de tridngulos existe un
vértice que pueda agregarse para inducir un Kjy.

Notemos, ademas, que todos los diamantes inducidos de G tienen como vértices centra-
les al par x;1, ;2, para algin¢ € {1,...,n}, oaun par ¢;1, ¢j2, paraalgin j € {1,...,m}.
Como ambos pares de vértices son siempre mellizos, se cumple que los vértices centrales
de todo diamante en G son mellizos. Por Teorema 3.3, esto significa que G no contiene
Wy, darts, ni gems inducidos.

Nos queda ver que G es Kjs-free. Para esto, veamos qué vértices podrian llegar a
inducir un K33. En primer lugar, z;; y 2;2 (1 <@ < n) son mellizos y tienen grado 3,
por lo tanto no pueden pertenecer a un Kj3 inducido. Por otra parte, el vértice wy,
es adyacente sélo a dos vértices para todo par ¢,r € {1,...,2n}, ¢ < r, r # (¢ + n).
Entonces, tampoco puede estar en un K33. Ademds, para todo j € {1,...,m}, los
vértices c¢j1 y ¢jo son mellizos, asi que si hay un K33 inducido en G, este incluye a lo
sumo a uno de ellos. Tanto ¢;; como c¢j; son adyacentes a un conjunto independiente de
tres vértices, formado por I, s, y l;, para ., L, y L € ;. Sin embargo, [,, l5, y l; no
tienen otro vecino en comun del tipo c¢x 0 cgo, con 1 < k < m,k # j. Si existiera dicho
vértice, significarfa que C; y G, son la misma cldusula.

Por lo tanto, G es un grafo (W,, dart, gem, Ks 3, K4)-free.

Ahora probemos que G es 2-biclique-coloreable si y sélo si ® es NAE-SAT.

Supongamos que zal es una valuacion de ® que satisface NAE-SAT. A partir de ella
construimos un 2-coloreo f para GG, de la siguiente forma.

Este es:

» A los vértices ;1 y ¢j1 les asignamos color 1, y a los vértices ;o y cjo €l color 2,
para todo i € {1,...,n}, j€{1,...,m}.

» Al vértice [, le asignamos el color 1, si el literal £, es verdadero en val, y el color
2, si [ es falso en wal, para todo ¢ € {1,...,2n}.

» Al vértice wg, le asignamos un color de forma tal que entre [, [, y w, haya al
menos un vértice de color 1y un vértice de color 2, para todo par ¢,r € {1,...,2n}.

Para ver que el coloreo es un 2-biclique-coloreo, comencemos por notar que los vértices
Ty Y X, para i € {1,...,n}, son mellizos. Por Lema 1.1, forman una biclique, pero
como x;; es de color 1 y x5 es de color 2, es bicromatica. Andlogamente, para todo
j€A{l,....,m}, ¢j1 y xj2 forman una biclique bicromatica.

Ahora observemos que cualquier arista de G que no es una de las mencionadas siempre
involucra exactamente un vértice [, para ¢ € {1,...,2n}. Entonces, sélo queda revisar
las posibles bicliques en las que una biparticion esté compuesta enteramente por vértices
del conjunto {ly,...,l2,}.

La cantidad maxima de vértices de este tipo que tienen un vecino en comun son tres,
y esto sucede cuando hay una tripla ., ls, ;, con r,s,t € {1,...,2n} tal que L, Ly 4
aparecen en la cldusula ¢ para algin j € {1,...,m}. Pero entonces, si [, [ y [, fueran
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del mismo color, significaria que £., ; y 4 tienen el mismo valor de verdad, haciendo que
Cj viole NAE-SAT, lo cual es absurdo.

Consideremos el caso donde la biclique tiene dos vértices, I, y ls, conr,s € {1,...,2n},
r < s. Existen dos casos: Si s = r + n, entonces [, y [, tienen color distinto, pues el
literal £ es la negacion de /. y los vértices estan coloreados segun el valor de verdad de
los literales. Si en cambio s # r + n, entonces existe el vértice w,,, adyacente a ambos
y no adyacente a ningin otro vértice de G. Luego, w,s pertenece a la biclique. Ahora,
si l, v ls son de color distinto, la biclique ya es bicromatica, y si son del mismo color,
entonces, por defincion del coloreo, w,, es de color distinto.

Queda entonces el caso de la estrella centrada en [, para g € {1,...,2n}. Esta estrella
contiene entre sus puntas, para cualquier r tal que r # q y que . # Tq, al vértice wg,, si
r > q, o al vértice w,,, si ¢ > r. En particular, como no puede haber una tnica variable
en @, existe s € {1,...,n}, tal que [ es adyacente a wgs (0 Wsq) ¥ & Wy(s4n) (0 W(stn)q)-
El literal 4, tiene un valor de verdad en wal. Si este es igual al valor de verdad de £,
entonces los vértices [, y I; son del mismo color, por lo que el coloreo define que wg;s es
de color distinto. Si £ tiene el valor de verdad opuesto a [, entonces [, tiene el mismo
valor de verdad que £, por lo que los vértices [ y l(s4) son del mismo color, y entonces
We(s+n) €8 de color distinto a [,. En ambos casos, existe una punta en la biclique centrada
en [, que es de color diferente.

Por lo tanto, vemos que el esquema de coloreo propuesto no contiene bicliques mono-
cromaticas, por lo que el coloreo es un 2-biclique-coloreo.

Ahora supongamos que G es 2-biclique-coloreable. Entonces, a partir de un 2-biclique-
coloreo f, construimos una valuacion val para ® que satisface NAE-SAT.

La valuacién val se define asignando al literal £ el el valor de verdad verdadero si
f(l,) =1,y falso, si f(l;) =2, para todo g € {1,...,2n}.

Primero verifiquemos que esta valuacion es consistente. Para esto, notemos que para
todoi € {1,...,n}, el par de vértices x;1, ;5 son mellizos, por lo tanto, por Lema 1.1, z;;
y x;o deben tener colores distintos. Sin pérdida de generalidad, suponemos que f(z;1) = 1
y f(x) = 2. Esto lleva a que los vértices [; y l;1,, deban tener colores distintos, ya que
si fueran del mismo color p € {1,2}, la biclique {{z;,}, {l;,li+n}} serfa monocromética.
Entoces, la valuacion val es consistente.

Ahora observemos que cumple NAE-SAT. Para esto, nuevamente veamos que para todo
Jj € {1,...,m}, el par de vértices ¢;1, ¢jo son mellizos, por lo tanto, por Lema 1.1, ¢;y
y ¢j2 deben tener colores distintos. Sin pérdida de generalidad, suponemos que c¢;; es de
color 1, y ¢js es de color 2. Ahora, si l,, I, y [, son adyacentes a ¢;; y ¢jo, no puede ser
que los tres sean del mismo color, ya que si los tres fueran del color p € {1,2}, la biclique
{{¢p}, {1, 15,1t} } serfa monocromatica. Por construccién de wal, esto quiere decir que
los literales £., L, v 4 no pueden tener los 3 el mismo valor de verdad, que a su vez
significa que (; satisface NAE-SAT.

Entonces, val es una valuacién de ® que satisface NAE-SAT y por lo tanto NAE-SAT se
reduce a 2-BICLIQUE-COLORING para grafos (Wy, dart, gem, K33, K4)-free.

m
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4 Clases de grafos con biclique-coloreo
cP

Hasta este momento hemos analizado familias de grafos en las que el problema k-
BICLIQUE-COLORING es computacionalmente dificil, y no conocemos algoritmos polino-
miales exactos para resolverlo. En esta seccién, en cambio, veremos algunas familias de
grafos donde la resolucion de k-BICLIQUE-COLORING se puede hacer a un costo compu-
tacional muy bajo, i.e., de érden lineal.

En primer lugar estudiaremos algunos casos particulares de grafos split. Aunque vimos
en la Seccién 3.2 que restringido a esta clase de grafos el problema es NP-Completo,
imponiendo algunas restricciones més en el grafo de entrada respecto al tamano de los
bloques se puede reducir la complejidad notablemente.

Otra subclase de los grafos split que veremos es la de los grafos threshold. Para estos
grafos, podemos caracterizar sus bicliques y establecer un algoritmo que realiza un k-
biclique-coloreo en tiempo lineal.

Por otra parte, veremos la clase de los grafos sin C,., (r > 4), sin diamantes inducidos.
Este caso es similar al de los grafos threshold pero con una estructura de arbol.

Finalmente, estudiaremos algunas clases de grafos donde podemos determinar el niime-
ro biclique-cromatico. Veremos la clase de grafos multipartitos completos, y luego ana-
lizaremos las clases de grafos donde cada arista pertenece a una tunica biclique.

4.1. Casos especiales en grafos split

Si bien vimos en la Seccién 3.2 que para todo k > 2, k-BICLIQUE-COLORING restringi-
do a grafos split es NP-Completo, existen situaciones en los que determinar la existencia
de un coloreo tiene complejidad lineal. En esta secciéon y en la proxima veremos algunas
subclases de grafos split donde esto sucede. Comenzaremos abordando algunas subclases
donde podemos resolver k-BICLIQUE-COLORING en tiempo lineal, estableciendo restric-
ciones sobre los bloques que se pueden formar en el conjunto K del grafo de entrada.

Sabemos por la Propiedad 1.2 que, para todo G, xp.(G) > B(G). Esto nos permite
afirmar que si (G) > k, entonces G no es k-biclique-coloreable. Para los grafos split,
ademds, también vale que si f(G) < k, entonces G si es k-biclique-coloreable.

Propiedad 4.1. Si G es un grafo split con 5(G) < k, entonces G es k-biclique-coloreable.
Mas ain, se puede encontrar un k-biclique-coloreo de G en tiempo lineal.
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Demostracion. Dado G = (K U I, E), basta con colorear los bloques usando un color
distinto entre 1 y B(G) en cada vértice, y todos los vértices de I con el color k. En el
Algoritmo 4.1 podemos ver este procedimiento.

Algoritmo 4.1 Algoritmo de coloreo para grafos split con 5(G) < k
Entrada: Grafo G = (K U [, E) split, k € N, tal que 5(G) < k.

Salida: Funcién de coloreo f de G que es un k-biclique-coloreo.

1. Determinar los bloques By, ..., B, de G.

2. Definir f(b;;) =jparai e {1,...,r}, j € {1,...,|B;l}.
3. Definir f(v) = k para todo vértice v € I.
4

. Devolver f.

Para ver que este coloreo es correcto, basta ver que toda biclique que es una arista que
conecta dos vértices mellizos es bicromatica, dado que todos los vértices de cada bloque
son de color distinto, y que cualquier otra biclique en G tiene al menos un vértice de K
y un vértice de I, y no hay ningin vértice de K de color k, puesto que 5(G) < k.

Para ver que el algoritmo es lineal, observemos que los bloques de un grafo se pueden
obtener en tiempo O(n+m), aplicando el algoritmo de particién en bloques mencionado
en la Seccion 1.4. Luego, se recorren los vértices de 3 subconjuntos de GG y a cada uno se
le hace la asignacién. Esto tltimo cuesta O(n) tiempo, y en consecuencia la complejidad
total es O(n + m). O

Notar que esta propiedad nos dice, en particular, que cuando G' no contiene vértices
mellizos, se puede 2-biclique-colorear.

Corolario 4.1. Si G es un grafo split sin vértices mellizos, entonces G se puede 2-
biclique-colorear en tiempo lineal.

Lo visto hasta aqui nos muestra que k-BICLIQUE-COLORING para grafos split es fécil
cuando 5(G) < k. Sin embargo, si 5(G) = k y el bloque de tamano k es unico, existen
casos en los que k-BICLIQUE-COLORING sigue siendo facil de resolver. Veamos como,
para los casos k =2y k > 3.

Propiedad 4.2. Sea G un grafo split con (G) = 2. Si existe un inico bloque B de
tamano 2 en G, y Uves(B) N(v) C K, entonces G es 2-biclique-coloreable. Mds ain, se
puede encontrar un 2-biclique-coloreo de G en tiempo lineal.

Demostracion. Sea B = {by,bs}. Coloreamos G de manera tal que b; es de color 1, by es
de color 2, los vértices de K \ B del color 1, y los vértices de I del color 2. Este esquema
de coloreo se ve representado en el Algoritmo 4.2.
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Algoritmo 4.2 Algoritmo de coloreo para grafos split, con un solo bloque de tamano 2

Entrada: Grafo G = (K U I, F) split, tal que existe un unico bloque B = {by,b2} en G y
UUGS(B) N(v) C K.
Salida: 2-biclique-coloreo f de G.

1. Definir f(bl) = 1, f(bg) =2

2. Definir f(v) = 1 para todo v € K \ B.
3. Definir f(v) = 2 para todo v € I.
4.

Devolver f.

Para ver que la salida del algoritmo es un 2-biclique-coloreo, observemos que la arista
(b1,by) es bicromética porque by y by son de colores distintos. Cualquier otra biclique
de G incluye al menos un vértice de K y un vértice de I. Dado que todos los vértices
de I son de color 2, y que el tnico vértice de K que es de color 2 es by, si existe una
biclique monocromatica, ésta debe ser la estrella centrada en b,. Sin embargo, como
Usess) N(v) C K, la estrella {{b2}, S(b2)} no es maximal, ya que existe al menos un
w # by € K que es adyacente a by y no es adyacente a ningin vertice de S(by). Como w
es de color 1, la biclique es bicromatica.

Si los vértices by y by vienen indicados en la entrada, entonces el coloreo se obtiene en
O(n), dado que solo se esta recorriendo la lista de vértices y asignando un color a cada
uno segin a qué conjunto pertenece. Si hay que buscar b; y by, hay que realizar una
rutina de reconocimiento de vértices mellizos, llevando la complejidad a O(n 4+ m). O

Propiedad 4.3. Sea G = (K U I, E) un grafo split y sean By, ..., B, sus bloques de
manera tal que k = |By| > |Ba| > ... > |B.|. Si k>3, |S(B1)| > 2 y |Ba| < k-2,
entonces G es k-biclique-coloreable. Mas aiun, se puede encontrar un k-biclique-coloreo
de G' en tiempo lineal.

Demostracion. Para colorear GG en este caso, nuevamente utilizamos un color distinto
entre 1 y k para cada vértice en cada bloque. Por otra parte, coloreamos todos los
vértices de I, salvo un vértice arbitrario tomado de S(Bj), con el color k. Al vértice
elegido de S(B;) le asignamos el color (k —1). El desarrollo de este procedimiento se ve
en el Algoritmo 4.3.

Para verificar que este coloreo es correcto, empecemos por ver que las bicliques forma-
das por vértices mellizos seguro son bicromaticas, debido a que todos los vértices dentro
de un mismo bloque son de color distinto.

Cualquier otra biclique de G incluye al menos un vértice de K y un vértice de I.
Existe un tnico vértice z € I de color (k — 1) y un tnico vértice b € K de color (k — 1),
que pertenece a Bj. Estos dos vértices no son mellizos, y por el Lema 1.1, no forman
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Algoritmo 4.3 Algoritmo de coloreo para grafos split con un bloque de tamano k y
segundo bloque mds grande de tamano (k — 2)

Entrada: Grafo G = (K U1, F) split, tal que By, ..., B, son los bloques de G, k = |By| >
|Bo| > ... > |By|, k>3, |Bal < k—2y |S(By)] > 2.

Salida: k-biclique-coloreo f de G.

1. Definir f(b;j;) =j paraie {1,...,r}, j€{1,...,|Bil}.

2. Definir f(z) = k — 1 para un vértice arbitrario z € S(Bj).
3. Definir f(v) = k para todo vértice v € I\ {z}.
4.

Devolver f.

una biclique. Entonces, estan contenidos en alguna biclique que contiene vértices de otro
color.

El resto de los vértices de I son de color k, y nuevamente hay un tnico vértice b € K
de color k, en el bloque B;. Corroboremos entonces que no hay una estrella centrada en
b que sea una biclique monocromaética.

Si existe una estrella centrada en b que tiene por puntas exactamente a S(Bj), entonces
la biclique es policromética, debido a que z, pertenece a S(Bj). Si, en cambio, la estrella
incluye algin vértice de K \ By, la biclique también es bicromdtica, porque no hay otro
vértice en K salvo b de color k.

Si el grafo de entrada ya tiene discriminados los bloques, entonces el proceso requiere
pasar una vez por cada vértice para asignarle su correspondiente color. Determinar el
vértice z, ademas, va a requerir recorrer el vecindario de por lo menos un vértice para
encontrar un elemento de /. Por lo tanto, el algoritmo requiere a lo sumo O(n) tiempo.

Si en cambio el grafo de entrada no tiene los bloques determinados, su busqueda mas
la construccion del coloreo se realizan en tiempo O(n + m). [

4.2. Grafos threshold

Otra subfamilia de los grafos split en la que se puede determinar si existe un k-biclique-
coloreo en tiempo polinomial es la de los grafos threshold.

Los grafos theshold se definen como aquellos para los cuales existe una asignacion
threshold, consistente de una funcién a : V(G) — N, y una constante entera ¢ tal que,
para todo X C V(G) vale que:

X es un conjunto independiente en G si y sélo si Z a(x) <t
rzeX
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Sin embargo, para el propdsito del andlisis del problema k-BICLIQUE-COLORING en
grafos threshold, utilizaremos otras cararcterizaciones equivalentes. La famila de grafos
threshold corresponde a los grafos (2K,, Cy, Py)-free, es decir, son los grafos split que no
poseen un P, inducido. Ademas, en todo grafo GG threshold, los vértices de G admiten
un orden vy, vy, ..., v, tal que v; es o bien universal o bien aislado de G[|J i vj]. Nos
referiremos a un ordenamiento de los vértices que cumple esta caracteristica como orde-
namiento threshold y diremos que v; es de tipo aislado o tipo universal de acuerdo a si v;
es aislado o universal en G[J;_; v;]. Se puede ver que los ordenamientos threshold de un
grafo G difieren a lo sumo en la permutacion de algiin conjunto de vértices consecutivos
que son todos de tipo universal o todos de tipo aislado. Ademas, dado un ordenamiento
threshold vy, ..., v,, se considera el vértice v; del mismo tipo que v, ya que permutar
v1 por vy de esta manera también resulta en una secuencia threshold valida.

Las demostraciones para estas equivalencias se pueden encontrar en [Gol04].

Vamos a definir la secuencia de conjuntos de GG agrupando todos los vértices consecu-
tivos del mismo tipo de la secuencia threshold de G. Es decir, la secuencia de conjuntos
de G es By, 11, By, I5, ..., B,, I, donde B; contiene todos los vértices consecutivos de la
secuencia threshold de G desde v; hasta el primero que es de tipo aislado, I; contiene
desde el primero que es de tipo aislado hasta el siguiente que es de tipo universal, si-
guiendo consecutivamente hasta B,. Debido a que v, y vo pueden ser de tipo aislado, el
conjunto By puede ser vacio. Todo otro conjunto de la secuencia es no vacio. Ademas,
como v y v son del mismo tipo, el primer conjunto no vacio de la secuencia tiene por lo
menos dos vértices. Ademds, como trabajamos con grafos conexos, el conjunto I, siempre
es vacio, pero por simplicidad de notacion lo listaremos.

Entonces, para i € {1,...,r — 1}, los vértices de I; son adyacentes unicamente a
los vértices de B; con 1 < j < r, mientras que los vértices de B; son no adyacentes
unicamente a los vértices de I; con ¢ < j <.

Como los grafos threshold son en particular grafos split, un grafo G threshold se
puede descomponer en un completo K y un conjunto independiente I. Es facil ver
que, si By, Iy, By, I, ..., B;, I, es la secuencia de conjuntos de G, entonces [ =J,_, I; y
K = J;_, B; forman una particién vélida. Vamos a suponer que K e I se definen asi para
todo grafo threshold, a no ser que aclaremos lo contrario. Luego, para i € {1,...,7},
S(B;) = Uj<i I;.

La Figura 4.1 muestra los vértices de un grafo GG threshold agrupados segin su se-
cuencia de conjuntos.

Notar que S(B;) C S(B;) si ¢ < j < r. Esta inclusién es estricta, pues como son dos
bloques distintos, ha de existir al menos el conjunto I;, que es no vacio, y los vértices de
I; son satélites de los vértices de B; pero no de los de B;. Entonces, podemos categorizar
las bicliques de un grafo threshold de la siguiente manera:

Observacion 2. Sea G un grafo threshold, By, 1, By, I>, ..., B, I, la secuencia de con-
juntos de G, y D una biclique de G. Entonces se verifica alguno de estos tres casos:

1. D es una estrella {v}{S(B;)} conv € By, para i € {1,...,r}. Este caso es posible
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Figura 4.1: Esquema de la secuencia de conjuntos para un grafo GG threshold. Si bien por
simplicidad no estan graficadas las aristas, los vértices de I; son totalmente
adyacentes a By y B3, v los vértices de I son totalmente adyacentes a Bs.

sélo si By = 0.
2. D es {vH{w}, con v y w vértices mellizos.

3. D es una estrella centrada en b; € B; para j € {2,...,r}, donde una punta es
b; € By, coni€{1,...,j—1},i# j, y el resto son el conjunto | J I..

i<k<j

Demostracion. En primer lugar, debido a que los grafos threshold son split, se aplica el
Lema 3.1, es decir, las bicliques de GG tienen a lo sumo una arista que conecta dos vértices
de K. Entonces, si se considera la secuencia de conjuntos By, I, By, I>, ..., B, I, de un
grafo G threshold, las bicliques que tienen un solo vértice de K son las estrella que tienen
a b; € B; por centro, y a S(b;) = S(B;) como puntas, para algin i € {1,...,r}. Para
que la biclique sea maximal, (J,cg4,) N[w] = K, es decir, los vértices de S(B;) deben
ser adyacentes a todos los vértices de K, en particular a los pertenecientes a B;. Como
los vértices de I; para cualquier j € {1,...,r} s6lo son adyacentes a los vértices de By,
para k > j, esto sucede sélo si B; es vacio.

Por otra parte, si hay una arista que conecta dos vértices de K en la biclique, estos
dos vértices pueden pertenecer al mismo bloque B;, para i € {1,...,r}, o ser b; € B;,
b € Bj, parai,j € {l,...,r}, i < j. En el primer caso, por ser mellizos y por Lema 1.1,
la arista propia es una biclique. En el segundo, como S(B;) C S(Bj), la biclique es
una estrella centrada en b;, y sus puntas son exactamente b; y S(B;) \ (B;), es decir,

Ui§k<j I
UJ

Debido a que los grafos threshold son una subclase de los grafos split, por la Propie-
dad 4.1, si 5(G) < k el problema k-BICLIQUE-COLORING se puede resolver en tiempo
polinomial. Veamos que, en particular para esta familia, atin cuando 5(G) = k podemos
determinar si existe un k-biclique-coloreo de G de manera eficiente.

Teorema 4.1. Sea G un grafo threshold tal que B(G) = k, y sea ademds By, I, Bs, I,
..., By, I. su secuencia de conjuntos. Entonces son equivalentes:
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Figura 4.2: Un esquema de la estructura prohibida para la k-biclique-coloreabilidad de
un grafo threshold. Los bloques B; y B; son de tamano k, mientras que
los bloques B;i1,...,Bj_1 son de tamano k — 1. Parag € {i+1,...,j}, el
conjunto /, contiene un dnico vértice wj,.

s (G es k-biclique-coloreable.

» No existen i yj € {1,...,r} tales que i < j, |Bi| = |Bj| =k, |B)| =k—1, ¢
|In| = 1 para todo q € {i+1,...,7— 1} y todo h € {i,..., 5 — 1}.

Demostracion. Comencemos viendo que si existen B; y B; que cumplen las condiciones
descritas, no se pueden utilizar k colores para biclique-colorear G. Vamos a hacer esta
prueba separandola en los casos en los que j =i+ 1y 5 > 1+ 2.

Supongamos, para obtener una contradiccion, que G admite un k-biclique-coloreo f.
En primer lugar, notemos que B; y B, son bloques de tamano k y, por Lema 1.1, todos
sus vértices tienen que ser de colores disintos. Entonces hay un vértice de cada uno de
los k colores tanto en B; como en B;. Para todo ¢ € {i +1,...,j — 1}, el bloque B,
por hipétesis es de tamano (k — 1), lo que quiere decir que contiene vértices de todos los
colores menos exactamente uno.

Si j =i+ 1, entonces B; y B; son bloques consecutivos, y en la secuencia sélo los
separa un conjunto /; = {w}. Existe una biclique por cada arista (b;,b;), con b; € B; y
bj € Bj, que es exactamente {{b;},{b;,w}}. Entonces, si a, b son los vértices de color
f(w) en B; y B; respectivamente, la biclique {{b}, {a, w}} monocromatica.

Veamos ahora el caso en el que j > i+ 2. Sean B;i1, Bjie,...,Bj_; los bloques entre
B, y B, todos de tamafio (k — 1), y sea I, = {wy,} para todo i < h < j. Este caso se ve
representado en la Figura 4.2.

Consideremos el vértice w;_; y llamemos p a su color. Sea W(© el conjunto S(B;) \
S(B;) = {wit1, Wisa, ..., wj_1}. Sitodos los vértices de W tuvieran el color p, entonces
los vértices de color p de B; y B;, junto con WO formarfan una biclique monocromética.
Por lo tanto al menos un vértice de W es de color distinto a p. Tomemos aquel de
mayor indice, digamos w;,, y llamemos ¢ a su color.

Dado que el vértice w4, es el Gltimo que no es de color p, entonces, S(B;)\S(Bita+1)
esta enteramente compuesto por vértices de color p. Por lo tanto, si B; .1 tuviera un
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vértice de color p, tomando a éste, el vértice de color p de B;, y a S(B;) \ S(Bita+1),
se formaria una biclique monocromatica. Luego, el bloque B;,,+1 no puede contener un
vértice del color p, y como el tamano de B;y,11 s (kK — 1), Biioy1 contiene un vértice
de color ¢.

Consideremos el conjunto de vértices W) = {wis1, Wiz, ..., Wit} Como Bjiaiq
posee un vértice de color ¢, si todos los vértices de W) fueran de color ¢, el vértice de
color ¢ de B;, el de Bijai1, y WU inducirian una biclique monocromética. Entonces
hay por lo menos un vértice de color distinto a ¢ en W . Tomemos aquél de indice més
alto, digamos w;, g, y llamemos v a su color.

Ahora, B;; 341 no posee vértices de color ¢, porque si hubiera uno formaria una biclique
monocromatica junto con el vértice de color ¢ de B;i,41 v los vértices w;ygi1, Witp+a,

.., Witq, que son todos de color ¢ porque w;;z es el vértice de color distinto a ¢ de
indice més alto en W Por lo tanto, el conjunto B;{34+1 posee un vértice de color ).

Anslogamente, definimos W® como w1, ... , Wit+p, Y cOMo B;g41 posee un vértice

de color tiene que existir en W® un w; ue no sea de color 1. Aplicando este
) +v

razonamiento de manera iterativa, obtenemos que el conjunto W® = w; 1, ..., wi,

siempre debe tener un vértice de color distinto al de w;,,, lo que nos permite definir
un conjunto W1 de cardinal estrictamente menor, para todo ¢t > 0. Pero esto es una
contradiccién, ya que [W 1| es finito.

Reciprocamente, supongamos que no existen B; y B; que cumplan las condiciones del
teorema. Podemos establecer el siguiente esquema de coloreo de GG, basandonos en un
ordenamiento threshold de sus vértices:

1. Para cada ¢ € {i,...,r}, colorear los vértices del bloque B; utilizando los colores
1,2,...,|B;|
2. Para cada i € {1,...,r — 1}, si el bloque |B;;1| = k, colorear un vértice de I; con

el color k. Si el |B;y1| = ¢ < k, colorear un vértice de I; con el color ¢+ 1. Asignar
al resto de los vértices de I; el color 1.

Para ver que este coloreo es valido, analizaremos las bicliques separandolas en los 3
conjuntos especificados en la Observacion 2.

= Las bicliques que son la estrella centrada en un vértice v € K, con el conjunto de
puntas igual a S(v), sélo existen si By = (). En ese caso, I; contiene por lo menos
dos vértices. Entonces, a un vértice u € I; se le asigné el color |By| +1 6 k, y a
los demas el color 1. Como I; C S(v) para todo v € K, e I; contiene a u y a un
vértice de color 1, la biclique es policromatica.

» Las bicliques que son aristas entre vértices mellizos son bicromaticas, ya que a
todos los vértices de cada bloque se les asignaron colores distintos.
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» Por tultimo, analicemos las bicliques que estdn conformadas por b; € B;, b; € Bj, y
U, <k<; Ir- En el caso que b; y b; son de color distinto, la biclique ya es policromética.
Si |B,| < k, entonces un vértice de I;_; es de algin color |B;| 4 1 distinto al color
de b;. Entonces, la biclique es policromatica. Si |B;| = k, y |B;| < k, entonces
el algoritmo determina que un vértice de I;_; es de color k. Como este vértice

pertenece a Uigk < lky b; no es de color k, por ser de tamano menor, la biclique

es policromdtica. Si | B;| = |B;| = k, entonces hay algin s, tal que o bieni < s < j

y |Bs <k—1,0bieni<s<jy|l;] > 1. En el primer caso, el coloreo determina

que un vértice de I;_; es de color ¢ < k — 1, mientras que un vértice de [;_; es

de color k. Como ambos conjuntos estan contenidos en Uigk y I, la biclique es
policromética. En el segundo caso, un vértice v € I es de color |Bgyq| + 1, si
|Bs+1| < k, o de color k, si |Bsy1| = k, y hay al menos otro vértice de color 1 en

I,. Como I, C UZ.S,K]. I, la biclique es policromatica.

Como hemos visto, esta categorizacién cubre todas las bicliques posibles, mostrando
que el coloreo es efectivamente un k-biclique-coloreo.

]

Ahora, utilizando el resultado del Teorema 4.1, podemos mostrar un algoritmo que
determina un k-biclique-coloreo de un grafo threshold en tiempo lineal, si esto es posible.

Teorema 4.2. El problema k-BICLIQUE-COLORING para grafos threshold se puede re-
solver en tiempo O(n), si tenemos los grados de los vértices del grafo de entrada, y en
O(n +m), si no.

Demostracion. Vamos a presentar un algoritmo que, para un grafo G threshold, determi-
na si GG es k-biclique-coloreable mediante el criterio del Teorema 4.1, y en caso afirmativo
devuelve un k-biclique-coloreo de G.

En primer lugar, dados los grados de los vértices de G, obtenemos la secuencia de
conjuntos de G. Para ver como hacer esto notemos que, en un grafo threshold, dos
vértices tienen el mismo grado si y sélo si son gemelos o mellizos (Es decir, pertenecen
al mismo conjunto de la secuencia By, I, ..., B;, I,). Si contamos la cantidad de vértices
de cada grado que hay en (G, obtenemos la cantidad s de conjuntos no vacios en la
secuencia By, I,..., B, I, y el cardinal de cada uno. Como I, es siempre vacio, si s es
un nimero impar, entonces sabemos que r = [3], y si s es par, entonces r = 5 + 1y
By es vacio. Luego, como conocemos el cardinal de cada conjunto, podemos determinar
a qué conjunto pertenece cada vértice de G, ya que para ¢ € {1,...,r — 1}, los vértices
de v € I; tienen grado »_, ... |B;|, y parai € {1,...,r}, los vértices de v € | B;| tienen
grado n— ), ... |1;|. Estas ecuaciones provienen del hecho que los vértices de I; son de
tipo aislado y los vértices de B; son de tipo universal.

El siguiente paso es recorrer los conjuntos de la secuencia en orden. Cada vez que
encontramos un conjunto B, de k vértices, verificamos que no sea el comienzo de una
secuencia de la forma (k,1,k—1,1,k—1,1,... k—1,1,k). Si ello llegara a suceder, sabemos
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que G no es k-biclique-coloreable. También verificamos que no hayan bloques de tamano
mayor a k, en cuyo caso tampoco existe un k-biclique-coloreo posible.

Una vez realizado esto, volvemos a recorrer la secuencia de conjuntos. En este caso,
aplicando el criterio visto en el Teorema 4.1, determinamos los colores de sus vértices.
El Algoritmo 4.4 muestra el esquema enunciado.

Algoritmo 4.4 Algoritmo de coloreo para grafos threshold
Entrada: Grafo G threshold, £ € N.

Salida: no, si G no es k-biclique-coloreable, y f, k-biclique-coloreo de G si G es k-biclique-
coloreable.

1. Obtener los conjuntos de vertices mellizos y gemelos de GG junto con sus cardinales.

2. Determinar a qué elemento de la secuencia Bi,I1,..., B, I, corresponde cada conjunto
obtenido por medio de su cardinal.

3. Recorrer los cojuntos By.11,..., B, I, y:
4. Cuando aparece un bloque B, de tamano k, se mantiene registro de que no sea el

comienzo de una subsecuencia (k,1,k —1,1,...,k —1,1,k). Si esto sucede, o aparece una
secuencia de vértices universales de longitud mayor a k, devolver no.

5. Para cada xz € {1,...,r}:
6. En el conjunto B,, asignar a sus vértices los colores 1,2,...,|B,|.

7. En el conjunto I,, si |Bz41| = k, colorear un vértice de I, con el color k. Si |Byt1| =
s < k, asignar a un vértice de I el color s + 1. En ambos casos, asignar el color 1 al
resto de los vértices de I.

8. Devolver la asignacién obtenida.

La correctitud de este algoritmo es resultado del Teorema 4.1, ya que la evaluacién
que realizamos es exactamente la aplicacién del criterio que alli se enuncia.

Veamos que si tenemos los grados de los vértices este algoritmo toma tiempo O(n). En
primer lugar, determinar los conjuntos de mellizos o gemelos y el cardinal de cada uno
se puede hacer en O(n) porque sélo es necesario llevar cuenta de los vértices con mismo
grado. Luego, determinar la secuencia también se puede hacer en O(n), despejando las
ecuaciones sobre los cardinales desde r hasta 1. Finalmente, el algoritmo recorre dos veces
la lista de conjuntos de G, aplicando el criterio del Teorema 4.1, lo que nuevamente toma

O(n).
Notemos que si no se nos proveen los grados de los vértices de G, podemos calcularlos,
pero en ese caso requerimos O(n + m) tiempo para ejecutar el algoritmo. ]

Notemos que como los grafos threshold son en particular split, vale la Observacion 1,
es decir, todo grafo threshold es 2-clique-coloreable.
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4.3. Grafos cordales diamond-free

Los grafos cordales son aquellos que no poseen ciclos inducidos de longitud mayor a 3.
En la Seccién 3.2 estudiamos a los grafos split, que son una subfamilia de los cordales. En
esta seccion estudiaremos otra subclase, la de los grafos cordales que son diamond-free.

Los grafos cordales diamond-free son usualmente referidos en la literatura como grafos
bloque, pero dado que esta denominacion se basa una definicién de bloque diferente a
la que adoptamos, no la utilizaremos.

La caracteristica de los grafos cordales diamond-free que nos permite estudiar su ver-
sién de k-BICLIQUE-COLORING es que tienen la siguiente caracterizacion: un grafo G es
cordal diamond-free si y sélo si se puede obtener a partir de un arbol 7', reemplazando
cada arista (v, w) de T por un completo C' de manera tal que v,w € C. Esta caracteri-
zacién y su demostracion se puede encontrar en [Har63, BM86]. Vamos a llamar a T el
arbol principal de G, y vamos a definir la funcién K : E(T) — P(V(G)), que asigna a
cada arista de T' el conjunto de vértices de G que forma el completo correspondiente a
esa arista. Por simplicidad, notamos K ((v,w)) como K (v, w).

Veamos cémo utilizar esta caracterizacién para resolver el problema k-BICLIQUE-
COLORING en grafos cordales y diamond-free. Para esto comenzaremos notando que
las bicliques presentes en grafos de esta familia son de apenas dos tipos distintos.

Observacién 3. Sea G cordal diamond-free, T' el arbol principal G, y B una biclique
de G. Entonces, se verifica alguna de las siguientes posibilidades:

a) B es una estrella centrada en un vértice v € G tal que v es vértice interno de T, y
por cada clique C' que contiene a v, B tiene una punta que es un elemento de C'\ {v}.

b) B es una arista que une dos vértices mellizos.

Demostracion. En primer lugar, como G es cordal, no posee ningiin Cy inducido. Luego,
todas las bicliques son estrellas.

Sea B = {{v}, W} una estrella que es biclique. Si v no es un vértice interno de T,
entonces N[v] es un completo. Luego, W C NJ[v] contiene exactamente un vértice w vy,
por Lema 1.1, v y w son mellizos, i.e., B satisface la condiciéon b. Si v es un vértice
interno de T, entonces v tiene al menos dos vecinos en T'. Sean {wy, ..., wi} = N[v]NT.
Por definicién, ningin vértice de K (v, w;) es adyacente a un vértice de K (v, w;) para
1 <i < j < k. Por otra parte, K (v, w;) es un completo. Luego, W contiene exactamente
un vértice de K (v, w;) para todo 1 < i < k, i.e., B satisface la condicién a.

[]

La Observacion 3 nos indica que, dado un coloreo de G, la verificacién de que un
coloreo es un k-biclique-coloreo sélo requiere verificar la no existencia de ciertos colores
en sus completos.
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Lema 4.1. Sea G cordal diamond-free y sea T el drbol principal de G. Un k-coloreo f
de G es un k-biclique-coloreo si y sélo si todos los vértices de cada bloque son de color
distinto y para cada vértice interno v de T, existe un vértice w € N[v] N'T tal que
K(v,w)\ {v} no contiene vértices de color f(v).

Demostracion. Usando la categorizacion de bicliques de la Observacion 3, es inmediato
que las bicliques que son aristas entre vértices mellizos son bicromaticas si y sélo si en
cada bloque todos los vértices son de color distinto.

Para el caso de estrellas centradas en vértices internos de T', consideremos un vértice
interno v de T con {wy,...,wx} = V(T) N N(v). Si para todo i € {1,...,k} ocurre que
K(v,w;) \ {v} contiene un vértice z; de color f(v), entonces {{v}{z1,...,2x}} es una
biclique monocromatica por Observacién 3. En cambio, si ningtin vértice de K (v, w;) es
de color f(v) para algin i € {1,...,k}, entonces toda biclique estrella centrada en v es
policromética porque, por Observacién 3, contiene algin z € K (v, w;). O

Consideremos un grafo GG cordal diamond-free, tal que T es el arbol principal de G.
Llamaremos arbol etiquetado de G, y lo denotamos por T¢, al arbol con los mismos
vértices y aristas que T', pero en el que toda arista (v, w) € E(T') se etiqueta con el valor
|K (v,w)| — [{z € {v,w} |  no es hoja de T'}|. Es decir, la arista (v, w) se etiqueta con
| K (v, w)|—2 si vy w son ambos vértices internos de T', y con |K (v, w)|—1 si uno entre v
y w es interno y el otro hoja de T, y con K (v, w) = 2 si ambos son hojas. Del desarrollo
de la Observacién 3 podemos ver que la etiqueta de la arista (v,w) de T representa
la cantidad de vértices mellizos de K (v, w). En la Figura 4.3 vemos un ejemplo de esta
construccion.

(a) G (b) T (c) T¢

Figura 4.3: Ejemplo de grafo G cordal diamond-free, con su arbol principal T" y arbol
etiquetado T¢.

Por otra parte, diremos que un subarbol entero de un arbol T es un subarbol inducido
H C T tal que los vértices internos de H tienen el mismo grado en H y en 7.

Ahora estamos listos para enunciar la propiedad de biclique-coloreo de grafos cordales
diamond-free.
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Teorema 4.3. Sea G un grafo cordal diamond-free con B(G) =k y sea T® su corres-
pondiente drbol etiquetado. Son equivalentes:

i. G no es k-biclique-coloreable.

ii. Existe un subdrbol entero H de TC, con al menos 3 vértices, tal que todas las hojas
de H pertenecen a aristas etiquetadas con el valor k, y que todas las demds aristas
de H estan etiquetadas con el valor k — 1.

Demostracion. Supongamos que existe un subarbol H de T como el que se describe
en el ftem #, y ain asi G admite un k-biclique-coloreo f. Consideremos las siguientes
propiedades.

Propiedad 4.4. El subdrbol H contiene una arista entre vértices internos (v, w) tal que
K(v,w) \ {v} no contiene ningin vértice de color f(v).

Demostracion. Sea v un vértice interno de H. Por Lema 4.1, existe algin w € V(7))
tal que K(v,w) \ {v} no contiene vértices de color f(v), ya que si no f no serfa un
k-biclique-coloreo. Por definicién de arbol maximal, w € V(H). Si w fuera hoja de
H, entonces K (v, w) \ {v} contendria k vértices mellizos por hipdtesis. Pero entonces,
K (v,w) contendria un vértice de color f(v) por Lema 1.1, lo cual es absurdo. Luego, w
es un vértice interno de H. O

Propiedad 4.5. Si H contiene un camino vy,...,v; (j > 1) de vértices internos tales
que K(vi,vip1) \ {vi} no contiene ningin vértice de color f(v;) para todo 1 < i < j,
entonces existe un vértice vj11 que es interno de H tal que K(v;,v;41)\{v;} no contiene
vértices de color f(vj) yvi,...,v41 es un camino de H.

Demostracion. Por Lema 4.1, existe algin vértice v;y € V(T') tal que K (v;,vj41) \ {v;}
no contiene vértices de color f(v;). Por definicién de H, v;4; € V(H). Si vj4; fuera hoja
de H, entonces, como en la Propiedad 4.4, obtendriamos que K (v;,v;41) \ {v;} tiene un
vértice de color f(v;), lo cual es una contradiccién. Luego, v,41 es un vértice interno de
H. Como H es un arbol, v;41 ¢ {v1,...,v,_2}. Por dltimo, (v;, v;_1) esta etiquetada con
el valor k — 1. Luego, K (v;,v;—1) \ {vj,vj_1} tiene k — 1 vértices mellizos y todos tienen
colores distintos por Lema 1.1. Como todos los vértices de K (vj,vj_1) \ {vj_1} tienen
colores distintos a v;_1, entonces algin vértice de K (v;,v,;_1) \ {v;_1} tiene color f(v;).
Luego, vj11 # vj-1. O

Las Propiedades 4.4 y 4.5 (esta ultima aplicada iterativamente) implican que H con-
tiene un camino simple de longitud |V (H)| + 1, lo cual es una contradiccion. Esta con-
tradiccion proviene de suponer que GG es k-biclique-coloreable.

Para el reciproco, supongamos que 7'¢ no contiene un subarbol entero con las ca-
racteristicas mencionadas. Vamos a describir un algoritmo para el coloreo para G que
emplea a lo sumo k colores.
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En primer lugar, computamos cada subarbol maximal H de T“ que contiene tnica-
mente aristas etiquetadas con el valor £ — 1. Aqui, la maximalidad es en cuanto a la
inclusion de aristas, i.e., ningtin vértice de H incide en una arista etiquetada con el valor
k —1 que no pertenezca a H. Por hipdtesis, H debe contener un vértice z(H) que o bien
sea hoja de T, o bien incida en una arista de T etiquetada con un valor menor a k — 1.
Caso contrario, el subarbol entero H' cuyos vértices internos son los vértices de H seria
un arbol como el mencionado en i, ya que todas las hojas de H' estaran conectadas
con el resto del arbol por medio de aristas etiquetadas con el valor k, y todas las demas
aristas de H' estérian etiquetadas con el valor k — 1. Por lo tanto, podemos fijar z(H)
para cada H de TC.

En segundo paso, fijamos un vértice r € T como raiz y coloreamos los vértices
de T¢ por niveles, de manera que los vértices en niveles pares tienen color 1 y los de
niveles impares tienen color 2. Los vértices de V(G) \ V(T“) pertenecen a un completo
K(v,w) \ {v,w} para alguna arista (v,w) € E(T%). En el tercer paso, segiin v w, y la
etiqueta que posea la arista (v,w) en T%, determinamos el coloreo de los vértices de
K(v,w) \ {v,w} de acuerdo con las siguientes reglas.

» Si (v,w) estd etiquetada con el valor k, entonces asignamos a los vértices de
K(v,w) \ {v,w} los k colores.

= Si (v,w) estd etiquetada con el valor ¢ < k — 2, entonces coloreamos los vértices
de K(v,w) \ {v,w} con los colores 3,...,q+ 2.

» SivoweshojadeTY y (v,w) estd etiquetada con el valor k — 1, coloreamos los
vértices de K (v, w) \ {v,w} con los colores 3,..., k.

» Sini v ni w son hojas de T, y (v, w) estd etiquetada con el valor k — 1, entonces
(v,w) pertenece a un tunico subarbol maximal H de T que contiene inicamente
aristas etiquetadas con el valor k£ — 1. En tal caso, coloreamos k — 2 de los vértices
de K(v,w) \ {v,w} con los colores 3,...,k, y al vértice restante le asignamos el
mismo color que aquel entre v y w que se encuentre a menor distancia de z(H).

Para ver que este coloreo es un k-biclique-coloreo, debemos chequear las condiciones
del Lema 4.1. Verifiquemos primero que ningun bloque tiene dos vértices del mismo
color. Consideremos una arista (v,w) de T De acuerdo con las reglas de arriba, los
vértices de K (v, w) \ {v,w} reciben siempre colores distintos. Més atin, si alguno de v o
w es hoja, entonces ningin vértice de K (v, w) \ {v, w} utiliza el color 1 o 2. Luego, los
vértices mellizos en K (v, w) tienen colores diferentes.

Veamos ahora que para todo vértice v interno de T, existe un vértice w € N(v) tal
que K(v,w) \ {v} no tiene vértices del mismo color que v. Para esto, consideremos la
arista (v, w) cuya etiqueta tiene el valor ¢ minimo. Si ¢ = k, entonces el vecindario de
v en TY induce un subdrbol como el descrito en 7, lo que es imposible. Si ¢ < k — 2,
entonces los vértices de K (v, w)\ {v, w} utilizan los colores 3, ..., ¢+2, por lo que ningtin
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vértice de K (v, w)\{v} es del mismo color que v. Por dltimo, supongamos que g = k—1.
En este caso, (v, w) pertenece a un subarbol maximal H de T cuyas aristas tienen todas
el valor £ — 1. Como v no es hoja de T y no incide en ninguna arista etiquetada con
un valor menor a k — 1, entonces v # z(H). Luego, existe algin x € N(v) NV (H) en
el camino entre v y z(H). Como la distancia de = a z(H) es menor que la distancia de

v a z(H), entonces los vértices de K (v, w) \ {v,z} se colorean con los colores 3, ..., k,
més el color de x. Por lo tanto, K (v, w) \ {v} no contiene vértices del mismo color que
v. Entonces, el coloreo es valido. O

Podemos ver el pseudocddigo del algoritmo presentado en en el Teorema 4.3, en el
Algoritmo 4.5.

Algoritmo 4.5 k-biclique-coloreo para grafos cordales diamond-free

Entrada: grafo GG cordal diamond-free, k € N.

Salida: no, si G no es k-biclique-coloreable, k-biclque-coloreo f de G si G es k-biclique-
coloreable.

1. Determinar el 4rbol etiquetado 7.

2. Si alguna arista entre vértices internos queda etiquetada con un valor mayor a k, o una
arista que incide en una hoja de T queda etiquetada con un valor ¢ > k, devolver no.

3. Determinar los subérboles maximales de T¢ en los que toda arista tenga etiqueta k — 1.

4. Para cada subarbol H, buscar los vértices de salida de H. Si alguno no tiene vértices
de salida, devolver no. Si tiene més de uno, elegir uno z(H) arbitrariamente.

5. Elegir un vértice arbitrario r de T¢ y colorear los vértices de T¢, de manera que a los
vértices de niveles impares se les asigna el color 1 y a los de niveles impares, el color 2.

6. Para los vértices pertenecientes a K (v,w) \ {v,w} para una arista (v, w)

7. Si (v, w) estd etiquetada con el valor k, se colorean utilizando los k colores.
8. Si (v, w) esta etiquetada con un valor ¢ < k — 2, se colorean utilizando los colores
34,....q+2.
9. Si v o w es hoja de T, y (v, w) esta etiquetada con el valor k — 1, se colorean con los
colores 3.4,... k.
10. Si v y w son vértices internos de TC, y (v,w) estd etiquetada con el valor k — 1, se
utilizan los colores 2, ...,k més el color de aquel entre v y w que tenga menor distancia

con el vértice z correspondiente al subarbol maximal que contiene la arista (v, w).

Veamos que dado un grafo G cordal diamond-free, podemos correr este algoritmo vy,
de ser posible, calcular un k-biclique-coloreo de GG, en tiempo polinomial.
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Teorema 4.4. Sea G un grafo cordal diamond-free. Se puede determinar si G es k-
biclique-coloreable, y, en caso afirmativo, obtener un k-biclique-coloreo de G, en tiempo
lineal.

Demostracion. Para probar esto basta con ver que el Algoritmo 4.5 funciona en tiempo
lineal. Entonces, vamos a revisar los pasos del algoritmo y ver su costo computacional.

La obtencién del arbol etiquetado de T, y la evaluacién de que ninguna arista esté eti-
quetada con un valor mayor a k, se puede hacer en tiempo O(n + m) haciendo una
exploracion BF'S de G.

Luego, la obtencién de los subarboles maximales con artistas etiquetadas con el valor
k — 1 se puede hacer en O(n), ya que se trabaja recorriendo las aristas del drbol T¢, y
existe a lo sumo un subarbol maximal por cada arista. La evaluacion de la existencia del
vértice de salida para cada uno de estos subarboles se puede hacer en el mismo recorrido
en el que se establece su extension.

Los pasos 510 recorren primero los vértices de G, para hacer el coloreo por niveles,
y luego recorren sus aristas, para las cuales hacen una evaluacién que toma O(1) y con
su resultado establecen el color de todos los vértices pertenecientes a la clique de G que
corresponde a esa arista. Esta etapa cuesta, entonces, O(n).

Por lo tanto hemos visto que podemos evaluar si un grafo cordal diamond-free es
k-biclique-coloreable, y, en caso afirmativo, presentar un k-biclique-coloreo, en tiempo
O(n+m). O

Como con otras familias de grafos, nos podemos preguntar como se compara la com-
plejidad del problema k-BICLIQUE-COLORING contra k-CLIQUE-COLORING en grafos cor-
dales diamond-free. Nuevamente encontramos que la pregunta de k-CLIQUE-COLORING
para esta famila de grafos se puede responder de manera inmediata.

Observaciéon 4. Sea G grafo cordal, diamond-free. Entonces G es 2-clique-coloreable.

Demostracion. Sabiendo que los grafos cordales diamond-free son aquellos se obtienen
de un arbol principal T, reemplazando cada arista por un completo, es facil ver que las
cliques de G son exactamente K (v, w) para cada arista (v,w) de T.

Entonces, basta con colorear los vértices de T por niveles, es decir, todos los de niveles
pares con el color 1, y los de niveles impares con el color 2. Luego, como toda clique es
un completo que contiene una arista de 7', siempre incluye un vértice del color 1 y uno
de color 2. O]

4.4. Grafos donde cada arista pertence a una unica
biclique
Para completar este capitulo, vamos a ver que en los grafos donde cada arista perte-

nece a una unica biclique podemos determinar el nimero biclique-cromatico, haciendo
inmediata la respuesta a la pregunta de k-BICLIQUE-COLORING.
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En esta seccién utilizaremos el grafo paw. Un paw es un grafo de 4 vértices como el
que se ve en la Figura 4.4.

Figura 4.4: El grafo paw.

Para empezar, veamos que podemos determinar el niimero biclique-cromético para
grafos multipartitos completos. Un grafo G es multipartito completo cuando V(G) se
puede particionar en s > 1 subconjuntos independientes Iy, ..., I, tales que {I;, [;} es
una biclique para 1 <17 < j <s.

Veamos que el nimero biclique cromatico de los grafos multipartitos completos coin-
cide con su cantidad de vértices universales, si tiene mas de uno, o 2, en caso contrario.

Teorema 4.5. Si G es un grafo multipartito completo no trivial, entonces, vale que
Xoe(G) = max(r,2), donde r es la cantidad de vértices universales de G.

Demostracion. Sea GG multipartito completo con multiparticiéon Iy, ..., I,. Observemos
que si I; = {v} para algin i € {1,..., s}, entonces v es un vértice universal, ya que debe
ser adyacente a (J;c;_y I;\ {v}. Por otra parte, todos los vértices universales de G son
mellizos, y forman un bloque.

Por lo tanto, coloreamos los vértices de G de manera que los vértices universales son
todos de color disinto, y en cada conjunto I; con |I;| > 2, coloreamos un vértice de color
1 y el resto de color 2.

Notemos que toda biclique de G es de la forma {I;, I}, paraun par 4, j € {1,...,s}. Si
alguno de 7 0 j es un conjunto de 2 o mas vértices, entonces la biclique es policromatica
porque en estos conjuntos hay un vértice de color 1 y uno de color 2. Si tanto /; como I;
son conjuntos de un vértice, entonces la biclique es bicromatica porque todos los vértices
universales son de colores distintos.

Por lo tanto tenemos un biclique-coloreo que utiliza xp.(G) = max(r, 2) colores, donde
r es la cantidad de vértices universales de GG. Dado que el conjunto de vértices universales
de G es un bloque, por Propiedad 1.2, no se pueden utilizar menos de r colores para
biclique-colorear G. O]

Por otra parte, es sencillo ver que desde el punto de vista del clique coloreo, los grafos
multipartitos completos son siempre 2-clique-coloreables.

Observacion 5. Sea G grafo multipartito completo. Entonces, G es 2-clique-coloreable.
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Demostracion. Si G es multipartito completo con multiparticion I, ..., I, toda clique

de G contiene exactamente un vértice v; € I; para cada i € {1,...,s}. Entonces, basta
con asignar el color 1 a los vértices de I, y el color 2 a los vértices de V(G) \ I;. Luego,
como toda clique incluye un vértice de I; y otro de I, es bicromatica. O

Veamos ahora que nimero biclique-croméatico también se puede determinar sobre la
familia de grafos en los que cada arista pertenece a una unica biclique. En primer lugar
veamos que esta es exactamente la familia de grafos (P, paw)-free.

Lema 4.2. Sea G grafo conexo. Toda arista de G pertenece a una unica biclique si y
solo si G es (Py, Paw)-free.

Demostracion. Veamos en primer lugar que si hay un P4 o un paw en G, entonces existe
al menos una arista que pertenece a dos bicliques distintas.

Sean a,b,c,d € G tales que (a,b), (b,c), y (¢,d) € E(G), y tales que a y ¢ no son
adyacentes, y a y d no son adyacentes. En este caso, podemos ver que {{b},{a,c}}
pertenece a una biclique. Observemos las posibilidades para la adyacencia entre by d.

= Siby dnoson adyacentes, entonces a, b, ¢ y d inducen un P;. Entonces, {{c}, {b, d}}
pertenece a una biclique distinta a {{b}, {a,c}}, por lo que la arista (b, c) se en-
cuentra en dos bicliques distintas. Este caso se puede ver en la Figura 4.5a.

» Siby dson adyacentes, entonces a, b, ¢ y d inducen un paw. Entonces, {{b}, {a,d}}
pertenece a una biclique distinta a {{b},{a,c}}, por lo que la arista (a,b) se en-
cuentra en dos bicliques distintas. Este caso se puede ver en la Figura 4.5b.

(a) Caso P, (b) Caso paw

Figura 4.5: Prueba de que la existencia de un Py o un pawimplica la existencia de una
arista presente en mas de una biclique.

Por lo tanto, la existencia de un paw o un P, inducido en GG hace que exista al menos
una arista contenida en mas de una biclique.

Ahora supongamos que existe una arista (v, w) que pertenece a dos bicliques distintas,
y veamos que entonces existe un P, o un paw inducido en G.

62



Sean A = (V,W) y B = (X,Y) las dos bicliques que comparten la arista (v, w). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que v estd en V' y X, mientras que w estd en W e
Y.

Ahora, como A y B son bicliques distintas, tiene que existir al menos un vértice en
cada una que no esté en la otra (pues, dado que las bicliques por definicién son maximales
respecto de la inclusién, no puede ser que una esté incluida en la otra). Sea a un vértice
que esta en la biclique A y no en B. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a
estd en V. Como a no consitituye un bipartito completo al unirlo con B, debe suceder
que a es adyacente a un vértice de X \ V, o no adyacente a un vértice de Y\ W.

Supongamos que a es adyacente a un vértice b de X \ V. Por otra parte, a tiene ser
adyacente a w, y no adyacente a v, pues los tres pertenecen a A. Andlogamente, b debe
ser adyacente a w y no a v, pues los tres pertenecen a B. Pero entonces, v, w, a y b
forman un paw. Esta situacién se muestra en la Figura 4.6a.

Ahora supongamos que a es no adyacente a un vértice ¢ de Y \ W. En este caso, a es
adyacente a w, y no adyacente a v, ya que los tres pertenecen a A, y v debe ser adyacente
a ¢, y no adyacente a w, ya los tres pertenecen a B. Entonces, v, w, a y b forman un Pj.
Esta situaciéon se muestra en la Figura 4.6b.

v

X Y

(a) (b)

Figura 4.6: Prueba de que la existencia de una arista presente en dos bicliques lleva a la
presencia de un W, o un paw inducido.

{

Por lo tanto, si hay una arista en dos bicliques, existe un P, o un Paw en G.
m

Ahora, como un grafo (P, paw)-free es en particular paw-free, podemos aplicar el
siguente resultado de Stephan Olariu.

Teorema 4.6 ([Ola88]). El grafo G es paw-free si y solo si cada componente conezxa de
G no contiene tridangulos o es un multipartito completo.
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Como los grafos (P, paw)-free son un caso particular de los paw-free, y no tienen
ningiin P, inducido, podemos realizar la siguiente afirmacién.

Corolario 4.2. Sea G (Py, paw)-free. Entonces, toda componente conexa de G es un
multipartito completo o un bipartito.

Demostracion. Dado que G es paw-free, por Teorema 4.6, toda componente conexa de
G no contiene triangulos o es un multipartito completo. Como G es Pj;-free, ademas, no
posee ciclos inducidos de longitud mayor a 4. En particular, no posee ciclos inducidos
impares de longitud mayor o igual a 5.

Entonces, si G es libre de triangulos, es libre de ciclos impares, y por lo tanto es
bipartito. Si en cambio contiene triangulos, todas sus componentes conexas deben ser
multipartitos completos. [

Como vimos, conocemos el valor del nimero biclique-cromético en ambos casos, por
lo que conocemos la respuesta de k-BICLIQUE-COLORING para todo grafo en el que cada
arista pertenece a una tnica biclique.

Por otra parte, el Teorema 4.6 también nos revela que el problema k-BICLIQUE-
COLORING para el caso general de grafos paw-free es tan dificil como lo es para grafos
sin tridngulos, problema que por el momento queda abierto.

Tras estudiar la familia de grafos donde cada arista pertenece a una tnica biclique,
podriamos preguntarnos qué sucede en la familia de grafos donde cada vértice pertenece
a cada biclique. Sin embargo, en estos casos es inmediato que los miembros de esta
familia son los grafos donde cada componente conexa es un bipartito completo, y por lo
tanto no son un caso de estudio relevante.
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5 Conclusiones y Problemas Abiertos

En esta tesis definimos el problema k-BICLIQUE-COLORING, inspirados por los resul-
tados conocidos para k-CLIQUE-COLORING. En primer lugar, determinamos una cota
inferior para el valor k tal que un grafo es k-biclique-coloreable, dada por el tamano del
mayor bloque del grafo. Esto nos da una herramienta muy 1til para decidir si un grafo
es k-biclique-coloreable.

Una cuestién que nos preguntamos al descubrir este resultado es si esto nos permite
afirmar algo sobre los grafos cuyos bloques son de tamano 1, es decir, que no contienen
vértices mellizos. Nuestra hipdtesis era que siempre existe un 2-biclique-coloreo de estos
grafos. Descubrimos, sin embargo, que esta afirmacion es falsa. En la Figura 5.1 vemos
un ejemplo de un grafo sin vértices mellizos que no es 2-biclique-coloreable. Este grafo
se puede generalizar. En un ejercicio de [Gol04], Martin Golumbic presenta la familia de
grafos n-6gonos estrella (star n-gon). Estos se definen a partir de un ciclo de n vértices
C1,...,Cq Y, para cada arista (c;, ¢;11), agrega un vértice b; 1 adyacente a ¢; y a ¢iyq.
Es facil ver que un n-6gono estrella no posee vértices mellizos. Vamos a ver que, si n es
impar mayor o igual a 5, no se puede 2-biclique-colorear.

Figura 5.1: Un pentagono estrella.

Teorema 5.1. Para todo n impar, mayor o igual a 5, el n-dgono estrella no es 2-biclique-
coloreable.

Demostracion. Sean cq, ..., ¢y, by, ..., b,, los vértices que conforman un n-égono estrella,
con n > 5 impar, de manera tal que ¢y, . .., ¢, inducen un ciclo y que parai € {1,...,n},
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bi+1 es adyacente a ¢; y ¢; 41, con suma mddulo n. Si utilizamos dos colores para colo-
rear los vértices ¢y, ..., c,, dado que forman un ciclo impar, necesariamente existen dos
vértices consecutivos en el ciclo tienen el mismo color. Sin pérdida de generalidad, su-
pongamos que ¢; y ¢ son de color 1. Ahora, para todo j > 3, si j es impar, ¢; y b; tienen
que ser de color 2, mientras que si j es par, ¢; y b; deben ser de color 1. Esto se puede si
se colorea de manera inductiva: Para j = 3 vale, ya que ¢; y ¢; forman una biclique con
c3, v ¢1 'y ¢o son de color 1, asi que c3 debe ser de color 2. Analogamente, b3 debe ser de
color 2. Ahora veamos el caso general. Supongamos que vale para j — 1 y veamos el caso
de j. Si j es impar, j — 1 es par. Por hipdtesis inductiva, ¢;j_; y b;_; tienen que ser de
color 1. Pero entonces, c¢; tiene que ser de color 2, ya que forma una biclique con ¢;_; y
bj_1, y b; también tiene que ser de color 2, ya que también forma biclique con ¢;_; y b;_;.
Andlogamente, si j es par, por hipétesis inductiva c¢;_1 y bj_; deben ser de color 2, y eso
lleva a que ¢; y b; deban ser de color 1. Esta observacion determina que ¢, y b, deben
ser de color 2, ya que n es impar. Pero ahora consideremos by, el vértice adyacente a ¢,
y a c¢1. Si fuera de color 1, entonces by, ¢; y ¢ forman una biclique monocromatica, y si
fuera de color 2, b, ¢, y by forman una biclique monocromatica. Entonces el n-6gono
estrella no es 2-biclique-coloreable. O

En el Capitulo 2 nos propusimos determinar la complejidad computacional de k-
BICLIQUE-COLORING. Descubrimos que, como en el caso de k-CLIQUE-COLORING, k-
BICLIQUE-COLORING es un problema que se encuentra en la clase de complejidad X5-
Completo. Vimos, adicionalmente, que este problema permanece X5-Completo incluso si
se lo restringe a grafos que no continenen un Kj 3 inducido ni vértices gemelos. Habiendo
obtenido este resultado, nos interesamos en buscar familias de grafos donde el problema
k-BICLIQUE-COLORING esté en la clase NP o P.

En el Capitulo 3 adoptamos dos enfoques para buscar familias de grafos donde k-
BICLIQUE-COLORING estuviera en la clase de complejidad NP. Por un lado, nos restrin-
gimos a familias de grafos con una cantidad polinomial de bicliques. Aunque vimos que
en este caso el problema es NP, descubrimos que para los grafos split, que pertenecen a
esta clase, k-BICLIQUE-COLORING es NP-Completo. Por otro lado, encontramos la fami-
lia de grafos (W, dart, gem)-free, para los cuales encontramos un algortimo polinomial
para la verificacion de un k-biclique-coloreo. Sin embargo, también encontramos una
reduccién de NAE-SAT a 2-BICLIQUE-COLORING en un grafo (W,, dart, gem, Ky, K3 3)-
free. Esto quiere decir que hemos aplicado dos estrategias para reducir la complejidad del
problema k-BICLIQUE-COLORING a la clase NP, y para cada una de ellas encontramos
una subclase de grafos donde el problema es NP-Completo.

Sin embargo, el trabajo con los grafos (W, dart, gem)-free no estd completo. Si bien
probamos que 2-BICLIQUE-COLORING es NP-Completo para una subfamilia de esta clase,
nos interesa conocer la complejidad de £-BICLIQUE-COLORING para cualquier k. Esto nos
puede dar nueva informacion sobre la naturaleza del problema de buscar un k-biclique-
coloreo.

Finalmente, en el Capitulo 4 nos enfocamos en encontrar familias de grafos donde
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k-BICLIQUE-COLORING se pueda resolver en tiempo polinomial. Para esto, estudiamos
algunos casos especiales de los grafos split, y la subfamilia de los grafos threshold. En
ambos casos, las restricciones adicionales nos permiten determinar un k-biclique-coloreo
en tiempo lineal. También exploramos la familia de grafos cordales diamond-free, donde
también encontramos un algoritmo polinomial para encontrar un k-biclique-coloreo. Por
ultimo, vimos clases donde podemos conocer directamente el niimero biclique-cromatico,
es decir, aquellas donde podemos calcular el minimo k tal que G es k-biclique-coloreable.
Vimos que esto se cumple para grafos donde todo vértice pertenece a una tnica biclique,
ya que probamos que estos grafos son siempre bipartitos. Ademas vimos que también se
cumple para grafos donde toda arista pertenece a una tnica biclique, pues probamos que
esta familia es equivalente a la de grafos (Py, paw)-free, y que sélo pueden ser bipartitos
o multipartitos completos.

El hecho de haber encontrado estas familias no triviales de grafos donde k-BICLIQUE-
COLORING se puede resolver en tiempo polinomial nos muestra que, a pesar de que en
el caso general este problema es intratable, hay muchos contextos donde es computacio-
nalmente factible resolverlo de forma exacta.

5.1. Complejidad segun subgrafos prohibidos

Una caracteristica que tienen los resultados encontrados respecto a la complejidad de
k-BICLIQUE-COLORING para distintas familias de grafos, es que todas las clases estu-
diadas son caracterizables por subgrafos prohibidos acotados. Esto nos permite tener
un panorama de la complejidad de resolver k-BICLIQUE-COLORING sobre una familia de
grafos si se conoce qué subgrafos inducidos prohibidos tiene.

El Cuadro 5.1 nos muestra un resumen de la informacién que provee este trabajo sobre
la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING segun los subgrafos prohibidos de la clase de
grafos a la que pertenezca la entrada.

Cuadro 5.1: Complejidad de k-BICLIQUE-COLORING segun los subgrafos prohibidos de

la entrada
Subgrafos Prohibidos | Complejidad de k-BICLIQUE-COLORING
Ks 3 ¥:2-Completo (Teo. 2.1, 2.3)
2K,, Cy, Cs NP-Completo (Teo. 3.2)
Wy, dart, gem, Ky, K33 NP-Completo (k=2) (Teo. 3.5)
Py, 2K,, C, O(n +m) (Teo. 4.1)
Cy (n > 4), diamond O(n +m) (Teo. 4.4)

Todavia queda por determinar la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING para familias
con otros subgrafos prohibidos. Por ejemplo, no conocemos la clase de complejidad para
grafos K s-free.
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Sabemos que k-BICLIQUE-COLORING estd en NP para la familia de grafos K s-free,
ya que al no permitir subgrafos K3 inducidos, la verificacién de un coloreo consiste
en tomar todos los conjuntos de vértices que induzcan un K ;, K2, o un Ks,. Sin
embargo, no hallamos un algortimo polinomial general para esta familia, ni una prueba
de que en ella la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING sea NP-Completo.

Por otra parte, en el Cuadro 5.2 vemos las familias de grafos para las que conocemos
el nimero biclique-cromaético.

Cuadro 5.2: Familias de grafos y nimero biclique-cromatico

Clase Xbe(G)
Completo n (Corolario 1.1)
Bipartito 2 (Corolario 1.2)
Ciclo C,, n >3 2 (Teorema 1.2)
o max{r, 2} (Teorema 4.5)
Multipartitos Completos (r = cantidad de vértices universales de G)

Recordemos que vimos que los grafos donde cada arista pertenece a una tnica biclique
son bipartitos o multipartitos completos y los grafos donde cada vértice pertenece a una
unica biclique son bipartitos.

5.2. Clique-coloreo y biclique-coloreo

Un objetivo importante de esta tesis es el de comparar la complejidad de k-BICLIQUE-
COLORING con la de k-CLIQUE-COLORING en diferentes familias de grafos. Con esta
intencion en mente, a medida que fuimos obteniendo resultados de complejidad para
k-BICLIQUE-COLORING, investigamos, o determinamos, la complejidad de k-CLIQUE-
COLORING para las mismas clases de grafos.

El Cuadro 5.3 resume nuestros conocimientos acerca de la complejidad de k-CLIQUE-
COLORING en comparacién con k-BICLIQUE-COLORING.

Es interesante notar que, al alcance de esta tesis, no conocemos una clase de gra-
fos donde el problema k-CLIQUE-COLORING sea computacionalmente mas dificil que
k-BICLIQUE-COLORING. Si bien es esperable que existan, por el momento no tenemos
un ejemplo de esta situacién para presentar.

También llama la atencion el hecho de que en muchas de las clases con las que traba-
jamos, el problema k-CLIQUE-COLORING es resoluble de manera inmediata, porque los
grafos de tales clases son 2-clique-coloreables.
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Cuadro 5.3: Comparacién de complejidades de k-BICLIQUE-COLORING y k-CLIQUE-

COLORING
| Familia | k-CLIQUE-COLORING | k-BICLIQUE-COLORING |

TR iy

(e - Tio o055

T

Ky-free NP'COTS)QESS] (k=2) NP-I:}ZLT 3(.1222)
(Wa, dart, gem, Ksg, Ky)-free i NP_CO%IEI§E§5(k:2)

Threshold OOb(sl)l @) T(ézo +477;)
Cordal, diamond-free OOb<sl)4 OT(:().‘Z?Z)
Multipartito Completo OOb<sl)5 Tgfli_g)

5.3.

Problemas abiertos y trabajo futuro

Algunos problemas y areas donde creemos que se puede profundizar el trabajo y
encontrar nuevos resultados son:

Biclique Coloreo Hereditario: Como hemos visto, la propiedad de k-biclique-
coloreabilidad no es herediaria. Podemos definir entonces el problema k-BICLIQUE-
COLORING HEREDITARIO, que tiene por entrada un grafo GG y responde a la pregun-
ta “;Es cierto que todo subgrafo inducido G’ de G es k-biclique coloreable?”. En
[Mar04], Déniel Marx muestra que k-CLIQUE-COLORING HEREDITARIO se encuen-
tra en la clase de complejidad IT5. Es razonable sospechar que lo mismo sucede
en el caso de biclique-coloreo. Ademas, k-biclique-coloreo hereditario posee otra
caracteristica interesante: Se puede acotar el £ minimo para el que un grafo G es
k-biclique-coloreable hereditario por el tamano de la clique maxima de G. Esto se
debe a que si se toma el subgrafo H C G que es la clique maxima de G, H requiere
B(H) colores para su biclique coloreo.

Biclique Coloreo de Grafos sin triangulos: Hemos mencionado que el hecho
de que si bien los conjuntos de vértices mellizos establecen una cota inferior para la
cantidad de colores que se requieren para biclique-colorear un grafo, no es cierto que
un grafo sin vértices mellizos sea 2-biclique-coloreable. Es interesante plantear una

69



restriccién mas fuerte, y observar qué pasa en la clase de grafos sin tridngulos. Seria
interesante determinar si estos grafos son 2-biclique-coloreables. No conocemos un
contraejemplo a esta afirmacién.

Otras Familias Cordales: En este trabajo vimos que k-BICLIQUE-COLORING
es NP-Completo para grafos split. Nos interesa saber si se puede determinar la
complejidad de k-BICLIQUE-COLORING para otras familias de grafos cordales, en
particular en Grafos de Intervalos, donde incluso el caso de grafos de Intervalos
Propios permanece abierto, aun cuando, al ser K;s-free, sabemos que admiten
validar un coloreo en tiempo polinomial.

Establecer la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING para grafos K, -free:
En el capitulo 3 determinamos que 2-biclique-coloreo es NP-Hard para grafos K-
free. Seria interesante determinar si existe una relacién entre n y el maximo k para
el que se puede probar NP-Completitud de k-biclique-coloreo, en grafos K,-free.

Establecer la complejidad de k-BICLIQUE-COLORING para grafos (W, dart,
gem, K, ; )-free: Hemos visto que 2-BICLIQUE-COLORING es NP-Completo para
grafos (W,, dart, gem, K; j,)-free. Nos interesaria saber si se puede mostrar que es
NP-Completo en el caso general. También nos interesa saber si se puede eliminar
la restriccién de acotar los K ; en estos grafos.
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