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Resumen

Si bien se suele hablar de nimeros reales aleatorios, en realidad la condiciéon de ser
aleatorio depende de la representacion del niimero y no del niimero en si. Por lo tanto,
las nociones de aleatoriedad no necesariamente son invariantes para distintas representa-
ciones, por ejemplo, representaciones en distintas bases.

El concepto de aleatoriedad de Martin-Lof intenta capturar la nocién intuitiva de
aleatoriedad para secuencias infinitas y es hoy en dia la nocién que mayor aceptacién
tiene. Puede ser caracterizada mediante funciones especiales llamadas martingalas, y al
imponer restricciones de efectividad sobre éstas surgen de forma natural las nociones de
aleatoriedad computable y aleatoriedad con recursos acotados. Se sabe que la aleatoriedad
de Martin-Lof es invariante por cambio de base, pero no hay muchos resultados para otras
nociones como aleatoriedad computable o aleatoriedad con recursos acotados.

Basandonos en la idea de una correspondencia entre martingalas y funciones continuas
de un trabajo en preparaciéon de Brattka, Miller y Nies, construimos una nueva demos-
tracién de que la aleatoriedad computable es invariante por cambio de base. Si bien el
mencionado trabajo incluye una demostracién de este hecho, creemos que nuestra prueba
es mas simple, intuitiva y corta. Luego usamos y modificamos nuestra propia construccién
para probar que aleatoriedad polinomial también es invariante por cambio de base.
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1. Introducciéon

La aleatoriedad es un concepto para el cual, en mayor o menor medida, todos tenemos
ciertas nociones intuitivas. Generalmente un objeto al azar o aleatorio se asocia con algo
desorganizado, sin patrones, sin regularidades. Trasladando esta intuiciéon sobre aleatoriedad
a cadenas de simbolos, por ejemplo de ceros y unos, nadie dirfa que una cadena en cuyas
posiciones pares siempre hay un cero es una cadena verdaderamente aleatoria. Cuando en
lugar de hablar de cadenas finitas se pasa a secuencias infinitas de niimeros, los conceptos se
empiezan a tornar un poco menos naturales. Aun asi, la mayoria de las personas coincidiria
en que una secuencia infinita de unos no tiene nada de aleatoria. Tratdandose de un concepto
abstracto pero a la vez muy presente en la mente humana, no es sorprendente que hayan
existido numerosos intentos de capturar y plasmar de manera formal estas nociones intuitivas.

Si bien uno de los primeros intentos en definir el concepto de secuencia aleatoria se re-
monta a von Mises en 1919 [22], este (y muchos otros trabajos que le siguieron) sufrian de
distintos problemas y falencias, como definiciones difusas en algunos casos y resultados que
no satisfacian algunas de las leyes fundamentales de la estadistica en otros. La definicion de
aleatoriedad de Martin-Lof en 1966 [11] se mostré mucho maés sélida que las anteriores, y
actualmente es considerada por gran parte de la comunidad cientifica como la nocién que
mejor captura la idea intuitiva de aleatoriedad.

En la teoria de la probabilidad el concepto de martingala (una formalizacién basada
en estrategias de apuestas) fue inventado por Levy, y més tarde fue aplicado por primera
vez al estudio de secuencias aleatorias por Ville [21]. Luego fue Schnorr [15] quien trajo las
martingalas al primer plano, al usarlas por primera vez en relacion al concepto de aleatoriedad
algoritmica. Schnorr desarrollé una caracterizacion alternativa de la aleatoriedad de Martin-
Lof basada en martingalas. Su caracterizacién mediante martingalas dio una forma natural
de definir criterios de efectividad sobre la aleatoriedad de secuencias, dando origen a una
importante conexion entre las teorias de la aleatoriedad, computabilidad y complejidad.

Cuando se analiza la aleatoriedad de una secuencia infinita, esta secuencia se puede pen-
sar como la representacion de un nimero real. Sin embargo, los ntimeros reales son objetos
matematicos que tienen varias representaciones. Dentro de la numeracion posicional, la re-
presentacién decimal es quizas la mas comin de todas, pero existen otras muy usadas como
la binaria o la hexadecimal. En principio, son estas secuencias de simbolos (representaciones)
y no los niimeros reales las que tienen la propiedad de ser aleatorias segiin un criterio u otro.
Entonces, la pregunta que surge naturalmente cuando se estudia una nocion de aleatoriedad
especifica es si la aleatoriedad de una representacién de un ntimero real implica la aleatorie-
dad de otras representaciones posibles del mismo nimero. Esta tesis se centra en esa pregunta
aplicada a las nociones de aleatoriedad computable y aleatoriedad con recursos acotados (de-
finidas a partir de martingalas computables y con recursos acotados respectivamente).

Al pensar sobre secuencias aleatorias es intuitivo y razonable sospechar que esta propiedad
no puede depender de la base en la que se representa un nimero, de algo tan mecénico y regular
como una transformacion de cambio de base. Efectivamente, esta intuicién resulta correcta si
se usa como criterio la aleatoriedad de Martin-Lof [4, 5, 7, 18, 19]. Sin embargo, si se pasa a
usar un criterio de aleatoriedad mucho mas débil, se sabe que la normalidad de un nimero
en una base (que todas las posibles cadenas finitas de igual longitud aparecen en la secuencia
con igual frecuencia) no implica normalidad en todas las demas bases [14]. Con respecto a
otras nociones, se sabe que tanto la aleatoriedad de Schnorr como la de Kurtz son invariantes
por cambio de base [19].



Determinar si una nocién de aleatoriedad es invariante por cambio de base no suele ser
sencillo. Existen varias nociones para las cuales la pregunta estd abierta, como por ejemplo
aleatoriedad de Kolmogorov-Loveland [12].

Este trabajo se centra en la invariancia por cambio de base para las nociones de aleatorie-
dad computable y aleatoriedad polinomial. Nos basamos en una conexién entre martingalas
y funciones continuas presentada en un trabajo, todavia no publicado, de Brattka, Miller
y Nies [3]. Si bien el resultado principal del mismo es una caracterizacién de Martin-Lof
aleatoriedad y la aleatoriedad computable mediante criterios de diferenciabilidad de ciertas
funciones, en el camino también se prueba que la aleatoriedad computable es invariante por
cambio de base mediante una correspondencia entre martingalas y funciones continuas no
decrecientes. Usando esa idea como inspiracion, damos una nueva demostraciéon constructiva
de la invariancia por cambio de base de la aleatoriedad computable. Creemos que nuestra
demostracién es mas intuitiva, directa y autocontenida que la presentada en [3]|. En el camino
también generalizamos a cualquier base algunas propiedades interesantes de las martingalas
que hasta ahora estaban estudiadas para la base binaria. Por otra parte, la naturaleza cons-
tructiva de nuestra nueva demostracion provee un buen punto de partida para analizar el
comportamiento de las martingalas con recursos acotados respecto a las transformaciones de
base. En esta direcciéon demostramos que la aleatoriedad polinomial también es invariante por
cambio de base, lo cual es un resultado nuevo. Este resultado puede extenderse a otras clases
de complejidad.

Esta tesis se organiza de la siguiente forma:

En la Seccién 2 se introduce notacion, algunos conceptos generales, las definiciones rela-
tivas a martingalas, sus variaciones y el resto de las definiciones formales que son necesarias
para entender las demds secciones.

En la Seccién 3 se presentan y demuestran, generalizadas a cualquier base, algunas propie-
dades de las martingalas que son especialmente importantes para las secciones posteriores. Si
bien son resultados conocidos para base 2, aqui se extienden a cualquier base, algo no trivial
en algunos casos.

La Seccion 4 desarrolla la nueva demostracién de invariancia por cambio de base de la
aleatoriedad computable. La demostracién es constructiva y se basa en la idea de construir
una medida a partir de una martingala.

En la Seccién 5 se demuestra que la aleatoriedad polinomial es invariante por cambio de
base. Se toma como base la demostracién de la seccién anterior, y se la modifica para lograr
una construccién polinomial. Por dltimo, se extiende el resultado a otras clases de complejidad
temporal.

Por ltimo, en la Secciéon 6 se presentan algunas conclusiones generales del trabajo y
posibles lineas de investigacion para trabajos futuros.



2. Preliminares

2.1. Notacion

Se entiende que las cadenas son siempre finitas y las secuencias infinitas.

El alfabeto {0,...,k—1} se denota con k. Entonces k* representa todas las cadenas finitas
formadas con el alfabeto k. Las cadenas en base k son los elementos de k*. Las letras o, 7, p, v
usualmente van a denotar cadenas. Luego se usa la notacién estdndar:

oT para concatenacién de oy 7

oa para o seguido del simbolo a

o =<7 para decir que o es un prefijo de 7

lo| es la longitud de la cadena o

o(n)  paran € N es el n-ésimo simbolo de o

0 la cadena vacia, de longitud cero

0 n representa la subcadena de o que contiene sus primeros n simbolos

Con k“ denotamos el conjunto de todas las secuencias (infinitas) con el alfabeto k. Obser-
var que k¥ es un espacio de Cantor. Usualmente se usard Z e Y para secuencias pertenecientes
a k“. Por Z [, se entiende la cadena formada por los primeros n simbolos de Z.

Usualmente z e y denotaran nimeros reales. R(J)r denota los nimeros reales no negativos.

Sioek*y Z e k¥ entonces

oo
0.Z representa al nimero real Z Z(n) k"
n=1
0.0 representa al ntimero real 0.7, donde Z = ¢00000. ..

Para o € k*, [o] = {Z : 0 < Z}. Esta clase de conjuntos se conoce como cilindros abiertos
bdsicos del espacio k“. Se define [D]~ como (J,cplo].

Para o € k*, [0]; denota el intervalo real [0.0,0.0 + k~1°l). Esta notacién es muy usada,
por lo que es importante no confundirla con la de los cilindros [o], que representan conjuntos
de secuencias en el espacio de Cantor k“ (en lugar de intervalos reales).

Para la teoria de complejidad se usa la notacién estdndar. Se consideraré en particular la
clase de tiempo polinomial determinista:

P = DTIME(poly) = |_] DTIME(n")
k>1

2.2. Aleatoriedad

Se podria decir que la busqueda de nociones de aleatoriedad mas sdlidas tuvo su hito
principal en 1966, cuando Martin-Lof [11] definié las secuencias aleatorias como aquellas que
satisfacen todos los tests estadisticos razonables. Una muestra de la robustez de este concepto
fue la posterior demostracién de la existencia de caracterizaciones alternativas en términos
de la compresibilidad de cadenas (Levin [8], Schnorr [17] y Chaitin [6]) y en términos de
estrategias de apuestas llamadas martingalas (Schnorr [15]), el principal objeto de estudio de
esta tesis. Aun asi, esta nocién de aleatoriedad recibié sus criticas, una de ellas por parte
de Schnorr [16], quién argumentaba que era demasiado fuerte como para ser considerada
algoritmica. Si bien su critica no tuvo demasiada aceptacion, el enfoque de sus trabajos
utilizando martingalas derivé en una forma muy natural a conceptos de aleatoriedad en teorias
de complejidad y medidas con recursos acotados.



A continuacién se profundiza maés sobre las definiciones relativas a martingalas, sus pro-
piedades y sus variaciones.

2.2.1. Martingalas

Las martingalas son el equivalente matemético del concepto intuitivo de una estrategia
de apuestas. A modo de ejemplo, supongamos que se tiene una secuencia infinita secreta Z
de ceros y unos. El apostador comienza con un capital inicial. La secuencia se revela de a
un digito por vez, y en cada ronda el jugador debe apostar una parte de su capital al digito
que predice que va a salir. Si sale el digito apostado recibe el doble de lo que apostd, en caso
contrario lo pierde. Ademas, el jugador conoce todo lo que ya salié de la secuencia hasta el
momento. El objetivo es ganar capital a lo largo de Z prediciendo el préximo digito luego de
haber visto todos los anteriores. Una estrategia de apuestas ganadora para una secuencia Z es
una estrategia que a la larga permite aumentar el capital de forma ilimitada. A continuacién,
este tipo de estrategias se formalizan matemaéaticamente con el concepto de martingala.

Definicion 2.1. Una martingala es una funcién M : 2* — RE{ que para todo o € 2* satisface

M(o0) + M(ol) =2M (o),
condiciéon que en la literatura se suele llamar “fairness condition” o “averaging condition”
(condicién de equidad o promedio).

Desde el punto de vista de las estrategias de apuestas, M (o) representa el capital que tiene
el apostador después de haber visto o (y apostado en cada paso siguiendo su estrategia). Es
claro que en esta formalizacién la estrategia (cuénto apostar a cada simbolo) no esté explicita,
sin embargo cada martingala estd caracterizada por su estrategia de apuestas subyacente. La
estrategia es la funcién que determina, dada una secuencia binaria, qué porcentaje del capital
acumulado se debe apostar a que el préximo bit es un 0 (el porcentaje restante es si sale 1).
Una estrategia es una funcién s : 2* — [0, 1]. Dada una martingala M, su estrategia subyacente

M(c0) LM 0:
SM(o—):{ZM(a) si M(o) # 0;

Sy €es

0 si no.

De forma andloga, dada una estrategia s y un real a > 0, la martingala M, con capital inicial
« inducida por s se define como M,(0)) = a y para todo o € 2*

M(00) =2 s(o)Ms(0)
My(ol) =2-(1—s(o))Ms(0).
Como se mencioné anteriormente, es de interés saber si para una secuencia en particular
una martingala puede alcanzar una cantidad de capital no acotado mediante apuestas sobre
la misma. A continuacién se formaliza esta nocién de éxito sobre una secuencia.

Definicion 2.2. Una martingala M tiene éxito en Z € 2 si

limsup M (Z |,,) = oc.
n—oo
Intuitivamente, la relacién entre aleatoriedad y martingalas radica en el hecho de que si
una secuencia es verdaderamente aleatoria, uno no deberia ser capaz de predecir su compor-
tamiento y ganar capital con ello.



La familia de funciones martingalas no sélo es util por formalizar el concepto intuitivo de
estrategias de apuestas, sino también por las numerosas propiedades algebraicas que poseen.
Las siguientes propiedades se pueden encontrar en [13, Fact 7.1.7].

Proposicién 2.3.
1. Sia € RT y B y C son martingalas, entonces también lo son aB y B + C.

2. St N; es una martingala para cada i € N y . N;(0) < oo entonces N = ). N; es una
martingala.

3. Si B es una martingala y v € 2* entonces Ao.B(vo) es una martingala.

Para cualquier martingala M se puede construir M’ tal que M'(()) < 1 y tenga éxito en
las mismas secuencias que M.

2.2.2. Supermartingalas

Es usual trabajar con una nocién un poco mas amplia que las martingalas, en el sentido
de que relaja la fairness condition.

Definiciéon 2.4. Una supermartingala es una funcién S : 2* — Rar que para todo o € 2*
satisface
S(00) + S(ol) < 25(0).

El éxito de S sobre una secuencia Z € 2“ se define igual que para las martingalas. Las
supermartingalas muchas veces son convenientes para realizar manipulaciones algebraicas de
martingalas con mayor flexibilidad. La siguiente proposicién, sencilla de probar [13, Proposi-
tion 7.1.6], las hace especialmente utiles:

Proposicién 2.5. Para cada supermartingala S existe una martingala B tal que B(0) = S(()
y B(o) > S(o) para cada o.

Observar que de esta proposicién se deduce que si una supermartingala S tiene éxito en
una secuencia Z, existe una martingala M que también tiene éxito en Z (ya que M es siempre
mayor que S, entonces si S no esta acotada para Z, M tampoco).

2.2.3. Martingalas en otras bases

La definicién de martingala se puede generalizar a dominios distintos de 2*. Dada una
base k > 2, el concepto de martingala en base k se puede definir [3] de la siguiente forma:

Definicién 2.6. Una martingala en base k es una funcion M : k* — ]R(J)r que para todo o € k*
satisface la condicion de equidad



Esta generalizacion se la puede seguir pensando como una estrategia de apuestas. Un
ejemplo seria jugar repetidamente a algin tipo de loteria donde & es el niimero de resultados
posibles. Se conoce una cadena o € k*, es decir los |o| resultados que ya salieron. Se apuesta
entonces una cantidad ¢ < M (o) a un resultado en particular, si se acierta se gana (k—1)-q,
en caso contrario se pierde g. De forma andloga a las martingalas en base 2, aqui M (o)
representa el capital que el apostador tiene luego de haber visto o, es decir, luego de haber
hecho |o| apuestas usando su estrategia a medida que se revelaban los simbolos de o.

Para una martingala en base k, la definicion de éxito sobre una secuencia Z € k“ es
exactamente andloga a la Definicién 2.2.

La nocién de supermartingala también se puede generalizar a base k de forma andloga.

2.2.4. Martingalas computables

Como las martingalas son funciones en valores reales, y es de interés usarlas en contextos
constructivos con requerimientos de efectividad sobre ellas, es necesario introducir alguna
nocion de computabilidad para funciones reales.

En este trabajo se opté por usar una definicion de funciones reales computables bastante
intuitiva, equivalente a la presentada por Terwijn [20, Definition 1.5.2], y que a su vez se basa
en el trabajo de Lutz sobre teoria de medidas constructivas y con recursos acotados [10].

Definicién 2.7. Sea ¥ un alfabeto finito y sea f : ¥* — R. Se dice que [ es una funcidn real
computable si existe una funcion computable f: ¥*x N — Q tal que

i VoeX*yqgeN, |f(o,q) — flo)] <274 (2.7.1)
Decimos que f es una aproximacion computable de f.

En particular, se hablard de que M es una martingala computable (o martingala real
computable) cuando M sea una funcién real computable de acuerdo a la definicién anterior.

Definiciéon 2.8. Una secuencia Z € k% es computablemente aleatoria si no existe ninguna
martingala computable que tenga éxito en Z.

Se sabe que toda secuencia Martin-Lof aleatoria es computablemente aleatoria, pero que
su reciproca es falsa [13, Teorema 7.5.7].

2.2.5. Martingalas con recursos acotados

Es posible tomar la definicién de aleatoriedad computable y extenderla agregando reque-
rimientos de efectividad con recursos acotados.

Schnorr [15] fue uno de los primeros en hablar de aleatoriedad acotada por recursos
basdndose en martingalas. Luego Lutz [9] estudié las medidas acotadas por recursos, un
concepto estrechamente relacionado con la aleatoriedad y que se basa en la caracterizacion
de las clases de medida-0 mediante martingalas. Si bien estos dos enfoques tienen sus dife-
rencias, en el fondo son casi equivalentes. Ambos-Spies y Mayordomo [1] introducen ambos
conceptos para las clases de complejidad temporal, optando por definir una ¢(n)-martingala
como aquella que es inducida por una t(n)-estrategia s, donde s es una funcién racional
computable no decreciente perteneciente a DTIME(¢(n)). Sin embargo, en este trabajo se
opta por continuar con la linea de Lutz, trabajando con aproximaciones de martingalas reales
(va adoptada para martingalas computables) y agregando restricciones sobre la efectividad
de estas aproximaciones.



Definiciéon 2.9. Sea f : ¥* — R una funcién real computable y ¢ : N — N una funcién
no decreciente computable. Se dice que f es una funcion real t(@)—computable si existe una
aproximacién computable f: ¥*x N — Q que cumple (2.7.1) y f € DTIME(¢(n)).

Se dird que M es una t(n)-martingala cuando M sea una funcién real t(n)-computable.
También se hablard de martingalas polinomiales para referirse a t(n)-martingalas con t(n) €
P.

Como es usual, cuando se habla de t(n), el pardmetro n se refiere a la longitud de la
representacion de la entrada en una maquina de Turing. Es necesario aclarar que al representar
(0,q) € ¥*xN, por convencién se asumira que ¢ se codifica en unario. De esta forma, la entrada
(0,q) tiene longitud |o| 4+ g y no |o| + |q|.

Definicién 2.10. Una secuencia Z € k* es t(n)-aleatoria si no existe ninguna t(n)-martingala
que tenga éxito en ella.

Se hablard de secuencias polinomialmente aleatorias para referirse a secuencias t(n)-
aleatorias con t(n) € P.

2.2.6. Martingalas racionales

Como se verd méas adelante (Lema 3.1), en el marco de la aleatoriedad computable y
la aleatoriedad con recursos acotados es indistinto si se trabaja con martingalas reales o
racionales, debido a que existe una correspondencia entre las mismas.

Luego, si bien desde el punto de vista de la teoria clasica de la complejidad lo méas razonable
serfa elegir trabajar con funciones computables racionales, decidimos utilizar martingalas
reales para desarrollar y probar la mayoria de los resultados. Principalmente, esta decisién se
debid a que uno de los argumentos centrales usados en las demostraciones de invariancia por
cambio de base utiliza una correspondencia entre martingalas y medidas en la cual resulta
mas comodo y natural trabajar con funciones reales.

Como toda funcién que toma valores racionales también toma valores reales, las definicio-
nes de aleatoriedad computable y t(n)-aleatoriedad se extienden trivialmente para martingalas
racionales: la funcién racional computable es su propia aproximacién computable (donde el
parametro del error es sencillamente ignorado, ya que no hay error). De la misma manera, pa-
ra t(n)-aleatoriedad las restricciones temporales se imponen directamente sobre la martingala
racional original (en lugar de una aproximacién).

Como convencién, cuando se hable de martingalas computables y ¢(n)-martingalas se
estard haciendo referencia a martingalas reales. En los casos en que se trate de martingalas
racionales se aclarard de forma explicita.

2.3. Medidas y espacios topolégicos

Existe una equivalencia entre martingalas y medidas en 2% que es central para los resul-
tados mas importantes de esta tesis. Por completitud, se presentan a continuacion algunas
nociones y resultados tutiles para entender los argumentos principales de teoria de medida que
se usan en este trabajo.
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Definicion 2.11. Un dlgebra de conjuntos A es una familia de subconjuntos de un espacio
X tal que:

1. X y el conjunto vacio pertenecen a A;
2. si A, B€ A, entonces ANBe A, AUBe Ay A\B € A.

Definicién 2.12. Un élgebra de conjuntos A se llama o-dlgebra si para cualquier secuencia
de conjuntos 4,, € A vale que |J;2, 4, € A.

Definiciéon 2.13. Sea B una o-algebra. Una funcién p: B — Rar se llama medida si cumple:
= u(0)=0
» u(E) >0 para todo F € B

» 1 es o-aditiva (o numerablemente aditiva): u(lJ, D) = >, u(D;) para cada familia
numerable (D;);en de conjuntos disjuntos dos a dos.

Definicion 2.14. Las clases de Borel son las subclases de 2“ que se pueden obtener a par-
tir de los cilindros abiertos bésicos [o] mediante las operaciones de complemento y uniones
numerables.

En otras palabras, son todos los conjuntos que pueden generarse a partir de conjuntos
abiertos de E' mediante uniones numerables, intersecciones numerables y complementos.

Teorema 2.15. (Teorema de la extensién de Carathéodory [2]) Sea R un dlgebra
de conjuntos de un espacio X y p: R — [0,4+00] una medida sobre R. Existe una medida
p' i o(R) — [0,+00] tal que p' es una extension de p (W'|r = 1), donde o(R) es la o-dlgebra
generada por R (la o-dlgebra mds chica que contiene todos los conjuntos de R).

Un subconjunto de un espacio topolégico se dice clopen si es abierto y cerrado al mismo
tiempo.

La siguiente proposicién, que se usard mas adelante, es una pieza fundamental de los
argumentos necesarios para desarrollar los principales resultados de este trabajo.

Proposicién 2.16. Sip: 2* — [0, 1] es una medida definida para los cilindros [o] con o € 2¥,
entonces se puede extender a los conjuntos de Borel en [0,1].

Idea de la demostracion. Sea p : 2* — [0,1] una medida definida para los cilindros abiertos
bésicos de la forma [o] con o € 2*. Tenerla definida sobre estos cilindros en el espacio de
Cantor es equivalente a que esté definida sobre el dlgebra de conjuntos clopen de este espacio
(ya que C C 2% es clopen si y solo si C' = [F]|~ para un conjunto finito F' C 2* [13, Proposition
1.8.6]).

A su vez, se puede ver que se cumplen las hipdtesis del teorema de Carathéodory, cuya
aplicacién dice que entonces existe y/, una extensién de la medida p definida sobre la o-algebra
generada por los conjuntos clopen del espacio de Cantor. Esto implica que ' estd definida
sobre los conjuntos de Borel del espacio de Cantor, ya que justamente estos forman la o-algebra
mas chica que contiene a todos los conjuntos clopen [13, Pag. 70]. Por tltimo, esta medida se
puede extender a los conjuntos de Borel en [0, 1] debido a que, desde el punto de vista de la
teorfa de la medida, 2“ es isomorfo a [0, 1]. O
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3. Propiedades extendidas

En esta seccién se presentan y analizan algunas propiedades de las martingalas que jugaran
un papel importante en el desarrollo de resultados subsiguientes.

3.1. Equivalencia entre martingalas reales y racionales

A continuacién se enuncia de manera formal esta equivalencia y también se da una prueba.
Si bien la demostracién que se presenta es esencialmente una generalizacion a base k de la
prueba de Terwijn [20], se incluye porque es didéctica y ayuda a presentar un panorama més
completo del tema.

Lema 3.1. Para cada martingala computable real L en base k hay una martingala M compu-
table racional en base k que tiene éxito en todas las secuencias en las que L tiene éxito. Mds
aun, si L es polinomial entonces M también.

Demostracion. La demostracion tiene dos partes. Primero se construye una supermartingala
S racional computable que tiene éxito en por lo menos las mismas secuencias que L. Luego se
transforma S en una martingala M que también es computable y tiene éxito en como minimo
las mismas secuencias que S (y por lo tanto en las mismas secuencias que L).

Primero, por la definicién de funcién real computable, existe L : k* x N — QT, una
aproximacion de L:

Vg eN Vo€ k*(|L(o) — L(o,q)| <279).

Sea A el conjunto de secuencias sobre las que L tiene éxito. Luego, la supermartinagala S
que tiene éxito en cada Z € A se define de la siguiente forma:

S(o) = L(o,|o]) +4-2711.
De esta forma, L(c) +3-27171 <8 < L(o) +5- 27171, Ademas,

k—1 k—1
S(oi) <Y (L(oi) +5-2717)
=0 =0
< k(L(c) 4 5/2-271)
< k(L(o) +3-271)
< kS(0),

con lo cual S es una supermartingala. Como S(¢) > L(0), para cada Z € A, al igual que L,
S también tiene éxito en Z.

Segundo, se transforma la supermartingala S en una martingala M. Para esto simplemente
se define (inductivamente) M (D) = S(0) y

M(oi) = S(0i) paral<i<k-—1
k—1

M(00) = kM (o) — Y M(oi).
=1

Claramente M es una martingala, ademads tiene éxito en por lo menos todas las secuencias
en las cuales lo tenia S, debido a que para todo o, M (o) > S(o) (esto es sencillo de probar
por induccién en |o| usando la condicién de equidad que cumple S por ser supermartingala).
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Con lo cual M tiene éxito en todas las secuencias de A. Observar también que por la forma
en que se construyen, Sy M son claramente computables.

Por tltimo, si ademés L es polinomial, claramente S también. Por otro lado se puede ver
que calcular M (o) requiere a lo sumo O(|o|) evaluaciones de S, con lo cual la martingala
racional M también es polinomial.

O

3.2. Martingalas con la savings property

Una de las dificultades que se presentan al estudiar las nociones de aleatoriedad basadas
en martingalas es que las mismas engloban a un conjunto de funciones posibles muy grande
y variado. Las escasez de restricciones que existe (por definicién) en el comportamiento de
las martingalas, agrega complejidad a los intentos de analizar sus propiedades o de utilizar
argumentos constructivos. Por esta razon es que son de mucha utilidad aquellas propiedades
que permiten identificar clases de equivalencia en el conjunto de las martingalas posibles.

Cuando se estudian las martingalas con especial interés en el conjunto de secuencias
sobre el cual tienen éxito, hay una propiedad que resulta especialmente 1til y se define a
continuacién.

Definicion 3.2. Decimos que una martingala M en base k tiene la savings property si

M(oT) > M(o) — k? (3.2.1)
para cada cadena o, T € k*.

Si bien es una propiedad conocida (con una ligera modificacién en la desigualdad 3.2.1)
para base 2 (se puede ver en [3, Definition 4.3], de dénde tomamos prestado el nombre), su
generalizacién a cualquier base no fue trivial debido a que la versién para cadenas binarias usa
algunas propiedades tinicas de esa base. Por este motivo, aunque tomamos el mismo nombre
y la esencia de la propiedad es la misma, la cota aqui enunciada es ligeramente distinta,
por lo que no se trata estrictamente de una generalizacién. Intuitivamente, lo que la savings
property dice sobre una martingala es que el capital que la misma puede ir ganando a lo
largo de una secuencia no puede crecer demasiado rapido ni caer significativamente una vez
que ha crecido. Esta propiedad serda de gran utilidad més adelante, ya que el siguiente lema
permitirda que ciertos razonamientos sobre estrategias de apuestas se puedan reducir a la clase
de martingalas que cumplen la savings property.

Lema 3.3. Para cada martingala computable L en base k hay una martingala computable M
en base k con la savings property que tiene éxito en las mismas secuencias que L.

La siguiente prueba se basa en la demostracién de [3, Proposition 4.4], que prueba algo
muy parecido para la base k = 2, y aqui se la generaliza para una base k arbitraria. Si bien la
idea central es parecida, algunos argumentos de [3, Proposition 4.4] sélo funcionan para base
2, con lo cual nuestra generalizacion a cualquier base requiere algunas modificaciones.

Demostracion. El objetivo es construir una nueva martingala en la cual la velocidad de cre-
cimiento esta limitada, pero al mismo tiempo las pérdidas estan acotadas. Informalmente, y
retomando la idea intuitiva de las estrategias de apuestas, lo que se hace es construir una
martingala M con dos partes: un pozo de ahorro que acumula capital y que nunca se apuesta
(que se llamard (), y una caja para apuestas (denominada E) que es la que se usa para
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apostar, pero con un limite sobre su capital de manera que cuando el mismo supera el valor
fijado de antemano, transfiere la mayor parte de su valor al pozo de ahorro G. El resultado
de hacer esto es que la nueva martingala M sigue siendo exitosa en la mismas secuencias que
L, aunque quizas a una velocidad que puede llegar a ser muchisimo menor que la original.
Por otro lado, se verd mas adelante que las pérdidas que puede llegar a sufrir M son muy
acotadas. A continuacion se desarrolla esta misma idea de manera formal.

Se puede asumir sin pérdida de generalidad que L(o) > 0 para o € k* y que L(()) < 1

Se define M (o) = G(0) + E(0) donde para todo a € k

L(oa) .

(o) E(o)3, siE(o)>k
E@)=L©) y E(oa) oo

L(oa

(o) E(o), sino

G(o) —i—E(U)k—;l, si E(o) >k

G(o), sino
Observacion 3.3.1. G no decrece: si 0 < 7 entonces G(o) < G(T).

Demostracion. Esto se puede formalizar con una simple prueba inductiva, ya que por la
definicién recursiva de G, es claro que G(oa) es igual a G(0) en un caso, 0 que es mayor en
el otro, ya que E(0) es positivo y & 1 también (recordar ademas que G ((Z)) =0). O

Observacién 3.3.2. Para cualquier cadena o, 0 < E(o) < k?

Demostracion. E(o) > 0 ya que se supone eso mismo de L(o) y luego E se define como
multiplicacién de términos no negativos. Se puede ver entonces que E(c) < k% por induccién
en la longitud de o:

» Caso base o0 = (): Por definicién E(()) = L((), valor que se asume positivo y menor a 1.

= Paso inductivo para E(ca): Se supone por HI que 0 < F(o) < k2. Notar ademds que
L(ca)
L(o)

< k porque L es una martingala.

o Si E(0) >k, BE(oa) = F00E(0)f <k-k?- § =k

o Si E(0) <k, E(0a) = 29 B(0) <k-k = }?

Esto concluye la demostracion de la Observacion 3.3.2. O

A continuacién se verifica que la construccién M es efectivamente una martingala compu-
table en base k con la savings property y que tiene éxito en las mismas secuencias que L.

= M es una martingala en base k:
Por definicidn, se tiene:

k—1

ZM oi) ZG oi) + E(ot) (3.3.1)

Por la forma partida en que estan deﬁnldas E y G lo mas facil es analizar en dos casos:
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e Si E(0) > k entonces, tomando (3.3.1) y expandiendo las definiciones de G y E:

~ . — k-1, L(oi) ., .1
M(oi) = (G(o)+ E(o) ) E(o)~
=0 i=0 k L(U) k
- (o
— H(G(0)+ B0) ) + Blo) = )
— kG(o)+ B(o)(k—1+ ;kLL(S’))
= kG(o)+E@)(k—1+1)
= kM(o)
e Sino
k—1 k-1
M(ai) = > G(o)+ LL<(‘:’)>E(J)
1=0 =0
k—1 .
= kG(o)+ E(U)Zil?(f)(m)
kL(o)

= kG(o)+ E(0) (o)
= k(G(o)+ E(0))
kM (o)

» M es computable: La definicién de M (o) es claramente computable conociendo L(o)
porque realiza operaciones basicas como suma, resta, divisién y recursiéon primitiva.

= M tiene éxito en las mismas secuencias que L: Veamos que si L tiene éxito en una
secuencia entonces M también, y que si L no tiene éxito en una secuencia, M tampoco.

Sea S € k“ tal que L tiene éxito en S, es decir, L(S [,) no estd acotada.

Si limsup,, L(S [,,) = oo se da que limsup,, G(S [,,) = oo. Esto se debe a que infinitas
veces E (o) > k. Esto ultimo vale ya que de no ser asi, a partir de cierto g, E(S[q) < k
para todo ¢ > qo, entonces E(S [,,) se comportaria casi igual que L(S [,) (ya que irfa

usando siempre LL(?))), es decir que E(S [,,) es equivalente a L(S [,) multiplicada por

una constante fija, y como L(S [,) no esta acotada, entonces E(S [,) no podria estarlo,
lo cual es absurdo ya que supusimos que solo finitas veces F (o) > k. Y cada vez que
E(o) > k, G aumenta en al menos k — 1. Como, por Observacién 3.3.1, G no decrece
en los prefijos de S, entonces lim,, G(S [,) = oc.

Un razonamiento similar se puede hacer al revés, si limsup,, M (S [,) = oo, por la
Observacién 3.3.2 (de que E nunca es mayor a k?) debe darse que lim sup,, G(S [,,) = oo.
Pero eso significa que existen infinitos n tales que E(S [,,) > k. Como E(0) es en realidad
de la forma L(J)]%m (donde m es la cantidad de veces que, para un prefijo 7 < o,
E(7) > k), para cualquier m existe al menos un n tal que E(S [,) = L(S [,) 2= > k,
lo que implica que L(S [,) > k™" y por lo tanto podemos concluir que L(S [,) no

esta acotada, es decir, que L tiene éxito en S.
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= M cumple la savings property en base k: Notar que E(c) > E(r) — k? para
cualquier ¢ y 7 (ya que para cualquier cadena o vale 0 < E(0) < k? por la Observa-
cién 3.3.2). Recordar también que G(o7) > G(o) (Observacién 3.3.1). Entonces:

M(ot) = E(o7) + G(o1) > FE(o)—k*+G(0) = M(0) — k?
Esto concluye la prueba del Lema 3.3.
O

Lema 3.4. Si M es una martingala en base k que cumple la savings property, para cualquier
cadena o € k* wvale

M(o) < k3|a| + M ().

Demostracion. Se puede ver por induccién en la longitud de o. Es trivial que la cota vale
para el caso base o = ().

Si o = Ta, por HI M(7) < k3|7| + M (). Por la definicién de martingala, usando luego la
savings property y finalmente la HI:

k—1

M(ra) =kM(r)— > M(ri)

i=0,i#a

kM (1) = (k= 1)(M () - k?)
M(7)+ k> — k?
M(7) + k°

K (Iral) + M(9)

IACIA A

O]

Lema 3.5. Para cada martingala polinomial real L en base k hay una martingala real M en
base k con la savings property que tiene éxito en por lo menos las mismas secuencias que L
y que también es polinomial.

Demostracion. Esta demostracién es mucho maés sencilla si se trabaja con martingalas racio-
nales, es por eso que aplicando el Lema 3.1, se supondrd que L es una martingala racional
polinomial (ya que de no serlo, por el lema existe una equivalente que si lo es).

No se entrara en los detalles del calculo de la complejidad, pero informalmente, se puede ver
que la martingala M construida en la demostracién del Lema 3.3 requiere O(|o|) evaluaciones
de la martingala original para computar M(o), y O(]o|) operaciones aritméticas de costo
polinomial, con lo cual la nueva martingala es también polinomial (si bien de un grado mayor).

Finalmente, observar que M es de hecho racional, sin embargo eso no es un problema, ya
que toda martingala racional polinomial es trivialmente una martingala real polinomial. [J
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4. Aleatoriedad computable es invariante por cambio de base

En esta seccion desarrollamos una demostracién constructiva de que la aleatoriedad compu-
table es invariante por cambio de base. Alcanza con probar que si una secuencia no es compu-
tablemente aleatoria en una base entonces no lo es en ninguna otra. Es decir, que si una
martingala computable M tiene éxito en un nimero real x representado en una base k, que
existe otra martingala computable N en base r que tiene éxito en x representado en base 7.

Teorema 4.1. Sea Z € k¥ tal que existe una martingala computable M en base k que tiene
érito en Z. Sea 'Y la expansion en baser de 0.Z. Entonces existe una martingala N computable
en base r que también tiene éxito en 'Y .

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que r» # k y que M cumple la
savings property en base k.

Por otro lado, si 0.Z € Q entonces 0.Z no es computablemente aleatorio en ninguna base,
en particular en r y por lo tanto tiene que existir N. Luego, podemos suponer que 0.2 es
irracional.

Como se mencioné ya en los preliminares sobre notacién, a continuacién se usard mucho
una forma abreviada para ciertos intervalos de niimeros reales:

(0], :=[0.0,0.0 +7717l) " para o € r*
Este tipo de intervalo es justamente el conjunto de nimeros reales representados por cada
una de las posibles secuencias infinitas que extienden a una cadena particular en un alfabeto
determinado (en este caso la base 7). De hecho, una definicién equivalente es:

[o], :={0.0X | X € r¥} para o € r".
Sea py, : {[7] : T € k*} — R{ la siguiente medida

phylr] = M)k~ para T € k*
Aplicando el teorema de Carathéodory (Proposicién 2.16) es posible extender 4, a los con-
juntos de Borel en [0, 1]. Es a esta nueva medida, definida sobre [0, 1], a la que llamamos ;.
Como pps es una extension de u?w, en particular tenemos

par[7)k = par[0.7,0.7 + k=1 = M(2)k7ITl para 7 € k¥
Finalmente definimos

N(o) = rllppslo], = r19lup[0.0,0.0 + #7190 para o € r* (4.1.1)
Notar que esta manera de definir a p7 no da una forma inmediata de computar esta medida
para intervalos que no sean de la forma [7],, sin embargo, como se verd més adelante nada
impide usar la o-aditividad de la misma para calcular la medida de otro tipo de conjuntos.
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= NN satisface la condicion de martingala en base r:

r—1 r—1
Z N(oi) = Z r"”',uM [0.0%,0.00 + 7’*“”")
i=0 i=0
r—1
= > o),
i=0
r—1
= rloly Z parloily
i=0
= T‘U‘TMM[U]T
=rN(o)
r—1
(usando que U [oi], = [o], v la aditividad de la medida )
i=0

= [N también tiene éxito en Y:

Sea m € N dado, a continuacién se ve que existe ¢ € N tal que N(Y [,) > m (es decir,
que N no estd acotada sobre Y).

Como M no esté acotada para Z, existe i € N tal que M(Z [;) > m + k2. Debido a que
ademas tiene la savings property en base k, vale que

Vrek* M(Z;1)>M(Z];) -k >m+k* -k =m. (4.1.2)
También, como 0.Z es irracional, tiene que existir ¢ € N suficientemente grande tal que:
Y Tglr C [Z T3]k
0.Z1; 0.7 Base k

Base r

— 4. 11
=r nl;ngo Z J5vakalt (4.1.3)
TEAL
=77 lim M (7)1l (4.1.4)
n—oo
TEAL
> 9. 01 —|7| 1.
>r nh_}rrOloka; (4.1.5)
TEAL
— a |7l
“m i S
TEAL
=rT-m.-ri=m (4.1.6)



Donde A} = {7 € k* tales que |7| =ny [7]ix C [Y [4]r }

La igualdad de (4.1.3) usa que pps es una medida, lo que permite dividir un interva-
lo en subintervalos disjuntos y sumar la medida de cada uno de ellos para computar
la del intervalo original (gracias a la c-aditividad). La igualdad de (4.1.4) vale por
definicién de pps. La desigualdad (4.1.5) estd garantizada por construccién, ya que
[Tk C [Y Iglr C [Z i)k, con lo cual 7 < Z [; y por lo tanto vale M(7) > m por (4.1.2).
Por tltimo, (4.1.6) es verdadero por propiedades elementales de la medida, ya que la
sumatoria resultante es equivalente a una aproximacién de la medida de Lebesgue en el
intervalo [Y [4];.

N es computable: Al estar N definida como 7% y/[0],, alcanza con ver que pyr[o],
es computable. La medida pjs estd definida para cadenas en base k a partir de M, que
es computable por hipdtesis, lo que la hace computable para esas cadenas. Lo que falta
es dar una forma efectiva de computar uy; para las cadenas en base 7, que son las que
aparecen en la definicion N.

Lo que se hard es aproximar ppslo], subdividiendo y aproximando el intervalo [o],
con intervalos mds pequenios de la forma [7]j, para los cuales es posible computar g/
sin ningin problema (como se trata de una medida, se puede partir el intervalo en
subconjuntos disjuntos y sumar luego las medidas de cada uno de estos subintervalos).
Entonces, para computar us[o], se aproxima [o], con todos los intervalos de la forma
[7i]x de una misma longitud m determinada y que tengan interseccién no vacia con [o];.
Si nombramos estos intervalos en orden como |71k, [T2]k, ..., [Tp)k, la diferencia entre
[o]» y la unién de todos estos intervalos puede residir inicamente en [71]; y [7p|i. Por
este motivo, el error que se comete al aproximar s en el intervalo original con la suma
de la medida en los [7;]), es a lo sumo paz[71]i + par[7p)k- Por lo tanto, el error cometido
se puede acotar con la eleccién del tamano de estos intervalos (cuanto mas pequenos,
menor el error).

Base k
‘ [Tl]k’ [Tz]k| |[Tp—1]/4 [Tp]ké
(o] '
0.0 Base r

Como pps es computable para cadenas en base k existe [L’XZ[(T, q) : E*xN = Q, la
funcién que aproxima pps[7] con error menor a 277

A continuacién se detalla cémo construir i}, (o, q) : 7 x N — Q7. Por simplicidad,
usaremos equivalentemente una aproximacion de pps que recibe un racional positivo e
en lugar de un nimero natural g. Es decir usaremos la funcién i, (o, €) : 7* x Qt — Q
tal que

VoeX*yeecQF, |flo,e)— flo)|<e. (4.1.7)

Dado o y €, lo primero que se hace es elegir la longitud de los 7; de forma tal que
pa[Tile < §. Como M cumple la savings property se puede usar el Lema 3.4.

Si m = ||, para casi todo m,

pa[mle = M(7)k™™ < (K¥m + M©)k™™ < k2™k ™™ = k2™ (4.1.8)
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(usando que k3m + M (0) < l{:%m)
Usando la desigualdad, es ficil computar un m tal que ppr[7]x < 5

La eleccién de m determina a su vez los p intervalos [11]k, [72]k, - - ., [Tp]k que cubren [o],
y que se usan para aproximar. Por construccion:

‘ZNM[TZ']I@ — pmlole] < parmlk + pa[mpli < % (4.1.9)
i—1

Luego, para aproximar ps[r]x se usa fik,(7,€), y para que la suma de los errores en
estas aproximaciones no supere §, se computa ik (i, i) para cada 7;, resultando asf:

p p p
~ € - € € €
|ZMM[Ti]k - ZM%(% %ﬂ < Z e[l — i (i, %ﬂ < Z% =3 (4.1.10)
i=1 i=1 ' i=1

Entonces, para o € r* se define

~ ~k €

M§\4(076) = ZHM(Thip)a (4111)
donde p y los 7; estdn determinados por la eleccién previa de m (longitud de los 7;)
como se describié anteriormente.

Finalmente, comprobamos que el error de esta aproximacién se mantiene dentro de los
margenes deseados.

Abriendo los médulos de (4.1.9) y (4.1.10) se obtiene

=1
€ P P € €
< _ ik V< =
3 _;MM[Tz]k ;MM(T”SZ)) =3
Sumando las dOS ecuaciones anteriores
p
~k €
—e < pmloly — ) pn(Ti o) <€
i=1 3]9

y finalmente por la definicién de i}, en (4.1.11) se llega a que
[uaelolr — fips (o, €)] < e.

Esto concluye la demostracién del Teorema 4.1. O
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5. Aleatoriedad polinomial es invariante por cambio de base

La invariancia por cambio de base de la aleatoriedad computable quizads no es un resul-
tado demasiado sorprendente, es algo que incluso puede resultar intuitivo. Sin embargo, se
vuelve mucho mas dificil responder este tipo de preguntas cuando se trabaja con nociones de
aleatoriedad con recursos limitados. Notar que, como se mencioné en la introduccién, esta
dificultad no es exclusiva de la aleatoriedad computable, ya que existen preguntas semejantes
y abiertas para la mayoria de las nociones de aleatoriedad.

Esta seccién se ocupa de estudiar qué ocurre con la invariancia por cambio de base cuan-
do se introducen restricciones en la complejidad temporal determinista de las martingalas.
En particular, se pone el foco en la aleatoriedad polinomial (definida mediante martingalas
polinomiales).

5.1. Martingalas polinomiales

Uno de los principales aportes de la seccién anterior es una demostraciéon constructiva
y sencilla de la propiedad de invariancia por cambio de base en la aleatoriedad computable.
Gracias a esto, las construcciones de esa demostracion pueden ser aprovechadas y modificadas
para probar otros resultados, como veremos a continuacién.

Teorema 5.1. Sea Z € kY tal que existe una martingala real polinomial M en base k que
tiene éxito en Z. Sea Y la expansion en base r de 0.Z. Entonces existe una martingala real
polinomial N en base r que tiene éxito en Y.

Demostracion. Se toma como base la demostracion del Teorema 4.1, y la idea es probar que
la martingala N propuesta y definida en (4.1.1) como !5 [0],, es computable en tiempo
polinomial.

En la demostracién de que N es computable se definié fi},(o, ¢), una funcién computable
que aproxima jpz[o], con error menor a 2% Probando primero que fi}; es computable en
tiempo polinomial en funcién de |o| y ¢, es luego trivial ver que N también lo es. Con el
objetivo de probar lo primero, a continuacion se analizan las distintas partes de la construccion
de N y sus complejidades temporales.

» Computar pps[7]k

La construcciéon de N propuesta se basa en que computar pys para cadenas en base k
es, por definicidn, casi inmediato conociendo a la martingala M. Es fundamental ver
entonces que esto se puede seguir haciendo en tiempo polinomial.

Por hipdtesis, M es computable en tiempo polinomial, es decir, existe su aproximacion
M(7,q): k* xN— Q tal que

. Vr e k* ‘M(T,(])—M(T)|<2iq
y M es computable en tiempo polinomial en funcién de |7| y g.

Es importante destacar que una de las hipétesis en el Teorema 4.1 es que M tiene la
savings property. Es gracias al Lema 3.5 que se puede suponer que esta hipétesis sigue
valiendo cuando M es una funcién real polinomial.

Usando M se puede computar una aproximacion de ps[7]i (recordar que estaba definida
como M (T)](I_|T|) que también sea computable en tiempo polinomial y que llamaremos
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e

(1, q) == M(r,q)k 1"

Calcular k="l y multiplicarlo por el resultado de M tiene costo polinomial. Como M
ya tenia complejidad temporal polinomial, [L’fw es computable en tiempo polinomial en
funcién de |7| y g.

Notar que |i%,(7,q) — pa(7)] < 279 (de hecho, el error absoluto es mucho menor, ya
que k717l es un ndmero muy chico que disminuye el error arrastrado de M).

Determinar el tamano de los T7;

Recordar que para aproximar el intervalo [o], (en la construccion de fi};) se usan inter-
valos de la forma [7;]x, donde los 7; tienen una longitud m que garantiza una cota sobre
el error cometido al usar esta aproximacién. Dado el error que se desea cometer 279, se
puede calcular un tamano minimo de m usando (4.1.8) y despejando k3™ <21
con lo cual surge que con m mayor o igual a 2q+ 3, el error cometido en la aproximacion
serd a lo sumo 277 Dado ¢, esta claro que calcular m es un cémputo O(|q|) (la suma
es lineal en la longitud de la entrada).

Computar 71 y 7,

Una vez determinado el tamafio de los 7;, un buen punto de partida para aproximar
g oen [Tilg, ..., [7p]r es determinar primero qué cadenas son 71 y 7,. Si bien no es
estrictamente necesario, contribuye a la claridad del algoritmo que se propondrd mas
adelante para calcular fi,.

Entonces, dado o y con m ya calculado en funcién de ¢, 71 es la mayor cadena de longitud
m tal que 0.77 < 0.0. La misma se puede encontrar con este sencillo procedimiento:

T = @
Mientras |1 < m
i=1
Mientras i <k y O.m2 < 0.0
i++

7 <+ 71(i-1)

De forma analoga se puede computar 7.

Analizando la complejidad de este algoritmo se puede observar que el bucle exterior
itera m veces y que el bucle interior itera a lo sumo k veces (y k es una de las bases,
un nimero fijo). A su vez, las operaciones dentro de los bucles no son mis que una
cantidad finita y fija de comparaciones y sumas. En consecuencia, y como m es O(q),
todo el algoritmo corre en tiempo polinomial en funcién de |o| y q.

Calcular p}, eficientemente

Teniendo m, 7 y 7, es muy fécil hacer un algoritmo que aproxima

pa]0.71,0.m + K7) (5.1.1)
(equivalente a -F_; par[r]x) usando y sumando i, [7;] con 1 < i < p de la forma que se
planteé al probar la computabilidad de N en (4.1.11). Sin embargo, como la longitud de
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cada intervalo [7;]; es k=™, la cantidad de intervalos necesarios para cubrir un intervalo
fijo (en este caso [0],) crece exponencialmente en funcién de m (o ¢, equivalentemente).

Para solucionar esto, a continuacion se propone una funcién recursiva que captura otra
forma de computar (5.1.1) pero reduciendo la cantidad de veces que se usa la funcién
wyr- La idea consiste en aprovechar la naturaleza recursiva de las cadenas para cubrir
el intervalo [0.71,0.7, + k=] usando la menor cantidad posible de intervalos de la
forma [7].

Dados p,v € k* y z,y € k, con |p| = |v|, se define

> pnlpils sip=v
<1<y

Ul(pz,vy) =
ZNMPZk+UPa ZMMU] sip#v
r<i<k 0<j<y

donde p es igual a 0.p+k!?! interpretado como cadena (o equivalentemente, p+1 tomando
p como un nimero en base k).

La funcién recursiva U tiene como argumentos dos cadenas px y vy, y calcula pps[0.pz, 0.vy].
La idea es computar pys sobre intervalos tan grandes como sea posible, lo cual para in-
tervalos de la forma [p]; se traduce en buscar cadenas p lo més cortas posibles. En
definitiva, se trata de aprovechar que la unién de [p0]g, [p1]k,- .-, [p(k — 1)]i es [plx ¥
usar esto para reducir la cantidad de evaluaciones de ppy.

En la Figura 5.1 se puede ver un ejemplo de la funcién U para cadenas en la base k = 3.
Notar que en este ejemplo fueron necesarias 6 evaluaciones de s, mientras que si se
hubiera usado el algoritmo més sencillo inducido por la ecuacién (4.1.11) (de sumar
todos los intervalos de la forma [7;]3) habrian sido necesarias 18 evaluaciones.

Proposicién 5.1.1. U(pz,vy) = up[0.px,0.0y].

Demostracion. Es sencillo demostrar esto por induccién en la longitud de pz. En el caso
base p = v = A (|pz| = 1), por definicién

Uz,y) = Y pulile = parf0.2,0.y]

r<i<y
Para el paso inductivo |px| > 2. Si p = v entonces

Ulpz,vy) = Y pulpile = par[0.p, 0.py) = par[0.pz, 0.0y

r<i<y
si en cambio p # v
Ulpz,vy) = ZMMPMJFU/J, ZMMUJ
r<i<k 0<j<y

= pn[0.p2,0.p + k77 + U(p,v) + puas[0.0, 0.0y]
y como por H.I. U(p,v) = pup[0.p + k=171, 0.0], usando la aditividad de la medida p,
llegamos a que U(px,vy) es igual a uy[0.px, 0.py].

O
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Figura 5.1: Ejemplo en base 3 de U(011,211)

U(011,211) = par [011])3 + puar[012]5 + U (02, 21) + par [210]3
U(02,21)

0 ‘ 1 ‘ 2
1 2 0

[011]5/012

0 0 1

U(02,21) = par[02] + U(1,2) + par[20]3
U(1,2)

!
0 1 2
20]3
1 0 1 2 1
0 N\\%\ ol 1|z2|of|1|=2]of1]|z2]o0o|1|=2]0]1]cz2 \& 1

U(1,2) = pm[l]3

\j

NN
< N\\%\ﬁ |

U(011,211) = ppr[011]5 + par[012]5 + e [02]3 + par[l]s + pear [20]5 + s [210]5

o

»
|

Lo que nos da la funcién U es una forma inmediata de dividir al intervalo [0.71, 0.7, +
k~™] en subintervalos de la forma [o]; sobre los cuales podemos aproximar py; usando
[Llf\/f. Como la longitud de cada 7; es m por construccién, U (1, 7, +k~"™) requiere menos
de 2- k-m evaluaciones de pps[o]g.

Definimos U (74, Tp,q) igual que U pero usando jik (o, q') en lugar de ups para obtener
una aproximacién de U. Como cada [ﬂf\/f introduce un error, hay que elegir ¢’ de forma
tal que la suma de los errores de los [ﬁw (que son a lo sumo 2 - k - m) no supere 279
Tomando ¢ = ¢ + [logy(m - k)| + 1 se garantiza que
\U(r1,7p) — 0(7’1,7’;0,6)‘ <271

Analicemos la complejidad de U. Realiza O(m) sumas de las O(m) evaluaciones de ji%,.
Estas evaluaciones son ademds para un ¢ fijo que es O(q) y con cadenas de longitud me-
nor o igual a m (que recordemos es también es O(q)). Por lo tanto, si fi%, es computable
en tiempo polinomial, U también.

Cuando combinamos estas tres cosas (determinar el tamano m de los 7;, encontrar a 71
Y Tp, ¥ construir U), podemos definir:

/171"\/[(0’7 Q) = U(Tla Tpy 4 + 1)
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con 11 y 7p dados por los pasos detallados previamente con m calculado para un error
menor a 27971,

En la ecuacién anterior, el ¢ + 1 como pardmetro de U es necesario para contemplar
también el error analitico por usar U. Recapitulando sobre los errores presentes en esta
aproximacién, recordar que aproximar [o], con los intervalos [7;] siempre conlleva un
error, que se mantiene acotado con la elecciéon de la longitud m de los 7;. Pero a ese
error, luego hay que sumarle el proveniente de usar la aproximacién U (en lugar de U).
Justamente, al computar m y U para error 27971, se puede asegurar que al sumar los
errores, [i,(o,q) aproximara s con el deseado error menor a 279,

La complejidad temporal de [i,(c,€) es el resultado de sumar las complejidades de las
tres partes de su construccién. Pero como ya se analiz6, todas son polinomiales en |o| y
la cota del error deseado ¢ (y ademds, usar g + 1 en lugar de g no afecta la complejidad
asintética). Con lo cual, claramente fi}, € P.

» Computar N a partir de /i,

Como N es rl7l [0],, computarlo a partir de fi}, consiste en sélo un par de operaciones
aritméticas. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el factor /I amplifica el error
contenido en fi;, por lo que si al aproximar /N se desea un error total menor a 279,
[y (0, q) debe ser calculado con un ¢ que garantice que, atin con el error aumentando,
el mismo se mantendrd dentro de las cotas deseadas. Por este motivo se define

N(o,q) := r'Viy (0,9 + Clo])
donde se incrementa g en C|o| (donde C es la constante fija [logy(r)] que sélo depende
de la base 7), lo cual es suficiente para garantizar el error deseado.

Como iy, ya es polinomial y se la estd evaluando con un pardmetro de error que, si
bien modificado, sigue siendo O(q), se puede afirmar que esa evaluacién es polinomial
en |o| y ¢. Ademss, calcular r!°|
costo polinomial. Luego, se puede concluir que la aproximacién N (0,q) de N(o) es una
funcién computable polinomial en funcién de |o| y ¢, es decir, N e P.

y multiplicarlo por el resultado de fi’, también tiene

Esto prueba que la martingala N propuesta en la demostracion del Teorema 4.1 es una
funcién real computable en tiempo polinomial, lo cual concluye la demostracién del Teore-
ma 5.1. O]

5.2. Martingalas racionales polinomiales

Trabajar con martingalas reales fue razonable y préctico para elaborar una demostracién
que, en esencia, se basa en extender la medida p}, del espacio de Cantor a una nueva medida
par sobre el intervalo real [0,1]. Observar que atn si la medida original s6lo toma valores
racionales, potencialmente su extension pys podria tomar valores irracionales, con lo cual no
se podria garantizar que la nueva martingala basada en p;; sea racional.

Sin embargo, la teoria clasica de la complejidad no suele trabajar con funciones reales.
Como se pudo ver a lo largo de toda la demostracién anterior, trabajar con funciones reales
obliga a utilizar aproximaciones y manejar todos los errores inherentes a las mismas. Por todos
estos motivos, es deseable tener una formulacién del teorema anterior pero para martingalas
racionales polinomiales, de forma tal que el resultado sea més autocontenido y no dependa de
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la definicién de funcion real polinomial. Usando el Lema 3.1 se puede extender el resultado
anterior a martingalas racionales polinomiales, como se ve en el siguiente corolario.

Corolario 5.1. Sea Z € k¥ tal que existe una martingala M racional polinomial en base k
que tiene éxito en Z. Sea Y la expansion en base r de 0.Z. Entonces existe una martingala
N racional polinomial en base r que tiene éxito en Y .

Demostracion. Primero M se puede pensar como una funcién real polinomial. Luego se aplica
el Teorema 5.1. La martingala real polinomial N resultante es equivalente a otra martingala
racional polinomial gracias al Lema 3.5. O

5.3. A-aleatoriedad

Se puede aprovechar la nocién de ¢(n)-martingalas y extenderla a clases de funciones de la
siguiente forma: si A es una clase de funciones, una A-martingala es una t(n)-martingala tal
que t(n) € A. Esto permite hablar de A-aleatoriedad. Sin ir més lejos, con esta notacién se
puede decir que el Teorema 5.1 demuestra que la P-aleatoriedad es invariante por cambio de
base. Surge entonces la siguiente pregunta: jse pueden aprovechar las demostraciones hechas
para sacar conclusiones sobre otras clases de funciones, ademéas de P? La respuesta parece
ser afirmativa. Analizando la demostracién del Teorema 5.1, se puede ver que la hipdtesis
sobre la complejidad temporal de la martingala M apenas se usa para el calculo final de la
complejidad de la nueva martingala N. Se puede observar también que la complejidad de la
construcciéon N es béasicamente p(t(n)), donde p(n) es un polinomio y ¢(n) es la complejidad
de la martingala M. Se usa también como hipdtesis que M cumple la savings property, con
lo cual es también necesario chequear que esta suposicion sigue siendo véalida para clases de
funciones distintas de P. Una vez més, los argumentos usados en los Lemas 3.1 y 3.4 son
constructivos y de una complejidad polinomial en funcién de la entrada y la complejidad de
la martingala original. Con lo cual, se puede concluir que los resultados del Teorema 5.1 se
pueden extender a cualquier clase de A-martingalas siempre que la clase A sea cerrada para
transformaciones polinomiales.

A modo de ejemplo, algunas clases cerradas para transformaciones polinomiales son

E = DTIME(2"") = | ] DTIME(2*"),

k>1
E2 = DTIME(2Y) = | ] DTIME(2"") y
k>1
P, = | | DTIME(2(%¢™)"),

E>1
Siguiendo esta légica, se concluye que E-aleatoriedad, E2-aleatoriedad y Pa-aleatoriedad
son invariantes por cambio de base.
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6. Algunas reflexiones y trabajo futuro

Los resultados obtenidos en este trabajo son bastante autocontenidos. Algo interesante
para destacar es el rol que terminé cumpliendo la demostracion constructiva del Teorema 4.1.
Ademaés de su uso para demostrar el teorema, sirvié de base para extender el resultado a
martingalas polinomiales y luego para hacer lo mismo con otras clases de martingalas acotadas
por recursos. Se podria decir que terminé funcionando como una suerte de demostracién
candnica aplicable a una amplia gama de clases de martingalas. Fue algo que realmente no
estaba previsto y que fue surgiendo a medida que se desarrollaba esta tesis.

Por otro lado, entre las herramientas tedricas que permitieron llegar a los resultados
definitivamente destaca el uso de la conexién entre martingalas y medidas definidas en el
intervalo [0, 1]. Esta conexién no es nueva y de hecho estd inspirada en el novedoso trabajo
de Brattka, Miller y Nies, que es un excelente ejemplo de la clase de resultados que se pueden
llegar a obtener con este tipo de argumentos. Entonces, vale la pena recalcar que se trata
de una herramienta potente cuando se analizan propiedades sobre martingalas, ya que en
definitiva permite sortear y evitar los problemas inherentes a la naturaleza combinatoria de las
representaciones simbdlicas y las cadenas discretas, permitiendo otro tipo de razonamientos.
Es probable que en el futuro surjan ain muchos mas resultados valiosos e interesantes como
fruto de este tipo de enfoques.

Es también interesante destacar el valor de propiedades como la savings property. Estas
constituyen una herramienta muy util para toda clase de argumentaciones ya que permiten
acotar el espacio de funciones sobre el cual es necesario probar resultados y también aportan
valiosa informacién sobre el comportamiento intrinseco de ciertas clases de funciones, como
por ejemplo las martingalas exitosas para una secuencia. Descubrir e identificar de forma
sistematica este tipo de resultados puede tener mucho interés para el area, con el objetivo de
contar con mas y mejores herramientas para atacar problemas que contintian abiertos.

Por 1ltimo, a continuacién se enumeran algunas de las cosas que quedaron fuera del alcance
de este trabajo, pero que puede ser interesante profundizar a futuro:

= Algo pendiente es calcular con precisién la complejidad temporal asintética de la nueva
martingala polinomial construida en la demostracién del Teorema 5.1 (que inevitable-
mente tendra que ser expresada en la funcién de tiempo de la martingala de entrada).
También es posible que haya partes de la construccién que puedan ser computadas con
algoritmos mas eficientes.

= Si bien nunca se da un orden preciso para la nueva martingala polinomial, debido a que
en la construccién es necesario evaluar la martingala original una cantidad de veces que
depende del error deseado, pareceria que inevitablemente la complejidad de la nueva
martingala corresponderd a un polinomio con al menos un grado mas que la original.
Puede ser interesante analizar si existe una forma de construir una martingala polino-
mial en otra base que como complejidad temporal tenga un polinomio de exactamente
el mismo grado que la original. Seguramente la construccién de este trabajo en su for-
ma actual no permita esto, pero de ser posible, es probable que un camino viable sea
definiendo de entrada una martingala muy aproximada, quizds incluso una supermar-
tingala, que para una entrada fija, use finitos valores de la martingala original elegidos
cuidadosamente para garantizar el éxito en las mismas secuencias.

= La generalizacién de los resultados a otras clases de funciones es sin lugar a dudas
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algo con mucho potencial, y permite en cierta forma aprovechar al maximo toda la
informacién contenida dentro de las demostraciones (que muchas veces dicen més de lo
que se deseaba probar). Explorar este camino en mas profundidad es sin dudas algo de
mucho interés que podria dar lugar a caracterizar las nociones de aleatoriedad basadas
en martingalas invariantes por cambio de base de forma mucho mas general y completa.

Como un caso particularmente interesante del punto anterior, es posible que via la
equivalencia entre la aleatoriedad de Martin-L6f y martingalas c.e. se pueda dar una
demostracién alternativa de que la aleatoriedad de Martin-Lof es invariante por cambio
de base.
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