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Resumen

Nuestro trabajo estudia relaciones entre distintos A-calculos con patrones a través de
la definicién de traducciones entre ellos, a nivel sintactico. Presentamos la traduccién de
un gran fragmento del célculo lambda con patrones multiples (AC) al calculo lambda con
constructores (AB.). Esto tiene como fin la posibilidad de compilacién de un lenguaje de
caracteristicas y operaciones complejas que estan “internalizadas”, como el primero, en
un lenguaje con un sistema de patrones minimales dados por el andlisis por casos sobre
constantes bésicas, como el segundo, que incluye a cambio un conjunto de reglas de propa-
gacion de este constructor de andlisis por casos. Tenemos también interés en codificar con
combinadores ciertos cdlculos con patrones. Para esto, presentamos una formulacién de un
calculo de combinadores para AB.. Si bien los combinadores S y K clasicos de la légica
combinatoria son funcionalmente completos (en el sentido de que permiten expresar todos
los términos del cdlculo lambda), proponemos una extensién de esta légica a través de otros
combinadores posibles para la propagacién del constructor del andlisis de casos, con el fin
de obtener un sistema funcionalmente completo y minimal de combinadores para AB.. Asi,
se provee un mecanismo de implementacién del pattern matching del mismo modo que la
l6gica combinatoria clasica provee una implementacion del calculo lambda. Para este nuevo
sistema probamos su capacidad de abstraccién y la confluencia (la cual garantiza la unicidad
de formas normales).
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Abstract

Our work studies relations between different A-calculi with patterns by means of trans-
lations between them, to the syntactical level. We present the translation of a big fragment
of the A-calculus with multiple patterns (AC) to the A-calculus with constructors (AB.).
This has as goal to make it possible to compile a language of complex characteristics and
operations which are internalized, like the former, into another with a minimal pattern sys-
tem given by the case construct over basic constants, like the latter, which in turn includes
a set of rules for propagating this case construct. We are also interested in coding with
combinators certain pattern calculi. For this task we present a formulation of a combina-
tor calculus for AB.. Although the classical combinators S and K of combinatory logic are
functionally complete (in the sense that they can represent all the A-calculus terms), we
propose an extension of this logic by means of other possible combinators for handling the
propagation of the case construct, the goal being to obtain a minimal functionally complete
system of combinators for AB.. Therefore, a mechanism for implementing pattern matching
is given, much in the same way as classical combinatory logic provides an implementation
of A-calculus. For this new system we prove its capability of abstraction and its confluence
(which guarantees the uniqueness of normal forms).
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Capitulo 1

Introduccion

En las ciencias de la computacion, la teorfa de la reescritura [8, 13] estudia distintas
formas de transformaciones sintacticas entre expresiones de diversos lenguajes formales.
Estrechamente relacionada con éstos y con la logica matemadtica, surge como area inde-
pendiente en 1972 a partir del trabajo de Knuth y Bendix [46] sobre la decidibilidad de
determinar la confluencia de ciertos sistemas de reescritura de términos mediante el anali-
sis de los llamados pares criticos [44, 8, 13, 52, 53, 57]. La reescritura es una vasta area,
muy activa en diversas universidades del mundo desde hace unos 25 anos, y actualmente
permite distintas formulaciones, desde las totalmente abstractas hasta las muy concretas
[62, 50, 8, 47, 17, 13|, por ejemplo las basadas en signaturas de primer orden [8, 47, 13],
y en el cdlculo lambda bajo sus distintas variantes [18, 19, 9, 10, 13]. Las aplicaciones de
la reescritura son variadas: a la programacién, a la légica, seméantica de lenguajes, teoria
de tipos, etc. El cdlculo lambda (o A-cdlculo), creado por Alonzo Church en 1936 [18, 19],
paso a ser un caso particular de sistema de reescritura, y en el que hoy en dia se basa la
programacion funcional.

Actualmente, existen por lo menos tres lineas principales en el estudio de reescritura:
los sistemas abstractos de reescritura [8, 13, 50], para los cuales se trata de hallar nuevas
técnicas de prueba de confluencia y normalizacion; el calculo lambda, del cual se intenta
proponer nuevas variantes a partir de distintos problemas que surgen; y los sistemas de
reescritura de orden superior [44, 39, 52, 53, 56, 57, 62, 34, 14], que sirven de escenario
unificado para estudiar diversos formalismos con distintos poderes expresivos.

El célculo lambda resulté ser un lenguaje de programacién universal en el que las fun-
ciones son, como se suele decir, “ciudadanos de primera clase”: se puede aplicar una funciéon
a otra funcidn y se puede devolver una funciéon como resultado de otra. A pesar de la simplici-
dad de su sintaxis, este lenguaje es suficientemente rico para representar todas las funciones
computables. Desde los origenes de las ciencias de la computacién, el cdlculo lambda ha
sido utilizado exitosamente ya que constituye el niucleo de los lenguajes de programacion
funcional, desde LISP hasta los lenguajes de la familia ML o cercanos (como Caml, SML
y Haskell). Resulta también de interés el estudio de los sistemas tipados [10]. En virtud de
ello, el cdlculo lambda es una herramienta fundamental para describir el comportamiento
de las demostraciones matemadticas a través de la correspondencia de Curry-Howard [65],
por lo cual resulta ser la base de los asistentes de prueba usados en la actualidad (Coq,
Nuprl, Isabelle).

Como una formulacién alternativa del célculo lambda surge la 16gica combinatoria [63,
20, 21, 22, 23|, que es un sistema de reescritura en cierto sentido més simple pero sin
embargo igualmente expresivo, permitiendo simular el mecanismo de abstracciéon de aquél y
representar todas las funciones computables. Se presenta dentro del esquema de un sistema
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de reescritura de términos de primer orden, lo cual da una mayor simpleza de representacion
y estudio, asi como para posibles implementaciones, puesto que no utiliza el concepto de
variable ligada.

Aunque el cédlculo lambda puede representar cualquier estructura de datos, los lenguajes
de programacion y los asistentes de prueba modernos extienden el lenguaje bésico con
construcciones primitivas para representar estas estructuras con el fin de evitar la ineficiencia
inducida por una codificacién puramente funcional, en general de dificil utilizacién y costosa
en términos de recursos. Una de estas extensiones es el mecanismo de filtrado de valores
(pattern matching, o coincidencia de patrones), problema al que se le ha dedicado mucha
atencion en la programacién funcional u orientada a objetos, en diferentes cédlculos con
patrones [58, 16, 36, 15, 29, 43, 30, 31] y en formalismos de reescritura de orden superior. Un
patrén es esencialmente una especificacién sintdctica de una familia de argumentos posibles,
que facilita las definiciones por casos, lo cual es préactica corriente en la programacién
declarativa actual [60]. Los patrones son de gran interés en programacién funcional, ya
que permiten definir funciones en forma concisa y en general de mas facil comprension y
mantenimiento para un programador. El pattern matching permite verificar si un dato de
entrada se ajusta a -aparea, coincide, encaja o se corresponde con- un patron dado expresado
en el cédigo del programa.

1.1. Objetivos de esta tesis

Nuestro trabajo se enmarca principalmente en lenguajes con mecanismos de filtrado de
valores, mas precisamente aquellas variantes del cdlculo lambda que incorporan el manejo
de patrones. En particular son de interés el A-cdlculo con patrones [58, 45|, el Pure Pattern
Calculus [43], el célculo lambda con constructores [3, 5, 6] y los Pure Pattern Type Systems
[11, 68]. El célculo lambda con patrones es una extension minima y natural del célculo
lambda clasico en donde se implementa la nocién de pattern matching de manera implicita
e instantanea. El Pure Pattern Calculus es un formalismo con patrones donde éstos son
ciudadanos de primera clase: se puede utilizar un patrén como argumento de una funcién
y se puede devolver un patréon como resultado de una funcién. El cédlculo lambda con con-
structores combina constructores con funciones. Los Pure Pattern Type Systems son una
extension con patrones de los Pure Type Systems [10], gracias a los cuales se puede definir
una jerarquia de calculos tipados de manera general.

La mayoria de estos calculos han sido formulados sobre lenguajes sin tipos con la fi-
nalidad de estudiar patrones en su estado mas puro. Es nuestro interés conocer cémo se
relacionan los distintos formalismos a través del manejo que hacen de los patrones. Esto
motiva la necesidad de estudiar mapeos y traducciones entre las distintas formulaciones de
calculos con patrones, en uno u otro sentido.

Nuestro trabajo principal serd la traduccién de un gran fragmento del cédlculo lambda
con patrones multiples (AC) al cdlculo lambda con constructores (AB.). Esto tiene como fin
la posibilidad de una compilacién de un lenguaje de caracteristicas y operaciones complejas
que estan “internalizadas”, como el primero, en un lenguaje con un sistema de patrones
minimales dados por el andlisis de casos sobre constantes, teniendo como tinica operacién
de apareo la igualdad de éstas, junto a otras reglas de propagacion de estos patrones que
resultan necesarias dada la sencillez de éstos.

Tenemos también interés en encontrar distintas formulaciones de un cédlculo con com-
binadores para los diversos cdlculos con patrones o constructores. Si bien los combinadores
S v K clésicos de la légica combinatoria son funcionalmente completos (en el sentido de
que permiten expresar todos los términos del A-calculo y representar todas las funciones
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computables), propondremos una extensién de esta légica definiendo un sistema de com-
binadores que generalizan S y K con la incorporacién de pattern matching, con el fin de
obtener un sistema funcionalmente completo y minimal de combinadores para el A-cdlcu-
lo con constructores. Asi, el contar con un adecuado cédlculo de combinadores proveeria
mecanismos de implementacion del pattern matching del mismo modo que la légica com-
binatoria clasica provee una implementacién del calculo lambda. Sobre este nuevo sistema
interesara probar la simulacién y la confluencia (la cual garantiza la unicidad de formas
normales, cuando éstas existen).

Transformaciones sintacticas entre distintos calculos con patrones y constructores, como
las mencionadas, permitiran transferir propiedades de manera natural de un formalismo
hacia otro, y comprender mejor la relacién que hay entre estos calculos, un aspecto que no
llega a estar del todo resuelto en la actualidad.

1.1.1. Plan de la tesis

En el capitulo 2 definiremos y analizaremos distintas propiedades de una traduccién que
permitird convertir términos de AC en términos de AB.. Luego, el capitulo 3 presentard una
sistema de combinadores para AB. junto con sus propiedades esenciales (confluencia y rep-
resentacion de la abstraccién), asi como también traducciones en ambos sentidos entre B,
y dicho sistema. Por ltimo, en el capitulo 4 expondremos las conclusiones generales y las
lineas de trabajo futuro.

En el apéndice A, ademaés, comentaremos brevemente las caracteristicas de nuestra im-
plementacion de cada calculo estudiado y de las distintas traducciones desarrolladas.

1.2. Preliminares

El objetivo de esta seccién es contextualizar al lector ddndole los elementos que precis-
ard conocer y manejar a lo largo de todo el documento. Para ello, describiremos brevemente
los distintos formalismos involucrados en nuestro desarrollo. Para mas informacién y para
obtener acceso a las pruebas involucradas, se aconseja consultar la bibiliografia sugerida en
cada caso.

1.2.1. Reescritura basica

En primer lugar, repasaremos algunas definiciones clasicas de la teoria de reescritura
(recurrir a [8, 13] para un tratamiento mas profundo del tema).

Definicién 1.2.1. Un Sistema Abstracto de Reescritura (ARS) es un par A = (|A|,—4)
formado por un conjunto arbitrario |A| (llamado carrier set de A) junto con una relacién
binaria — 4 sobre |A|. Denotamos mediante —% (o, alternativamente, —»4) la clausura
reflexiva-transitiva de — 4 (es decir la menor relacién reflexiva y transitiva que incluye a
—4), y mediante —7, la clausura reflexiva de — 4 (es decir la menor relacién reflexiva que
incluye a —4).

Usualmente, dado un ARS A, llamaremos reduccidn a la relacion — 4.

Definicién 1.2.2. Un ARS A es fuertemente normalizante (SN) si no existe una secuencia
infinita de objetos (M;);en € |A|N tales que M; —4 M, para cada i € N.

Definicién 1.2.3. Sean A = (S, —4) y B = (S,—p) dos ARSs definidos sobre el mismo
carrier set S. Decimos que:
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» A conmuta débilmente con B, escrito A //,, B, si para M, M, My cualesquiera tales
que M —4 My y M —p M>, existe M3 tal que My —5 M3y My —7% Ms.

» A conmuta con B, escrito A // B, si para M, My, M cualesquiera tales que M —% M;
y M —% My, existe M3 tal que My —3 M3y My —% Ms.

Un ARS A se dice débilmente confluente o weakly Church-Rosser (WCR) (respectiva-
mente confluente, o Church-Rosser (CR)) sii A //,, A (respectivamente sii A // A).

Ademas, se dice que A satisface la propiedad diamante (notada <) si, para M, My, M,
cualesquiera tales que M — 4 M1y M — 4 Ms, existe M3 tal que M7 — 4 M3y My — 4 Ms.

1.2.2. El M-calculo clasico

El A-cdlculo fue introducido por Church en los anos 30 [19] como un lenguaje univer-
sal para expresar computaciones de funciones. A pesar de su notable simplicidad, es lo
suficientemente expresivo como para representar todas las funciones computables. Este for-
malismo ha sentado las bases de los lenguajes de programacion funcionales, desde LISP
hasta auqgéllos de la familia de ML. En légica, el A-calculo constituye hoy en dia una her-
ramienta fundamental para describir los contenidos computacionales de las pruebas a través
de la correspondencia de Curry-Howard [65].

1.2.2.1. Sintaxis

El A-célculo posee dos operaciones bésicas: aplicacion (notada F M, donde F, consid-
erado como funcién, se aplica a M, considerado como argumento) y abstraccion (notada
Ax.M, que representa un mapeo z — M). De esta manera, el conjunto de A-términos A
puede definirse, en sintaxis abstracta,

M,N = x| M N | x.M

siendo = una variable de un conjunto infinito numerable de variables.

1.2.2.2. Variables ligadas y a-conversion

La variable x se dice ligada en el término A\z.M. Una variable que tiene al menos una
ocurrencia no ligada en un término M cualquiera, se dice libre en M. El conjunto de vari-
ables libres de un término M cualquiera se nota FV(M).

El renombre de variables ligadas de un término no altera su comportamiento. Tal renom-
bre es llamado a-conversion. La convencién de variables de Barendregt permite trabajar con
términos donde los nombres de las variables ligadas seran distintos a los nombres de las vari-
ables libres.

1.2.2.3. (-reduccién y n-reduccién
La regla bésica de reduccién en A es la llamada (G-reduccion:
(Ax.M)N —g M[z / N]

donde Mz / N] es la sustitucién en M de cada ocurrencia libre de = por el término N.
Por otro lado, la n-reduccién es tutil para eliminar abstracciones redundantes. Si el

prop¢sito de una abstraccion sélo es pasar en forma directa su argumento a otra funcion,

entonces tal abstraccién es redundante y puede extraerse a través de una reduccién 7:

Av. M x —y M
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donde = ¢ FV(M).

Se dice que M es una forma (f-)normal si no existe N tal que M —3 N. Las formas
normales representan, como en todo sistema de reescritura, el resultado final del cémputo.
No todo término tiene forma normal: por ejemplo,

(Av.zz) (A\z.ax) —5 (Av.az)(Av.az) —g -

donde se ve que no hay posiblilidad de alcanzar un término que no admita reducciones.

Desde un punto de vista tedrico, el A-célculo goza de diversas propiedades, entre las
cuales cabe destacar la confluencia de la (-reduccién (lo que implica el determinismo de
céomputos): si M —3 My y M —g My entonces existe M3 tal que My —g M3y My —3 Ms.
En particular, el hecho de que valga la confluencia implica que hay unicidad de formas
normales; en otras palabras, un término dado no puede tener mas que una sola forma
normal.

1.2.3. Légica combinatoria

La légica combinatoria (CL) es un mecanismo introducido por Curry y Schonfinkel
alrededor de la década del '30, cuyo objetivo inicial era el de eliminar la necesidad de vari-
ables cuantificadas en la l6gica matematica. No obstante, su uso més popular recae en las
ciencias de la computacién, en donde es utilizada como un modelo computacional debido a
que, a pesar de su simplicidad, logra capturar distintos aspectos de las computaciones.

Este formalismo puede entenderse como una variante del A-calculo, en donde las abstrac-
ciones y las variables ligadas son eliminadas para dar lugar a constantes funcionales llamadas
combinadores. El corazéon del sistema consiste en un conjunto inicial de combinadores y la
aplicacién entre ellos (siguiendo determinadas reglas) para generar nuevos combinadores.
Los combinadores iniciales son llamados K y S. Si bien existen distintas interpretaciones
de estos combinadores, ya sea dentro de la reescritura misma asi como también en la ver-
sién légica (i.e., isomorfismo de Curry-Howard), informalmente, el combinador K sirve para
generar funciones constantes, mientras que S consiste en una versién generalizada de la
aplicacion.

1.2.3.1. Sintaxis

Dado un conjunto infinito numerable de variables (notadas z, y, z, etc.), el conjunto de
términos CL de la 16gica combinatoria (notados con M, N, etc.) puede definirse, en sintaxis
abstracta,

M,N := z|K|S|MN

1.2.3.2. Reglas de reduccion

El interés sobre la logica combinatoria viene dado por las reglas de reduccion asociadas
a K y S. El sistema posee tinicamente las siguientes reglas de reduccion:

Kzy — T
Szyz — xzz(yz)

La intuicién detras de la regla de S es que permite aplicar x a y, pero luego de sustituir
a z sobre cada uno de ellos.
La reduccién — ¢y, denota la unién de ambas reglas.
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1.2.3.3. Propiedades

Puede demostrarse que la reduccién — ¢y, es confluente [13]. En relacién con el vinculo
entre el A-cdlculo y la légica combinatoria, es posible definir una forma de representar la
abstraccién en CL, notada A\*. Tal representacién verifica la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.1. Sean M, N € CL. Luego,
(AN'z.M)N —cr, Mz / N]

siendo M|z / N] la sustitucién de variables definida de la manera esperada.
A partir de esto, es posible definir mapeos del A-cdlculo hacia CL (notado (e)cr) ¥
viceversa (notado (e)y). Este ultimo mapeo es tal que se verifica la

Proposiciéon 1.2.2. Sean M, N € CL tales que M —¢y, N. Luego,
My —§ Ny

1.2.4. Un céalculo con patrones miultiples: \C

El A-célculo con patrones surgié a partir de la préactica en el diseno de lenguajes de
programacion funcionales. Esencialmente, AC se trata de un cdlculo con constructores (i.e.,
constantes con una determinada aridad asociada) y pattern matching bésico, en el cual la
sintaxis del A-célculo original es extendida con constructores y términos construidos a partir
de ellos [45]. Estos constructores son rigidos e inmutables; no existen reglas de reduccién
asociadas a ellos. Los patrones se generan en base a los constructores y las variables: un
patrén es un término de primer orden construido a partir de dichos objetos. Es de especial
importancia el estudio de los patrones lineales. Se dice que un patrén es lineal cuando
ninguna variable ocurre més de una vez en él.

1.2.4.1. Sintaxis

Siendo Var un conjunto infinito numerable de variables (notadas x, y, z, etc.) y C un
conjunto enumerable de constructores (notados ¢, ¢, etc., y con una aridad § asociada)
tales que Var y C son disjuntos, el conjunto de términos AC (M, M, etc.) y el conjunto de
patrones P (P, P, etc.) pueden definirse mediante las siguientes gramaticas:

Términos M = zx (Variable)
| e(My, -+ Myey) (Constructor con argumentos)
| My M, (Aplicacién)
| APL.My |- | APy My, (Abstraccién multiple)
Patrones P = z (Variable)
| e(Pr,- 5 Ps(e) (Constructor con argumentos)

Como puede verse, existen términos que consisten en constructores con sus respectivos
argumentos, donde cada uno de éstos puede ser un término arbitrario a diferencia de los
patrones, para los cuales cada argumento debe ser, a su vez, un patron.

1.2.4.1.1. Abstracciones multiples sobre patrones

La caracteristica distintiva de AC es la generalizacién de la abstraccién clasica: a difer-
encia del A-cdlculo original, no se abstrae sobre variables sino sobre patrones. Ademas de
esto, como se ve en la definicién de la sintaxis, el calculo introduce abstracciones multiples:
una abstraccién es ahora una construccién con una cantidad arbitraria (finita) de patrones
abstraidos junto con los respectivos cuerpos de las funciones asociadas.
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1.2.4.1.2. Variables libres y ligadas

Observar que, en este caso, las variables ligadas de un término cualquiera deben definirse
teniendo en cuenta que, en una abstraccion multiple, un patréon puede ligar mas de una
variable. A partir de esto, el conjunto de variables libres de un término M, FV(M), se
define de la manera esperada.

1.2.4.2. Reduccién S-multiple-pattern
La evaluacion en AC se da a través de la regla de reduccién (-multiple-pattern, que
puede entenderse como una generalizaciéon de la B-reduccién clasica:

(AP .My |-+ | APy.My) PY —pp, M7

K2
donde o es una sustitucién (i.e., un mapeo finito de variables a términos) que opera sobre las
variables del patrén P;, y 1 < i < k. Notar que un redex Op debe ser tal que el argumento de
la abstracciéon multiple sea una instancia de algin patrén en dicha abstraccion. De no existir
tal sustitucién o, simplemente no podra realizarse el paso de reduccién (i.e., no existird el
redex).

La reduccion de patrones en AC permite acelerar las reducciones respecto del A-cédlculo
cldsico: alli, las estructuras de datos deben ser codificadas explicitamente mientras que, en
este caso, el pattern matching es implicito, otorgando una metodologia més natural para
expresar operaciones sobre tipos de datos.

1.2.4.3. Confluencia de \C y linealidad

La relacion entre confluencia y linealidad de los patrones es de gran importancia. En
primer lugar, los autores, en [45], demuestran que, de tener patrones no lineales, la reduc-
cién B-multiple-pattern no necesariamente es confluente. Sin embargo, tampoco alcanza
unicamente con linealidad para poder asegurar confluencia. El problema ocurre si un argu-
mento de una abstraccién multiple instancia mas de un patrén. Prohibiendo también esta
condicion, puede garantizarse la confluencia, segin lo enuncia el siguiente

Teorema 1.2.1. Para patrones lineales y no unificables de a pares, la reduccién Gp es
confluente.

La prueba de 1.2.1 se basa en el concepto de ortogonalidad [13].

Es de destacar que AC resulta un calculo significativo pues extiende a una version del
calculo AP [58] (a su vez restringido a patrones de primer orden sin contemplar abstrac-
ciones). AP fue el primer cdlculo que, extendiendo al A-cdlculo clasico, incluy6 la posibilidad
de utilizar patrones en las abstracciones.

1.2.5. Un céalculo con constructores: \3;

AB; es una extension del A-célculo cldsico que incorpora constructores y analisis de casos,
con el objetivo de simplificar la codificacion de distintas estructuras de datos manteniendo
un marco formal para el estudio matematico de los lenguajes de programacién funcionales.
Su principal novedad es la conmutacién entre la aplicacion y el anélisis de casos, a través
de la regla !

(CASEAPP) 0.(MN) — O0.MN

LObservar que M se trata como a una funcién en el lado izquierdo de la regla, mientras que se trata como
a un valor construido del lado derecho.
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donde 6 representa un case binder: un mapeo finito de constructores a términos. De igual
manera, existe una regla

(CASELAM) 0.(A\x. M) — Xx.(0.M) (x ¢ FV(6))

que permite al andlisis de casos penetrar las abstracciones.

El sistema obtenido no sélo es computacionalmente correcto (es confluente y conservati-
vo sobre el An-célculo), sino que ademés permite descomponer el pattern matching (al estilo
ML, con patrones de aridad arbitraria) mediante la construccién 6.M que realiza andlisis
de casos unicamente en constructores constantes (ver la sintaxis en la préxima seccién). La
prueba de confluencia de este calculo se apoya en resultados cldsicos de reescritura y otros
lemas.

Un teorema de separacién débil para el cdlculo completo también se probé en [5], uti-
lizando una técnica de separacién inspirada por el trabajo de Bohm [9]. Por esta razén, el
formalismo provee una constante especial, daimon, notada "X, que solicita la terminacién del
programa y que se utiliza como mecanismo técnico principal para observar formas normales
y separarlas.

Las pruebas y demads aspectos relevantes sobre esta informacion preliminar estan disponibles
en [5].

1.2.5.1. Sintaxis

Este cédlculo distingue, al igual que AC, dos tipos de nombres: variables (notadas z, y,
z, etc.) y constructores (notados ¢, ¢, etc.). Los conjuntos de variables y constructores se
notan Var y C respectivamente. Se asume, ademds, que ambos son enumerables y disjuntos.

Los términos (M, N, etc.) y los case binders (0, ¢, etc.) de AB. se definen inductivamente
como se muestra a continuacién:

Términos M,N == x (Variable)
| ¢ (Constructor)
| (Daimon)
| MN (Aplicacién)
| Az. M (Abstraccién)
| 6.M (Case)
Case binders 0,6 == {ci— M;...;cn— My} (ci #c¢jsii#j)

Los conjuntos de términos y de case binders se notaran AB. y B respectivamente, y
AB. 4 B su unién disjunta.
Usualmente, notaremos {| ¢; — M; [}, al case binder {¢; — Mi;--- ;¢ — My [}

1.2.5.1.1. Case binders

Cada case binder # consiste en una lista finita no ordenada de pares (¢ — M), cuyos
lados izquierdos son mutuamente distintos. Decimos que un constructor ¢ estad ligado a un
término M en un case binder 6 si (¢ — M) pertenece a . A partir de la definicién de case
binders, esta claro que un constructor c estara ligado a no mas de un término en cualquier
case binder 6.

Se define una operacién externa de composicion entre dos case binders 6 y ¢, notada
0 o ¢, y definida asti:

Oofci— My;--5en— My} = {ea—0.My;-- ¢, 0.M, [}
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donde ¢ = {c1 — M-+ ;¢ — M, |}
Tal operacién, si bien no es asociativa, solo tiene sentido en presencia de la regla de
reduccion CaseECASE, que describiremos més abajo.

1.2.5.1.2. Variables libres y sustituciones

Las nociones de ocurrencias libres y ligadas de variables se definen de la manera esperada.
El conjunto de variables libres de un término M (respectivamente, un case binder ) se nota
FV(M) (respectivamente, FV(0)) y su definicién se muestra en la Figura 1.1. Se observa
como ésta extiende de manera esperada la definicién usual de variables libres.

Al igual que en el A-célculo clésico, los términos se consideran segin a-equivalencia

(FV-VAR) FV(z) = {a} (x € Var)
(FV-ConNs) FV(e) = (cel)
(FV-APP) FV(M1 Mg) = FV(Ml) U FV(MQ)

(FV-ABS) FV(\z.M;) = FV(M)\{z}

(FV-Case)  FV({¢;— M }_.N) = FV(N)U| JFV(M)

Figura 1.1: Variables libres para términos de AB,

(i.e., renombre de variables ligadas). Los nombres de los constructores no se ven afectados
por tal renombre.

La operacién externa de sustitucién clasica M[x / N] se extiende de la manera esperada
a AB.. Esta operacién se introducira formalmente en la seccién 2.3.

1.2.5.2. Reglas de reduccion

Este calculo posee 9 reglas de reduccién primitivas, tal como ilustra la Figura 1.2.

A los fines de la prueba de confluencia, es de interés considerar no sélo el sistema inducido
por las 9 reglas en conjunto, sino también los subsistemas formados por cada subconjunto
de dichas reglas.

Se nota AB. al calculo generado por todas las reglas de la Figura 1.2, y B¢ al célculo
generado por todas las reglas excepto AppLAM (o, también, 3).

Notar que AppLaM (o () y LaMAPP (0 1) son las tnicas reglas que podran aplicarse
sobre A-términos ordinarios en AB..

1.2.5.3. Confluencia de \B¢

Los autores, en [5], prueban un resultado mdas general mediante la caracterizacién de
cuales subconjuntos de las 9 reglas de reduccién inducen un subsistema de AB. que es con-
fluente y cudles no, tomando en consideracién los 2° = 512 subconjuntos posibles de tales
reglas.

Cada una de las reglas describe la interaccion entre dos construcciones sintdcticas del
lenguaje, que queda reflejada por el nombre de la regla: ApPLAM se entiende como “apli-
cacion sobre lambda”, etc. Estas reglas dan lugar a 13 pares criticos diferentes.

Los pares criticos ocurren para todos los pares de reglas de la forma FOOBAR y BARBAZ.
Si uno examinase los pares criticos, se daria cuenta de que, cada vez que fuese necesario
cerrar cierto par, debe utilizarse la tercera regla FOOBAZ en caso de que exista. En los otros
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Beta-reduccion

ArrLAM
ArprDAI

(AL)
(AD)

Eta-reduccién
(LA)
(LD)

LaMAPP

LAMDAI

Propagacion de CBs

CaseCons (CO)
CaseDar  (CD)
CaseArp  (CA)
CaseLam  (CL)

Conversion de CBs

(cC)

CASECASE

(Ax.M)N
N

. Mx
Az

0.c

0.7
0.(MN)
0.(A\z. M)

0.6.M

!

!

l

l

I A

M{z := N}

(z & FV(M))

el

((c— M) eb)

.M N

Ax.0.M (x ¢ FV(0))

(0o ¢).M

Figura 1.2: Reglas de reduccion de A,

casos, el par critico se cierra Unicamente a través de las reglas FOOBAR y BARBAzZ.
Esta observacion sugiere la siguiente definicion:

Definicién 1.2.4 (Condiciones de clausura). Decimos que un subconjunto de las 9 reglas
de la Figura 1.2 satisface las condiciones de clausura, notado s = CC, si:

(CC1) APPLAM € s
(CC2) LAMAPP € s
(CC3) CASEAPP € s
(CC4) CASEAPP € s
(CCb) CASELAM € s
(CC6) CASELAM € s

A

> > > > >

LAMDAI €
ApPPDAI €
AppLAM €
AprPPDAI €
LAMAPP €
LAaMDAI €

W »W »®» » »w »

AppDAl €
LamDAr €
CASeELAM €
CaseDA1 €
CASEAPP €
CaseDa1 €

L

Intuitivamente, un subconjunto que satisface estas 6 condiciones de clausura define un
sistema en donde todos los pares criticos pueden cerrarse y, por ende, constituye un buen
candidato para la confluencia. El siguiente teorema indica que esa intuicién es correcta:

Teorema 1.2.2 (Church-Rosser). Para cada subsistema s de A\Bg, las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. s satisface las condiciones de clausura (CC1)—(CC6);

2. s es débilmente confluente;

3. s es confluente.

Como el sistema completo AB¢ satisface trivialmente todas las condiciones de clausura,
se obtiene como consecuencia inmediata:

Corolario 1.2.1 (Church-Rosser). AB¢ es confluente.
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La prueba del Teorema 1.2.2 recae en un analisis sistematico de las propiedades de
conmutacién sobre todos los pares (s1, s2) de subsistemas de ABc.
Ademas, vale la

Proposicién 1.2.3 (SN de B¢). El Be-caleulo es SN.

En lo que sigue, no utilizaremos el daimon ni las reglas de reduccién asociadas (APPDALI,
LamDAr1 y CasEDAI), asi como tampoco la regla CASECASE, que tiene su razén de ser en la
propiedad de separacién débil de AB. [5], de la cual no nos ocuparemos en la presente tesis.



Capitulo 2

Traduccion de \C a \Bg

2.1. Introduccion

El propdsito de este capitulo es definir y estudiar distintos aspectos de una traduccién
que nos permitird convertir términos del cdlculo AC a términos del célculo AB,., de modo
que se preserven las propiedades fundamentales.

Es de interés estudiar conversiones entre distintos formalismos pues el contar con (bue-
nas) traducciones permite lograr distintos objetivos, en mayor o menor grado. Entre ellos,
cabe mencionar:

1. la comparacién de poderes expresivos, el estudio de la conveniencia de una u otra
sintaxis;

2. la compilacién, es decir, basarse en implementaciones de un calculo para obtener
implementaciones de otro, y

3. una mejor comprensién de los formalismos de acuerdo a las relaciones que guardan.

En este caso puntual, el calculo de origen, AC, oculta en su regla de reduccién una op-
eracién compleja de matching sobre una cantidad arbitraria de patrones. En contrapartida,
AB¢ solo dispone de andlisis de casos por constructores (case binders) y de abstracciones
cldsicas junto con reglas de propagacion de case binders, que dotan al calculo de un poder
expresivo que se ve inhibido en AC por su restrictivo mecanismo de pattern matching. Esta
notable diferencia en la naturaleza de ambos formalismos motiva la biisqueda de posibles
traducciones entre ambos.

A modo ilustrativo, consideremos los siguientes términos de AC, asumiendo que contamos
con los constructores que alli aparecen y con la interpretacién usual de los mismos:

pred = 0.0 | As(z).x
empty = Anil.true | Acons(z,y).false

Estos términos representan, respectivamente, funciones que calculan el predecesor de un
numero natural cualquiera (tomando a 0 como su propio predecesor) y que determinan si
una lista es vacia. Es de esperar que una traduccién adecuada mapee dichos términos a, por
ejemplo,

pred;, = M{0—0;s— \r.x|v
empty; = Av.{nil — true; cons — \zy.false [}.v

Claramente, tanto pred como empty junto con sus traducciones se comportan de la
manera esperada al ser aplicados a naturales o a listas respectivamente. Ahora bien, veamos

12
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qué sucede si el argumento no es simplemente una constante sino una funcién. En tales
escenarios, el matching en \C fallard (dado que una abstraccién miltiple no es instancia de
ningin patrén) y el término quedard bloqueado, mientras que las reglas de propagacién de
case binders de A\B. permitirdn reducciones adicionales que operen sobre la funcién tomada
como argumento. Por ejemplo, sea F' = Az.consOnil € AB. la funcion que devuelve
constantemente la lista que contiene tinicamente a cero. Entonces,

empty, F = (Av.{ nil — true; cons — \zy.false [}.v) (Az.cons 0 nil)
MY I nil — true; cons — Azy.false }.(Az.cons O nil)
GEN A\z{ nil — true; cons — \zy.false [}.(cons 0 nil)
Casearr Az.{ nil — true; cons — \zy.false [}.(cons 0) nil
Casearr Az.{ nil — true; cons — \zy.false [}.cons 0 nil
LEN Az (Azy.false) O nil

AT Az, (\y.false) nil

AppPLAM
—

A\z.false

Como puede verse, la evaluacién en AB. arroja la funcién constante false si el argumento
de empty; es una funcién que devuelve constantemente una lista no vacia. La situacién es
similar para el caso de pred;: de tomar como argumento, por ejemplo, la funcién constante
s(0), entonces devolverd la funcién constante O.

Se observa, pues, que los términos traducidos poseen, potencialmente, una mayor prestacion
en relacién a los términos originales de AC. Es esta peculiaridad lo que nos impulsé a for-
mular la traducciéon que presentaremos.

El resto del capitulo se estructura de la siguiente manera: en la seccion 2.2 discutiremos
importantes caracteristicas de la traduccién propuesta, tomando como referencia el impacto
en la misma causado por la gran diferencia entre ambos célculos. Luego, se daran diversas
definiciones que seran necesarias durante el desarrollo del capitulo (seccién 2.3). A partir de
ellas, estaremos en condiciones de presentar la funcién de traduccién, lo cual se hard en la
seccion 2.4. A continuacién, en la seccion 2.5, probaremos que la traduccién se comporta de
la manera esperada, esto es, que permite simular tanto la reducciéon S-multiple-pattern vy,
mas ain, en una cantidad lineal de pasos respecto del patrén instanciado en el redex, como
n-reduccién. En la seccién 2.6 estudiaremos la complejidad espacial de la traduccién a partir
del tamano de los términos traducidos en funciéon del tamano de los términos originales, y
demostraremos que el peor caso es lineal. También presentaremos pruebas empiricas que no
sélo sustentan esto sino que, ademads, muestran una constante lineal menor para un conjunto
aleatorio de términos. En la seccién 2.7, demostraremos los lemas auxiliares utilizados en
las secciones previas y, finalmente, discutiremos algunos aspectos adicionales del desarrollo
en la seccién 2.8.

2.2. Caracteristicas y alcance de la traduccion

La traduccién serd definida a través de una funcién ¥ : 9 € AC — AB., donde M es un
conjunto a definir. Se asume que trabajamos con el mismo conjunto de variables Var y el
mismo conjunto de constructores C en ambos calculos. Ademads, cada ¢ € C tiene asociada
una aridad, entero no negativo, que notaremos con 4.
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2.2.1. Restriccidon sobre el dominio

La funcién ¥ que proponemos parte de la base de que el término que recibe como argu-
mento satisface una serie de condiciones. Esto no se debe a una deficiencia en la traduccion,
sino a la diferente naturaleza de ambos calculos. Informalmente, el dominio de W es el
conjunto M de términos M que satisfacen simultdneamente:

s Cada patrén que aparezca en M debe ser lineal.
» Para cada aparicién de cada constructor ¢ en M se debe respetar su aridad, d(c).

= Cada construccién de abstracciones multiples en M debe ser tal que los patrones que
en ella aparecen sean no unificables de a pares y, mas adin, debe existir una manera
de poder distinguir cada patrén de los restantes segin los constructores que en él
aparecen.

Por ejemplo, el término

M (z,9(y,a,a)).x | Af(a,g(b,y,b)).y [ Af(b,g(c,c,y)).y

no podra ser traducido pues viola la tercera clausula: el primer argumento de los pa-
trones no permite distinguirlos ya que en el primero de ellos aparece una variable, y en el
segundo, si bien los subpatrones son no unificables de a pares, ninguna posicién permite
tomar una decisién acerca de cémo distinguirlos: en las tres aparecen variables.

Por otro lado, el término

Af(b,g(a, a,x)).x [ Af(b, g(ba,y)).y | Af(a, g9(a, a,2)).x

si admite traduccién: el primer argumento de f permite distinguir al tercer patrén de
los dos restantes, mientras que, para distinguir entre ellos, bastara con observar cudl es el
primer argumento de g.

La idea detras de esta condicidon es la de generar un case binder dentro del cual se difer-
encie en primera instancia cada patrén de los restantes, para luego continuar con cada uno
por separado.

Notar que, en todos los casos, los cuerpos de las abstracciones son irrelevantes: no de-
terminan la posibilidad de traduccién, mientras que los patrones son quienes la determinan.
Esto hace comprobar que este tipo de traducciones constituye una prueba importante en
cuanto al uso de patrones desde distintos formalismos.

2.2.2. Alcance

Antes de dar la definicién de la funcion de traduccion, senalaremos brevemente el alcance
de la misma, tomando como referencia lo discutido en la seccién anterior. A priori, podria
parecer que la clausula de distinguibilidad se trata de una condicién restrictiva, y uno podria
preguntarse si no seria suficiente sélo con pedir no unificabilidad de pares (entre patrones
en la misma construccién de abstracciones multiples), tal como se hace en [58]. El problema
fundamental radica, como ya se ha dicho, en la diferente naturaleza de ambos célculos.
La regla de reduccién S-multiple-pattern de AC oculta un mecanismo complejo en el cual
se determina, mediante sustituciones, qué patréon el argumento instancia. Desde el punto
de vista formal, esta accién es atémica y simultdnea. No obstante, las reglas de A3, no
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permiten tales reducciones: en él, la determinacién del patrén instanciado necesariamente
debera realizarse en forma secuencial, a través de case binders.

En el caso més general de la no unificabilidad de a pares, esta notable diferencia puede
traer inconvenientes al intentar mapear los términos a AB.. Consideremos, a modo ilustra-
tivo, el siguiente término:

M (z,a,a).x | Af(byx,b).x|Af(c,c,x).x

Claramente, los tres patrones en cuestion no unifican de a pares. Sin embargo, no esta del
todo claro como llevar tal término a AB.: la presencia de variables en cada argumento de f
imposibilita predicar sobre alguno de ellos en un case binder (i.e., dado un M que instancie
alguno de estos patrones, en el argumento correspondiente a x uno puede esperar cualquier
término posible, lo cual es un obstaculo serio en AB. para determinar, en forma sistematica,
cudl caso se deberia tener en cuenta y cudles descartar).

De cualquier manera, encontramos que la traducciéon que vamos a dar tiene utilidad e
interés en si misma ya que el conjunto de términos a los que puede ser aplicada es més que
suficiente en la programacién habitual, lo cual se sustenta con el siguiente ejemplo general.
Supongamos que tenemos un conjunto {Ci,---,Cp, Ry, ,Rn} € C de constructores,
donde §(C;) = ki y 0(R;) =1lj+1t; (1 <i<n,1<j<m)y, apartir de él, definimos un
conjunto de términos 7 C AC en forma inductiva de la siguiente manera:

» Ci(My,--- ,My,) €T, paracadai=1,--- ,n,y My, -+, M, € AC

i

. RJ(Ml) 7Mlj7Tl)"' 7th) € T’ para cada j = 17 y 1T, Mla"' ,Ml]. € AC y
Tl,-",thGT

Tal conjunto 7 tiene sintacticamente la misma clase de estructura que un tipo algebraico
definido mediante el conjunto de patrones de AC. Asi, cualquier funcién recursiva definida
por pattern matching sobre las distintas formas de construir un término de 7 admitira tra-
duccién. El motivo es sumamente sencillo: en una construccion de abstracciones multiples
que defina tal funcion, cada patréon comenzard con un constructor diferente segun el caso, lo
cual garantiza distinguibilidad. Notar ademas que, en caso de existir solapamiento parcial
entre patrones (como podria ser el caso de una funcién recursiva sobre drboles binarios no
vacios) siempre deberd existir una manera de poder diferenciar cada caso segun los con-
structores que se utilizan.

Por ejemplo, sea 7 = BINTREE el conjunto de arboles binarios definido a través de
las reglas mostradas a continuacién, considerando los constructores Nil y Bin tales que
0(Nil) =0 y 6(Bin) = 3:

s Nil € BINTREE

» Bin(M,T1,T») € BINTREEY M € AC, ¥V T, T5 € BINTREE

Si se quisiera codificar, por ejemplo, una funciéon que calculase el méximo elemento de
un arbol binario ¢ de naturales, se deberian plantear los siguientes casos en una abstraccién
multiple:

» Bin(z, Nil, Nil)

» Bin(z, Bin(4,7,d), Nil)
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» Bin(z, Nil, Bin(i, r, d))

» Bin(z, Bin(l, ¢, s), Bin(i, r, d))

Se puede apreciar como los cuatro patrones involucrados son mutuamente distinguibles.

2.2.3. Convencion de variables

En lo que sigue, asumiremos que cada término M respeta la convencién de variables de
Barendregt. Esto se acepta porque, dado M, siempre se podra encontrar otro término N
a-equivalente a M que si la respete, y luego continuar trabajando con éste.

También vamos a asumir que las variables de los términos, antes de ser traducidos,
proceden de un conjunto V. Durante el proceso de traduccion, se introduciran distintos
tipos (disjuntos) de variables. Como muestra la Definicién 2.3.2, la unién de estos conjuntos
determina el conjunto Var.

2.3. Definiciones previas

En esta seccién definiremos conceptos que seran utilizados a lo largo del capitulo, y que
ademds serviran para formalizar lo expresado anteriormente.

Definicion 2.3.1. El conjunto de patrones P se define inductivamente a través de los
siguientes axiomas:

l.zeVar=>z P

2.ceCNné(c)=nAty,- th €P=>c(t1, - ,tn) €EP

Definicion 2.3.2. Sea p € P.

= Kl conjunto V representa el conjunto infinito numerable de variables iniciales, esto
es, aquellas variables mediante las cuales se construirdan los términos originales de A\C
antes de ser traducidos.

» Cada sfmbolo de la forma O, es una variable tal que O, ¢ V. Notaremos B al conjunto
de estas variables.

= Dados infinitos y numerables simbolos u, v, --- que no aparezcan en los conjuntos ¥V
y B, y dada s € N*, cada simbolo de la forma «y representara una variable, donde «
denota cualquiera de los simbolos mencionados (u, v, - --). Llamaremos U al conjunto
de ellas.

s El conjunto Var de variables se define como la unién disjunta de estos tres conjuntos
de variables:

Var =V UT UB

Definicién 2.3.3. Sea p € P\ Var, p = ¢(t1,--- ,tn). El constructor de p se define como
c(e(ty, - ta)) =c
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Definicién 2.3.4. Sea p € P. El conjunto de posiciones de p, Pos(p) C N*, se define asi:

Pos(z) = {e}
Pos (c(ty, -+ ,tn)) = {et U |J {i-s/s€Pos(ts)}

1<i<n

Definicién 2.3.5. Sea p € P, y sea s € Pos(p). La proyeccion p|s denota el subpatrén de
p en la posicién s:

ple = D

C(t17"' atn)‘i-s’ - ti|s’
Definicion 2.3.6. Sean M, N € AC. Diremos que M C N si M es subtérmino de N.

Esta nocién de subtérmino se formaliza de la manera esperada, como extensién a la
nocién clasica de subtérmino. Lo mismo ocurre para AB..

Definicién 2.3.7. Sea M € AC. El conjunto de patrones de M, P(M), se define como sigue:

P(M) = {pep\var/3p17'~. ;pk’M17».. ,Mk:(Apl'Ml‘ e |)\pkMk,)gM/\
p=p; para algin j =1,--- k)

Definicién 2.3.8. Sea P C P\ Vary s € ﬂ Pos(p) tal que p|s ¢ Var para cualquier p € P.

peP
La relacién binaria R4 sobre el conjunto P se define como:

f s=¢ A c(p1) = c(p2)
d
P1Rsp2 & Vv

s=45"-i A e(pils) = e(p2|s) N p1 Ry p2

Puede demostrarse en forma inmediata que, para cada s € m Pos(p), Rs es una relacién

pEP
de equivalencia sobre P.

Usaremos la notacién SR para representar el conjunto S cocientado por la relacién
de equivalencia R.

Definicion 2.3.9. El orden de diccionario <i en N* se define de la siguiente manera, siendo
s,t € N*:

t=s-t
def
st & V
3:sl~--sn/\t:sl-~-sjt1-~tm/\3j+1<t1(0§j<n)

Aqui, hemos agregado reflexividad a la definicién tradicional del orden de diccionario.
Por conveniencia, lo utilizaremos de esta manera.

En lo que sigue, y a lo largo de todo el documento, la notacién |S| hace referencia al
cardinal de S, siendo S un conjunto.

Definicién 2.3.10. Sea P C P\ Var y sea S C N*. El conjunto Ag(P) contiene aquellas
posiciones que no estan en .S y que son viables para distinguir los patrones de P, y se define
asf:
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As({p}) = Pos(p)\S

As(P)

s€ () Pos(p)\S/Vp € P:p|s & Var A\VP' € P/ Ry« ([P'| = 1V [Agy(P')] > 0)
peP
si|P]>1

La intuicién detras de A es la de calcular posiciones s en comun a todos los patrones
de P tales que, ademds de no estar presentes en S, permitan eventualmente distinguir
cada patrén. Para ello, se agrupan los patrones segin la relacién R (i.e., comparando los
constructores en cada posicién prefijo de s), dando lugar a una o més clases de equivalencia.
Cada una de ellas debe ser unitaria (en cuyo caso el objetivo queda satisfecho) o bien la
invocacion recursiva de A sobre ella, agregando s a las posiciones ya tenidas previamente
en cuenta, debe arrojar por lo menos una posicion.

Por ejemplo, si P = {f(a,,g(y,b)), f(b,a,g(b,a)), f(b,c,g(a,a))}, entonces Ay (P) =
{1,3,32}: esto dice que, una vez procesado el constructor inicial (i.e., el que aparece en la
raiz de los patrones), cada una de estas posiciones puede tomarse como punto de partida
dentro de la generacién de un case binder para ir distinguiendo los patrones de P. Observar
que cada una de ellas es tal que ningtin patrén posee una variable alli: como ya se ha dicho,
son los constructores los que nos permitiran tomar las decisiones a la hora de construir un
término de AB..

Para asegurar que la traduccién esté bien definida, vamos a tomar en todos los casos el
minimo de dicho conjunto segin el orden de diccionario sobre N* de la Definicién 2.3.9.

Definicion 2.3.11. Sea M € AB.. La cantidad de apariciones de la variable x en el término
M se nota con |M|, y se define por induccién en M segun las ecuaciones de la Figura 2.1.

0 si T
(#-VaR) Yo = { v7 (y € Var)
1 en otro caso
(#-Cons) e = 0 (ceQ)
(#‘APP) |M1M2|x - |M1‘x+|M2|x
Ml st T
(#-ABS) Ay M|, = {' 1 y7
0 en otro caso
n
(#-Case)  |{ci— Mi[}ly.Nlo = [Nlz+ Y [Mi|.
i=1

Figura 2.1: Cantidad de apariciones de la variable x en el término M

Definicién 2.3.12. Sea M € AB.. El tamano de M, |M|, se define inductivamente como
muestra la Figura 2.2
De manera andloga, si M € AC, definimos el tamanio de M como indica la Figura 2.3.
Por simplicidad, usaremos la misma notacion para representar ambas funciones, quedan-
do claro la apropiada segin el contexto en el que aparece.

Definicion 2.3.13.

'Esta definicién de tamafio cuenta la cantidad de nodos del drbol sintdctico asociado al término.
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(S-VAR-Be) lz] = 1 (x € Var)
(S-Cons-Be) le] = 1 (cel)
(S-ApP-Be) |My My = 14 |M|+ |[M;]
(S-ABs-Be) ‘)\.%’M1| = 24 |M1’

n
(S-Case-Bc)  [{lei— My N| = 2+42n+ N[+ > [M;|

=1

Figura 2.2: Tamano de un término de AB,

(S-VAR-C) lz] = 1 (z € Var)
(S-Pat-C) le(My,--- . My)| = 1+ i | M;| (cel)
(S-App-C) My Ms| = 1+ |Z]:Wll| ;: | M|
(S-ABs-C)  |(Apr-Mi| -+ [Mpe-My)| = 1+k+> (Ipil + M)

i=1

Figura 2.3: Tamano de un término de A\C

» Una AB.-sustitucion es una funcién o : Var — AB, tal que o(x) # = para una cantidad
finita de variables x.

» El conjunto (finito) de variables que ¢ no mapea a si mismas se llama dominio de o:

Dom(c) ={xz € Var/o(z) #z}

» Kl rango de variables de ¢ es un conjunto formado por las variables libres que aparecen
en los términos a los que o mapea las variables en su dominio:

VRan(o) = | ) FV(o(x))

z€Dom (o)

s Una AB.-sustitucién o puede extenderse a un mapeo ¢ : AB. — AB,. tal como muestra
la Figura 2.4.

(SuB-VAR-BC) glx) = o(x) (x € Var)
(Su-Cons-Bc) olc)y = ¢ (cel)
(SuB-AprpP-Be) 6(My My) = o(My)6(Ms)

(SuB-ABs-Bc) o(Ax.My) = Ax.6(My)

(SuB-Case-Bo)  o(fle;— Ml N) = {lei— 6(M;) [y (N)

Figura 2.4: Sustitucién sobre términos de AB,
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(SUB-VAR-C) g(z) = o(x) (x € Var)
(SUuB-PAT-C) Gle(My,--- ,My)) = c(6(My),---,6(M,)) (ce)
(SUB—APP-C) &(Ml Mg) = &(Ml) A(MQ)

(Sus-ABs-C)  G(Ap1- M| - [ App-My) = Ap1.6(Mi)| -+ | Apg.6(My)

Figura 2.5: Sustitucién sobre términos de A\C

Las mismas definiciones pueden darse en forma andloga con respecto a AC. La Figura
2.5 muestra el caso del mapeo extendido.

Nombraremos simplemente sustituciones a las AB.-sustituciones. Usualmente, utilizare-
mos la notacién M7 como sinénimo de o(M). Ademds, en algunos casos escribiremos una
sustitucién o con dominio Dom(o) = {z1, -+ ,2, } como 0 = {x1 — o(x1), - , 2, —
o(xy) }. Por simplicidad, llamaremos de igual manera a una sustitucién o y a su extensién
0.

La sustitucién habitual de AB., que notamos M|z / N], la tomaremos como sinénimo de
una AB.-sustituciéon 7 = {x — N} aplicada a M, M". El contar con a-conversién y con la

convencion de variables permite trabajar de esta forma al evitar capturas.

2.4. La funcidon de traduccion U

Con las definiciones presentadas en la seccién 2.3, ya estamos en condiciones de for-
malizar la funcién ¥ : 9 — AB.. En primer lugar, definiremos su dominio, el conjunto 9,
y haremos algunas observaciones sobre él en la siguiente subseccién.

2.4.1. Dominio

La Definicion 2.4.1 presenta formalmente el conjunto 9.

Definiciéon 2.4.1. El conjunto 9t C AC es el conjunto formado por los términos M que
satisfacen en forma simultanea las siguientes condiciones:

i. [plz <1Vpe P(M)VYzx € Var
ii. sie(My, -+, My) C MV c(ty, - ,t,) € P(M) = n=4(c)
iii. si Apr. M| - [App. My © Mk >1 = |Ag({pr,--,px}) >0

Observemos que la clausula i no supone nada extrano: como ya se comento en la seccién
1.2.4, 1a linealidad es una propiedad fundamental para garantizar confluencia en AC [45, 58].
Sucede lo mismo respecto de la clausula ii, donde se pide que la aridad de cada constructor
sea respetada en el término, al igual que en [45]. No obstante esto, creemos firmemente que
esta restriccién podria eliminarse, sin perder por ello el resultado principal.

En cuanto a la cldusula iii, la misma asegura la distinguibilidad de los patrones in-
volucrados en una misma abstraccién miltiple. Como ya se discutié en la seccién 2.2.2,
esta restriccién no quita utilidad o interés a la traduccién. Por otro lado, contar con esta
condicion garantiza no unificabilidad de a pares, lo cual es imprescindible para obtener un
calculo confluente. Si bien no haremos una prueba rigurosa de esta implicacion, informal-
mente puede entenderse de la siguiente manera: si, en una misma abstraccién multiple,
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existieran dos patrones unificables p; y pj, los mismos deben poseer los mismos construc-
tores en las mismas posiciones (sin considerar posiciones de variables). De esta manera,
ambos patrones formardan parte de las mismas clases de equivalencia médulo R, siendo s
cualquiera de dichas posiciones. Asi, no podré ocurrir que A no sea vacio, dado que even-
tualmente las posiciones candidatas (i.e., aquéllas no presentes en S que no referencien
variables) se agotaran y tanto p; como p; formaran parte del conjunto de patrones tomado
como argumento por A.

Por otro lado, nétese que el subcalculo inducido por 9 es cerrado por sustituciones y
por reducciones. Las clausulas previas s6lo hablan sobre patrones y sobre la aridad de los
constructores, cosas que no sufren modificaciones al sustituir o reducir. Esto legitimiza la
utilizacién de este subcélculo; no es posible salirse de él una vez que se entra.

Ahora pasaremos a definir ¥ de manera inductiva de acuerdo a la estructura de su
argumento. Las ecuaciones correspondientes son presentadas en la Figura 2.6.

(U-VAR) U(z) = = (x € Var)
(W-PAT) U(e(My,-, M) = cU(M)---U(M,) (ce0)
(\I/—APP) \IJ(Ml MQ) = \I’(Ml) \I’(Mg)

(\I/—ABS) \I/()\pl.Ml | ’ )\pk Mk) = )\’U.q)v ({pl, ce ,pk}, @)p

Figura 2.6: La funcion ¥

En primer lugar, obsérvese que la ecuacién ¥-VaRr esta definida para cualquier variable,
mientras que, anteriormente, hemos asumido que los términos de AC toman sus variables
solo de V antes de ser traducidos. No obstante, no son éstas nociones incompatibles.

Con respecto a la ecuacién ¥-ABS, es preciso remarcar lo siguiente:

s v €Y es una variable fresca.

* p es una sustitucion que opera sobre las variables O,

U(M7) siz=0,,1<j<k
p(w)z{ W 1295
T en otro caso

» Cada w; es una sustitucién que (sélo) renombra variables:

() vy six e FV(pj)
wilx) =
/ xr  en otro caso

s € N* es tal que pj|s = x (i.e., es la posicién de la variable = en el patrén p;).

Observar que, de ser algiin p; variable, entonces k = 1 como consecuencia de la clausula
2.4.141i.

El propdsito de la variable fresca v es evitar posibles conflictos de variables ligadas en
las sucesivas traducciones de cada subtérmino. En la traduccion de abstracciones multiples,
a cargo de la funcién ®, cada variable ligada serda de la forma wvs. De esta manera, si
una abstracciéon multiple apareciera en forma anidada, dentro de otra, la mas interna se
traducird tomando como referencia una variable v’ # v , posibilitando asi diferenciar cada
conjunto de variables.

En cuanto a la funcion @, ésta se encarga de generar el case binder apropiado para
simular la abstracciéon multiple en cuestion, nombrando a cada variable utilizada en los



292 CAPITULO 2. TRADUCCION DE XC A \B¢

pasos intermedios segin una variable de referencia v. Esencialmente, procede separando
cada subconjunto de patrones segun el constructor que aparezca en la minima posicion
del conjunto A (Definicién 2.3.10), hasta el punto en el cual cada patrén esté totalmente
diferenciado de los demés, momento en el cual se continia con su procesamiento de manera
secuencial. En cada llamada recursiva, el conjunto de posiciones que se pasa como argumento
se va aumentando con la posicion analizada en la invocacién previa, asegurandose asi no
repetir informacién en la estructura generada. La recursion finaliza cuando se agotan todas
las posiciones de un patrén p dado: en este punto, se retorna una variable O,, que luego
serd sustituida a través de p por la traduccién del cuerpo de la abstraccion asociada a p.

El dominio de ® es el conjunto de pares (P, S) tales que P consiste en un unico patrén
o bien Ag(P) no es vacio. En términos méas formales,

Dom(®) = {(P,5) € B(P) x P(N*) /|P| =1V Ag(P) # 0}

De esta manera, ¢ queda definida mediante las ecuaciones de la Figura 2.7.

O, si Pos(p) C S
@, ({p}, SU{s}) sipls €V APos(p) £ S
{lelpls) = Aver -+ vsp.
D, ({p}, SU{s}) [}.vs en otro caso
donde n = d(e(pls)) y s =min(As({p}))

(@-1) 2, ({p},9)

(®-2) ®,(P,5)

{|Cl HTI;"' yCm '_)Tm |}"Us
si |P| > 1, con s :mql’n(As(P))

Figura 2.7: La funciéon ®

En la ecuacién ®-2, m hace referencia a la cantidad de clases de equivalencia de P
modulo R. Alli, se tiene que, para cada j =1,--- ,m:

» Vpe Pj:cj=c(pls), con {P, - ,Pp} =P,/ Rs
" TJ = AUgq - 'Us.(;(cj).q)v(Pj, SuU {S})

El conjunto S contiene las posiciones de los patrones de P que ya fueron exploradas en
invocaciones previas. Por este motivo, Ag(P) indica cuéles posiciones (en comun a dichos
patrones) son factibles para continuar generando la estructura del case binder, de manera
de eventualmente lograr distinguir cada patrén de todos los restantes. Para que ® esté bien
definida, hemos optado por tomar siempre la minima posicién (segin <1) de tal conjunto.
Observar, no obstante, que cualquier otra posicién podria escogerse; cada eleccién daria lu-
gar a un case binder estructuralmente distinto pero, por supuesto, equivalente a los demas.

La ecuacién ®-2 define qué camino debe seguirse cuando P contiene dos o més patrones:
en tal escenario, se particiona P segun la relacion R, dando origen a m clases de equiva-
lencia. En términos informales, esto significa que los patrones de P se agrupan de acuerdo
al constructor presente en la posicién s; tales constructores quedan denotados a través de
c1, -+, cm. Luego, cada uno de los términos T} debe tomar la cantidad de argumentos es-
perada por el constructor respectivo (i.e., su aridad) y, finalmente, una invocacién recursiva
se encarga de generar el resto del case binder para los patrones en la respectiva clase de
equivalencia (i.e., aquéllos que coinciden en la posicién s).

Una vez que un patrén p quede totalmente distinguido, se realizard una llamada recursi-
va tal que P = {p}. En tal situacion, definida a través de ®-1, sélo serd necesario generar la
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porcién del case binder que procese la estructura de p que aun no fue tenida en cuenta. En
otras palabras, ® debera analizar cada posicién de p no presente en S. Estas posiciones son,
precisamente, las indicadas por Ag(P)2. Cuando la posicién actual (i.e., s) sea una posicién
de variable en p, no habra estructura que volcar al case binder, por lo que la evaluaciéon
contintia agregando inmediatamente s a S. Si, por otra parte, existiese un constructor en
p en la posicién s, se deberd reflejar tal informacién estructural de la manera adecuada.
La recursién finalizard cuando se hayan agotado las posiciones de p sin revisar hasta el
momento.

2.4.2. Algunos ejemplos

Los siguientes términos M y Ms ilustraran el mecanismo de la funcién de la traduccién.
La metodologia que utilizaremos para mostrar como se traducen serd bottom-up, es decir,
se traducird en primera instancia cada subtérmino para luego construir a partir de los
resultados parciales la traduccién del término completo.

» My = (Af(a,z,b).x| Af(a,c,a).a|Af(c,c,a).c)  f(a,g(a),b)
» My = (Ag(z,y).(Ag(a, 2).x2 | Ag(b,2).2) y) (9(Az.z,g(a,D)))

Para M tenemos:

T

= Q

De igual manera, esto también es cierto para cualquier constructor de aridad nula (en
particular, para by c).

= g(a)

. f(avg(a)vb)

- (I)v({f(avxv b)}7 {67 17 27 3})

(I)U({f(a7 €, b)}7 {67 L2, 3}) = Df(a,m,b)

2La definicién de Ag(P) para el caso donde |P| = 1 garantiza este hecho.
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= &({f(a,c,a)}, {e1,2,3})

®u({f(a,¢,0)},{,1,2,3}) = Opaa)
« &({f(c,c,a)}, {e,1,2,3})

®,({f(e,c,a)},{6,1,2,3}) = D)

- (I)v({f(aaxv b)}7 {67 173})

&, ({f(a,2,0)}{e,1,3}) = @,({f(a,2,b)},{e1,3,2})

= Hfaawp)

o Mgy ({fla,2,0)}) = {2}
o min(Age1({f(a,2,b)})) =2
® f(avz’b)|2 =zxzeVy

u CDv({f(a’ Gy a)}a {€> L 3})

¢, ({f(a,c;a)} {6, 1,3}) = (e &({f(a,c;a)}. {6, 1,3,2}) v

= {le= Ofaea lv2
e Arc1zy({f(asc,a)}) = {2}
hd m<1;n (A{e,1,3}({f(avca a)})) =2

e f(a,c,a)l2=c

- (I)v({f(c7 ¢, a)}v {6, L 2})

e,({f(c,c;a)} {6, 1,2}) = {ar 2u({f(c,c,a)} {e1,2,3}) [h.us

- {‘ ar I:'f(c,c,a) ’}"U?)
* Ary({fle e a)}) = {3}
b m<1;n (A{e,l,Q}({f(cv ¢, a)})) =3

e f(c,c,a)ls=a

u (bv({f(q G a)}v {6, 1})

e,({f(e,c;a)} {e1})) = {lem &({fle,c;a)} {e,1,2}) [hoo

= {lem{a=Opeea ltvs o

* Arey({fle,ca)}) ={2,3}
o min(Ag1y({f(e,c,a)})) =2

o f(c,c,a)la=c
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@, ({f(a,z,0), f(a,c,a)}, {€,1})

&, ({f(a.2,b), fla.c,a)}b {e. 1)) = {b— @u({f(a,2,b)},{e,1,3})

y a (I)U({f(aa G CL)}, {Ea 1, 3}) |}'U3

= {’ b Df(a,x,b) ; 4= {’ c— Df(a,c,a) |}'U2 |}.’03
b A{e,l}({f(a’x7 b), fa,c,a)}) = {3}
b mgn(A{e,l}({f(avwv b), f(a,c, a)})) =3
o {f(a,2,b), f(a,¢c,a)} /ry = {{f(a,2,b)},{f(a,c,a)}}

®,({f(a,2,b), f(a,¢,a), f(c,c,a)}, {€})

e, ({f(a,2,b), f(a,c,a), fle.c;a)}b {e})) = o @u({f(a,2,b), fa,c,a)}, {e1})

IP1:

;e ,({f(c.ca)},{e,1}) [fun
= {a={b—Op@ay
;4= {‘ cr— Df(a,c,a) ’}"U2 ’}.1}3
y C— {’ cH— {‘ a |:]f(c,c,a) |}.’U3 ’}'UQ |}'U1
® A{e}({f(av*%‘ab)’f(a? c,a), f(e,c,a)}) = {1,3}
hd mgn(A{e}({f(a’xv b)a f(a” Gy CL), f(C, ) a)})) =1
b {f(a,:):,b),f(a,c, a)a f(C, G a)}/R1 = {{f(aﬂva)vf((%ca a)}v {f(c7 = a)}}

@, ({f(a,z,b), f(a,c,a), f(c,c,a)}, 0)

p = { f— Avivavs. @, ({f(a,z,b), f(a,c,a), f(c,c,a)},{e}) [}.v

= {f= vz fla {{b— O
y ar— {‘ ct— Df(a,c,a) |}.7)2 ’}'US
se—{le—{a— Of(ciea) bovs boog boog foo

hd A@({f(a,a:,b),f(a,c, a)?f(c’ ¢, G’)}) = {67 173}
b mgn(A@({f(aﬁ'% b)v f(aa ¢ CL), f(C, G, a)})) =¢
e {f(a,z,b), f(a,c,a), f(c,c,a)} /r. = {{f(a,z,b), f(a,c,a), f(c,c,a)}}

» N1 =Af(a,z,b).x | f(a,c,a).a|\f(c,c,a).c

U(Ny) VA M., ({f(a,z,b), f(a,c,a), f(c,c,a)}, D)
= M.({f— dvvs{ar {{b— O (a,e,b)
; a— {| C— |:lf(a,c,a) |}'U2 ’}'U3

e e d{la= Bpeea fosloz o o)
= A f— Avvvs{ar—{{b— v

sa— {le—albvgfbus

ser—{e—{a— clhos bbb
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¢ p= {Df((LI,b) — \I/(xwl); Df(a,c,a) = \Il(an); |:]f(c,c,a) = \I,(ng)}
o wi(x) = ve, wi(y) =y para cualquier y # x

e wy(x) =z = ws(x) para cualquier variable x

» My = (Af(a,z,b).x| Af(a,c,a).alAf(c,c,a).c)  f(a,g(a),b)

U(M) "ET w(Af(a,z,b).2| Mf(a,c,a).a |Af(c,c,a).c) U(f(a,g(a),b))
= (WAl f— v fa— {b— vy
sa— {c—albugfbus
se—{le—{la—clogfroz o o)
(fa(ga)d)

Para el caso de Ms, omitiremos los subtérminos simples. Ademads, apelando a la Proposi-
cién 2.4.1, usaremos que ¥(A\z.z) = Av.v.

n ‘I)w({g(a7 z)}7 {67 17 2})

(I)w({g(av Z)}, {67 L, 2}) = Dg(ab,z)
. @w({g(ba Z)}v {67 1, 2})

(I)w({g(b, Z)}a {65 L, 2}) = Ijg(b,z)
u (bw({g(av Z)}’ {67 1})

D,({g(a,2)} {e1}) Z ®,({g(a,2)}, {e,1,2})
= Ijg(a,z)

* Aren({g(a, 2)}) = {2}

o min(Ag 1 ({g(a.2)})) =2

° g(b,z)|2 =zeV

" (I)w({g(bﬂ Z)}v {67 1})

D, ({g(b,2)}{e.1}) = @u({g(b,2)},{€,1,2})
= Uy

o Arc1y({g(b,2)}) = {2}

o min (A1 ({9(b,2)})) = 2

e g(bz)la=2€V

= &y ({g(a, 2), 9(b, 2)}, {e})

®u({g(a,2),900.2)}{e}) = {la— 2u({g(a,2)},{e,1})
;b @y ({g(b, 2)},{e, 1}) [fun

= {| at— Dg(a,z) ; b— ljg(b,z) |}ZU1
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hd A{e}({g(aa z),g(b, z>}) - {1}
o min(Ag({g(a;2),9(b,2)})) =1

b {g<avz)vg(b7 Z)}/R1 = {{g(a7 Z)}v{g(b7 Z)}}
» Py = (I)w({g(aa Z)ag(bv Z)},@)

Py = {lg— Mwrwr.@u({g(a,2),9(b, )}, {€}) fw

{9+ Awirwz{lar Oy .y; b Oy [Fwn [fow

e Ap({g(a,2),9(b,2)}) = {e, 1}
o min(Ay({g(a,2), 9(b, 2)})) = €

b {g(avz)vg(b7 Z)}/Re - {{g(a, Z)ag(bv Z)}}

» No = Ag(a,z).zz|Ag(b, z).2

[l

\I’(NQ) W-ABS

Aw. Dy, ({g(a, 2),g(b,2)},0)"
)\w({] gt— /\wlwg.{\ a — Dg(a,z) N b— Dg(b,z) \}.wl ]}.w)‘r

M| g = dwwe{la— zwe; b ws [} [fw

& 7T = {Dg(a,z) = \Il((_j(;'z)/“); I:'g(b,z) = \I/<2'“2)}
o p(z) = pa(2) = wa, pa(y) = p2(y) =y para cualquier y # 2

» (Ag(a,z).xz|Ag(b,2).2)y

U((Agla,2).xz | Ag(b, 2).2)y) "= W(Ag(a,2).zz | Ag(b, 2).2) U(y)

AwAd g — Mwiwa{la— zwy; b welfaw fow)y

. ‘I)u({g<$vy)}7 {67 1, 2})

(I)U({g(xa y)}, {6? 1’ 2}) = I:'g(z,y)
» oy ({9(z,y)}, {e.1})
®,({9(z,y)}, {6, 1}) = @, ({g(z,y)}, {e, 1,2})
= gy
b A{e,l}({g(x7y)}) = {2}
o min(Ar13({9(z,9)})) =2
b g(xay)b =yeV
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» &, ({g(z,y)}, {e})
o, ({g(z, )} {eh) = u({g(z.y)} {e 1})
= Hy(ay)
e Arg({g(x,y)}) = {1,2}
o min (A ({g@.y)}) = 1
o g(z,y)h=x€V

. (I)u({g(xvy)}’ @)

,({g(z,9)},0) E {9 Muug.®u({g(z,9)}, {e}) }.u
= {| g Auluz'Dg(:ﬂ,y) \}u

o Ag({g(z,9)}) ={e 1,2}
o min(Ay({g(z,y)})) = e

» N3 = Ag(z,y).(Ag(a, z).xz| Ag(b, 2).2) y

U(N3) "= A, ({g(z,y)},0)°
Mu.({ g = Aurug. Oy [Fu)”

= g~ due.(Aw{ g — Awiwaf a— upwa; b— walbaw foaw)us fbou

¢ 0= {Dg(x,y) = \IJ((()\g(a, Z)'SUZ | )\g(b, Z)'Z) y)lq)}
e U((Ag(a,z).xzz|Ag(b,2).2)y) = Aw{ g — dwjwa.{ar— zws; b— wybw [fow)y

o vi(x) =uy, v1(y) = u2 y vi(z) = z para cualquier z # x,y

= My = (Ag(z,9).(Ag(a, 2).x2 | Ag(b, 2).2) y) (9(\z.7,g(a,b)))

V(M) "= U(Ag(z,y).(Agla, 2).22 | Ag(b, 2).2)y)  ¥(g(A\w.x, g(a,b)))
= (Mg g— Auus.(Awf g — Awiwae.{ a— ugwe; b— wsy g [faw) ug [u)
(9 (Av.v)(gab))

2.4.3. Invariancia sobre términos puros

Antes de pasar a la seccién 2.5, en donde probaremos que la traduccién dada se comporta
de la manera esperada, vamos a mostrar que W se mantiene invariante sobre los términos
puros del calculo lambda. Por supesto, dichos términos satisfacen trivialmente las clausulas
de la Definicion 2.4.1. Que la traduccion los preserva es razonable, ya que no podria esperarse
que éstos se tradujesen a términos mas complejos de AB¢ cuando esto no fuese necesario,
teniendo en cuenta que AB. es una extensién del A-calculo.

Proposicién 2.4.1. Sea M € A. Luego, V(M) = M.

Demostracién Por induccién en M.
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s M=z€V
Este caso es trivialmente cierto por la ecuacion ¥-VAR.

» M = My M,

(M) = U(M; M) "27 W(M,) U(Mo) 2 My My = M

U(M) = (M)
Ay (o), @)1V TTD)

B @y, ({a), {ep (T O
L= Av.DiDWQ(Ml{M})}

s (i)

hema 279 g (M)
I Ax. My
= M

2.4.4. Otras observaciones sobre ¢

En lo que resta del capitulo, usualmente recurriremos a la prueba de propiedades sobre
® utilizando el mecanismo de induccién. Para ello, por supuesto, es necesario determinar de
antemano sobre qué variable se realizara la induccién, lo cual no esta claro a simple vista
en este caso particular. No obstante, observemos lo siguiente:

Observacién 2.4.1. Asumiendo que (P, S) € Dom(®),

(a) En aquellos puntos de la Figura 2.7 en donde ®,(P,S) se define en términos de
o, (P, S,

| | Pos(p)\ S| > | [ Pos(p)\ |

peP peP’

b) || Pos(p)\S|=0 = |P|=1
peEP

Demostracién Para (a), observemos primero que, por definicién de &, P C Py ' =
S U{s}, siendo s :mql’n (As(P)). De esta manera, tenemos que U Pos(p) C U Pos(p)
peEP’ peP
En caso de igualdad, sabemos que la posicion s es tal que s € ﬂ Pos(p) C U Pos(p), con
peP pEP
lo cual s € U Pos(p) \ S pero s ¢ U Pos(p) \ S’. En otro caso, el resultado es trivial.
peEP peEP’!
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Para (b), supongamos que |P| > 1. La hipétesis dada implica que U Pos(p) C S,
peEP
de manera que ﬂ Pos(p) C S. Asi, Ag(P) = 0, de lo cual, junto con que |P| > 1, se
peEP
concluye que (P, S) ¢ Dom(®). No obstante, esto contradice lo que estdbamos asumiendo,
y la contradiccién provino de suponer que |P| > 1 3.
O]

Esto nos permite concluir no sélo que cada invocacién a ® desde la funciéon ¥ estd bien
definida como funcién total (dado que > es un orden bien fundado sobre N), sino ademds

que es posible hacer induccién sobre el cardinal del conjunto finito U Pos(p) \ S, tomando

peEP
como base el caso en el cual dicho valor es cero.

2.5. Simulacién

El objetivo de esta seccion es demostrar que la traduccién propuesta permite simular
tanto reduccién G-multiple-pattern como 7-reduccién. Para el primer caso, vamos a mostrar
ademds que un paso de — )¢ se simula en una cantidad linealmente acotada de reducciones
en \B.. Comenzaremos con esta propiedad en la seccién 2.5.1 y estudiaremos la n-reduccién
en la seccién 2.5.2.

Los lemas auxiliares que se utilizan aparecen en la seccion 2.7.

2.5.1. Reduccién (-multiple-pattern

.z .z S .z 3
En esta seccidén, la notacion M = N debe entenderse como reduccién en un paso a través
de la contraccién del redex de la posicién s en M. Por otra parte, o y o/ notardn niimeros
naturales representando la cantidad de pasos involucrados en las distintas reducciones.

Proposicién 2.5.1. Sean M, N e My s N* / M 2 N. Luego,

W(M) S5 (V)

con a < 3|p| — 1 y siendo p el patrén instanciado en el redex de la posicién s en M.
Demostraciéon Por induccion en M.
s M=z€V
Una variable es —)¢-forma normal, con lo cual la implicacién es vacuamente cierta.
» M =c(My,--- ,My,),ceC
Si M 3¢ N, debe existir j = 1,--- ,n tal que M; i/’)\c MJ’-, por lo que

N = ¢(My,--- 7MJ’», <+, M), con s = j-s'. Entonces, a partir de la hip6tesis inductiva
sobre Mj,

U(M) = (M-, My))
CW(My) -+ W(M;) - W(M,)
—\B, c\If(Ml)---\I/(M;)---\II(Mn)
U(e(My,--- 7Mj{7... ,My))
= U(N)

3Notar que P no puede ser vacio pues por hipétesis sabemos que (P, S) € Dom(®)
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Ademéds, o = o < 3|p| — 1, siendo p el patrén instanciado en el redex de la posicién
N /
s=j-s.

= M = Ap1.My| - | Apg. M,

De manera similar, si M —>,¢ N, debe existir j = 1,--- , k tal que M; Ze M]’ Asi,
N =Ap1.My| -+ [Ap;.Mj| -+ | Apg. My, con s = j- 25"

Por la ecuacién ¥-ABs, tenemos que ¥(M) = \v.®, ({p1, - ,pr},0)”. Ahora bien, por
el Lema 2.7.3, la variable O, aparecerd (una tnica vez) en ®, ({p1,---,pr},0), i.e., en
el término @, ({p1,--- ,pr},0)” aparece (una tnica vez) el término \II(MJ ). Dado que

w; sblo renombra variables, conserva los tamanos, luego por hipétesis inductiva vale que

ot .
\II(M;)J ) Sag, U(M J/.wj ) con o < 3|p| — 1, siendo p el patrén instanciado en el redex de la
posicién s’. De esta manera,

V(M) = YApi.Mi|-- | App.My)
=0 M@, ({1, ity 0)°
s Aoy (o1 i) 0)”
Y2 W(ApL My | e | Apy M| | Apg M)
= U(N)

por esta observacién, donde a = o', y donde la sustitucién p es tal que p'(0p,) = V(M. ol )
y p'(z) = p(x) en cualquier otro caso.

» M = My M,
En este caso hay que distinguir entre dos subcasos: si la reducciéon ocurre internamente

(i.e., dentro de M; o dentro de Ma) o bien si ocurre en la raiz. Si la reduccién es interna, y
/
My Zye M| = N = M| My, con s = 1-5'. Luego,

\I/(M) = \I/(M1 2)
AT () U(My)
s, (M) (M)
AT (0 M)
- W)

donde v = o/ < 3|p| — 1 y p es el patrén instanciado en el redex de la posicién s =1 - 5.
Si la reduccién ocurriese dentro de My, el razonamiento es analogo.

Ahora supongamos que la reduccién es en la raiz. En este caso, My = Ap1. M7 | - - | App.Mj,
¥, en consecuencia, debe existir j = 1,--- , k tal que My = p7 para alguna AC-sustitucion o,
y N = M7, es decir:

M = ()\p1-M{| |)\pkM]/€) p;-T —E>>\c MJ{U - N
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Luego,

U(M) = WM M)

= U(M)¥(M2)
=" (W@, ({p1, - ok} 0)7) W(pF)
MY Dy, ({pry Lok 0)7 o/ W(pD))]

En primer lugar, analicemos qué sucede cuando algin p, € V. Por la cldusula 2.4.14
claramente k = 1 = j, i.e., My = Ap1.M{, con p; € V. Luego,

o, ({10 o/ vE))]  F e ({pi} ) v/ U (p])]
= o/
() W)
U (M o /p7))
= W (Mi[p1 /p]]) dado que wy = {p1 — v} y v fresca
= YW

Lema 2.7.9

De esta manera, a =1 < 2 = 3|p;| — 1.

Supongamos ahora que ningtin patrén es una variable. Por el Lema 2.7.1, sabemos que

/

(o b O/ Vel s Dy,
= (@b O /Y@ Sas O
= o ({pr kb0 [0/ U(p)] ap. C(MST)  (Lema 2.7.13)
S @ (I b 0 [0/ W(p)] Sas, UMD (Coro. 2.7.15)
= O (b mh 0P /W00 s W(MP)  (Lema2.7.8)
= ¥(M) SN 10\

en donde 7; es la AB.-sustitucién introducida en el Lema 2.7.8:

1

U(27°% ) sidz € FV(pj) /wi(z) = 2
Ti(z) = ¢ ¥(29) si z € FV(pj)

z en otro caso
Se tiene que o <3|p;| -2y a=1+¢/, conlo cual o < 3|p;| — 1.
La utilizacién de cada Lema queda justificada en cada paso por lo siguiente:

(2.7.13) » Dom(p) = {Op,, -+ ,Op, t N {v} =10
= v ¢ VRan(p) = | FV(¥(M))
1<i<k

» Dom(p) = {0y, -+, Op, } NFV(¥(p;)) = 0 pues la traduccién de un patrén sélo
hace uso de las ecuaciones ¥-VAR y W-PAT, que nunca introducen variables O,
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(2.7.15) Dom(7;) C {vs € U /3z € FV(p)) : wj(z) =vs } UFV(p;)
Las variables vs; # v, como consecuencia del Corolario 2.7.4, no apareceran libres
en @, ({p1, - ,px},V), de manera que tampoco estaran en @, ({p1,---,pr}, )" %
Ademss, aquellas variables  presentes en p; son las que justamente dicho patrén
esta ligando en M J’-, con lo cual, por convencién de Barendregt, se asumen distintas a
las restantes variables del término. De esta manera,

Dom(7;) N FV(®, ({p1,--- ,px},0)") =0

2.5.2. n-reduccién

En esta subseccién nos limitamos a probar que un paso de n-reduccion clasica de AC se
traduce en un paso de LAMAPP como es esperable. De este modo se preserva la posible regla
de extensionalidad de ser considerada dentro del calculo original.

Proposicién 2.5.2. Sean M, N € 9 tales que M —, N. Luego,
(M) —n ¥(N)
Demostracién Por inducciéon en M.
s M=z€V
Una variable es —-forma normal, de manera que la implicacién es vacuamente cierta.
» M =c(My,--- ,My,),ceC

En este caso, la reduccién debe ser interna, i.e., debe existir j tal que M; —, MJ’-, por
lo que N = ¢(My,---, M, -+, M,). Luego,
V(M) = Y(c(My,---, My))
YR cW(My) - W(M) - W
2 eW(My) - W(M)) - U
YT W(e(My, - M- M)
= Y(N)

» M = M M,

Al igual que en el caso anterior, la reduccién debe ser interna. Supongamos que M7 —,
M| = N = M{ M. Entonces:

|
S

U(M) = W(M M)
AT G(My) U (My)
A v w (M)
AT (M M)
(

N)

Por otro lado, si la reduccién ocurriese dentro de Ms, el razonamiento es analogo.

4Esto se debe a que ¥ sélo introduce tales variables en forma ligada a través de ®, por lo que no aparecersn
en el rango de variables de p.
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» M =Ap1. M| | Apg. My

En esta oportunidad, debemos considerar por un lado una reduccién interna y, por
otro, reduccién en la rafz. En primera instancia, supongamos que 35 / M; —, M j’ AN =
)\pl.Ml | cee ‘ /\pj.Mj/- ’ cee | )\pk.Mk.

W-ABS

Tenemos que V(M) =" @, ({p1,---,pr},?)”. El Lema 2.7.3 nos asegura que la variable
O,, aparecera (una tnica vez) en ®, ({p1,--- ,px},0), i.e., en el término &, ({p1,--- , pr},0)”
aparece (una unica vez) el término \I/(M;)J ). Dado que w; sélo renombra variables, conserva

los tamanos, luego por hipétesis inductiva vale que \I/(M;u] ) —n \Il(Mj/-wj ). Asi:

U(M) = Upr.Mi| - | App-My)
Y2 .y, ({pr, i), 0)°
—n M@, ({1, i), 0)°
TS WO My | | Apy M| - | Apg M)
— W)

por esta observacién. La sustitucion p' es tal que p'(0p,) = \II(M]{wj) y p'(z) = p(z) en
cualquier otro caso.

Si la reduccién se diese en la raiz, debe ocurrir que k = 1, p1 = x € V' y My = M| x, con
x ¢ FV(M7). Entonces,

M =Xz.M{z —, M; =N

De esta manera,

V(M) = U (\z. M x)
o, ({a}, ) (O O@ED )
B wdy(fah {ep (P @)
21 e a2kl
SL‘B-\QR-BC )\’U\I/ ((M{ x){z»—w})
Sus-App-C oW <M{{xr—>v} ${va})
“EF V(M) Av. ¥ (M{ a:{w_’”})
TEEC A W(M] )
s M. U (M]) U (v)
= (M)

- T(N)
OJ

Como se observa en todos los casos, la simulacién de 7 se produce a través de la regla 7 sin
necesidad de apelar a las restantes reglas de AB,.
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2.6. Analisis de tamanos

Toda vez que un lenguaje de programacién se propone como alternativa para su uso con
respecto a otro, incluso en el caso de prototipos o modelos, son relevantes las cuestiones de
complejidad en espacio, esto es, los tamanos de los términos traducidos. En esta seccién nos
proponemos acotar el tamanio de los términos traducidos en funcién del tamano del término
original. La experimentacién efectuada (ver 2.6.1) sugirié una cota lineal en el peor caso,
que es de hecho lo que prueba la Proposicion 2.6.1. Primeramente hemos implementado un
programa que permite la generacién de términos aleatorios, con tamanos y formas variadas.
Pruebas empiricas nos han hecho comprobar que la cota que mencionamos en general no
suele alcanzarse. La relacién entre tamanos, si bien es lineal, determina en la mayoria de
los casos practicos una constante bastante més pequena.

Otro detalle interesante es que existen casos para los cuales el tamano del término
traducido es estrictamente menor que el tamano del término original. Estos son casos donde
el término posee abstracciones multiples donde muchos patrones comparten una estructura
similar aunque, desde ya, distinguible. La funcién de traduccién aprovecha esta redundancia
estructural generando un case binder sin informacién repetida, con lo cual se logra una
mejora considerable en cuanto al tamano, sobre todo si el término inicial es razonablemente
grande.

Ahora pasaremos a demostrar la proposicién principal. Luego mostraremos los resultados
obtenidos empiricamente junto con ciertas familias de términos de especial interés debido a
sus particulares caracteristicas.

Proposicién 2.6.1. Sea M € 9. Entonces,
W(M)| <T[M] -1
Demostracién Por inducciéon en M.
s M=x€V
O] = [B(a)] 2 o] V1< 67 T o] -1 =7 || -1

» M = My M,

WM = [U(M M)

(M) U(My)]

SAEEC 1 4 W (M| + | (M)
< (T - 1)+ (T - 1)
= T(|Mi|+|Mz|) -1
= T(1+[M]+[M]) -8

S 7| My M| — 8
< T|MipMs|—1
—  7M|-1

« M =c(M,- M), ceC
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Este caso lo probaremos por induccién en n. En primer lugar, supongamos que n = 0,
i.e., ¢ posee aridad nula. De esta manera,

W) = (0] "2 o] "= <6V Tl — 1= 70| -1

Por otro lado, si n > 0:

WM = [V (e(My, - M) |
=T (e (M) U (M)
= |(cW(My)---W(My1)) ¥(M,)|

S-Arp-Be

EP 1 e W(My) - W (Mpy—q)| + W (M)

Sea d € C tal que §(d) =n —1°, ysea N = d(Mjy,---,M,_1). Entonces, por hipétesis
inductiva, |U(N)| < 7|N| -1y, ademés, |V(N)| = |[¢U(M;)--- U(M,_1)|. Por ende,

INE

L4 [eW(My) - - W(My1)] + [W(M,)] L4 (7|d(My, -+, My )| = 1) + (7| My = 1)

7 (’d(Mla T ’Mn—l)‘ + ‘Mn’) -1

n—1
R (1+Z|Mi| + |Mn> ~1

=1

=1

e 7‘C(M17"' aMn)|_1
— T M|—1

= M = Xp1.My| -+ | App. My,

En este caso, tenemos que ¥(M) = Mv.®,({p1,- - ,px},0)?, en donde p = {0, +—
W(M), -, 0, — ¥(M*)} y cada w; es un renombramiento de variables como se ex-
plicé en la seccion 2.4. Entonces:

5De no existir un tal d en C, podemos asumir que s existe en forma, temporal para los fines de la prueba,
y luego descartarlo sin dejar rastro.
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(W (M) = [W(Apr-My | -+ [ Apy.My)]
‘I”éBS |)\U-©v({p17"' 7pk}7®)p|
T 2+ [ ({p1, -, 1}, 0)"|
k
Lemas 2.7.12 y 2.7.4 Wi
=" 2+ 1o ({p1, ok ) + ) (WM — 1)

i=1

k
_ 2= k+|®u({pr,-- ok}, 0)| + D [T(M))|
=1

k
HI
=1

k
— 2 — 2k + @y ({p1, - ,pp}, )| +7 > [M;]

i1
Lema 2.7.10 k k
< 2—2k+2|‘1’v({pz‘}7@)|+7Z\Mz‘\
i1 i=1
k k
Lema 2.7.11
< 2-2k+ Y (TIpil = 1) +7 > |Mj]
i—1 i—1
k
= 2_3k+72(’pi|+|Mi|)
i—1
k
< 6+ 7k +7 Y (Ipil + M)
i—1
k
— 7 (1+k+Z(Ip@-I+!M¢I)) ~1
i—1
T TI(Ap1- My | - [ Apg.My)| = 1

= 7|M| -1

Notar que la quinta igualdad se sostiene por el hecho de que cada w; sélo renombra
variables, de manera que no se alterara el tamano de los términos involucrados.

O

2.6.1. Experimentacion

Los resultados experimentales consisten, por un lado, en pruebas realizadas con grupos
de términos generados aleatoriamente y, ademas, en el estudio especifico de ciertas familias
de términos. La experimentacion aleatoria se llevé a cabo construyendo una cantidad con-
siderable de términos AC con tamanos entre 50 y 2000, con distribuciéon aproximadamente
uniforme, y luego estudiando la relacién con los respectivos tamafios de sus traducciones.
La Figura 2.8 muestra el cociente entre el tamano de la traduccion y el término original,
para un conjunto aleatorio de 500 términos.

Se observa que la relacion entre cada par de términos tiene asociada una constante
numérica que no supera a 4,5 en ningun caso, lo cual sugeriria que, en promedio, la constante
lineal es aiin menor que la estudiada en el desarrollo previo. No obstante, existen casos
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45

; |
25 m

15
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Figura 2.8: Cociente entre tamanos para términos aleatorios y sus traducciones

particulares donde la constante involucrada es exactamente 7. Consideremos, por ejemplo,
la familia de términos {7}, },en, en donde

T, =XAf"(a).a

siendo f € C un constructor unario y a € C un constructor de aridad nula %. Notando que
|f™(a)] = n + 1, tenemos que

Ta| = [Af"(a).a|
T 34 a)
= n+4

En cuanto a la traduccién de T,

U(T,) = UM (a).a) "= €@y ({f(a)}, 0){Fm@—al

Debido a la estructura del patrén involucrado en la abstraccion, los términos que la
funcién ® generara en cada invocacion recursiva no podran ser otros que los que se muestran

debajo, siendo s :mgn(As({f”(a)})):

n(q _ {la = O ltvs sis=1---1(n veces)
2. (@)} 5) {{’ f = Ms1.®,({f"(a)}, SU{s}) [}.vs en otro caso

La operacién f™(M) indica la composicién de f consigo misma n veces, tomando como término inicial
a M.



2.6. ANALISIS DE TAMANOS 39

De esta manera,

2,({f"(@)},0)] = [ w@({f"(a)},{e}) -]
TP 5+ Do @, ({ (@)} {e})]
TEY T, ({M(@)) D)

= ™+ ‘{‘ a+— Dfn(a) ’}.1}1...1‘

S-Case-Be

™m—+6

Por ende, el tamano de V(7)) sera

(U (T5)] = o.®, ({™(a)}, 0) sl
S-Aps-Bo 24 |q>v({fn ){Dfn(a)>—>a}|
Lemas 2.7.12 y 2.7.3 n

=7 2+ "I’v({f

= ™+ 8

a)s,

(a)},0
(a)},0)]

a

En consecuencia, tomando n en funcién de |T;,| y reemplazando en esta tltima expresién,

U(T},)| = 7|T,| — 20

Se observa, entonces, que esta familia de términos tiene tamanos que estdn apenas por
debajo de la cota encontrada en la seccién anterior.

Una cualidad interesante (y a priori no obvia) de la traduccién es que, para ciertos
conjuntos de términos AC, su mapeo a AB, es tal que el tamano resultante es estrictamente
menor que el original. Esto se da, por ejemplo, en los casos donde el término inicial posee
abstracciones multiples en las que los distintos patrones comparten parte de la estructura.
Esta suerte de redundancia estructural es aprovechada naturalmente por A\B. a través de
los case binders, posibilitando de esa manera una reduccién en el tamano.

Definamos, a modo ilustrativo, la familia de términos {D,, },en, en donde

D, = A f(z,a1).a1 | Af(x,a2).a2| - | Af(z,an).an

siendo ag,--- ,a, € C constructores de aridad nula tales que a; # a;si1 <i<j<mn,y
siendo f € C un constructor binario. Desde ya, D,, satisface la clausula 2.4.1.

Al tener cada patrén tamano 3 y cada cuerpo de cada abstraccién tamafio 1, la ecuacién
S-ABs-C nos permite concluir que

|Dy| =5n+1

Por otra parte, para el caso de ¥(D,,), notemos primero que, por definicién de ®, el
simbolo f aparecerd una unica vez en el case binder resultante. Luego,
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U (D,,)| = (WA f(z,a1).a1 [ A f(z,a2).a2| - [ A f(z,an).an)|
2 Doy ({f(@ ), f(,an)}, 0) P e thsiz
= [ f= Avva{ar = ar; san = oan [fos o
SAKBC 9 4 Hl f = Avva{ a1 = aq; -+ 5 an = ap [foa [o]
TEPC T4 e dar e oanc e an = an sl
SAmBC 11 L a1 — a1; - ;an — an [}.ve]
TR 114 (30 +3)
= 3n+14

Combinando ambos resultados, se obtiene que 3n 4+ 14 < 5n+1siy sélosin > 7, i.e.,

|Dy| > |¥(Dy)| YneN/n>7

Este ejemplo permite dar cuenta de manera tangible de la distinta naturaleza de ambos
formalismos: los case binders de AB,, en algunas ocasiones, posibilitan disponer la informa-
cién mas eficientemente que las construcciones de abstracciones multiples de AC.

2.7. Lemas auxiliares

Pasamos ahora a demostrar los distintos lemas utilizados en las secciones previas asi co-
mo también otros lemas que éstos requieren.

El primero de ellos es clave en la simulacion para el caso de reduccion en la raiz, y
permite obtener a partir de la expresion de ésta la variable especial que sera reemplazada
por la traduccion del cuerpo de la correspondiente abstraccién. A la vez nos da una cota en
el nimero de reducciones.

Lema 2.7.1. Sea ({p1,--- ,px},0) € Dom(®) y p € {p1,--- ,pr}. Entonces,

®,({p1, - o}, ) / U (p)] s, Op

conr < 3|p|—2

Demostracién Como consecuencia de la Observacion 2.4.1, @, ({p1, -+ , px }, D) finalizard en
una cantidad finita de pasos (donde cada paso representa una invocacién recursiva). Por
ende, sea | € N la cantidad de invocaciones recursivas realizadas por @, ({p1,--- ,px}, ) tal
que, para cada j = 0,---,l, P; y S; representan los argumentos de ®, y ademds p € P;.
Tomando Py = {p1,- - ,pr}, dentro de la secuencia de conjuntos de patrones Py, - - , P, se
distinguen dos subsecuencias Py, -+ ,Py—1y Py, -+ ,F (0 < n <) en donde |P;| > 1 si
0 <j<ny|Pj| =1 en otro caso. De esta manera,

POZ{p17"' 7pk}

" PjePi1/r,  ApEP sil<j<n
Pj = Pj_1 = {p} sin<j<lI

So=10
S; =251V {Sj_l} paracada j=1,---,1
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" s :rnql’n(ASj(Pj)) para cada j =0,---,[—1
Definamos ademas lo siguiente:

. cz] = c(pls;) paracada j =0,--- ,n—1
ij es tal que 1 < 7; < mj, siendo m; la cantidad de clases de equivalencia de P;
modulo Ry,

= Paracadaj=1,---,l
U(pl) siz=v,conte () {w-1,-- w-d(c(pl)}

0j (.7)) = weS;j / plwgV
x en otro caso
() U(p) siz=vw
] 0‘0 €Tr) =
T en otro caso

En primera instancia, mostraremos que

(pv(Pj7 Sj)aj - (P’U(Pj'f'l) Sj+1)aj+1 (0 S j < n)

. _ . . . . O'j
oS E (I = T e, o T )
S e 1]y, o T )

mj
Lema 2.7.2 i i ; o
PET A =T, o T Y (0l
W-PAT ] 93 . .o .
=0 Al =T s, o T (C‘gj‘l’(p\sﬂ) = ‘I’(p!s]-a(cz.)))
J

J

5(cl))

= (I T, o T ) W) V0, )

— szjj \Ij(p’s]“l)”.\Il(p|3j'5(cg'))

J

aj
= ()‘USJJ"'Usj.g(g_)-(bv(Pj—l-l’Sj U{Sj})> \I/(p‘s]"l)"‘\I}(p’sj.g(cﬂ_'_))
vj *j

e <)\U3j-1 t US].‘(;(CZJ')‘¢’U(P]'+17 Sj+1)aj> \Il(p|sj-1) e \Ij(p|5]..5(cgj))

5(c2)

)

—» ‘I)v(Pj-Ha Sj-i—l)gj [Usj& / \I’(p‘Sj-l)] T [Usj.(s(cg’.) /\Ij(plsj.g(cg.))]
J J

Lema 2.7.2 )
= Dy (Pjt1, Sj41) 7

Es preciso remarcar que la ultima igualdad no serd justificada por el Lema 2.7.2 si j = 0.
Sin embargo, el Lema 2.7.3 nos asegura que, en tal caso, og no tendra efecto sobre el término
®,(P1,S1): vs, = ve = v no aparecerd entre sus variables libres. Por lo tanto,

@ (Pr, 51) 71 /W (pl)] - - Tog(eo )y / ¥ (Plse )] = PolP1,51)

[v1 /¥ (pli)]--- [Ua(cgo) /‘P(P|5(Cgo))]
- (I)v(Pla Sl)gl
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Ahora probaremos lo mismo para cuando n < j < [. En principio observemos que,
siempre que s; sea tal que pls;, € V, por la ecuacién -1 y por definicién de o, tendremos

que
D, (P;, 85)7 = ®u(P},Sj U{sj})7 = ®y(Pjy1,Sj41)" = ®yp(Pjr1,Sj41)7H

En consecuencia, nos concentraremos en el caso donde p|s S EV

0P 8)7 2 ({elply) = Mgy v el ) (P, S5 U {si v, )
93

Sus-Case-Bo {|C p‘s]- — <)\Usj.1 .. 'USj-lS(C(p\sj))'(I)U(Pj? Sj U {S]})> |}’Ug]]

SUB-A:BS-B(‘, {|

Pls;) = Avsy 1 - Vsl ) Po( Py S U {55 1) 7 03]

\I’iAT {|

(vls,)
(vls,)
Lema 2.7.2 5
= lelsy) = Ay v s, ) (B 55 U s )P 1Y)
(plsy) = Avsy1 s a0l )-Po (P S U {571)7 [}
)

(e(pls) U @lsy) -+ (oL, s, ))

5(Cpls,)) N
— ({|C(p!sj) = X1+ U g(epls, ) Po (P55 S5 U {55 1) 7 |}-C(p\sj)>

U(pls;1) - U(pls,sels,))
- ()‘”8.7'4 T Vs a(e(pls, ) Po (B 55 U {Sj})aj) Y(pls;1) -+ W(pls;-s(cls; )

5(C(pls;))
=" (PS5 Ui [0 / (pls; )] [V, s(eels, ) / Pl siels, )]

Lema:2.7.2 q;)U(Pj? Sj U {Sj})ﬂj+1
= (P, Sjn)

La observacion sobre la igualdad justificada mediante el Lema 2.7.2 realizada anterior-

mente también se aplica en esta oportunidad.

Combinando estos resultados, obtenemos lo siguiente:

Oo({prs-- kb, O/ ¥(p)] = Dy(Fo, 50)7
= Dy (P, 51)7

Tn'—l o

- (I)v(Pna Sn) "

Tn

- (I)v(Pn—O—l; Sn—l—l)an-‘—1
Tl;l

= Oy (P, 5)”

= Dgl

-1
Sea r = Z rj, i.e., la cantidad total de reducciones. Resta probar que r < 3|p| — 2. En

J=0
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base al desarrollo previo, notemos que, para cada j =0,--- ,1 — 1,

- {25(6(p\sj)) +1 sipls, gV
;=

0 en caso contrario

De esta manera, el valor maximo que r puede tomar ocurrira cuando p no posea variables
libres (es decir, cuando se trate de un patrén ground). Luego,

o< 20(elly) 1

wePos(p)
= 2 ) e+ D1
wePos(p) wePos(p)
2T o (lp) — 1) + [Pos(p)]
= 2(|p| = 1) + |p|

Este resultado se utiliza en forma auxiliar al Lema previo.
Lema 2.7.2. En el contexto del Lema 2.7.1, y siendo p no variable,
» vs, € Dom(oj) Vj=0,---,1-1

- Uj+1 :TOO'j Vj:L'” ,l—l
siendo 7 = {vs;.5(c(pls,)) = YPls;-s(e(pls; )} 00 {vs;10 = Upls;1)}

Demostracién Para la primera parte, primero notemos que, si j = 0, el resultado es triv-
ial: vg, = v = v, siendo v la tinica variable en Dom(ag) 7.

Si j > 0, debemos probar que s; € U {w-1,--- ;w-d(c(p|w))}. Por definicién,

weS; / plwdV
55 :mql’n (Ag;(P;)) # €. Por Lema 2.7.5, cada prefijo propio de s; estard presente en S;.
En particular, dado que s; =t -4, t € S; y, ademas, i € {1,--- ,d(c(pl¢))}. Se concluye que
se U ol w sepla)}
weS; / plwdV
Para la segunda parte, probaremos la doble inclusién de los dominios de las respectivas

sustituciones. No obstante, observemos antes que, en el caso de la sustitucién 7o 0, ocurre
que Dom(7 o 0;) = Dom(7) U Dom(c;).

» Dom(oj4+1) € Dom(7 o 0j)

Sea v; € Dom(cj+1). Luego, debe existir w € Sj41 tal que t = w-i,coni € {1,---,6(c(p|w))}-
Dado que Sjy1 = S;U{s;}, puede ocurrir que w € S; o bien que w = s;. En el primer caso,
trivialmente sigue que vy € Dom(o;), lo cual implica que v; € Dom(7o0;). Si, por otro lado,

w = sj, entonces t = w - i = s; - i € Dom(7) por lo que, de igual manera, vy € Dom(7 o 0;).

» Dom(7 00;) C Dom(cj41)

"Independiemente del conjunto de patrones involucrado, sy = € en cualquier caso: € € Pos(p) para
cualquier p € Py, ademds, € < s para cualquier s € N*



44 CAPITULO 2. TRADUCCION DE XC A \B¢

Sea v, € Dom(7 o gj). Si v; € Dom(o;), debe existir w € S; tal que t = w - ¢, con
i€ {l,--,0(c(plw))}. Como S; C Sji1, tal w también estard en S;i;. En conclusion,
vy € Dom(oj41). Si vy € Dom(7), entonces ¢ = s; -4, con i € {1,---,0(c(pls;))}. Pero
sj € Sj+1 'y, luego, sigue que vy € Dom(oj41) por definicién.

O

El préximo Lema trata sobre las variables libres de los términos generados por la funcién
.

Lema 2.7.3. Si (P,S) € Dom(®) y S C ﬂ Pos(p),
peP

{O0,/pePU{v/t=sVteH(P,S)} siAg(P)#0

{Bp} en otro caso, siendo P = {p}

szmql’n(AS(P))
donde 4 ¢ p gy — U{w-5/3peP:iplu gV n1<j<élcl))}

weS

Més aun, cada variable O, aparece exactamente una vez en dicho término.

Demostracién Por induccién en | U Pos(p) \ S].
peEP

Si dicho valor es cero, por la Observacién 2.4.1, debe ocurrir que P = {p} y, ademas,
Pos(p) C S. Luego, Ag(P) =0, y entonces
FV(2,(P,8)) = FV(T,) "=" {0,}

lo cual prueba lo buscabamos.

Si | U Pos(p) \ S| > 0, necesariamente ocurrird que Ag(P) # (). Debemos analizar los
peP

siguientes casos:

» P={p}Apls€V

Sea s’ = m<1;n (Agusy(P)).

L=

FV(®,(P,5))

FV(®,(P, S U {s}))
{{Dp} U v/t =5 VEen(PSU{sh} si Agys(P) #0

{O,} en otro caso

NG

Debemos ver que cada variable x perteneciente a estos conjuntos estard presente también
en {0, U{wv/t =sVteH(PS)} Analicemos qué ocurre cuando z = v, dado que el
caso de x = O, es trivial. En primer lugar, supongamos que ¢t = s’ # €. Por el Lema 2.7.5,
cada prefijo propio de t pertenece a S U {s}. En particular, siendo t = ' -4, t' € S U {s}.
Pero t' # s pues s es posicién de variable en p, de manera que t’ - i no serd una posicién
vélida en dicho patrén. Asi, ¢ € Sy, en consecuencia, t € H(P,5).

Por otro lado, sit € H(P, SU{s}), Jw € SU{s} /plw € VAt =w-i,conl <i < §(c(plw))-
Claramente w # s pues p|s € V. Luego, w € S, por lo que t € H(P,S).

En cualquiera de estos casos, t € H(P,S) = z=v € {v; /[t =sVte H(PS)}.
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= P={p}Apls ¢V

Siendo n = d(c(pls)) y ¢ :mgn(Agu{s}(P))., tenemos que

FV(®,(P,5)) = FV ({c(pls) — Avg1 -+ - Vgon. @y (P, S U {s}) }.vs)
VESE BV (Mg - Vg By (P, S U {s})}) UFV (vs)
FV(®,(P,S U {s}))\ {vg1, -+ ,vsm} U {vs}

FV-ABs, FV-VAR

Por hipétesis inductiva,

{Op) Ufu /t=5"Vien(P,SU{s})} siAgu(P)#0

{0} en otro caso

FV(®,(P,SU{s})) C {

Sea x € FV(®,(P,S)). Por el desarrollo previo, debe valer que x = vs o bien que z €
FV(®,(P,SU{s})) y « # vs.i, 1 <i < n. Veamos que, de cualquier manera, z € {O,} U {v; /
t=sVteHn(P>9s)}.

Para x = v; 0 x = O, es trivial. Puede también ocurrir que x = v, con t = s’ o
t € H(P,SU{s}). En el primer caso, debe suceder que t # s-i, 1 < i < n. Es decir, si
t =t' -7, entonces t' # s. Por el Lema 2.7.5 mds esta observacién, ' € S, lo cual implica
que t € H(P,S).

Sit e H(P,SU{s}), debe existir w € S U {s} tal que ply, € Vy t = w-i, con
1 <i < d(e(plw)). Pero w # s porque de no ser asi, t = s- 7, y cada una de las variables vs.;
queda excluida del conjunto. Entonces, w € S y esto implica que ¢t € (P, S).

De cualquier manera, se obtiene que z € {0,} U{v; /t = sVt € H(P,S)}, lo cual prueba
este caso.

» P={p1, - ,p},conk>1
Siendo n = d(c(p|s)), tenemos que
FV(®,(P,S)) = FV({\cl = T 5 G > T f}ovs)

e U FV(T;) UFV(v,)

Fv;/AR U FV(A’US.l te Us-(s(Ci).(I)v(-Rh SU {S})) U {/US}
=1

FV-ABs U PZ,SU{S}))\{US-M"' Us-5(c;) }) U{US}

Sea x € FV(®,(P,S)). Por lo anterior, debe ocurrir que x = v5 0 bien que existe un i,
1 <ip < m, tal que x € FV(®,(P;,, SU{s})) y & # vs.j, 1 <j < (c;,). Probaremos que en
cualquier caso, x € {0, /p€ P} U {v, /t=sVteH(PS)}.

Aligual que antes, el caso de x = v, es trivial. De la otra manera, por hipétesis inductiva
se tiene que

re{0,/peP}Vae{ny/t=5VitenHP, SU{s}}

siendo s’ :m<1;n (Agugsy(Pi))-
Si ¢ = O, para algin p € P, entonces x € {00, /p € P} dado que P;;, C P. Por otra
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parte, supongamos que x = v; y t = s’. Por el Lema 2.7.5, cada prefijo propio de t estard en
el conjunto SU{s}. Siendo t = t' -4, en particular ¢’ € SU {s}. No puede suceder que t’ = s
pues, por hipdtesis,  no puede ser de la forma vs.5, con 1 < j < §(¢;,). Luego, t’ € S, de lo
que sigue que t € H(P,5).

Siz=vwyteNP,SU/{s}), debe existir una posicién w en S U {s} y un patrén p
en P, tales que ply € Vyt=w-j, conl <j <d(c(ply)). Nuevamente, w # s dado que
T = U = Vy.; o puede ser de la forma vy; por hipétesis. De esta forma, w € S lo cual
implica que t € (P, S).

Asi, se obtiene que z € {0, /p € P}U{v, /t = sVt € H(P,S)}, lo cual prueba este caso.
Notar ademds que cada variable O,, p € P, aparecerd exactamente una vez en ®,(P,S):
esto es consecuencia de la hipdtesis inductiva y del hecho que {Py,--- , P, } es una particién
de P.

O

El siguiente es un corolario inmediato del Lema anterior, de interés en el marco de la
traduccion, donde las invocaciones a ® se dan con S = 0.

Corolario 2.7.4. Sea (P, ) € Dom(®). Luego,
FV(@,(P,0)) € {0, /p € P}U {n,}

siendo s = inn(A@ (P)). Més atn, cada variable O, aparece una unica vez en ®,(P,0).

Demostracién Basta instanciar el Lema 2.7.3 con S = ) y notar que, en tal caso, H(P,S) =
0. O

El préximo resultado se utiliza fuermente en los lemas previos. En esencia, dice que,
dados P y S, cada prefijo propio del minimo elemento de Ag(P) estd contenido en S.
Intuitivamente, este resultado es razonable pues dichos prefijos son menores segun <1, de
manera que, de no estar en S alguno de ellos, seria el minimo del conjunto segin <.

Lema 2.7.5. Dados Py S, y siendo n > 0,

mﬁin(Ag(P)) :SZil‘-'in = {e,il,ilig,"‘ ,iln-in_l} - S

Demostracién En primer lugar, observemos que s € ﬂ Pos(p) por definicién de Ag(P).
cp

Sea t = i1---45, con 0 < j < n, un prefijo arbitrari(;u de i1 ---iy. Debe suceder que t €

ﬂ Pos(p) pues, en caso contrario, nunca podria ocurrir que s € ﬂ Pos(p). Ademads, para

pEP pEP

cualquier p € P, ocurre que p|; € V (si tal fuera el caso, s no serfa una posicién valida en

p).

Supongamos ahora que t ¢ S. El objetivo serd concluir que ¢t € Ag(P), logrando asi una
contradiccién dado que t <1 s. Esta contradiccién provendra del hecho de suponer que t € S,
habiendo probado asi lo que deseabamos inicialmente.

Primero notemos que, si |[P| = 1, se llegarfa a una contradiccién inmediata de acuerdo
a la definiciéon de Ag(P) para ese caso: t € Ag(P). Por ende, asumamos que |P| > 1.
Para probar que t € Ag(P) bajo nuestras hipétesis, observemos que, segin la definicién,
s6lo resta demostrar que |P'| = 1 o bien Agy(P') # 0 para cualquier P’ € P/g,. Si
|P'| > 1, veremos que Agysy(P') # 0, en particular, probaremos que s € Agypy(P'). Para
ello, veamos lo siguiente:
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LS ﬂ Pos(p) dado que s € ﬂ Pos(p)y PP C P
peP’! peP

» s¢Z SU{t} pues s ¢ Sy t es un prefijo propio de s
» Vp e P :pls €V pues P C Py dicha propiedad vale para P

Resta ver que, dado @ € P’ /., |Q| = 1 0 bien Agyy 51 (Q) # 0. En principio, notar que
tal @ necesariamente pertenecerd a P, g, (como consecuencia del Lema 2.7.6) y, por ende,
|Asugsy (@) > 00 bien |@Q| = 1. De valer este tiltimo caso, habrfamos conseguido lo buscado.
Luego, supongamos que Agys1(Q) # 0, y supongamos ademds que Agr,3(Q) = {t}. Esto
implica, por definicién, que cada clase de equivalencia R de Q médulo R es tal que |R| =1
0 ASU{s,t}(R) # 0.

Al ser t prefijo de s, y al ser Q una clase de equivalencia de P médulo R, se tiene
que Q,/r, = {Q}. En consecuencia, por lo dicho en el parrafo anterior, |Q| = 1 o bien
Agufsy(Q) # (). Pero esto es justamente a lo que querfamos llegar, con lo cual supongamos
ahora que t € Ag 51 (Q). Al ser tal conjunto no vacfo, debe existir una posicién w ¢ SU{s}
tal que verifique lo requerido por la definicién. Tal w, por la hipdtesis que tomamos, es
también distinta a ¢, con lo cual w € Agyy4(Q). Asi, logramos probar lo que buscidbamos.

En conclusién, en cualquiera de los casos se llega a que |Q| =1 o bien A SU{LS}(Q) £ 0
para cualquier @ € P/, . Junto con los items previamente analizados, esto prueba que
s € Mgy (P).

O

Este Lema sélo se utiliza como auxiliar del Lema 2.7.5. Prueba que, dado un conjunto
de patrones P, y considerando que s es prefijo de ¢, cualquier clase de equivalencia de P
moédulo R, particionada segiin R; resulta en clases de equivalencia contenidas en P, /R,.

Lema 2.7.6. Sea P C P, s,t € ﬂ Pos(p) tales que t = s-w (i.e., s es prefijo de t), y
peEP

Q/RtgP/Rt

Demostracién En primera instancia, sean los patrones p,q € Q. Si (p,q) € Ry, necesari-
amente ocurrird que p y ¢ estaran en la misma clase de equivalencia de P cocientado con
Rt.

Lo que resta ver es que, al cocientar a P inicialmente con R4, no puede suceder que
dos patrones cualesquiera en diferentes clases de equivalencia se relacionen mediante R;. Es
decir, dados p, g € P, queremos ver que (p,q) € Rs = (p,q) & Rs.

Sean entonces tales py q. Si t = €, entonces s = ¢, de lo cual trivialmente se obtiene que
(p,q) € R:. Supongamos ahora que t =t'-4, i € N, y que (p,q) € R¢. Luego, por definicidn,

Q € P/ R.. Luego,

c(plt) = c(qlt) N PRy q

Ahora bien, s =t/ o bien s es prefijo propio de t’. En cualquier caso, razonando inductiva-
mente se concluye que (p,q) € Ry lo cual implica que (p,q) € Ry. O

El Lema que sigue relaciona el tamafio de un patrén p ground cualquiera con la suma
de las aridades de los constructores que aparecen en él.

Lema 2.7.7. Sea p un patréon ground. Luego,

> dlelpls) =Ipl -1

s€Pos(p)
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Demostracién Por induccién en p.
s p=cel

Y dlelply) = alelple)

s€Pos(p)

» p=c(p1,-* ,Pn), con ¢ € C de aridad n

Y dlelols) = s+ Y dlelpls)

s€Pos(p) s€Pos(p) \ {e}

= n+y, Y el

=1 s€Pos(p;)

n

HI

= n+> (Ipil—1)
=1

n

= n+) |pl—-n
=1

= |pl—1

O]

El proximo Lema se utiliza inicamente en la Proposicién 2.5.1 para el caso de reduccién
en la raiz. Por este motivo, utilizaremos aqui la misma notacién que alli se utiliza. En
esta Proposicion, se tiene un término M donde una abstraccion multiple se aplica a cierta
instancia de uno de sus patrones, donde dicha instancia se obtiene a través de una AC-
sustitucion o:

M = (Ap1.My | -+ | Apr-My) pf

Esta sustitucién, entonces, opera sobre las variables que p; liga en M; (i.e., Dom(o) C
FV(p))).

Para los fines de la Proposicién, interesa probar que traducir el cuerpo de la abstraccién
(Mj) con las variables instanciadas segin o es exactamente igual a aplicar cierta AB-
sustitucion 7; al término que trae la sustitucion p y sustituye la variable O, introducida
por @ (i.e., \II(M;“), siguiendo lo expresado por W-ABs). Esta sustitucién 7; tiene como
dominio el conjunto de las variables en U introducidas por w; junto con las variables libres
de p;, y mapea cada variable v a la traduccién del término que o asocia a la variable en p;
correspondiente.

Intuitivamente, el resultado de este Lema asegura que traducir un cuerpo de abstraccién
ya instanciado es lo mismo que traducir en primera instancia el esqueleto y luego sustituir
alli las variables por las respectivas traducciones de sus mapeos.
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Lema 2.7.8. Sea M € M /M = Ap1. M| -+ | A\pp.My, donde cada p; € V, y sea o una

AC-sustitucién tal que Dom(o) C FV(p;), para algin j tal que 1 < j < k. Entonces:

U(p7) = W(p;)~

U(M?) = (M)

en donde 7; es la siguiente AB.-sustitucién:

1

T(7°% ) sidre FV(p;) /wj(z) =v
7;(v) = { U(v7) siv e FV(pj)

v en otro caso

Demostracién En principio, observar que 7; estd bien definida: si cierta variable x aparece
en pj, al estar entonces ligada en M, puede asumirse que z ¢ U por la convencién de

Barendregt.
La primera parte la probamos por induccién en p;.

Respecto del caso base, notemos que p; puede tinicamente ser un constructor, y no una
variable. De esta manera, el resultado sigue trivialmente pues las sustituciones (y la funcién
VU) no tienen efecto sobre los constructores. Si, en cambio, p; = ¢(t1,--- ,t,) para algin
n > 0, podemos hacer la siguiente observacion: si ¢; es variable, para algin ¢, por supuesto
se tiene que t; € FV(p;), de manera que el resultado para ¢; es inmediato a través de la

definicién de 7; y de U-VAR. Entonces, a partir de esto,

vp7) o= (et ta)?)
SUB—%«T—C \Ij (C(t({, ))
=) ( ")
HI —gobs c \I/(tl)TJ ( )'r]

A (k) - W (t))

W-PAT

Para la segunda parte procederemos, andlogamente, por induccion en M;.
s M j=TcC 1%

Supongamos que = € FV(p;). Sea entonces v € U tal que w;(z) = v. Luego,

L3

|
=

=<}
=

(v)7
— \Ij(mwj)Tj
— q;(M;”j)Tj

Por otro lado, si € FV(p;), la sustitucién o no afectard a x. Ademds, x ¢ U pues
estamos asumiendo que los términos, inicialmente, sdlo poseen variables de V. Por ende,
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x ¢ Dom(7;) y, entonces,

" Mj:C(Nla"'aNn)vcEC

VOL) = N V)
LT g (e(NY, -, NY)
ZT O cU(NY) - W(NY)

2 cow)m - w(Ny)

c

Sus-Arr-Be (c W(NTY - \I/(N:;J'))Tj

=N N )T
(

SL‘B-;\’[‘-C \I/(C Nl, . ,Nn)wJ )’TJ
= \IJ(M]%')TJ
» M; = N1 N
W (M7) - U((Ny N2)7)
SUB—éPP—C \Ij( )
W) ()
=N (NG
(V) R(N;))”
\Il—ér’r’ \I’( w] NWJ)T]
SUB—éPP—C \I’((Nl Ng)w] )TJ
= (M)
u Mj = Aql.Nl ‘ cee ‘Aqu
En este caso,
(M7) = Y((Aq-Ni| - [ Agn.-Ni)?)
L WO | [ Aga M)
‘I’éﬁs )\uq)u({QD e 7QH}> @),0
con p = {Dql — U ((Nf)“’ll) poee; 0g, — U ((Nf{)wil) } Para 1 <1 < n, por ser cada w,

un renombramiento de variables, sera lo mismo aplicar dicha sustitucion antes de traducir
que después de traducir. Entonces:

U <(Nla)wl’) _ \I’(Nl ) IiI (\IJ (lej)Tj)wl/
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Ahora bien, Dom(w;) = FV(g;). En base a esto, tenemos lo siguiente:

» Dom(w;) N Dom(7;) =0
Por la convencién de variables de Barendregt, cada variable en Dom(w;) puede
asumirse distinta a las restantes pues éstas son las que ¢; liga en Nj.

» Dom(wj) N VRan(7;) =0
Idem.

» Dom(7;) N VRan(w;) =0
Cada variable presente en VRan(wj) es de la forma u,. Dado que ¥-ABs introduce
una variable fresca, se tiene que u # v para cualquier otra variable v.

De esta manera, se satisfacen las hipétesis del Lema 2.7.13, de manera que

75

(@ (V7)) = (w(N)) T 1 <i<m)

En consecuencia,

p= {Dcn N (qj (ij)wi>7j o an s <\I/ (N:j)wg)n'}

Esto permite decir lo siguiente:

75

uu({ar, - aab,0) = (Mu®ul{ar - aa},0)”)

siendo p' = {0y, — ¥ ((ij)“’3> R e ((Nf:j)“’;l> }. Esta igualdad se justifica
por construccién de @, ({q1, - ,qn}, @)pl; las dnicas variables libres que aparecerdn en este

’ . . . 5 !
término, como consecuencia del Corolario 2.7.4, son aquellas presentes en cada ¥ ((N lw ’ )‘”l),

ademds de u. No obstante, este hecho no influye en el resultado pues 7; no tiene efecto sobre
tal variable.
. / Wi Wi .
Finalmente, notemos que Au.®,({q1, - ,qn},0)" = \If(Mj ) = U(MY) = \II(MjJ)TJ -

El siguiente Lema indica que la traduccién ¥ es cerrada por sustituciones, lo que permite
resolver en la simulacién el caso de reduccién clasica en la raiz.

Lema 2.7.9. Sean M, N € M y x € V. Luego,
U(M)[z / ¥(N)] = U(M[z / N))
Demostracién Por inducciéon en M.
s M=yeVUgZ
Siy # a:

U(y)[e / C(N)] =" yla /U(N)] =Ty =0 (y) =T Uyl / ND)

Por otro lado, si y = x:

() / W(N)] =" ale [ W(N)]TET0(N) T2 U (el / N])
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« M =c(M, - ,M,),ceC

U(M)[z/U(N)] = V(M- My)) [z U(N)]
= (e(My) W (M) [z W(N)]

cW(My)[z /U(N)]--- U (My)[z/
cW(M[z [/ NJ)---W(My[z / N])
)

SL‘B—/gP-BC \II( )]

HI

YET W (¢(Mifx /N, , My[z / N))
SEETC W (¢(My, -, My)[z / N))
= U (M[z/N))
s M = M; M,
U(M)[z /U (N)] = U (M Ms) [z /¥ (N)]
YT (U(My) U (My)) [&/ U(N)]
SRR g (M) /(N U (My)[x / (N))]
= UM/ N))U(Ms[z / N])
V2" W (Mi[x / N] Ma[z / N]))
SL‘B—éPP—C lIl (( ) [ / N])
= ‘P(M[ / NJ)
» M = Ap1. M| [ App. My
O(M)[z | (N)] — U (Apr. My - | Apg.- M) [z / ¥ (N)]

W-ABS

(Ao.@,({p1,- - ,pr},0)") [z / ¥(N)]

T N0 @y ({p1, - pr}, 0)[z ) W(N))]
\vu.d {pb - 7pk} 0 {z—V¥(N)}op
M.By({p1, - s pi}, )T O = ALl /PN, -~-,Dpkw(MZ”“)[x/‘I’(N”"”H‘I’(N’}

-t
o )
o )
Av. P ({pl) 7pk} @)
M. @, ({p1, -+, P}, (z)){DmH(‘I’ M)z / B(N)])“1, -+ Opy (U (M) [z / U(N)])*k }
( )
o )

—
=
~

{Op =W (M) [z [ W(N)], - Oy =W (MR [/ U(N)] }

—~
N
~

&

MBy({prs- - pi}, 0)8 D= ¥ Ol / N1 Oy = W(M o/ N }
® By ({pr, -+ i, 0){ Oo D/ NI, Oy ¥ (Mo N]8) }
4
QW OpMi[e /N |- | AppMy[z / N])

SuB-ABs-C

W ((Ap1- M- - [Apg-Mj)[x / N])
v (M[z/NJ)

La igualdad (1) es consecuencia del Lema 2.7.3: © &€ FV(®,({p1,--- ,pr},0)).

Dado que cada w; es un renombramiento de variables, es indistinto aplicarlos antes o
después de traducir. Esto justifica las igualdades (2) y (3), notando ademés que en (2) se
utiliza el Lema 2.7.13, cuyas hipdtesis son ciertas por la convenciéon de Barendregt.
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Por 1ltimo, observar en (4) que el renombramiento w; de cada término M es equivalente
al del término M;[x / N]: las tinicas variables ligadas de estos dltimos términos no seran otras
que aquellas ligadas en el respectivo término original.

O]

Los siguientes dos lemas se utilizan para acotar el tamafo de la traduccién, en el caso de
los términos generados a través de ®. La cota, en estos casos, se da en funcién del tamano
de los patrones de P.

Lema 2.7.10. Sea (P, S) € Dom(®), siendo P = {p1,--- ,px}, y sea v € L. Entonces,

k
|,(P,S)] < Y 1®u({pi}, 9]
i=1

Demostracién Por induccién en | U Pos(p) \ S|.
peEP

Si dicho valor es cero, la Observacién 2.4.1 asegura que |P| = 1, i.e., k = 1. De esta
manera, el resultado es trivial. De lo contrario, es preciso analizar los siguientes escenarios:

» P={p}Apls€V
Dado que k£ = 1, el resultado es trivialmente cierto.
= P={p}Apls €V

Idem caso anterior.

s k>1

» Paracadai=1,---,m, P, = {p},--- ,pfni}, donde {Py,- - ,Pn} =P,/ Rs

Luego,
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|q)v({p1>"' 7pk’}75)’ (1)22 ‘{‘CIHTI;"' ;cm'_)TM‘}'US|

m
SOSEBC 3 L om Z T3]
=1

= 342m+ ) [Wer e Upg(e) Pul(Pr, S U {s})]
=1

SR g gm 13 (26(e) + [,(Pn S U {s)))

=1
HI m Ti .
< 3+2m+ > [25(c) + > 1@u({pl}, SU{s})]
i=1 Jj=1
ri>1 m T '
< 342m+ Yy [ 2m0(e) + D @ ({pi}, S U{s})]
i=1 j=1
= 342m+ YD (20(c) + [Pu({pi} S U{s)))
i=1 j=1
T 3+ 2m + E Z ‘)‘Us'l T Us-(S(ci)'q)ﬂ({p;}? SU {S})‘
i=1 j=1
< 3+2k+22|)‘2}51 "'Us~5(ci)'q>’v({p§'}7su{S})’
i=1 j=1
< BkE D Y M V(o) o ({P5), S U {s})]
i=1 j=1
= ) 5+ et V(e Bo ({05}, S U {s}))]
i=1 j=1
TEPTNTN T He@hls) o Ave - vgs(en o ({D5 3 S U {s}) vl
i=1 j=1
= D > 2.({pi}9)
i=1 j=1

k
= S S|
=1

Notar que, en la antetltima igualdad, podria suceder que s 7ém<1’n (As({pé})) No ob-

stante, la igualdad se mantiene dado que los tamanos seran exactamente iguales; lo que
cambia es la forma de construir el término, explorando las posiciones en un orden distinto
segun el caso. O

Lema 2.7.11. Sea ({p},S) € Dom(®) y sea v € Y. Luego,

@, ({p}, ) < 7lp| -1
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Demostracién Observando la ecuacién ®-1, se deduce que el tamano de ®,({p},S) se
maximiza si cada posiciéon w € Pos(p)\ S es tal que pl, € V. De esta forma, podemos
acotar superiormente el tamano de dicho término por el tamano del término ®,({q},S),
donde ¢ = p?, siendo o la sustitucién que mapea cada variable de p a un mismo constructor
a € C tal que 6(a) =0 (por ende, |p| = |q|)-

Sea {s1, -, sk} = As({¢}) de manera tal que s; < s; si i < j. Luego,

[ ({p}. )] < [®u({a}, 9)]
= [{e(als) = Avsy - Vs, (el ) @o({ad, S U {s11) v
T (54 20(c(ala)) + [0({a}, SU {s1))
= (5+25(c(q’81))) +
{e(alsa) = Aoy -+ Vags(egalo,) Po{ad, S U {51, s2})l}osy

(5 +20(c(gls,)) + (54 20(e(qls,))) + [Po({q}, S U {51, 52})]

S-Case-Be, S-ABs-Bo

_ S (54 20(elgls) + ||

s€Pos(q)\ S

5-Van-Be Z (5 + 25(C(Q|s))) +1

s€Pos(q)\ S

< > (5+26(c(gl))) +1

s€Pos(q)

= Slgl+2 > d(c(qls)) +1
s€Pos(q)

5lql +2(lg] = 1) +1

= gl =1

= Tlp| -1

Lema 2.7.7

El siguiente Lema indica cémo crece en tamano un término al que se aplica una sustitu-
cién, conociendo los tamanos de su valor en las variables. Extiende de la manera esperada
los casos del A-calculo y sistemas de reescritura de términos clésicos.

Lema 2.7.12. Sea M € AB., o una sustitucién y x una variable. Entonces,

M| = M|+ Y [M]g (jo(z)| - 1)
z € Dom(o)

Demostracién Por induccién en M.

» M =y € Var
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Supongamos que y € Dom(c). Luego,

(Mol =y
1+[y7 =1
TEY 4 Y e (@) -1
z € Dom(o)
= M+ D> M (lo(x)] - 1)

2 € Dom(o)

pues |yl, =0 si x # y.
Si y ¢ Dom(o), |yl = 0Vz € Dom(o) = Z M|z (lo(z)] —1) = 0. De esta
z € Dom(o)
manera, el lado derecho de la igualdad es exactamente |y|, y por ende la igualdad se satisface
al tener que |y?| = |y|.

s M =ce(C

La igualdad es trivialmente cierta dado que las sustituciones no tienen efecto sobre los
constructores, y que ademads |c|, = 0 Vz € Var.

= M = M, M,
[M7] = (M My)?

SL‘B-AgP—BC ‘Mf Mg‘
TER L My (g

HI
T+ Y Ml (o@) =)+ Mel+ Y [Mels (lo(2)] - 1)
z € Dom(o) z € Dom(o)
TER MM+ Y (IMule + | Mala) (Jo(2)] — 1)
z € Dom(o)
M My + > My My, (Jo(x)] - 1)
z € Dom(o)
- M+ Y ML (o) - )
z € Dom(o)
IM:)\Z.Ml

La variable z esté ligada en M. Asi, por la convencién de Barendregt, vamos a asumir que
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z € Dom(c). Hecha esta observacién,

IM°| = |(A\e.My)7
SUB*A:BSfBC |>\ZM{T|

S—Ag—Bc 2 + |M10'|

ogypni+ Y M (o) - 1)

z € Dom(o)
TEY DM+ Y (Ml (lo(@)] - 1)

z € Dom(o)

S peanls S el (ol 1
z € Dom(0)

= M+ ) (M (lo()[ - 1)

z € Dom(o)

s M ={ci— M- ;cp— M[}.N

|M°| = |({er = Mys -5 cp = Mg [}.N)7 |

SUB,%QE—BC |{’ ¢l — Mf" e ’ Ck — M]g ‘}NU|
k
TP 24 2k 4 [N+ ) | MY
=1
= 242+ NI+ ) INL (lo(@)l - 1)+
€ Dom(o)
k

oM+ Y 1Ml (Jo(2)] — 1)

=1 x € Dom(o)

k
= 2426+ N[+ Y M+ Y INL (lo(@)| - 1) +
i=1 z € Dom(o)

k
oD IMile (jo(@)| - 1)
=1 z € Dom(o)
S-Case-Be

= {lci— My cp— M [}.N| +

k
> <|N\x +) |Mi’r> (lo(z)| = 1)
i=1

z € Dom(o)

=M+ > Hea = My oo Mg [N (Jo(z)] - 1)
z € Dom(o)

= M+ D M (lo()[ - 1)

z € Dom(o)

O

El Lema que se muestra a continuacién asegura la conmutatividad de la aplicacién de
sustituciones en AB. bajo ciertas hipétesis.
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Lema 2.7.13. Sea M € AB. y sean o1, 09 sustituciones tales que:
o1) NDom(cy) =0

» Dom(oq) N VRan(oy) =

» Dom 02) N VRan(al) =0

Demostracién Por induccién en M.
= M =2x € Var

Supongamos que z € Dom(o;) = x ¢ Dom(og), ie., 2°2 = z. Ademds, si y €
Dom(o2) = y ¢ VRan(op). De esto se deduce que N2 = N siempre que N esté en la
imagen de o7 (i.e., 32 € Var : N = 21). Entonces, si 27! = P:

(Mal)O'Q — (xdl)O'Q — PO’Q — P — fL'Ul — (xO'Q)Oj — (MO'Q)O'1

Por otro lado, si # € Dom(o1) pero € Dom(oq), el razonamiento es anélogo al caso
anterior. Si, en cambio, x ¢ Dom(o3), ocurre que:

(MO'1)0'2 — (xal)az — xUQ =1 = xdl — <$0' )0'1 — (MO'Q)
s M =ce(C

Este caso es trivial pues las sustituciones no afectan a los constructores.

» M = M M,
(M) = (M Mp)™)”
SUB—gP—Bc (Mo'l MO’1 )0‘2
SUB—gP—Bc (Mo-l )0-2 (Mal)
S (g
SUB—gP—BC (M0'2 MUz)Ul
SUR-gP-BC ((Ml M2)02 )
= (M7)7
s M= )\.’EMl

La variable z aparece ligada en M, por lo que, por la convencién de Barendregt, asum-
imos que = ¢ Dom(o1) U Dom(o2). De esta manera,

(M) = ((Aw.My)™)
SuB-Aps-Be ()\x.Mfl )02

SuB-Aps-Be ( ¢ )02

)

)

Az (M7
4 p(mrn
SUB»A:BS-BC (/\foQ o1
SUB»[;}S-BC (()\x-Ml)U2)Ul
=y
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s M ={lci— M- cp— M [}.N
(M) = (e My e My fLN)7)
TTETC (fler e MYV s o > M LNOY)T
T e (M7 o e (M) (N
e (M) ep e (M) L (N2)7
Sus-Case-Be ({‘ o1 Mim e M}:—Q ‘}'NUQ)CH
I ((ler o Mg e oo My [N
— (M)

O]

Los dos lemas que siguen, que tratan sobre preservacion de la reduccién en AB. bajo
ciertas condiciones, se utilizan en forma auxiliar a la Proposicién 2.5.1.

Lema 2.7.14. Sean M, N, P € AB. y sea ¢ una sustitucién tal que Dom(c) NFV(M) = (.
Entonces,
Mlz /P] —xp, N = Mlz [ P°] =g, N7

Demostracién Sea P € AB.. Si « ¢ FV(M) = M[z/P] = M —,g, N. Dado que
Dom(c) NFV(M) = 0 y, por reducir M a N, FV(N) C FV(M), se tiene que Dom(o) N
FV(N) =0, conlo cual N> =N = Mz /P?] =M —)p, N = N°.

Por otro lado, si € FV(M) = z ¢ Dom(o), y tenemos que:
Mz / P?] =" M°[z / P’) = (M[z / P])

donde la ultima igualdad es consecuencia del Lema 2.7.16, por las hipétesis Dom(o) N
FV(M) =0 y = ¢ Dom(o). Finalmente, valiéndonos de que — g, es cerrada por sustitu-
ciones [5] y de que M [z / P] —p. N, obtenemos lo que deseabamos demostrar.

O

Corolario 2.7.15. Sean M, N, P € AB. y sea ¢ una sustitucion tal que Dom(a)NFV (M) =
(). Entonces,

M[z ) P] S5, N = Mz /P°] S5, N°

Demostraciéon Para n = 0, el resultado se obtiene siguiendo un razonamiento similar al
realizado para el Lema previo. En otro caso,

Mlz/P] - N5 s N

El resultado sigue a partir del Lema anterior y usando que — g, es cerrada por sustituciones
[5].
O

El préximo Lema generaliza, de forma natural, no sélo el Lema de Sustitucion clésico
sino también el mismo de A\B..

Lema 2.7.16. Sean M, P € AB., x € Var y ¢ una sustitucién tal que:
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1. 2 ¢ Dom(o)

2. z ¢ VRan(o) V Dom(c) NFV(M) = 0.
Luego, (Mz / P])° = M°[z | P°].
Demostracién Por induccién en M.

» M =ye€ Var

Supongamos que y = z. Entonces:

M?[z | P*] =[x/ P} £ afw ) P7] = P = (afw | P))" = (M / P))"
Por otra parte, si y # @, supongamos que z ¢ VRan(c), i.e., 2 ¢ FV(2%) ¥z € Dom(o).
e M7[z | P?) = [z | P°] = 7 = (yl/ P))" = (Mlz ] P])°
Si Dom(c) NFV(M) = = y ¢ Dom(c), y entonces:
M7l | P°) =7l | P°] = ylz | P°] =y = (ylar | P))° = (Mlz / P])°
s M =celC

Este caso es trivial pues las sustituciones no afectan a los constructores.

s M = My M,

M°x/P°] = (MyMy)[z/ P
(MY M) / P
SUBﬁngBC Ma- [x/Pg] M2a‘ [JI/PU]

HI (Mi[z / P))° (Ms[z / P])°
A (Ve ) P Mafe ) P))°
Sup-App-Be ((M )[.T / P])

= (M[z/P))"

Notar que la utilizacién de la hipdtesis inductiva queda justificada debido a que FV(M;) C
FV(M) = Dom(c) NFV(M;) =0,i=1,2.

« M = \y.M

La variable y aparece ligada en M, por lo que, por la convenciéon de Barendregt, asum-
imos que y # A y € Dom(o). De esta manera,

M7e/P] = (OwMi)[z) P
SUBJ;%S’BC ()\ny—) [‘T / PU]
SRR Ny M7 [z | P
HI

4 (e P

" (g e/ P)

"R (g My)la / Pl)
= M/ P)’
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De manera similar al caso de la aplicacién, se puede usar la hipdtesis inductiva pues
FV(M;) =FV(M) = Dom(o) NFV(M;) = 0.

» M ={ci+— My; - ;cp— M [}.N
Mz /P°] = ({lea Mis-- 5 cp— My [}.N)[z/ P
TTET (e MY ok MY LNY) [/ PO
I fle e M7[x ) PO)y e oo Mo/ PPN [z ) PO
2 flaw (Mlz/P); - ex e (Mylz/ P)7 .(N[z / P])°
T (lev e Mifw ) Pl -5 ep e Mla / PNz / P))?
TTET ({er s My -5 ep o My LN [/ P))7
= (M[z/P))”

Nuevamente, el uso de la hipétesis inductiva sigue del hecho de que FV(M;) C FV(M) =
Dom(c) NFV(M;) =0, i=1,--- ,k+1, con My, = N. 0

2.8. Comentarios adicionales

El proceso mediante el que se erigié la traduccion atravesd varias etapas. En un prin-
cipio, decidimos adoptar un enfoque ambicioso: el objetivo consistia en buscar soluciones
generales que permitiesen traducir términos arbitrarios, tomando como punto de partida las
condiciones necesarias para asegurar confluencia de AC segun [45]. A partir del estudio de
términos conflictivos, en donde las distintas posiciones internas de los patrones en una mis-
ma abstraccién multiple® corresponden a variables en, al menos, un caso?, se intenté definir
traducciones totales. Las mismas se basaban en diversos mecanismos de preprocesamiento
de términos con el objeto de marcar las posiciones de variables de cada patrén con construc-
tores unarios especiales, y luego marcar también esas mismas posiciones en cada instancia
de cada patrén. Estas traducciones, ademés de engorrosas, probaron no ser viables mediante
la experimentacion, lo cual motivé el replanteo del problema.

A partir de esto, optamos por acotar tan poco como se pueda el dominio de la traduccién.
Asi es como encontramos el conjunto 91, en donde se restringe levemente la condicién de
no unificabilidad de a pares pero manteniendo el interés y la esencia del calculo original.
Con este nuevo dominio, fue posible definir una traduccién (la funcién ¥ presentada en este
capitulo) que sorte6 con éxito las pruebas experimentales donde sus predecesores habian
fallado.

8 Asumiendo que dichos patrones comienzan con el mismo constructor.
9Tal como sucede, por ejemplo, en M = Af(x,a,a).z | A\f(b,z,b).x| \f(c, ¢, x).x



Capitulo 3

Un sistema de combinadores para

\B,

3.1. Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo formular un sistema de combinadores que capture
las caracteristicas distintivas de AB. (i.e., andlisis de casos via case binders), de manera
andloga a la logica combinatoria para el A-célculo clasico. Para ello, es fundamental el
proceso de eliminaciéon de la abstraccién, que en la légica combinatoria cldsica motiva el
uso de los combinadores K y S. En el caso de AB., la situacién es mas compleja debido
al hecho de que posee construcciones sintacticas que extienden las del A-calculo, para las
cuales serd también necesario definir nuevos combinadores que permitan “distribuir” los
argumentos de las abstracciones en los casos donde dichas construcciones constituyan su
cuerpo. Esto, ademéas deviene en la necesidad de definir la aplicaciéon de case binders a
términos convencionales.

Estos nuevos combinadores constituyen la base del sistema que presentamos en este
capitulo, al que llamaremos CLp,. Una particularidad adicional es que posee una cantidad
inifinita de reglas de reduccién, capturadas por diversos esquemas de reglas. Esta carac-
teristica es consecuencia de la necesidad de asegurar la confluencia, propiedad esencial sin
la cual el cédlculo perderia utilidad e interés. Tales esquemas se derivaron a partir de un con-
junto inicial de reglas que extendian de manera natural las de la 16gica combinatoria clasica,
motivados por la necesidad de cerrar los pares criticos alli presentes. Como es sabido, esto
es crucial si se quiere lograr la confluencia del sistema.

El capitulo se estructura de la siguiente manera: comentaremos en primera instancia
las motivaciones para definir tal sistema en la seccién 3.1.1. Luego, mostraremos cémo
se definen los términos y case binders de CLp, y los esquemas de reglas asociados en la
seccion 3.2. La seccién 3.3 presentard una serie de definiciones que utilizaremos a menudo,
y de ahi abordaremos la prueba de confluencia en la seccién 3.4. A continuaciéon veremos
cémo representar la abstraccién en nuestro sistema (seccién 3.5), tal como sucede en CL.
Luego daremos traducciones en ambos sentidos para CLp, y AB., junto con algunas de
sus propiedades (seccién 3.6). En la secciéon 3.7 haremos unos breves comentarios sobre
extensionalidad y, por ultimo, discutiremos algunos aspectos adicionales del desarrollo en
la seccion 3.8.

62
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3.1.1. Motivaciones

Este capitulo introduce un sistema de combinadores asociado al cdlculo A\B.. La virtud
de un tal sistema proviene de la idea general de algebrizacion de diversas formas del cdlculo
lambda, actualmente una tendencia. En este sentido estd vigente la idea de que el cdlculo
lambda es algebraico (ver por ejemplo [64]), es decir, se puede formular adecuadamente
en base a cierta estructura algebraica, basada llanamente en operaciones de un algebra sin
necesidad de introducir el concepto de variable ligada. En este caso, se puede utilizar alge-
bras combinatorias [48, 7], una estructura muy vinculada con las formulaciones categéricas
[7]. Las algebras combinatorias resultan ser una familia de modelos de la 16gica combinatoria
clasica, a veces incluso extendidas de alguna manera, por ejemplo con objetos adicionales
[48].

Cuando se formulan los problemas en légica combinatoria, éstos son “mas algebraicos”
y pueden recibir un tratamiento adecuado. Como ejemplo podemos citar el problema de
resolubilidad (solvability) para el célculo lambda: dado M un término, determinar si ex-
isten Ny,---, N, tales que M Ny---N,, =g I = Av.z. Este problema claramente equivale
a: dados M y N términos, determinar si existen Ny,---, N, tales que M Ny---N,, =g N,
y representa la posibilidad de “invertir” de algiin modo la funcién que semanticamente
estd denotada por el término M. Si se formula en légica combinatoria, cualquier solucién
alli significa una solucién en calculo lambda. La resolubilidad juega un papel importante en
teoria de modelos aplicada al A-calculo y guarda relacién con la propiedad de separacion
y los arboles de Béhm. Para una exposicién de esta clase de problemas asi como de su
importancia y aplicaciones, véase por ejemplo [9].

Veamos ahora una de las aplicaciones concretas, y posiblemente la mas notable, de contar
con una légica combinatoria para AB.. Sean M, N términos del calculo lambda. El problema
de unificacién en alto orden o semantica (Higher-Order unification) es la existencia de una
sustitucién o tal que oM =g, oN. Al igual que con primer orden, interesa determinar la
existencia de tal unificador o como asi también calcular, de ser posible, el mas general.

El problema general es, por supuesto, indecidible. Sin embargo, con ciertas restricciones
sobre el conjunto de términos (tipables, por ejemplo) se consigue la posibilidad de tener al-
goritmos. La unificacién (tanto de primer orden como de alto orden) es reconocidamente un
problema fundamental en ciencias de la computacion, debido a su aplicacion directa tanto
en el paradigma de programacién légica, en la verificacién y complecién de pares criticos y
en sistemas de reescritura como en otras areas muy diversas tales como inteligencia artifi-
cial, particularmente aprendizaje automético y reconocimiento de lenguaje natural.

Dicho esto, se observa que resulta complicada la formulacién de los algoritmos de unifi-
cacion de alto orden debido al uso de variables ligadas, que juegan un rol fundamental.
Por este motivo, en [25] se propone, dado un problema de unificacién como el descripto, la
conversion a logica combinatoria de los términos como paso intermedio, para asi suprimir
el uso de variables ligadas. De este modo se simplifica considerablemente la formulacién del
algoritmo, cf. [25].

Incluso el problema puede extenderse cuando se cuenta con una teoria ecuacional de
primer orden subyacente [33]. Estos procedimientos en general son no deterministicos, y
presentan analogia con el de Martelli-Montanari [49] para primer orden, y el de Huet [28§]
para alto orden.

Resulta claro entonces que para el calculo AB,., para el cual también se pueden plantear
problemas de unificacién de alto orden, tiene sentido aplicar el mismo procedimiento ante-
dicho. Pero ahora, sobre nuestro sistema de combinadores CLg,. Desde ya, este problema y
su posible solucién estan mas alla del alcance y objetivos de esta tesis, pero podemos decir
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que CLp, muy posiblemente sirva como lenguaje intermedio para buscar soluciones via un
mecanismo similar al anterior,y esto es valido gracias a contar con una conversion ida y
vuelta (médulo equivalencia en AB.), asi como gracias al hecho de que CLg, provee una
reduccion simulada por AB. tal como se vera en la seccién 3.6. La adaptacion del proced-
imiento general a nuestro escenario representa una posibilidad de trabajo futuro.

Finalmente, otra aplicacién de contar con una légica combinatoria, quiza algo mas direc-
ta, es la posibilidad de proveer una implementacién del calculo. Ya sea bajo arquitecturas
especiales que se basen en dichas operaciones, como bajo una arquitectura convencional, las
reglas de la logica combinatoria no precisan del concepto de variable ligada, con su corre-
spondiente dificultad (control del alcance, renombramiento automético, mantenimiento de
asociaciones). Sin ellas, pues, las operaciones son mas ligadas a acciones primitivas y en
cierto modo maés directas. Existe una solida confirmacién de estos hechos en parte debido al
trabajo de Turner [66, 67], en el cual se hace una discusién acerca de combinadores cldsicos
e introduce nuevos que conllevan a una mayor eficiencia.

3.2. Sintaxis y reglas de reduccion

Al igual que AB., CLp, trabaja con variables y con constructores. Llamaremos V al
conjunto inifinito numerable de variables (notadas z, y, z, etc.), y C al de constructores
(notados ¢, d, etc.), asumiendo que ambos son disjuntos. Los términos (M, N, etc.) y case
binders (0, ¢, etc.) de este sistema se definen en forma inductiva tal como se muestra a
continuacién.

Términos M,N == =z (xeV)
| ¢ (cel)
| K
| S
| MN
| .M
| A™¢ (n € N)
Case binders 0 = {c1— My 5, My} (ci #c¢jsii#j)
| 0o M
| B"6 (n € N)

Para cada natural n, cada simbolo A" y cada simbolo B™ representan los nuevos com-
binadores ya comentados en la seccién 3.1. Dichos combinadores fueron motivados por la
necesidad de representar la abstraccion en este sistema, tal como sucede en la légica combi-
natoria clasica. Notar, ademas, que CLp, introduce nuevos case binders a los clasicos de AL,
lo cual se vio motivado también por los motivos ya mencionados. Intuitivamente, el simbolo
e representa la aplicacién de un case binder a un término; tal construccién es necesaria para
distribuir el argumento de una funcién dentro de un case binder. Abordaremos nuevamente
estos temas en la seccion 3.5.1, en donde explicaremos en mayor detalle el propdsito de estos
combinadores y de las nuevas construcciones.

CLpg, posee una cantidad infinita de reglas de reduccién que, no obstante, pueden rep-
resentarse a través de esquemas de reglas. El sistema, entonces, se define a través de nueve
reglas y esquemas de reglas de reduccion, mostrados en la Figura 3.1. Estos esquemas de
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reglas, a diferencia de las reglas usuales, engloban una familia de reglas de reduccién. Por
ejemplo, cada esquema que involucre vectores de case binders (ver Definicién 3.3.3) define
en realidad una regla distinta para cada vector. Lo mismo sucede con los combinadores A"
y B": para cada natural n, existird una regla asociada.

Llamaremos —¢r,_ ala unién de todas las reglas de reduccién del sistema. Si el contexto
no es ambiguo, también llamaremos simplemente — a tal reduccién.

(K) 0.(0KM)N — 0.¢.M

(S) 0.(6.(8SM)N)P — 60.¢.3.(M P (N P))

(CaseCoNs) c — M (c— M €0)
(CASEAPP) 0.(MN) — O0MN

(DorCasE) flei—m My, o N — {lci = MiN [},

(A-Disr) 0.(0.A°oMYN — 6.6.(peN).(MN))

(A-DEC) GA" oM — 6.(A"(peM))

(B-DisT) B'’oeMeN — (peN)e(MN)

(B-DEC) B""lpeM — B"(peM)

Figura 3.1: Reglas (y esquemas de reglas) de reduccién de CLg,

A modo de ejemplo, consideremos el término K S f. El esquema K permite ser instan-
ciado (tomando # = ¢ = () ) de manera tal que

KSf—cLs, S

De igual manera, si uno tuviera el término 6;.(62.05.K S) f, el mismo esquema permitiria
concluir que

01.(02.05.KS) f —cLy, 01.02.03.S

Respecto de la regla CaseCons, notemos que s6lo puede ser utilizada si 6 es un case
binder cldsico (i.e., un conjunto).

3.3. Definiciones previas

En esta seccién presentaremos una serie de definiciones que seran de utilidad durante el
desarrollo del capitulo.

Definicion 3.3.1.

= El conjunto de términos de CLg, lo notaremos CLj_.
= El conjunto de case binders de CLp, lo notaremos CLg”.
» La unién de ambos conjuntos la notaremos CLp, .

Definicién 3.3.2. El conjunto de atomos de CLp_es el conjunto

A=VUCUIK,S}
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Definicion 3.3.3.
= Un vector de case binders es una secuencia de k case binders § = 010, con k € N.
El conjunto de tales vectores viene dado por la gramética

g == 0 | 66

Utilizaremos las letras 6, ¢, ¢, w y 7 para referinos a case binders y a vectores de case
binders.

» La longitud de g se nota |§| y se define asf:

| 1+g| sif

= Sea M € CLj_y sea 0 = 61 ---0; un vector de case binders. La expresién 0.M es
azticar sintdctico para 01.(0a.(--- (0. M) ---)) = 01.09. - -+ .0p.M L.

Il
=

o

s Dada una relaciéon de reduccién simultdnea — y dos vectores de case binders 6 =
01---0ky &= 1P, notaremos con 8 — ¢ la reduccion simultéanea 6; — ¢;, para
cadai=1,--- k.

Definicién 3.3.4. Sea M € CLg,. El conjunto de variables de M se nota FV(M) y se
define de manera inductiva como muestra la Figura 3.2.

(FV-AToMm) FV(a) = fa} stacVy (a e A)
0 en otro caso

(FV-App) FV(My Ms) = FV(M;)UFV(Ms)

(FV-A) FV(A™"9) = FV(0)

(FV-CASETERM) FV(0.M;) = FV(0)UFV(Mp)

(FV-Casr) FV({cim Mil,) = [JFV

(FV-Dor) FV(fe M) = :\1/(0) UFV(My)

(FV-B) FV(B"6) = FV(0)

Figura 3.2: Variables libres para términos de CLp,

Definicién 3.3.5. Sea M, N € CLg, y x € V. Definimos la sustitucion en M de la variable
x por el término N por induccién en M, como muestra la figura 3.3.

Definicién 3.3.6. Sea 6 = {|¢; — M; [}"_, un case binder clasico de AB..

» Sea M € AB,.. Definimos un meta-operador o de aplicacién simultdnea:

{civ= M}y o M = {lc; — M; M [},

1Observar que 6.M = M sélo si 6 = ()
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N sia==z

(SuB-ATOM) alr /N] = W en otro easo (a € A)
(SuB-APpp) (My My)[x/ N] = M[z/N]Ms[z/N]

(SuB-A) (A"0)[x/N] = A"0[z/N]

(SuB-CASETERM) (0.My)[z/N] = 0[x/N].Mi[x/N]

(SuB-Case) {ei— Mip)le/N] = {lei— Mifa / NI,
(SuB-Dor) (0o My)[x/N] = 0x/N]eM[z/N]

(Sus-B) (B"0)[z/N] = B"0[z/N]

Figura 3.3: Sustitucién de variables en CLp,

= Sea z € V. El meta-operador A de abstraccion simultdnea se define asi:
Av{Jei = Milhiny = {lei = Av.M; [,
Generalizado a n variables,

3.4. Confluencia de CLp,

En primer lugar, mostraremos que el sistema es confluente. La confluencia, desde ya,
es una propiedad fundamental dado que garantiza la unicidad de cémputos, independiente-
mente del orden de evaluacion de los términos. La metodologia desarrollada en esta seccion
corresponde a Tait-Martin-Lof [9]: en esencia, la prueba se descompone en cuatro etapas
resumidas a continuacién.

1. Definir una reduccién paralela = a partir de la relacién de reduccién original —cr,,_
(seccion 3.4.1). Como su nombre lo indica, tal reduccién opera en forma paralela, esto
es, permite contraer simultdneamente redexes ubicados en posiciones paralelas en los
términos.

2. Demostrar que = satisface <& (Proposicién 3.4.1).

3. Demostrar que cada paso de reducciéon en CLp, puede simularse en un paso de =
¥ que, a su vez, cada paso de = puede simularse en cero o mas pasos de —cLg,
(Proposicién 3.4.2).

4. Concluir que el sistema es confluente (Proposicién 3.4.3).

En la siguiente seccién se presenta la reduccién paralela =. Luego, en la subseccién
3.4.1.1, se demuestran las Proposiciones anteriormente mencionadas.

3.4.1. La reduccién paralela =

La Figura 3.4 detalla las reglas que definen la reduccién =. Obsérvese que ésta se
construye a partir de —cry,,_, agregando reglas adicionales (y extendiendo algunas existentes)
de manera de permitir contracciones de reductos en posiciones disjuntas.
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c— Me#f

- = CASEAPP
oD o CAseCoNs) &MJN)jQJJN( )

~ — (=DoTCasE)
{eir M7y o N = {lci— MyN [}y

=0 ¢=¢
0.(6.A° o M)N = 0.4/ .((p e N).(MN))

(=A-Dist)

5 (=B-DisT)
B 'peMeN = (peN)e(MN)

=
A" oM =60 .A" (pe M)

(=A-DEc)

e - (=B-DEc)
B"" e M =B" (peM)

6=0 6=06
———  (3ACasg) ————— (=BCASE)
A" = A B"9 = B"¢

M; =M (1<i<n) (=Case) Al:AWN::N% Arp)
= (CASE =APP
{ci= Moy = {lei = M, MN = M'N'

0 =60 M= M 0 =60 M= M
YR (= CASETERM) YRS (=CaseDor)
. . [ [ )

Figura 3.4: La reduccién paralela =
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3.4.1.1. Propiedades de =

Pasemos ahora a probar las proposiciones que nos permitiran asegurar la confluencia de
CLp,. Primeramente, mostraremos que = satisface <.

Proposicion 3.4.1. = satisface &

Demostracion Sean M, M;, My € CLp, tales que My &= M = M;. Para probar que =
satisface <&, mostraremos por induccién en M = M; que 3 M3 € CLp, / M} = M3 &= M.
En cada caso, analizaremos las diferentes formas en las que M = My y, para cada una de
ellas, encontraremos un M3 que satisfaga lo antedicho. Los casos donde M = Ms a través
de =R no se considerardan ya que cierran trivialmente.

» M = M= M; (=R)
Es suficiente tomar M3 = M.
s M=0.(0KN)N; =0.¢. Ni=M 5i0 =60 y¢=¢) (=K)

En primer lugar, supongamos que |§| > 0. De ser asf, § = & vy, luego,

M = 60.(0.KN)N,
= B.p.(6.KN) Ny
= CASEAPP
= M

&.(p.6. K Ny) Ny

I
=

& Ny
M

—

en donde p = ¢/, & = ' y 0 = ' ¢. De este desarrollo, se obtiene que basta tomar
Ms = M.

Por otro lado, la tinica alternativa restante a tener en cuenta es que M = My mediante
= App. Supongamos entonces que No = NJ y que §($K N7) = P. Obviando el caso donde
P se obtiene a través de =CASEAPP (serfa muy similar al anterior), P sélo podra tener la
forma 6”.(¢"" K N{), con 6=0". ¢=¢"y N = N{'. Por hipétesis inductiva, deben existir
0" v ¢ tales que @ = 0" = 0" y § = ¢" = ¢" 2. Luego,

M = 6.(6.KN)N,

= Arp

= M,

= 0".(J"KN/)NY

:;; 0"/// Q‘s’/// N
. 1Vy

= CASETERM
b My

De esta manera, M3 = 6".¢" .N7.

-,

s M = 0.(¢.(3.SN)Na) N3 = 0'.¢/. & (N. N3 (NaN3)) = My (sif = 0,6 = ¢y
o= d') (=S)

= >
?De ser |0] = |#| = 0, estas hipétesis inductivas no tendrian lugar. El razonamiento que sigue, no obstante,
es andalogo a lo que ocurriria en tal caso.
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Razonando en forma similar al caso previo, supongamos primero que || > 0, lo cual
implica que # = 7. Entonces,

M Njp) N3) N3

.S
(&.SN71) N2) N3

U
aQ

[ R A |
g
=5

donde p = ¢/, 72 7 y 6 = 7 . Asi, My = M.
Ahora bien, supongamos que |¢| > 0. Luego, ¢ = 7 y entonces,

M = 6.(6.(3.SNy) Ny) Ns
= 0.(T.p.(0.S N1) Na) N3
= CASEAPP
= My
= 0.(7.(¢.3.S N1) N2) N3
=8 .
= 0.7.¢' . .(Ny N3 (Ny N3))

My

i.e., M3 = M; una vez mas.

La ultima posibilidad es que M5 se obtenga al aplicar la regla = App. De manera andloga
a lo argumentado para el caso de =K, tenemos que My = 0".(¢".(J".S N{) NJ) N5 donde
]_Yg = N, Ny = NJ, _{Vl %N{’, 0_»:3_‘9”, gi)_':; ol y @ = &”. Por hipétesis inductiva, existen
g" @". " tales que O = 0" = 0", § = ¢" = ¢ y & = &" = &".En consecuencia,

M = 6.(¢.(3.SN1)Ny) Ny
= Aprp
= M
= "(§" (@ SNY)NY) VY
j:;s 9"// (Z_;”/ /11 (N Né, (Né, Né/))
= M

La dltima reduccion se deriva por medio de las hipétesis y de sucesivas aplicaciones de las
reglas = App y = CASETERM. Se concluye que basta tomar My = 6.4 .&" (N{ N§ (N3 NY))).
Los casos en donde .(¢.(@.S N1) Ny) reduce mediante =CASEAPP se resuelven de manera
similar a lo primero, razén por la cual son omitidos >

» M =0.c= M (si c— M; €60) (=CASECONS)
En tal situacién, debe ocurrir que § = {|¢; — N; [}]*, para algin n € N y, ademas,

¢ = c¢; y My = Nj para cierto j = 1,--- ,n. La reduccién M = M sélo puede darse a
través de =CASETERM, y es tal que My = #'.c, con § = ¢'. Luego, deben existir términos

3La diferencia yace en que sers preciso reducir las dos apariciones de N3 en M; a N4, de manera que M,
debe reducir en un paso a otro término donde se refleje esto.
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Ni,---, N/ tales que N; = N/ y 0/ ={ ¢; — N/ [},. En consecuencia,
M = 0.c

= CASETERM

Il
S

m llé
=

— M,
Es suficiente, entonces, tomar M3 = N, ]’
s M= Q(Nl Ng) = 0.N7 Ny = M, (:{CASEAPP)

Este escenario requiere estudiar varios casos posibles. En lo que sigue, cada aparicién
de @ es tal que @ = &', donde a = ¢, ¢, w.

(i) M = 0.(¢.(3. K P) Ny)

S
1
)
°
5
x
3
Z

I
=

3P
0.6.(3.K P) N,
M
= Ms = M>. Observar que, por =R, § = 6.
(i) M = 6.(¢.(&.(£.S P) Q) No)
M

[

0.(¢.(3.(F.S P) Q) No)

Wi
S

3.3 .3 .(P Nz (QNy))

B.(G.(FSP)Q) N

U
w

I
D >
-y

Il
=

= Mg = M.

(iii) M = 0.(¢.(3.A% ¢ P) Ny)
El mecanismo es andlogo al del item (i).

(iv) M =6.(¢. A" o Ny)

M =  0.(0.A" o Ny)
= M,
= 9.5/.An (p o No)

=  0.0.A" N,
— M,
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= M3z = Mos.

(v) Reduccién a Mj utilizando la regla =CASETERM.
El caso donde Ny Ny = N N} es inmediato. Supongamos, entonces, que N1 Ny =
P # N{ N. En esta situacién, My = ¢.P, siendo ¢ tal que § =2 ¢. Los subcasos
a tener en cuenta son exactamente los mismos de los items anteriores, con la
diferencia de que, ahora, el case binder aparece reducido. El mecanismo de la
prueba es esencialmente el mismo; en lugar de utilizar =R para derivar § = 0
en la reduccién de My a Ms, se usa directamente que 6§ = ¢.

s M= {| ci— N; |}?:1 o N =2 {‘ ci— N;N ’}?:1 = M, (:ﬁDOTCASE)

En esta oportunidad, sélo debemos considerar el caso en el que My se obtiene a través
de =CaseDoT. Supongamos que N = N’ y, para cada i = 1,--- ,n, N; = N/. Entonces,

M = {a— N, eN
= CaseDor

= M

= {a—=NlLieN
= DoTCASE , ,

= {lei = NiN" [,

= Ala—= NN

= M1

La ultima reduccién se deriva aplicando reiteradas veces la regla =APp y luego la regla
=Cask. De esto, sigue que M3z = {|¢; — N/N'[}_,.

s M =0.(0.A o N Ny = 0.0 (oo No).(NyNo)) =My (sif =6y =) (=A-
DisT)

Este caso es andlogo al de =K. Existe, no obstante, un caso extra a tener en cuenta, y
es cuando M> se deriva aplicando la regla =ACASE y luego, en forma sucesiva, las reglas
=R, =AprP y =CASETERM. Sin embargo, se trata de un caso sencillo y, en consecuencia,
serd omitido.

» M =B%peN,eN, =3 (peNy)e (N; Ny) = M; (=B-Dist)

En esta oportunidad, puede suceder que M =3 My por =CaseDOT o por =BCask 4. El
primer caso conforma el escenario més general posible (el otro puede verse como instancia
de él). Por ende, supongamos que No = N}, y que B’y ¢ N| =% P. Necesariamente debe
ocurrir que P = B% ¢’ ¢ N/, con ¢ = ¢’ y Ny = N|. Luego,

M = B peNjieoN,
= CaseDot
= BY go' ° N{ ° Né
= M2
= B-DisT
= (¢ e N;3) e (N7 N3)
= M

La tultima reduccién se obtiene aplicando las reglas =App y =CASEDOT sucesivas veces
a partir de las hipdtesis. Entonces, M3 = (¢’ o Nj) o (N] NJ).

4Junto con diversas aplicaciones de =R y = CassDor.
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s M =0.A"" 9N =3¢ A" (peN) =M (sif =6) (=A-Drc)

La tnica regla a tener en cuenta para M = M, es =App. Supongamos, entonces, que
N = N’y §.A""1 o = P. Tal P s6lo puede ser de la forma P = §”.A"*! ¢/, donde 6 = 0"
y ¢ = . Por hipétesis inductiva, debe existir 6" tal que 6/ = 6" = 6”. De esta manera,

M = 6A"oN
= Arp
= M
_ 9_7/.A"+1 90/ N/
= A-DEC .
j 9/,/.An ((pl ° N/)
= M

Esta tultima reduccién se deriva a partir de las hipétesis previas, aplicando las reglas
=CaseDoT, =ACASE y, reiteradas veces, =CASETERM. Luego, M3 = 6"". A" (¢’ ¢ N').

» M=B""'pe N =2B"(peN) =M (=B-DkC)
El razonamiento a seguir es muy similar a lo desarrollado para el caso de =B-DIsT.
» M ={c¢— N[}y ={ci— N[}y =M (si N; = N/ para cada i) (=CAsE)

Si M = M, debe ocurrir que los términos N; (1 < i < n) reduzcan a respectivos

= CASE
términos N,’. Por ende, M = My, y My ={ ¢; — N/ [}I;.
Por hipétesis inductiva, para cada i = 1,---,n debe existir un término N/” tal que

N! = N!” &= N!. En consecuencia, basta tomar M3 = {|¢; — N/" [}_,.
« M= A" = A" = M, (si § = 6) (SACasg)

Sélo puede ocurrir que My = A™¢, con ¢ tal que 6§ = ¢. El resultado sigue en forma
inmediata aplicando la hipdtesis inductiva (i.e., que debe existir ¢ tal que 8/ = ¢ &= ¢).

» M =B"0 =B"¢ = M; (si 0 = 0') (=BCASE)
Idem caso anterior.
» M = Ny Ny = N{Nj =DM (si Ny = N{ y Na = Nj) (=App)

En este caso, para la reduccién de M a My, se deben contemplar las reglas =K, =S,
=A-DisT y =A-DEc. Para ello, basta recurrir a lo analizado previamente para cada una de
ellas (en su respectiva interaccién con =App).

Por tltimo, puede ocurrir que My = Ny NJ, con N1 = Ny y Ny = NJ. Por hip6tesis
inductiva, alcanza con tomar Mz = N{” N}/, donde Nj =% N{" &= N{' y N, = N &= NJ.

» M=0N=0.N =M (si0 =60 y N = N') (=CASETERM)

Este caso precisa tener en cuenta las reglas =CaseCons y =CaseAprp. El desarrollo
para cada una de ellas es andlogo a lo dicho anteriormente en sus respectivos casos ({tem
(v) para el caso de =CASEAPP).

También podria suceder que Ms = ¢.P, con § = ¢ y N =% P. Tal situacion se resuelve
de manera simple aplicando la hipétesis inductiva.
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» M=0eN =60 eN =M (sid =60y N=N') (=CaseDor)

Idem caso anterior, pero recurriendo a =DoT, a =B-DisT y a =B-DEC.
O

Como ya se explico, resta probar ahora que cada paso de —c¢r,, puede simularse en =
y, ademas, que cada paso de = puede simularse en una cantidad finita de pasos de —cL_ -
Este resultado sigue a continuacion.

Proposicién 3.4.2. —cr; €= C —oLg,

Demostracién La primera inclusion es consecuencia inmediata de que cada regla (y cada
esquema) de CLpg, (Figura 3.1) aparece entre las reglas de = (Figura 3.4). Observar que,
por =R, cada vector de case binders g es tal que 0= 0 lo cual permite simular cada uno
de los esquemas K, S, A-DisT y A-DEC en = por medio de sus respectivas reglas =K, =S,
=A-DisT y =ZA-DEC.

Para la segunda inclusién, sean M, N € CLpg_ tales que M = N. Probaremos por
induccion en M = N que M —cp,, N.

« M= M=N (=R)

M = N implica que M —¢Lz_ N en cero pasos.

s M =0.(¢KM)My,=0.¢/My=N (si0 =0y ¢=¢) (=K)

Inmediato si |6] = |¢| = 0 pues, por K, M —cLg, N en exactamente un paso. En otro
caso,
M = 60.(¢.KM)M,

—cLg, 0.9.M
HI -

—CLg, 9.¢/.M1
HI I

H)CLBC 0 (;5 .M1
= N

-y
il
S
<

s M = 0.(6.(3.S M) My) My = 6.6 &' .(My My (My Ms)) = N (si 6 = &,
J=d) (=S)

Idem caso anterior.

« M = 0(6.A o M) Mo = 0.5 ((p @ Ma).(MiMa)) = N (5i 0 = 0y 6 = &)
(=A-DisT)

Idem caso anterior.
s M =0.A"" oM =6 A" (peM;)=N (si 6 = ) (2A-DEc)
Idem caso anterior.

» M =60.c= N (sic— N € 6) (=CAseCoONs)
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Inmediato dado que, por (CAseCons), M —cr, N en exactamente un paso.
» M =0.(My M) = 0.M; My = N (=CASEAPP)

Idem caso anterior.

s M={ci— M} jeP ={ci— M;P[}l; = N (=DoTCASE)

Idem caso anterior.

s M =BpeM oMy = (peMy)e(M; M) =N (=B-Disr)

Idem caso anterior.

= M =B""pelM; = B"(pe M) =N (=B-Dkc)

Idem caso anterior.

» M ={c¢i— M} ={ec— M}, =N (si M; = M] para cada i) (= CASE)

M = {er— My;--- 50— My}
HI ,
—CLg, {‘Cl’_)Ml;"' ;CnHMnB’
HI ’ ’
—CLg, €1 My e M [}
= N

» M =A"0 =2 A"0' =N (si 0 =2 0') (2ACasE)
Inmediato a partir de la hipétesis inductiva para 6.
» M =B"9 =B"¢ =N (si 0 = ') (=BCasE)
Idem caso anterior.

s M =M My = M, M,=N (si My = M| y My = M)}) (=App)

M = My My
HI ,
H')CLBC Ml M2
HI ;o
—cLg, My My
= N

» M =0.M =60 M =N (si0 =0y M; =2 M]) (2CASETERM)
Idem caso anterior.
» M=0eM =0 eM =N (sid =0y M = M]) (=CaseDor)

Idem caso anterior.
O

A partir de las proposiciones 3.4.1 y 3.4.2, el método de Tait-Martin-Lo6f permite concluir
que —cLg, es una relacion confluente. De esta manera, queda demostrada la siguiente
Proposicion:

Proposicién 3.4.3. —cr,,_ es confluente.
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3.5. Representacion de la abstracciéon en CLg,

Vamos a mostrar que con nuestro sistema de combinadores podremos expresar la nocién
de abstraccion, esto es, simular el tener variables ligadas que resultaran sustituidas en
el cuerpo de la misma, como pasa en AB¢, pero ahora con una sintaxis sin ligadores. Esto
permite que la sintaxis de CLp, sea mas cercana a una formulacién de primer orden, aunque

sin serlo de todas formas®.

3.5.1. El operador \*

(Ip) Nza = SKK

(K-INTRO) NaeM = KM (x ¢ FV(M))

(ConsT) Ne Mz = M (x ¢ FV(M))
(S-INTRO) Ne. M N = S(\z.M) ()\* N) (x e FV(MN),N # x)
(A-INTRO) Nz M = AY(\z.0) (VM)

(A-INC) Nz A"9 = A" (N z.0)

(CASEDIST) Na{leg— M}y = {lei— Na M},

(B-INTRO) NzheM = BO(\2.0)e(Nax.M)

(B-INC) Nz.B") = B (\z.6)

Figura 3.5: El operador \*

En la Figura 3.5 mostramos las reglas de conversién que definen nuestro operador de
abstraccién. Notese que esto debe hacerse tanto para los términos como para los case binders,
puesto que unos a otros se utilizan en forma cruzada. Por otro lado, observar también que
esta definicién extiende una version clasica de \*.

Hacemos a continuaciéon una explicacién del funcionamiento general de estos combi-
nadores en funcién de la necesidad de definir el operador de abstraccién, la que conduce a
la inclusién de aquéllos.

En primer lugar digamos que asi como se aplica un término a otro, estamos creando la
posibilidad de aplicar un case binder a un término, denotada con 6 e M, lo que devendra en
la posibilidad de sustitucién una vez ejecutada la S-reduccién correspondiente (para el caso
en que a su vez 6 represente una abstraccién). El combinador A se utiliza entonces para
descomponer la posibilidad de aplicacién tanto en un término de la forma 6.M para el
término M como para el case binder . En este caso, se intenta aplicar tanto uno como otro,
al argumento, pero cada uno con la aplicacién asociada a su sort. Pero, a su vez, A? podria
aparecer otra vez bajo el alcance del abstractor, con lo cual hara falta otro combinador.
Se introduce entonces A!, de manera de manejar adecuadamente el anterior. Y asf sucesi-
vamente. Entonces se hace necesario contar con una cantidad infinita enumerable de ellos.
Andlogamente, también hard falta definir la abstraccién sobre el caso de la aplicacién con
la que contamos, 6 e M, dando lugar a la definicién de los combinadores B”. Este sistema

SEs claro que CLg, no puede ser un sistema de reescritura de términos de primer orden debido a que
los case binders siguen siendo conjuntos tal como lo eran en AB¢. Creemos que no hay una formulacién de
primer orden facil o natural, y buscarla nos alejaria del objetivo de mantener las caracteristicas esenciales
de \Bc.
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pues, creemos, representa aquél que con minima sintaxis y reglas adicionales, permite tal
mecanismo.

Al combinador A" se lo puede ver como el que toma el siguiente argumento y lo convierte
en aplicacién por debajo de él (n > 0), o finalmente toma los dos siguientes argumentos
y los convierte en aplicacién con entorno (n = 0), tal como funciona el combinador S en
la l6gica combinatoria cldsica. Lo mismo puede leerse en los combinadores B™, pero ahora
para operar con case binders.

3.5.1.1. Propiedades de \*

En primer lugar, se tiene el siguiente resultado que indica que el operador \* permite
deshacerse del concepto de variable ligada y del alcance de las variables, lo cual constituyé la
motivacion inicial de su definicion.

Proposicién 3.5.1. Sea x € V. Para todo término M (resp. case binder 6), se tiene que
x & FV(X*z. M) (resp. x € FV(N\*z.0))

Demostracién Por induccién en M (resp. 0). O

Ahora bien, veamos la propiedad que indica que tanto para los términos como para los
case binders, \* resulta en una abstraccion en el sentido descripto anteriormente.
Proposicién 3.5.2. Sean M, N € CLg,_. Entonces,

M e CLj, = (M2z.M)N —cLs, M[z/N]
M =60¢cCLg’ = (\Nz6)eN —cr, 0x/N]

Demostraciéon Por inducciéon en M. Dado que M € CLpg,_, la induccién se divide en dos
partes; cada una de ellas correspondiendo al sort de los términos y al sort de los case binders
respectivamente.

En primera instancia, supongamos que M € CLEgC.

s M=ac A
SiaeCosia=K,S, se tiene que FV(a) = (. Luego,
(N'z.M)N = (N'z.a) N
K-IN:TRO (K a) N
K
—CLg, @
SUBéTOM CL[ZL'/N]

=  Mlz/N]

Por otra parte, puede ocurrir que a = y € V. Si y # x, el desarrollo es andlogo a lo
anterior (pues x € FV(y) = {y}). Si, en cambio, y = x, sucede lo siguiente:

(N'z.M)N = (AN'z.x)N
Z  (SKK)N
—crs, KN(KN)
_>é<LBC N
SUBéTOM x[m/N]
= Mz /N]
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» M = M M,

Si My =x y ademés x &€ FV(M),

NzM)N = (NeMia)N
‘ET M N
Sus-ATou M, [CE / N] 33[1; / N]
Sun-Arr (M z)[z / N]
= Mz /N]
En cualquier otro caso,
NeM)N = (Nw.MiMy) N
S-INTRO (S (N'z.My) (N*'x.Ma)) N
—>C?LBC ( *$.M1) N (()\*xMz) N)
~cLs, Mile / N|Mala / N
ST (MY M) [z / N
— Mz / N|
«» M =6.M;
NaeM)N = (Nzf.M)N
MR (A (N .0) (VM) N
S8 (W 2.0) e N).(A'2.My) N)
cLs, O/ NMi[e /N
WO (9 M) / N]
— Mz / N]
» M =A"0 (n€N)
Nz.M)N = (Nz.A"9)N
A (AP (N .0)) N
oty AT(Vw.0) e N)
_»gch Anﬂ[aj/N]
A (A" 6)[z /N
= Mz / N|

Por otro lado, supongamos ahora que M = § € CLg’. Luego, la induccién sobre 6

prosigue de la siguiente manera:
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v 0={c1— My;- ;0= My [} (n>0)

(AN'z.0)e N = (Nazdler = My 5> My ) o N
CAsiDlsT ({’ ¢l — )\*le’ o )\*.’EMn ‘}) o N
35%%;1 {e1—= Nz My)N;--- e = (Nx.M,) N[}

—cLs, et Mz /N s Myfa /N |

ST (fler e My sen = My P/ N]
= flx / N]

] 0:()0.M1

(N'z.0) e N = (Nz.00 M) e N
FER (BN r.p) e (A2 M) e N
=0t (N'z.9) e N) o (\z.M)N)

iy, @l /N]e Mz N]

Sus-Dor (QD ° Ml)[{l/‘/N]
=  flz/N]

» 0 =B"p (neN)

(N'z.0)e N = Nz.B"p)e N
PO (B (Mz.p) e N
—Cly, B"((\z.p) e N)
HI
—CLg, B"p[z / N]
= B[z /N
= flz/N]

3.6. Traducciones entre \B, y CLp,

79

En esta seccién presentaremos traducciones entre estos dos formalismos. La conversién
de AB. a CLp, (seccién 3.6.1) se construye a partir de la definicién de \*, estudiada ante-
riormente. La conversién inversa (seccién 3.6.2) requiere la consideracién adicional de los
meta-operadores o y A, presentados en la Definicién 3.3.6. Para este caso, se probara que
la traduccion se comporta de la manera esperada. En la secciéon 3.6.3 enunciaremos dos

proposiciones que permiten ver a estas traducciones como pseudo inversas.

En cualquier caso, las traducciones dadas pueden verse como extensiones a las respectivas

traducciones clasicas entre el A-cdlculo y la légica combinatoria.
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CAPITULO 3. UN SISTEMA DE COMBINADORES PARA \B¢

De A\B. a CLg,

La Figura 3.6 muestra la definicién inductiva de la funcién de traduccion (e)¢. Es de
especial interés el caso de la abstraccion, que se traduce mediante el operador \*.

Ter = T (x €V)

Cc, = ¢ (cel)
(M N)CL = MecL Ney
Ae.M)e, = Na.Mg,
(0.M)e, = 0Ocn.Mey,

{‘ C; — MijcL ‘}?:1

3.6.2.

Figura 3.6: Conversién de A\B. a CLp,

De CLBC a )\BC

La definicién de esta conversion, notada (e)y, aparece en la Figura 3.7. Asumiremos que
las distintas variables ligadas introducidas por las ecuaciones son variables frescas.

(L-VAR)
(L-Cons)
(L-K)
(L-S)
(L-App)
(L-A)

(L-CASE)
(L-CB)

(L-Dor)
(L-B)

T\
C)
K\

(M N)
(A" 0),

(60.M)
({ei = M; [Hg)a

(QOM)A
(B™0)2

x (zeV)
c (cel)
ATY.x

Aryz.x z (y z)

My, Ny

AT - Tpto.

(9)\ 00Xy O0:--0Tpyo xn—i—Z)-(xn—i—l xn+2)
0, M),

{ci—
9)\OM>\

ix [z

A1 Tpg2.

Oroxy0---0xp0Tp20 (xn-l—l xn+2)

Figura 3.7: Conversién de CLg, a A\B.

La Proposicién 3.6.1 garantiza que un paso de reduccién en CLp, se simula correctamente
al traducir los términos involucrados a AB.. En primera instancia, es preciso realizar una
serie de observaciones que seran de utilidad a lo largo de la prueba. La primera de ellas
hace referencia a que el mapeo, en efecto, tiene como codominio el conjunto de términos
AB. 9. En especial, se nota que un case binder de CLg,cualquiera, al ser traducido, arroja
un case binder clasico. Esta ultima afirmacién serd utilizada en forma implicita durante el
resto de la presente seccién, excepto en determinados pasajes donde si requiera una menciéon

explicita.

SEsto, a simple vista, podria no ser obvio debido a la utilizacién de los meta-operadores o y A en las

ecuaciones.
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Observacién 3.6.1. Sea M € CL%C. Luego, My € AB. si M es un término, o bien, de
lo contrario, es un case binder cldsico de AB, (i.e., existe n > 0, constructores ci, -+ , ¢, y
términos My, --- , M, tales que 0\ = {|¢; — M; [}I'_;).

Demostracion Por induccion, y teniendo en cuenta que los operadores o y A sélo definen
transformaciones sobre case binders de A\B.. ]

La préoxima observacion extiende la regla CaseLam de AB, a los casos donde se tiene un
vector de case binders (de AB.) en lugar de un dnico case binder.

Observacién 3.6.2. Sea M € AB. y 6 un vector de case binders. Luego,

O \e. M — \z.0.M

Demostracién Por induccién en 6. Si § = (0, vale la igualdad. En otro caso, el resultado
es inmediato a partir de la hipétesis inductiva y de la aplicacién de la regla CaseLam. [

Una tltima observacién trata sobre reducciones en los case binders resultantes de aplicar
los meta-operadores o y A.

Observacién 3.6.3. Sean 6,60’ € B tales que § — ¢'. Luego, dado M € AB.y z €V,

QoM — 6 oM
M. — .0

Demostracién Dado que 6 = { ¢; — M; [}l para cierto n > 0, constructores ci,--- , ¢y
y términos My, - -, My, la reduccién debe darse en algin M; (1 < j < n), ie., M; — M]’
y 0 ={ci— M- 550 M- 5¢p — My [} Entonces,
oM = {ci— MiM;---;¢j— M;jM;--- ;¢ — M,M |}
— {lei= MiM;--- 55— MiM; - 5cp — MM}
= oM
Para la otra parte, el razonamiento es similar. O

De esta manera, ya estamos listos para probar el resultado que nos proponiamos:

Proposicion 3.6.1. Sean M, N € CLp, tales que M —cr, N. Entonces,
My —xp. N

Demostraciéon Por induccién en M. Al ser M € CLp,_, la induccién debe separarse en dos
partes: la primera de ellas correspondiendo al sort de los términos y, la restante, al sort de
los case binders. Por simplicidad, en cada caso analizado, omitiremos el calculo detallado
de M)y y N,. No obstante, es inmediato aplicando las distintas ecuaciones de la Figura 3.7
segun corresponda en cada caso. Ademds, la notacién 9} indica, como es de esperar, la
aplicacién de la traduccién a cada componente de g.

Supongamos primero que M € CLj_.

s M =ac A

a es CLp,-forma normal, de manera que la implicacién es vacuamente cierta.
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» M = My M,
Para este caso, es necesario tener en cuenta varias alternativas posibles.

(i) M =0.(¢.KP) My 5 6.6.P =

My = (6 P) M2))x
= 0.

).(
(&r-(Awy.z) Py) May
Obs. 3.6.2
= /\ (Azy.dr.x) Py) May,
MR ). (M\y.da.Py) Moy
Obs. 3.6.2 -
— (Ay.0x.0x.Py) May
APP_L;\M 0_:\.(5)\.P)\

+K
o

Notar que las variables x e y son frescas, de manera que no ocurren en los
vectores de case binders de M ni en P).

(i) M =0.(¢.(3.SP)Q) My > 6.6.5.(P My (Q My)) = N

My = (((3@SP)Q)Ma)s
= A (O (@x-(Azyz.z 2 (y 2)) Pr) Q) M2y
Obs. 3.6.2 = -
— A (DA (Aryz.Ox. (72 (Y 2))) Pr) Q) M2y
M0y (dadyz.Ex.(Pyz (y2)) Q) Moy
Obs. 3.6.2

ST 00 ((Myz.0a.Bx.(Pr 2 (1 2))) Qx) Mo
FEY O\ A2 00D (P2 (Qx 2)) Moy
Obs. 3.6.2 JE
- (/\Z.H,\.(b)\.(ﬁ)\.(P,\Z(Q)\ Z))) MQ)\

APP_L;'\M §A.$A'ﬁk-(PA M2>\ (Q)\ M2>\))

(iii) M = 6.(6.A° o P) My “" 0.6.((p  Mo).(P My)) = N

My = (B(5A" P) M),
P

= é:\ ( )\35'11/‘2 (cpkoxg) (.1/‘1 xg) P)\) MQ)\

P B(Marzda((r 0 22)-(2122))) Py) Moy

M 03 Az2.0. (0 0 @2).(Py 22)) May
Obs. 3.6.2 o
= (Az2.00.0x-((pr 0 22).(Pr72))) M2y
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(iv) M = 6.A" o My "2 0.A" (oo My) = N

M), = (0.A" 1 o My),
= O\ Ax1 - Tpis3.(row1 0 - 0Tpi1 © Tpys).(Tpto Tnts) May
Obs. 3.6.2 -
- ()\.%1.9)\.)\332 ce xn+3.(g0/\ OX10---0Tpy1 © xn+3).($n+2 .Z‘n+3)) MQ)\

ApPLAM

GA.AJZ'Q cee .Z'n+3.((p)\ ¢} Mg)\ OX20:--0Xpy1 O xn+3)-($n+2 $n+3)
= Or\.Ax1 - Tpya.(proMayoxy o 02y 0xny2).(Tny1 Tny2)
N
(v) Reduccién interna

En tal caso, ocurrird que My — M| o bien My — MJ. Apoyédndonos en la
hipdtesis inductiva, el resultado es inmediato.

s M =0.M;
Este escenario también presenta distintos subcasos posibles.
(i) M =0.c"5"" N (sic— N €0)

De ser asi, 0§ = {{¢; — N;[}l'y yc=c¢; y N = Nj para algin j = 1,--- ,n.
Luego,

My = (0.0
= 9)\.0

= Alam Nialisc
CaseCoONs Nj

— Ny,
(i) M=6.PQ) "="9.PQ=N
My = (0.(PQ))x
= O(PQy)
I 00 PyQ
= N,

(iii) Reduccién interna

De forma similar a lo estudiado anteriormente, debe ocurrir que 8 — 6’ o bien
My — Mj. En cualquier caso, el resultado es inmediato utilizando la hipétesis
inductiva.

« M=A"9 (neN)

A diferencia de los casos previos, en esta oportunidad M no puede poseer un redex en
la raiz. Por ende, la reduccién debe ser interna, i.e., debe existir #” € CLg" tal que § — ¢,
y N = A"#'. En consecuencia,

My = (A"0)\

A1 Tpgo. (00X 0 0y 0 Tpy2) (Tnt1 Tng2)

LE O

Ay $n+2-(el)\ 0xX10:---0Tp 0 xn+2)-($n+1 xn—i—?)
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Notar que el paso donde se aplica la hipdtesis inductiva también utiliza lo remarcado en
la Observacién 3.6.3: razonando en forma inductiva, a partir de ella se obtiene que

9}\0$10--~O{Enoxn+2%993\0"1,‘10-"0.'13”01’7%1,2

Ahora, supongamos que M = 6, N = ¢’ € CLg". De esta manera, la induccién sobre 6
consiste en los siguientes casos:

» 0={c1— My; - ;¢ = My [} (n>0)

Si @ — ¢, necesariamente sucederd que M; — Mj’ para algun j = 1,--- ,n. A partir de
la hipdtesis inductiva, entonces, el resultado sigue de manera inmediata.

| | 0 = ¢ [} Ml
Este caso presenta cuatro subcasos, detallados a continuacion.

(i) 0={ci— N[y o My S {leg s Ny My 7y =6

O = (i Nilbi, e M)y
= {ci—= Nix[}ieq o My
= {ci— Nix Mia by
_ 9/
= 0,

En este caso, la reduccién se da en cero pasos.

(i) 0 =BpePelM "= (peM)e(PM)=¢

Debido a la Observacién 3.6.1, debe existir n > 0, constructores ci, -+ ,¢, y
términos en AB. Ni,--- , Ny, tales que ¢\ = {|¢; — N; [},. Entonces,
0, = (BogooPoMl)A

(Az122.0) 0 T2 0 (21 22)) © Py 0 M),

(Az1wa{| ¢ = Nillioy o w0 (w122)) o Py o My
{ci = Az122.N; 29 (21 22) [}1] 0 Py 0 M)

=  {lar— (Arize.N;zo (x122)) Py My [}y

ApPPLAM
= {lei = Ny My (Px Miy) ey
= {lci Niljzg o M1y o (Py Miy)

(iii) 0 =B o e M; " B (@ e M) = ¢
Nuevamente por la Observacién 3.6.1, debe existir m > 0, constructores ci, - - - , ¢,
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y términos en AB. Ni,--- , Ny, tales que ¢y = {|¢; — N; [}7*,. En consecuencia,

9)\ = (Bn—HgOOMl))\

(A1 Tpp3.92 010+ - 0 Tpy1 O Tpt3 © (Tpt2 Tny3)) © M1y

{eir=Ar1 2p 3. Ny Tpg1 Ty (Tpg2 Tngs) [Hiey © My

= {ei Az g3 N1 Tpy1 Togs (Tny2 Tnys)) My [Heg
AprpPLAM

- {lei— Ava- g3 Ny Miy o+ Tpg1 Tngs (Tngo Tnas) [Hieg
= {c— A1 wpp2 NiMiyxy - @p Ty (Tng1 Tng2) ey
= Az zpqoflci— NiliZioMiyoxio---0xy 0Tpy 0 (Tny1 Tni2))

=  (Az1-Tpy2.oA0 M1y 0T1 0 - 0Ty O Tpy2 0 (Tpy1 Tny2))
_ /
= 9>\

(iv) Reduccién interna
Inmediato a partir de la hipdtesis inductiva, utilizando también las Observa-
ciones 3.6.3 y 3.6.1 segin dénde se dé la reduccion.

« 0=B"p (neN)

Este 1ltimo caso s6lo puede contener una reduccién interna ¢ — ', siendo ¢' € CLg?
y en consecuencia ' = B™ ¢'. Luego,

Oy = (B"p)

AL+ Tp2.PA O X1 O+ 0 Ly O Tpy2 O (Tpt1 Tpt2)

LEO

/
AL Ty 2.0\ O L1 0+ 0 Xy O Tpg2 O (Tyt1 Tng2)
/
0

En forma andloga a lo expresado para el caso donde M = A" ¢, el paso donde se utiliza
la hipdtesis inductiva también hace uso de la Observacién 3.6.3. O

3.6.3. Propiedades

Las traducciones presentadas cumplen la propiedad de ser pseudo inversas, en el sentido
de equivalencia y no de igualdad sintédctica. Esto es de relevancia en el marco del problema
de unficaciéon de orden superior, tal como se mencioné en la seccién 3.1.1. De esta manera,
dichas conversiones podrian tomarse como punto de partida al lidiar con aquel problema en
un posible trabajo futuro.

Las proposiciones 3.6.2 y 3.6.3 muestran, respectivamente, cémo traducir un término (o
case binder) en un sentido y luego traducir en el sentido inverso resulta en un nuevo término
equivalente al original. Optamos por enunciar estos resultados sin detallar sus respectivas
pruebas para no sobrecargar excesivamente el trabajo, desviando el foco de atencion del
mismo.

Proposiciéon 3.6.2. Sea M € CLg_. Entonces,
(M))cL =cLs, M

Demostracién Por induccién en M (omitida). O

(Az1 - @pgs{ e = Ni i ox1 0+ 0 Tng © Tnys © (Tng2 Tnts)) © Miy
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Proposicién 3.6.3. Sea M € AB. + B. Entonces,
(Mew)x =a8. M
Demostraciéon Por induccién en M, y utilizando el Lema 3.6.1 (omitida). O

El Lema aqui mencionado asegura que la traduccién a AB. de un término generado
por A\* es equivalente a una abstraccién usual, como es de esperar, con su cuerpo a su vez
reconvertido a AB.. Para el caso de case binders, tal abstraccion es la abstraccion simultanea,
que viene dada por el meta-operador \.

Lema 3.6.1. Sea M € CLg,. Entonces,

MeCLE, = (Ma.M)y =g, Av.M,
M=20¢ CL%S = ()\*ZEQ)A =)\, Ax.6)y

Demostracién Por induccién en M (omitida). O

3.7. Extensionalidad

Resulta interesante preguntarse si en CLp, existe alguna forma de extensionalidad, o
si la extensionalidad en AB¢ es bien traducida. En esta corta seccién exponemos distintas
formas que presenta la n-reduccién tanto para términos como para case binders.

Proposiciéon 3.7.1. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Sea 0 € By x ¢ FV(#). Entonces,
Mx.0ox E»LWAPP 6 con o= |0
2. Sean M, N € CLy_. Entonces,
NaxM)N — M sixz¢gFV(M)
3. Sea § € CLg” y N € CLj_. Entonces,
(NzO)eN — 0 sizgFV(0)
Demostraciéon Consecuencia inmediata de la Proposiciéon 3.5.2.

A partir de esto, y de la propiedad de abstraccién de \*, se tiene:

Proposicién 3.7.2.
1. Sean M, N € CLj_. Entonces,
Nz.Mz)N — MN siz¢gFV(M)

2. Sea § € CLZ” y N € CLj_. Entonces,

(NzOex)e N — OeN sizgFV(h)
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A partir de esto ultimo surgen reglas de simplificacion para la representaciéon de la
abstraccién en CLg,. Esto es, a la definicién del operador A* (Figura 3.5) pueden agregarse
o eliminarse las siguientes dos cldusulas independientemente, manteniendo los resultados
presentados:

(ConsT) Nae Mz = M (z¢FV(M))
(ConsTCB) MNz.fex = 60 (z¢FV())

La primera de estas cldusulas, ya incluida en la definicién presentada, es la generalizaciéon
de la situacién de la regla adicional de conversion de Curry-Feys para CL clasica, mientras
que la segunda expresa una situaciéon andloga para case binders.

Observar que, de omitir CONST, serd preciso utilizar S-INTRO.

3.8. Comentarios adicionales

El desarrollo de CLg_, en las primeras etapas, encontré trabas en relacion a la confluencia
del sistema. Una vez definida la sintaxis del célculo (haciendo foco en la representacién de
la abstraccién), el conjunto inicial de reglas de reduccién vino dado por la unién de las
reglas usuales de la légica combinatoria mas las reglas CASEAPP y CasECoNs de AB. y,
por supuesto, nuevas reglas para tratar las construcciones introducidas de acuerdo a sus
caracterfsticas’. Sin embargo, un andlisis preliminar de los pares criticos permitié concluir
que las reglas no eran lo suficientemente poderosas como para lograr cerrar ciertos pares
lo cual, sin dudas, hace que el cdlculo no sea confluente. Por ejemplo, ocurrian situaciones
como la ilustrada por la Figura 3.8, en donde el diagrama alli presente no permitia cerrarse
a partir de esta primera versién de las reglas.

6.(K M N)

2

Figura 3.8: Par critico no-cerrable a partir de las primeras reglas de CLp,

0.(K M 0.M

Siguiendo este ejemplo, se observo que, si uno generalizara y permitiera que
0.(K M) N reduzca a 6.M, el par critico quedaria resuelto. No obstante, tal regla adicional
introduciria un nuevo par que podria solucionarse de manera similar, y asi sucesivamente.
Este escenario motivé la complecién del sistema mediante esquemas de reglas basados en
clausuras vectoriales de case binders. El problema inicial recae en la interaccion entre la regla
CASEAPP y las reglas asociadas a K, S, A? y A""!. Similarmente, al seguir la metodologfa
de Tait-Martin-Lof para asegurar la confluencia de la reduccion, durante la prueba de sat-
isfactibilidad de < surgieron inconvenientes que en ultima instancia fueron solucionados
generalizando atin mas dichos esquemas, introduciendo varios niveles de clausura vectorial.
De esta manera, logramos finalmente obtener un conjunto de reglas satisfactorio, que es el
que ilustra la Figura 3.1.

Desde un punto de vista implementativo, los vectores de case binders imponen la necesi-
dad de explorar hacia adentro los términos para determinar si se puede o no aplicar alguno
de los esquemas durante la evaluacion.

"Por ejemplo, para el caso de A°, se tenfa la regla A0 M N — (0 ¢ N).(M N)



Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado distintas formulaciones de célculos lambda con patrones
desde la perspectiva otorgada por traducciones sintacticas entre ellos. Tales traducciones
se vieron motivadas por multiples propédsitos, entre los cuales podemos mencionar la po-
tencial transferencia de propiedades de un formalismo a otro, la oportunidad de dilucidar
qué relaciones guardan entre ellos y la posibilidad de obtener implementaciones entendiendo
la traducciéon como un proceso de compilacion.

El trabajo expuesto se desarrollé en torno al calculo AB.. Esta tesis abordé el estudio
de este céalculo, en tanto hemos propuesto traducciones hacia él y desde él, debido al interés
que resulta del sistema para codificar funciones y patrones de manera unificada, tal como
se expone en [3, 5].

Por un lado, presentamos una conversion de términos de AC, un cédlculo con patrones de
primer orden y abstracciones multiples, a términos de AB,, cuya caracteristica esencial es
la introduccién de case binders (andlisis de casos por constructores) y su particular interac-
cién con las funciones. El calculo de origen extiende la G-reduccién clasica a abstracciones
de multiples patrones en donde un paso de reduccién oculta el proceso de matching, que
se realiza en forma atémica e instantdnea. A diferencia de esto, AB. sélo dispone de ab-
stracciones clasicas: el matching sobre patrones debe ser procesado secuencialmente a través
de distintos case binders, que son propagados segin las diversas reglas del calculo. Tales
reglas permiten, ademas, obtener un mayor aprovechamiento al evaluar ciertos términos
cuyos equivalentes en AC se encontrarian bloqueados debido a la fuerte restriccién que im-
pone la necesidad de instanciar patrones para poder reducir. Estas importantes diferencias
impulsaron la busqueda de una traduccién entre ambos formalismos.

A partir de los resultados negativos de los primeros enfoques tomados, arribamos a
una primera conclusion puramente argumentada de manera intuitiva: creemos firmemente
que no es posible encontrar traducciones totales de A\C a AB.. El mecanismo de anélisis
de casos de este ultimo céalculo, que constituye la tnica herramienta para simular pattern
matching y, en consecuencia, para simular las abstracciones multiples, limita la posibilidad
de distinguir entre patrones cuando éstos son tales que sus distintas posiciones (a excepcién
de la raiz) corresponden a variables en, por lo menos, uno de ellos. En tales escenarios, uno
puede esperar un término arbitrario en las posiciones de variables correspondientes a las
diferentes instancias de los patrones, lo cual deviene en la imposibilidad de generar un case
binder que se comporte de manera acorde.

Para la traduccién presentada demostramos no sélo que simula un paso de reduccién
B-multiple-pattern, sino también que lo hace en una cantidad lineal de pasos'. Ademds,

'Respecto del tamafio del patrén instanciado originalmente.

88
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mostramos que también simula n-reduccién en un paso y estudiamos la complejidad espacial
en funcién de los tamanos de los términos y sus traducciones, probando que, en el peor
caso, el tamano de un término traducido guarda una relacién lineal respecto del tamano del
término original. Estas buenas propiedades, entonces, refuerzan la posibilidad de analizar
la conversion desde un punto de vista implementativo.

Ademas de esto, la experimentacion con ciertas familias de términos nos hizo concluir
que, bajo ciertas condiciones, los tamanos de los términos traducidos son estrictamente
menores que los tamanos de los términos originales. Puntualmente, esto puede ocurrir cuan-
do una abstraccion multiple contiene una gran cantidad de patrones que comparten parte
de la estructura. Se observé que los case binders de AB. pueden aprovechar esta redundancia
y disponer més eficientemente los datos.

En base al desarrollo de esta primera etapa, podemos delinear las siguientes posibilidades
de trabajo a futuro:

s Proveer una extension a AC transfiriendo, en forma restringida, las reglas CASELAM y
CAsEAPP de AB.. Esto podria permitir una traduccion inversa de AB. a A\C.

» Estudiar sistemas de tipos para AC y analizar de qué modo se traduce el tipado de
este célculo en relacién al tipado de AB. propuesto en [55].

s Formalizar la intuicién de que ninguna traduccién puede ser total.

Por otra parte, se estudié un sistema de combinadores para AB. (llamado CLg,) en
donde, tal como ocurre con la légica combinatoria en relacién al A-calculo clésico, el objetivo
principal es eliminar el concepto de ligadores de variables con el fin de otorgar posibles
implementaciones del calculo original de manera maés sencilla, sin necesidad de lidiar con
las conocidas dificultades introducidas por los ligadores. Ademads de esto, la formulacion de
tal sistema se vio motivada, en mayor o menor grado, por una potencial transferencia de
problemas sobre AB. a un contexto algebraico que permite, en muchos casos, un tratamiento
mas adecuado de los mismos (asi ocurre, por ejemplo, con el problema de resolubilidad), y
también, mas concretamente, por la posibilidad de abordar el problema de unificaciéon de
orden superior sin la dificultad adicional de trabajar con variables ligadas. La traduccién
de AB. a CLp,, ademas de tener posibles usos futuros en relacién a estas observaciones,
permite estudiar el gap existente entre el cdlculo y la implementacion.

La prueba de confluencia de CLp, no precisé de la técnica empleada en [5] (i.e., divide-
and-conquer), quizds por la ausencia de ligadores. Sin embargo, la prueba desarrollada no
permite obtener una nueva prueba de confluencia para AB., justamente porque reduccién
en éste no implica reduccién en CLg..

Es interesante notar el novedoso hecho de que esta formulacién combinatoria permite
tratar a los case binders casi como términos, en el sentido de que se ha definido para ellos
aplicacién y abstraccion, acercandonos asi, aunque sin serlo del todo, a los trabajos recientes
de patrones como ciudadanos de primera clase.

Las posibilidades de trabajo a futuro incluyen el estudio de la nocién de reduccién fuerte
(cf. [33]) en CLg,.

La experiencia adquirida a lo largo del trabajo permite concluir que las traducciones
sintacticas constituyen un mecanismo interesante no sélo para estudiar un calculo a través de
otro sino ademds como herramienta para comparar distintos aspectos entre formalismos de
naturalezas opuestas. En este caso puntual, las traducciones desarrolladas fueron de utilidad
para estudiar la representacién y el tratamiento de los patrones en distintos calculos. En
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virtud de estas diferencias, pudimos comprobar comportamientos muy distintos entre uno
y otro formalismo.



Apéndice A
Implementacion

En forma complementaria al desarollo tedrico, se han implementado en Haskell [61] los
distintos célculos estudiados (AC, AB. y CLg, ) y las respectivas traducciones. A continuacién
describiremos a alto nivel la disposicién de los médulos involucrados y las funcionalidades
que cada uno provee.

Cada calculo se ha implementado en forma individual a través de una serie de médulos,
y cada uno de estos mddulos queda completamente definido por un archivo que lleva su
mismo nombre con la extensién hs. La arquitectura general es comun a los tres célculos.
Siendo X cualquiera de ellos, los médulos se organizan de la siguiente manera:

» XTypes: declara los tipos de datos necesarios (términos, y ademds case binders para el
caso de CLp,) e instacia la clase Show para permitir visualizar los términos. También
define ciertas funciones auxiliares (variables libres, tamafo, etc.).

» XParser: contiene el c6digo generado en forma automética por Happy [26], a partir de
la gramatica especificada en el archivo XParser.y. Este médulo provee un lexer y un
parser para el calculo en cuestion, permitiendo asi manipular el cilculo a través de
cadenas de caracteres.

= X: se trata del médulo principal del cédlculo. Alli se definen las funciones de reduccién
en un paso (que implementa, desde ya, cada una de las reglas), reduccién en N pasos
y normalizacién !. La estrategia de reduccién implementada es leftmost outermost 2.
Se opté por ésta debido a que resulta estandar en el A-cdlculo clésico, lo que garantiza
normalizacién en caso de ser posible. Tanto en AB. como en A\C no existen, hasta donde
sabemos, resultados de estandarizacion; no obstante, se estima que esta estrategia
podria sentar las bases para una primera posibilidad de estandarizacién en dichos
calculos.

» XExamples: define un conjunto de ejemplos y casos de prueba para las reglas de re-
duccion del calculo. Estos ejemplos involucran funciones recursivas (mediante combi-
nadores de punto fijo), niimeros naturales y listas (definidos como tipos algebraicos).

Los médulos que implementan las traducciones son independientes a cada calculo indi-
vidual:

'La funcién de normalizacién simplemente reduce tanto como puede. Por supuesto, no terminard si el
argumento no posee forma normal.

2A excepcién de algunos casos puntuales como, por ejemplo, la aplicacién de una abstraccién multiple a
un término cualquiera en AC. En tal situacién, se reducird primero el argumento hasta el punto en el que
instancie alguno de los patrones presentes en la abstraccién multiple. Una vez hecho esto, se reducira la
aplicacion.
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» Translator: implementa la traduccién de AC a AB.. Existe ademas un médulo llamado
TranslatorChecker que define funciones auxiliares para verificar la conmutacién de
la reduccién y la traduccién para un término dado como argumento y para comparar
los tamafios del argumento y de su respectiva traduccion.

» MapsLBc-CLBc: implementa los mapeos entre AB. y CLp,.. Para ello, se vale de una
funcién que implementa A*. También provee un conjunto de casos de prueba; algunos
de ellos consisten en aplicar todas las traducciones implementadas a un término AC y
luego normalizar, para analizar si el resultado arrojado es el esperado.

Por 1ltimo, listamos los nombres de las funciones de mayor relevancia y una breve
descripcién de las mismas. Por simplicidad, asumiremos que a es cualquiera de los tipos de
datos LambdaCTerm, LambdaBcTerm o CLBcTerm:

» reduce’:: a -> Maybe a: reduccion en un paso. El valor de retorno es Nothing sélo
si el argumento es forma normal.

» normalize’:: a -> (Integer, a): normalizacion. El par resultante indica la canti-
dad de reducciones efectuadas y la forma normal obtenida.

» translate’:: Int -> LambdaCTerm -> LambdaBcTerm: implementacién de la fun-
ciéon . El primer argumento es una variable interna para garantizar que las variables
v € U son frescas. Sélo tiene incidencia en nombres de variables ligadas.

» toCLBc’:: LambdaBcTerm -> CLBcTerm: la traduccion de AB. a CLg,.

» toLBc’:: CLBcTerm -> LambdaBcTerm: la traduccién de CLg, a A\B..

Tomamos la convencién de que los nombres de funciones con tilde trabajan sobre los
términos propiamente dichos. Por otro lado, estos mismos nombres sin tilde denotaran
funciones que esperan argumentos de tipo String, i.e., cadenas de caracteres que seran in-
terpretadas para generar el término que representan. Asi, por ejemplo, reduce :: String
-> Maybe a.

Esta implementacion estd disponible en

http://www-2.dc.uba.ar/materias/reescritura/lsanti/
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