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Resumen

Prefacio

Esta tesis contiene los resultados de mi trabajo de investigacion realizado en el
Departamento de Computacion de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, en la
Universidad de Buenos Aires, durante los afios 1996 y1997.

El trabajo analiza el problema Multi-Threaded Paging (MTP — Paginacién de Multiples
procesos), el cual es una extensioén del problema de Paginacién de memoria donde se
presentan mas de una secuencia de pedidos a un algoritmo, que debe decidir no s6lo
como servir estos pedidos sino también qué pedidos servir. La cantidad de page-faults
incurridos en servir todos los pedidos va a depender tanto de las paginas desalojadas
como del orden en que se sirven los pedidos de las distintas secuencias. Este problema,
propuesto por E. Feuerstein y A. Strejilevich de Loma ([1], [2]), es de importancia
practica en la administraciéon de memoria en sistemas multitarea.

En esta tesis se estudia el problema MTP en general, proveyendo cotas a la
competitividad de diferentes algoritmos on-line. También se estudian diferentes casos
particulares de este problema, obteniendo mejores resultados que en el caso general.
Finalmente se propone una extensiéon de MTP que permite modelar con mayor fidelidad
problemas de secuenciamiento de tareas, y se encuentran cotas para un caso particular
de esta extension.

Este trabajo esta organizado en diez capitulos. El primero es introductorio y presenta los
conceptos basicos sobre algoritmos on-line y analisis de competitividad.

En el capitulo 2 se introducen restricciones sobre las instancias y los algoritmos que se
analizaran en el resto de la tesis y se muestra que con estas restricciones no se pierde
generalidad en los resultados obtenidos.

En los capitulos 3, 4, 5 y 6 se analiza el caso particular del problema MTP en el cual la
caché es de tamafio uno, presentando algoritmos Optimos off-line y cotas para la
competitividad de algoritmos on-line. El capitulo 3 presenta resultados generales sobre
este caso particular. El capitulo 4 analiza el caso aun mas particular en el cual la caché
es de tamafio uno y se tienen Unicamente dos secuencias de pedidos. En el capitulo 5 se
presenta una extension del problema MTP que llamamos MTP Semi-online, y se
presentan cotas para el caso en que la caché es de tamafio uno y se tienen dos secuencias
de pedidos. En el capitulo 6 se presentan cotas para el problema MTP para el caso en
que se tienen mas de 2 secuencias de pedidos.

En el capitulo 7 se analiza un problema off-line relacionado con MTP. Los resultados de

este capitulo son utiles en el capitulo siguiente al obtener cotas para MTP en su forma
general.
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Resumen

En el capitulo 8 se analiza el problema MTP con caché de cualquier tamafio y cualquier
numero de secuencias de pedidos, obteniéndose cotas de competitividad para los
algoritmos on-line.

El capitulo 9 se dedica al problema MTP cuando se consideran algoritmos on-line
aleatorios, presentando una nueva cota inferior.

Finalmente, el capitulo 10 presenta un resumen final de la tesis, conclusiones y una
vision general sobre futuras direcciones de investigacion.
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Introduccion

1. Introduccion

1.1 Generalidades sobre algoritmos On-line y Competitividad

Durante los ultimos afios se ha dedicado una considerable atencion al andlisis de
competitividad de algoritmos on-line. Informalmente, un algoritmo on-line es aquel que
debe tomar decisiones antes de conocer completamente los datos del problema. Estas
decisiones son tomadas teniendo en cuenta los requerimientos pasados y suponiendo, en
general, que los requerimientos futuros se asemejaran a los previos.

Un algoritmo on-line puede ser visto como un algoritmo que recibe una secuencia de
pedidos y realiza una accion inmediata en respuesta a cada uno de ellos. Algoritmos de
este tipo se usan en todas aquellas situaciones en las cuales es necesario tomar
decisiones y asignar recursos sin conocimiento del futuro. En contraposicion, se dice
que un algoritmo es off-line si conoce completamente los datos del problema a resolver
desde el principio. Ejemplos de algoritmos on-line aparecen en la administracion de
estructuras de datos dindmicas, aplicaciones interactivas, planificacién de movimientos
(robots, cabezales de discos rigidos, ascensores), juegos (Tetris), etc.

La naturaleza on-line de estos algoritmos puede ocasionar una pérdida de performance
con respecto a los resultados que podrian obtenerse con un conocimiento a priori de los
datos del problema. Por lo tanto, surge la necesidad de establecer un criterio que permita
evaluar la calidad de diferentes algoritmos on-line. Este criterio no es obvio y puede
basarse en distintos tipos de analisis. El analisis tipico en algoritmos off-line del peor
caso no es siempre conveniente pues a veces no logra distinguir entre diferentes
algoritmos on-line con distinta performance.

Otra alternativa consiste en asumir un determinado modelo probabilistico para los datos
del problema. En ese caso un algoritmo puede ser considerado 6ptimo si escoge sus
acciones de manera tal que se minimice la esperanza de su costo. Ese es el enfoque
tradicionalmente seguido por algunos sectores, en particular aquellos relacionados con
las teorias de Juegos y Control Estocésticos. La principal desventaja es que requiere
conocer (o asumir) la distribucién de probabilidad de los datos de entrada.

Para resolver estos inconvenientes aparece la nocion de Andlisis de Competitividad,
introducida en 1985 por Sleator y Tarjan[10]. Segun esta metodologia se compara un
algoritmo on-line con el algoritmo 6ptimo que conoce completamente la instancia de
datos del problema. Se utiliza el algoritmo 6ptimo off-line como un punto de partida, y
se comparan los distintos algoritmos on-line con él.

Segun este punto de vista, la calidad de un algoritmo on-line se mide por la maxima
razon entre el costo del algoritmo on-line con el costo incurrido por el algoritmo 6ptimo
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off-line en la misma instancia de datos. La maxima razon se calcula sobre el universo de
instancias del problema.

Formalmente, llamando Ca(I) al costo del algoritmo on-line A sobre la instancia I y
Co(I) al costo optimo off-line sobre la misma instancia, se dice que el algoritmo A es c-
competitivo si existe un b tal que para toda instancia I del problema:

CaHh<cCo(+b

La constante ¢ se llama factor de competitividad. Se dice que un algoritmo on-line A es
competitivo si es c-competitivo para alguna constante c. Esto es util pues para algunos
problemas no existen algoritmos on-line c-competitivos, para ningtin valor de c. Se dice
también que la competitividad de un algoritmo on-line A es el infimo de los valores c tal
que A es c-competitivo.

Este tipo de analisis evita los inconvenientes del analisis del caso promedio y permite
diferenciar algoritmos de distinta performance. A partir del trabajo de Sleator y Tarjan,
una gran cantidad de investigadores se ha dedicado al estudio del tema, tanto a la
solucién eficiente de problemas on-line particulares como a la obtencion de
herramientas generales y metodologias de analisis mas refinadas.

Los algoritmos competitivos tienen un cierto sentido de aprendizaje, pues aprovechan la
estructura de los datos conocidos para procesar en forma eficiente la instancia de datos
completa.

Es clasico analizar el problema como un juego entre un jugador on-line'y un adversario
que elige la instancia de datos. El adversario intenta maximizar la razon entre los costos
del jugador y el suyo. Esta representacion permite obtener dos tipos de resultados: Cotas
inferiores y superiores. Las cotas inferiores indican que no existen algoritmos c-
competitivos con ¢ menor que el valor de la cota. En general, para todo algoritmo on-
line se proveen instancias de datos tal que la razén de costos sea mayor o igual a la cota.
Estas instancias se pueden obtener a partir de la estrategia de juego del adversario en el
juego hipotético.

Las cotas superiores se obtienen generalmente presentando un algoritmo on-line cuya
competitividad es igual a la cota. Estos algoritmos se pueden construir indicando como
debe responder el jugador on-line a las jugadas del adversario. De esta manera, se puede
mostrar que para cualquier accidon del adversario el algoritmo obtiene una razén de
costos menor o igual a la cota superior.

Un objetivo del estudio de la competitividad de los algoritmos es lograr cotas inferiores
y superiores iguales, y hallar un algoritmo cuya competitividad sea igual a estas cotas.
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1.2 Paginacion de memoria

En los sistemas operativos que ofrecen memoria virtual se utiliza una técnica que
permite crear la ilusion de un espacio de memoria mayor a la cantidad de memoria
fisica presente en el sistema. Esta técnica permite ejecutar programas con grandes
requerimientos de memoria, en forma independiente del tamafio exacto de la memoria
fisica.

Para crear esta ilusion se modela la memoria en dos niveles. Uno de ellos presenta
limitada capacidad y tiempo de acceso corto. Este nivel es llamado la caché y en general
se refiere a la memoria principal del sistema. El segundo nivel presenta tiempo de
acceso mucho mayor pero una capacidad potencialmente ilimitada. Este nivel es
llamado memoria secundaria y generalmente se refiere a medios masivos de
almacenamiento, como por ejemplo los discos rigidos.

La memoria se divide en bloques de tamaiio fijo llamados paginas, de las cuales la
caché puede contener a lo sumo un nimero maximo que llamaremos k. En cada
momento, sélo una parte del espacio de direcciones se encuentra en la caché, mientras
que el resto reside en la memoria secundaria. Como Unicamente la parte de la memoria
que se encuentra en la caché es accesible al procesador, se necesita de una estrategia de
paginacion para decidir qué péaginas de la memoria virtual deben encontrarse en la
caché.

A medida que el programa se ejecuta, la vecindad de referencias a memoria cambia,
haciendo que ciertas zonas de memoria virtual sean traidas del segundo nivel a la caché,
y que otras sean desalojadas de la misma con el objeto de liberar espacio. La estrategia
de paginacion define que paginas deben ser desalojadas al servir nuevos pedidos.

En el estudio de este problema se asume que el costo principal del sistema se produce en
los accesos a memoria secundaria, pues son mucho maés lentos que los accesos a paginas
en la caché. El programa que se esta ejecutando se modela como una secuencia de
pedidos a paginas de memoria. El sistema debe servir estos pedidos en forma
secuencial. No es posible servir un pedido a una pagina de memoria si no se han servido
previamente todos los anteriores.

Si la pagina pedida se encuentra en la caché, el costo de servir este pedido se considera
0. En cambio, si la pagina debe ser traida de la memoria secundaria, el costo de servir
este pedido es 1. En este caso se dice que el sistema incurre en un page-fault (falla de

pagina).

Se buscan estrategias de paginaciéon de memoria que minimicen el costo incurrido al
servir una secuencia de pedidos, o sea, el nimero total de page-faults. Este minimo
puede ser alcanzado conociendo la secuencia entera de pedidos [18]. La estrategia
Optima en este caso consiste en desalojar una pagina de la caché sélo cuando hay un
pedido a una pagina que no se encuentra en la misma, y desalojar la pagina cuyo pedido
es mas lejano en la secuencia de pedidos. Esta estrategia es sin duda una estrategia off-
line, pues requiere conocer la secuencia entera de pedidos para decidir la pagina a
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desalojar de la caché. Como en general no es posible conocer la secuencia de pedidos de
antemano, se desarrollaron estrategias basadas en la localidad de referencia del
programa. Estas estrategias son algoritmos on-line que deben tomar decisiones sin
conocer los préoximos pedidos a paginas que hara el programa.

Algunos ejemplos clasicos de algoritmos on-line para paginaciéon de memoria son:

e FIFO (First In First Out — Primero en entrar Primero en salir): Se desaloja la pagina
que ha estado en la caché por més tiempo.

e [RU (Least Recently Used — Menos recientemente usada): Se desaloja la pagina que
no ha sido pedida por mas tiempo.

e LIFO (Last In First Out — Ultimo en entrar Primero en salir): Se desaloja la ultima
pagina cargada en la caché.

e LFU (Least Frequently Used — Menos frecuentemente usada): Se desaloja la pagina
que ha sido menos pedida.

1.3 Paginacion de memoria de multiples procesos (MTP)

El problema Multi-Threaded Paging (MTP — Paginacion Multi-Proceso) es una
generalizacién del problema de paginacion de memoria. Fue introducido por
Feuerstein|[ 1] y Feuerstein-Strejilevich de Loma[2].

En este problema no se considera un solo proceso ejecutandose en el sistema sino un
nimero arbitrario de ellos. Como cada uno realiza pedidos a paginas de memoria, la
estrategia de paginacion debe ampliarse para decidir no sélo qué pagina desalojar, sino
también qué proceso servir. La cantidad de page-faults incurridos en servir todos los
pedidos va a depender tanto de las paginas desalojadas como del orden en que se sirven
los pedidos de los distintos procesos.

En este problema cada proceso se modela como una secuencia de pedidos a paginas. El
sistema debe servir estos pedidos en forma ordenada en cada secuencia. Un pedido
puede ser servido solamente si los pedidos anteriores en su misma secuencia han sido
previamente servidos. El costo de servir un pedido es 0 si la pagina pedida se encuentra
en la caché y 1 en caso contrario. La cantidad de procesos se denota con w.

Cuando se analiza el problema MTP on-line, se asume que un algoritmo on-line puede
ver solamente un pedido por proceso, precisamente el primer pedido atn no servido del
proceso. Recién después de servir un pedido de un proceso, el algoritmo puede ver el
siguiente pedido del mismo.

En algunos casos mas de un pedido puede ser servido simultineamente. En este caso el

siguiente pedido de cada proceso servido es presentado al algoritmo. El algoritmo debe
decidir en cada momento qué pedidos servir y qué paginas desalojar de la caché.

1-11
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1.4 Diferentes variantes del problema MTP

El problema MTP presenta diferentes variantes. Las mas importantes son las siguientes:

e MTP finito (FMTP): En esta variante la cantidad de pedidos de cada secuencia debe
ser finita.

e MTP infinito (IMTP): En esta variante las secuencias de pedidos son infinitas.

e MTP sin control de inanicion: En esta variante no existen restricciones en el tiempo
que puede esperar un proceso para que sean servidos sus pedidos. Esta variante es
de alguna manera injusta, pues es posible que un proceso sea detenido mientras se
sirven los pedidos de los demaés procesos.

e MTP con control de inanicion (Fair-MTP / MTP justo): En esta variante existen
restricciones en el tiempo que puede esperar un proceso para que sean servidos sus
pedidos. Es mas importante en el caso infinito pues un proceso podria esperar
indefinidamente sin que sea servido ninguno de sus pedidos. El control de inanicion
puede modelarse de varias maneras:

1. No se permite que un pedido espere mas de ¢ unidades de tiempo antes de ser
servido. El tiempo se mide de la forma intuitiva: cada vez que se sirve uno o
varios pedidos simultaneos transcurre una unidad de tiempo. Esta variedad se
denomina #-Fair-MTP

2. No se permite que se sirvan mas de 6 pedidos de un proceso que de otro. Esta
variedad se denomina 3-Fair-MTP. Se puede ver que si un algoritmo es &-Fair
segun esta definicion, entonces es 28(w-1)-Fair segtin la definicién anterior.

Las distintas variantes del problema presentan diferentes cotas inferiores y superiores,
como se vera en la siguiente seccion. Los resultados obtenidos en esta tesis se refieren
exclusivamente a la variante MTP finito sin control de inanicion, y usaremos las siglas
MTP para mencionarla.

1.5 Cotas conocidas

El problema de paginacién de memoria y el problema MTP fueron estudiados
previamente. En la literatura se encuentran diferentes cotas inferiores y superiores para
estos problemas. A continuacion veremos un pequefio resumen de las mismas.
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Las letras k£ y w representan el tamafio de la caché y la cantidad de secuencias,
respectivamente.

1.5.1 Paginacién estandar

Sleator y Tarjan[10] probaron que los algoritmos FIFO y LRU presentados
anteriormente son k-competitivos. Esto significa que para toda secuencia de pedidos a
paginas, el costo incurrido por estos algoritmos al servirla es a lo sumo & veces el costo
optimo, salvo por una constante independiente de la secuencia. Los algoritmos LIFO y
LFU no presentan esta propiedad.

Sleator y Tarjan también probaron que no existe ningun algoritmo on-line cuya
competitividad sea menor a k. Por lo tanto, los algoritmos FIFO y LRU son éptimos
segun esta medida. Sobre la base de estos resultados, las cotas inferior y superior para el
problema de paginacion estandar son iguales y su valor es k.

1.5.2 FMTP: MTP finito

En los trabajos de Feuerstein[1] y Feuerstein-Strejilevich de Loma[2] se prob6 que
existen algoritmos wk-competitivos para el problema FMTP. Un algoritmo con esta
propiedad presentado en dichas publicaciones es AFWF (Alternate Flush When Full —
Desalojo alternado cuando se llena). También se probé que ningin algoritmo puede ser
c-competitivo conc <k+ 1 —1/w.

Estos resultados proveen una cota inferior para el problema FMTP igualak+ 1 —1/wy
una cota superior igual a wk. Notar que la cota inferior estd acotada superiormente por

k+1 mientras que la cota superior es lineal en w.

El objetivo de esta tesis se centra en disminuir la diferencia entre estas cotas.

1.5.3 IMTP: MTP infinito

En [1] y [2] también se analiz6 el problema IMTP. Se probé que el mismo algoritmo
AFWF usado en FMTP es wk-competitivo para IMTP. A diferencia del caso FMTP, en
este caso se pudo probar que no pueden existir algoritmos c-competitivos con ¢ < wk
para este problema.

Sobre la base de estos resultados, las cotas inferior y superior son iguales y su valor es
wk.

1-13



Introduccion

1.5.4 t-Fair-IMTP: t-Fair-MTP infinito

En [2] se mostré que no existen algoritmos on-line competitivos para este problema.

1.6 Relacion con otros problemas

El problema MTP esta relacionado con varios problemas. Algunos ejemplos son:

e Secuenciamiento de tareas: El orden en que MTP sirve los pedidos de las diferentes
secuencias puede ser visto como un caso particular de secuenciamiento de tareas.

e Longest Common Subsequence (LCS — Subsecuencia comun de longitud méxima):
El caso particular de MTP en que la caché es de tamafio uno y dos secuencias es el
conocido problema LCS.

e Maximum Sequence Alignment (MSA — Alineacién maxima de secuencias): Cuando
la caché es de tamafio uno y hay varias secuencias, el problema MTP es similar al
problema MSA.

e Merge (combinacion) y compresion de datos: Se puede usar LCS para realizar merge
de secuencias y compresion de datos. Al ser LCS un caso particular de MTP, se

agrega una nueva dimension de posibilidades.

e Biologia Molecular: El problema de apareamiento de secuencias de ADN esta
relacionado con el problema MTP.

El analisis de competitividad del problema MTP es util en cada uno de los problemas
anteriormente citados.

1.7 Notacién y convenciones

En los siguientes capitulos denotaremos con I a una instancia del problema MTP. Esta
instancia es la entrada al algoritmo on-line. Las secuencias de la instancia I las
denotaremos con Sy, ..., S,, y sus longitudes con L1, ..., L,,, respectivamente.
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Llamaremos Cx(I) al costo del algoritmo on-line sobre la instancia I y Cy(I) al costo
optimo off-line sobre la misma instancia. Cuando no exista confusién omitiremos la
instancia [ y usaremos simplemente C, y C,.

En varias oportunidades necesitaremos el concepto de instancias en las cuales el costo
optimo off-line es arbitrariamente grande. Para simplificar definimos el costo de una
instancia I como Cy(I).

Servir una instancia significa servir todos los pedidos de las secuencias que la
componen.

Diremos que dos pedidos son iguales si ambos piden la misma pagina. Finalmente,
diremos que un algoritmo aparea pedidos cuando sirve los pedidos conjuntamente. Esto
es posible solo cuando los pedidos son iguales.

Para diferenciar los distintos casos en que analizaremos el problema MTP, notaremos
MTP(k,w) al problema MTP con caché de tamafio k y w secuencias. En particular,
MTP(1,w) se refiere al problema MTP con caché de tamafio uno y w secuencias,
mientras que MTP(1,2) restringe también la cantidad de secuencias a dos. Para
referirnos al problema MTP en general usaremos indistintamente MTP y MTP(k,w).

1.8 Resumen de resultados

En los siguientes capitulos presentaremos los resultados obtenidos para el problema
MTP finito sin control de inaniciéon. Mostraremos la reduccién de la brecha entre las
cotas inferior y superior conocidas para este problema.

El andlisis se realizd separando el problema en diferentes casos. Esto permitié obtener
mejores cotas para casos particulares que las obtenidas para el caso general. Se
analizaron algunos problemas relacionados con el problema MTP. También se mostrd
como utilizar resultados obtenidos en casos particulares para obtener resultados para el
problema en su forma general..

Los resultados principales son los siguientes:

e Adaptamos un resultado obtenido por Alborzi et al.[4] al problema MTP(1,w)

. e Llog w] . .
obteniendo una cota inferior igual a g + 1. La cota conocida anteriormente era

2 - 1/w.

e Enel caso MTP(1,2) en el que la caché es de tamafio uno y hay dos secuencias, esta

log 2
cota da un valor igual a Log L + 1 = 1.5, igual a la cota anterior conocida.
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Realizando un andlisis para este caso particular pudimos obtener una cota inferior
igual a 1.788. También mostramos cémo utilizar cotas superiores obtenidas para
MTP(1,2) para obtener cotas superiores para MTP(1,w).

e Analizamos una variante del problema MTP(1,2), en el cual una de las dos
secuencias es conocida para el algoritmo on-line. Probamos una cota inferior para
este problema igual a la razén 4urea.

e Finalmente mostramos como adaptar la cota inferior obtenida para MTP(1,w) al
caso general MTP(k,w), obteniendo una cota inferior para el problema MTP(k,w)

1 k+el2 P ) .
igual a : og wl +1 : . La cota inferior conocida anteriormente era de £ + 1 -

1/w. La cota actual crece logaritmicamente con respecto a w y linealmente con
respecto a k, existiendo aun una brecha con la cota superior conocida, la cual es
igual a wk.

1.9 Importancia practica

Los resultados principales de esta tesis se concentran en la presentacion de nuevas cotas
inferiores para el problema MTP, mientras que las cotas superiores se mantienen. Esta
caracteristica muestra la dificultad de idear algoritmos on-line con competitividades
menores a las conocidas previamente.

Los algoritmos on-line para el problema MTP tienen una aplicacidon practica en la
administraciéon de memoria de sistemas operativos multitarea. En este campo, las
nuevas cotas inferiores son en cierta forma desalentadoras, ya que indican que los
algoritmos on-line no garantizan una performance suficientemente alta. Esto se debe
principalmente a que el modelo representado por el problema MTP no tiene en cuenta la
localidad de referencia existente en los datos referenciados por un programa.

Esta dificultad surgi6é también durante el andlisis del problema de Paginacion Estandar,
donde el factor de competitividad de varios algoritmos on-line (por ejemplo LRU) no se
correspondia con la performance observada en la practica. Para remediar esta
discrepancia, Borodin et al. [13] disefiaron un modelo que tiene en cuenta la localidad
de referencia. Usando este modelo es posible explicar la performance obtenida por el
algoritmo LRU. Este trabajo fue extendido por Irani et al. [16].

Futuras investigaciones en MTP podrian seguir este curso de accion con el objetivo de
idear algoritmos on-line buena competitividad y buena performance en la practica.
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2. Restricciones sobre algoritmos e instancias

2.1 Introduccion

En este capitulo veremos algunos resultados generales sobre el problema MTP.

Mostraremos que podemos restringir el andlisis a cierto tipo de algoritmos,
concretamente a algoritmos lazy (perezosos). Veremos también que podemos restringir
aun mas el conjunto de algoritmos y analizar s6lo aquellos que sirven inmediatamente
todos los pedidos a paginas que estan en la caché.

Definiremos los conceptos de instancias suaves y duras. Mostraremos que el adversario
no tiene motivacion para generar instancias suaves, pues todo algoritmo c-competitivo
en todas las instancias duras puede convertirse facilmente en uno c-competitivo para
instancias suaves y duras.

Finalmente, mostraremos un resultado valido para cualquier problema on-line que
usaremos repetidamente en los capitulos posteriores. Este resultado nos permite obtener
cotas inferiores para la competitividad de los algoritmos on-line.

2.2 Algoritmos Lazy

Un algoritmo se llama lazy si para servir un pedido a una pagina que no se encuentra en
la caché desaloja una sola pagina, y para servir un pedido a una pagina que se encuentra
en la caché no desaloja ninguna.

A partir de esta definicion vemos el motivo de la denominacion lazy. Cuando se le
presenta un pedido, el algoritmo lo sirve con la menor cantidad de page-faults posibles:
ninguno si la pagina pedida estd en la caché y uno si no esta.

Los algoritmos que no son lazy son de alguna manera irracionales: desalojan paginas
innecesariamente. Todo algoritmo con comportamiento no lazy se convierte facilmente
en uno lazy simplemente evitando los page-faults innecesarios y postergando los
necesarios hasta el momento en que se necesite la pagina cargada.

El siguiente lema muestra que podemos restringir nuestra atencion a algoritmos lazy.
Un resultado similar fue probado por Manasse et al.[9] para el problema de paginacién
estandar. Extenderemos su resultado para al problema MTP.
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Lema 2.1: Para todo algoritmo A para el problema MTP existe un algoritmo A’ para el
problema MTP que es lazy, no tiene un costo mayor al de A, y es on-line si A lo es.

Demostracién:

El orden en que el algoritmo A sirve los pedidos de las multiples secuencias define una
secuencia de pedidos que llamaremos s. Por el resultado de Manasse et al.[9] sabemos
que existe un algoritmo lazy B para paginacion estdndar que sirve esta secuencia de
pedidos con un costo que no puede ser mayor al costo del algoritmo A. Esto se debe a
que una vez fijada la secuencia s se puede ver al algoritmo A como un algoritmo para
paginacion estandar. Notar que si el algoritmo A es on-line también lo es el algoritmo
B.

Definamos al algoritmo A’ como el algoritmo que sirve los pedidos de las multiples
secuencias en el mismo orden que A, y carga y descarga paginas de la caché igual que el
algoritmo B sobre la secuencia s.

El algoritmo A’ es lazy pues B lo es, es on-line si A lo es, y tiene un costo igual al de B.
Como el costo de B es menor o igual al de A, el algoritmo A’ tiene un costo menor o
igual al de A.

JEd

Todos los algoritmos presentados en este trabajo seran lazy. Con esto no se pierde
generalidad, pues el lema anterior nos asegura que con estos se puede obtener por lo
menos la misma performance que con los algoritmos que no son lazy.

2.3 Servicio de Paginas en la Caché

Ademas de ser lazy, los algoritmos presentados en este trabajo tendran otra propiedad:
serviran inmediatamente los pedidos a paginas que estén en la caché. Estos pedidos son
gratis, por lo que el costo del algoritmo no puede ser mayor que el de un algoritmo que
los posterga. El siguiente lema demuestra esta afirmacion.

Diremos que un algoritmo A para MTP realiza una postergacion cuando sirve un pedido

a una pagina que no se encuentra en la caché, y existe un pedido posible de servir a una
pagina que se encuentra en la caché.
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Lema 2.2: Para todo algoritmo A para el problema MTP existe un algoritmo A’ para el
problema MTP que no realiza ninguna postergacién, no tiene un costo mayor al de A, y
es on-line si A lo es.

Demostracién:

Si el algoritmo A no es lazy el lema 2.1 nos asegura que existe un algoritmo que es lazy,
no tiene un costo mayor al de A, y es on-line si A lo es. Probando el lema para este
algoritmo lazy, se estaria probando también para el algoritmo A. Por lo tanto, alcanza
con suponer que A es lazy.

Definamos al algoritmo A’ como el algoritmo que emula al algoritmo A en cada
servicio donde A no realiza una postergacion.

Cuando el algoritmo A realiza una postergacion, el algoritmo A’ sirve en cambio todos
los pedidos a paginas que se encuentren en la caché, hasta no poder servir mas pedidos
gratuitamente.

Cuando el algoritmo A sirve un pedido ya servido por el algoritmo A’, el algoritmo A’
simplemente no sirve ninguna pagina.

Claramente se ve que todo page-fault del algoritmo A’ es también un page-fault del
algoritmo A, pues si A’ sirve un pedido a una pagina que no se encuentra en la caché, el
algoritmo A también sirve ese pedido sin que la pagina pedida se encuentre en la caché.
Por lo tanto, el costo del algoritmo A’ no puede ser mayor que el costo del algoritmo A.
|

En consecuencia, si un algoritmo on-line recibe un pedido a una pagina que se
encuentra en la caché puede servirlo inmediatamente sin temor a estar incrementando su
costo innecesariamente. Esto sugiere que el adversario no tiene incentivo para generar
instancias con pedidos a paginas que el algoritmo tiene en la caché, pues éste las serviria
gratuitamente.

Pareceria que esto significa que el adversario va a generar instancias en las que el
algoritmo on-line falle en todos los pedidos, pero no es asi. Veamos el siguiente ejemplo
para el caso en el cual &~=1 y w=2, donde el algoritmo on-line acaba de servir el pedido a
la pagina 5, y el adversario debe decidir el siguiente pedido de la secuencia S,:

1 2
3 5
/4

En la tabla anterior s6lo se muestran los segmentos de las secuencias que el algoritmo
on-line conoce. Las secuencias completas pueden ser mayores o no, a decision del
adversario. Las paginas de pedidos ya servidos se muestran en negrita y cursiva.
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Como el algoritmo on-line acaba de servir el pedido a la pagina 5, en la caché se
encuentra la pagina 5. El lema anterior nos dice que para el adversario seria inutil
agregar a S, un pedido a la pagina 5, pues el algoritmo podria servirlo inmediatamente
en forma gratuita. Sin embargo, el adversario podria decidir agregar a S, un pedido a la
pagina 3, pues esta pagina no se encuentra en la caché. El algoritmo on-line
posiblemente servird un pedido a la paginas 3 y luego el otro, sirviendo uno de ellos
gratis.

Si | S
1 2
3 5

3

El lema 2.2 no nos dice nada acerca de esta configuracion. El adversario podria tener
diversos motivos para pedir la pagina 3. Por ejemplo, podria desear realizar un nuevo
pedido a la pagina 5 en la secuencia S,, pero si los pone consecutivos el algoritmo on-
line podria servirlos juntos. Entonces intercala un pedido a la pagina 3.

Por lo tanto podemos suponer que el adversario no tiene incentivo para hacer un pedido
a una pagina que se encuentra en la caché, pero no podemos suponer que el adversario
no tiene incentivo para generar secuencias donde se sirvan pedidos gratuitamente.

2.4 Instancias Suaves y Duras

Llamaremos suave a una instancia que presente un par de pedidos consecutivos iguales
en alguna de sus secuencias. En caso contrario la llamaremos dura.

El lema 2.2 nos permite inferir que si un algoritmo sirve los pedidos consecutivos
iguales juntos, como una unidad, no puede incurrir en un costo mayor. Por lo tanto, el
adversario no tiene motivacion alguna para generar instancias suaves, pues todo
algoritmo c-competitivo en todas las instancias duras puede convertirse facilmente en
uno c-competitivo para instancias suaves y duras.

Lema 2.3: Para todo algoritmo A para el problema MTP existe un algoritmo A’ para el
problema MTP que sirve los pedidos consecutivos iguales juntos, no tiene un costo
mayor al de A, y es on-line si A lo es.

Demostracion:
Cuando el algoritmo A ve por primera vez un pedido igual al anterior en la misma

secuencia, la pagina pedida debe estar necesariamente en la caché. Por lo tanto, el
mismo algoritmo A’ obtenido en el lema 2.2 cumple las condiciones del lema, con la
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ligera modificacion de que si hay pedidos consecutivos iguales, A’ los sirve juntos. La
modificacion es necesaria pues el algoritmo A’ podria separarlos sirviendo entre ellos
pedidos a otras paginas que también se encuentren en la caché.

El algoritmo A’ no tiene un costo mayor al de A, y es on-line si A lo es, por lo que
cumple las condiciones del lema.
il

Los resultados vistos en este capitulo nos permiten centrar la atencion Unicamente en
algoritmos lazy que sirvan inmediatamente los pedidos gratis. Podemos disefiar los
algoritmos para tratar solamente casos en que las instancias son duras, pues pueden
convertirse facilmente para tratar el caso general. Cualquier cota encontrada basandose
en estas restricciones es valida para cualquier algoritmo on-line y para cualquier
instancia generada por el adversario.

2.5 Instancias con costo no acotado

El resultado que veremos a continuaciéon es valido para cualquier problema, no
solamente para MTP. Nos permite obtener cotas inferiores para la competitividad de los
algoritmos on-line.

Lema 2.4: Dado un algoritmo A on-line, si para todo entero m existe una instancia Iy, tal
que Co(Im) > my Ca(Im) /Co(Im) = ¢, entonces el algoritmo A no es c-competitivo con ¢
<c’.

Demostracion:

Sea A un algoritmo c-competitivo. Por definicion de competitividad:
V instancia [: CA(I) < ¢ Cy(I) + b, para alguna constante b =

= VI: Ca(I) / Co(I) £ ¢ + b/ Co(I) =

= VL: CA(D / Co(D) - b/ Co(I) < ¢

Supongamos que para todo entero m existe una instancia I, tal que Co(I,) > m y
Caln)/Co(I)) 2c’. Sic<c’ = c=c’ - ¢ paraalgun € > 0.

Sea m > b/e. Entonces:

m > ble = b/Co(L) < bim < bl(blg) =

= b/ICo(I) < € =

= -b/Co(Ly)> € =
(sumando Cx(1,,)/Cy(1,,) en ambos lados de la desigualdad)

= CA(Ln)/Co(In) - B/Co(Iy)> CaALn)/Co(ln) - € =
(usando ¢ = CA(I) / Co(I) - b/ Cy(1))

= ¢> Ca(Lp)/Co(ly) - € =
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(usando CA(1,,)/Co(1,,) =¢”)
= e>e =8
Esto es absurdo pues ¢ = ¢’ - €. El absurdo provino de suponer ¢ < ¢’.

Por lo tanto, el algoritmo A no es c-competitivo con ¢ < ¢’, probando el lema.
L1l

Este resultado se puede usar para probar cotas inferiores para la competitividad de los

algoritmos on-line. Mostrando que para todo algoritmo on-line el adversario puede

generar una instancia tal que:

» el costo 6ptimo off-line sobre la instancia sea arbitrariamente grande y

» la relacion entre los costos del algoritmo on-line y el éptimo off-line sea superior a
un namero ¢’

entonces el lema 2.4 nos garantiza que no puede existir un algoritmo c-competitivo con

¢ < c’. De esta manera, ¢’ es una cota inferior para la competitividad de los algoritmos

on-line. Este procedimiento para encontrar cotas inferiores serd usado en los capitulos

siguientes.
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3. Caché de tamano uno

3.1 Introduccion

En este capitulo comenzamos con el analisis del caso particular del problema MTP en el
cual la caché es de tamafio uno.

Veremos que el problema off-line asociado a este caso particular es el conocido
problema denominado “Longest Common Subsequence Problem” (LCS - Subsecuencia
Comun Méxima). Como se vio en el capitulo 1, la solucién a este problema es usada en
biologia molecular, comparacién de archivos, etc.

Finalmente, veremos que todo algoritmo on-line lazy para este problema es w-
competitivo.

3.2 Un algoritmo off-line 6ptimo

3.2.1 Dos Secuencias

Una subsecuencia de una cadena s es una cadena que se puede obtener a partir de s
eliminando elementos. El problema LCS consiste en hallar la mayor subsecuencia
comun de dos cadenas.

Si suponemos que las cadenas son secuencias de pedidos a paginas y consideramos una
subsecuencia comun de estas cadenas como los pedidos que deben ser servidos
conjuntamente, vemos que la mejor solucién para el problema LCS esté relacionada con
la solucion optima al problema MTP(1,2) off-line. Llamando S;y S, a las secuencias y
T a una subsecuencia comun, el costo de servir los pedidos de S; y S, sirviendo juntos
los pedidos en T es [S;[+|S,|-|T|, donde S| es la longitud de la secuencia S. Si T es de
maxima longitud este costo es minimo.

Presentaremos un algoritmo para hallar el minimo costo de servir una instancia I en el
problema MTP(1,2). Este algoritmo es una adaptacion directa de un algoritmo para
resolver el problema LCS.
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El algoritmo arma una matriz L de tamafio (|S;|+1) x (|Sz|+1). Cada coeficiente LJi,j]
contiene el minimo costo de servir las subsecuencias S;[1...i] y Sy[1...j]. Por lo tanto, el
coeficiente L[|S|,|]S;]] contiene el minimo costo de servir completamente ambas
secuencias. Los coeficientes L[i,0] se inicializan en i, los coeficientes L[0,j] se
inicializan en j, y el resto de los coeficientes L[i,j] se calculan a partir de los 3
coeficientes L[i-1,j-1], L[i-1,j] y L[i,j-1].

FUNCTION CostoMTP (Secuencias Si,S3)
Begin
L:=Integer[0..]S1],0..[S2]]
For i:=0 to |S1|
L[i,0] := 1
End For

For j:=0 to |82l
L[Orj] ::j
End For

For i:=1 to |S1]|
For j:=1 to |S,]|
1t Sl[i] = Sz[j] Then

Lili,3] = Lli-1,3-1] + 1
Else
L{i,j] := min(L[i-1,3j]1+1,L[i,j-1]+1)
End If
End For
End For

CostoMTP:=L[|S1], 1S2]]
End.

Claramente este algoritmo utiliza programacién dinamica y tiene complejidad espacial y
temporal O(|S{|.|Sz]). En 1973 Hirschberg mostr6é algoritmos més complicados con
complejidad espacial O(max(|S;|,|S2|)).

El siguiente algoritmo nos permite determinar el orden en que deben ser servidos los
pedidos para obtener el costo minimo a partir de la matriz L. generada por la funcién
CostoMTP. Recorre la matriz desde la posicion L[|S;|,|S;|] hasta la posicién L[0,0] e
indica en orden inverso qué secuencias servir en cada paso.

FUNCTION Servir (Secuencias S;,S;; L:Matriz)
Begin

i = |3S1]|

1 i= |8z}

While i>0 or j>0
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If 1i =0
Write(‘'Servir de S,')
J:=7-1
Continue
End If
If §J =0
Write(‘Servir de S;’)
i:=i-1
Continue
End If
If S;[1i] = S2[j] and L[i,]j] = L[i-1,J-1] + 1 Then
Write(‘'Servir de S; y de Sy")
i:=i-1
Ji=j-1
Else
If Lfi=ly;7] < Lli;j=1]
Write (‘'Servir de S;7)
i:=i-1
Else
Write (‘'Servir de S,’)
j:=j-1
End If
End If
End While

End.

3.2.2 Cualquier numero de secuencias

El problema LCS se puede generalizar para el caso en que hay més de 2 cadenas. Este
problema se denomina “Multiple Sequence Alignment Problem” (MSA — Alineacion de
Multiples Secuencias).

Presentaremos una adaptacion del algoritmo que resuelve el problema MSA para el
problema MTP(1,w). Este algoritmo arma, como en el caso de dos secuencias, una
matriz L, pero en este caso de w dimensiones y tamafio (|S;]+1) x (|Sy/+1) x ... x
(ISul+1).

Cada coeficiente L[iy,iy,...,1,] se calcula a partir de los coeficientes L[ij-vi,ia-va,...,1,-Vy,],
donde v es un vector de tamafio w y contiene solamente ceros y unos, excluyendo al
vector nulo. Por lo tanto hay 2"-1 valores posibles para el vector v. Notar que con dos
secuencias tenemos 3 vectores posibles, coincidiendo con el resultado presentado en la
seccion anterior, donde L[i,j[se calculaba a partir de los 3 coeficientes L[i-1,j-1], L[i-1,j]

y L[ij-1].
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Usaremos la notacion L[i], donde i es un vector de tamafio w, para referirnos al
coeficiente L[iy,iz,...,1,].

Las sentencias resaltadas en el pseudo-codigo siguiente son ttiles para la funcion Servir
y seran explicadas posteriormente.

FUNCTION CostoMTP (Secuencias Si,S2,...,5u)

Begin
L:=Integer[0..]S1!,0..1S2l, ..., O0..[Syl]
M:=Integer[0..|S;|,0..1S2|l, ..., O0..]|Syl1]
i:=Integer[l...w]

v:=Integer[l...w]
v’/ :=Integer[1l...w]

L[{0,0,0...,0] =0

For i;:=0 to |S1|
For i,:=0 to |S,]|

For iy:=0 to |Sy|
If i = vector nulo Then
Continue
End if

Minimo := infinito.
ForEach vector v tal gque sus componentes sean 0 y
1 pero no todas 0, y que i-v no tenga componentes
negativas
A := cantidad de péginas distintas en el
conjunto de pedidos {S5[i51}, para los

valores j tal que vy = 1.

If A =1 and L[i-v] + 1 < minimo Then
] + 1

Minimo := L[i-v
v/ = v
End IF
End For
L[{i] := minimo
M[i] := v/
End For
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End For
End For

CostoMTP:=L[|S1!|,1S2]l, ... , |Swl]
End.

Este algoritmo tiene complejidad espacial igual a O(|S;|.|Sy|...[Sy|) ¥ temporal igual a
O2" [Si].|S2]...|Sy|). Se sabe que este problema es NP-Completo con respecto a w
(Wang-Jiang [19]).

Un algoritmo analogo al algoritmo Servir presentado en la seccion anterior nos permite
determinar a partir de L el orden en que deben ser servidos los pedidos para obtener el
costo minimo.

Sin embargo, una manera mas simple es guardar para cada coeficiente L[i] el vector v
que dio origen a su valor. Las sentencias resaltadas en el algoritmo anterior guardan en
la matriz M el vector v que resultd en el valor minimo para cada coeficiente de la matriz
i

El siguiente algoritmo nos permite determinar el orden en que deben ser servidos los
pedidos para obtener el costo minimo a partir de la matriz M generada por la funcion
CostoMTP. Recorre la matriz desde la posicion M[|S],|Sa|, ... , |Sy|] hasta la posicion
MJ0.,0, ..., 0] e indica en orden inverso qué secuencias servir en cada paso.

FUNCTION Servir (M:Matriz)
Begin
Armar un vector i[l...w]
i = {IS1l,182l, ... ,ISwl}
While (i no es el vector nulo)
For Each componente j del vector M[i] igqual a 1
Write(‘'Servir de Sy')

End For
i =1 - M[i]
End While

End.
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3.3 Algoritmos w-competitivos

En esta seccion veremos que todo algoritmo on-line lazy es w-competitivo. Este
resultado surge de considerar el caso en que el algoritmo on-line no realiza ningin
apareo mientras que el Optimo off-line aparea todos los pedidos. Por lo tanto, es
suficiente que un algoritmo on-line no incurra en costos innecesarios (por ejemplo,
cargando paginas en la caché que no seran usadas) para que sea w-competitivo.

Lema 3.1: Todo algoritmo on-line lazy para el problema MTP(1,w) es w-competitivo.

Demostracion:

Dada una instancia dura I, llamemos / a la longitud de la secuencia de mayor longitud
en [.

Sea A un algoritmo on-line lazy para el problema MTP(1,w). Como A es lazy, en cada
page-fault sirve por lo menos una péagina. Como la instancia I tiene a lo sumo w/
pedidos en total, el costo Ca(I) del algoritmo A sobre la instancia I no puede ser mayor
a wl. Por lo tanto:

Ca(l) = wl.

El costo optimo off-line de servir la instancia I no puede ser menor al costo de servir
una de sus secuencias. Como el costo de servir la secuencia de longitud / no puede ser
menor a / pues la instancia I es dura, el costo off-line 6ptimo C,(I) de servir la instancia
[ completa no puede ser menor a /. Por lo tanto :

[ < Cy(D)

Consecuentemente Ca(I) < wl < w Cy(I), para cualquier instancia dura I, por lo que el
algoritmo on-line A es w-competitivo sobre las instancias duras.

Si la instancia [ no es dura, obtenemos el mismo resultando si llamamos / a la longitud
de la mayor secuencia contando los pedidos consecutivos a la misma pagina como uno
solo. Siendo el algoritmo A lazy, sirve los pedidos consecutivos iguales juntos, por lo
que su costo no puede ser mayor a wl. El costo 6ptimo off-line no puede ser menor a /,
obteniendo nuevamente Ca(I) < wl < w Cy(I).

|
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4. Caché de tamano uno y dos secuencias.

4.1 Introduccion

En este capitulo analizaremos el problema MTP(1,2), en el cual la caché es de tamafio
uno y hay dos secuencias.

En el trabajo realizado por Feuerstein[1] y Feuerstein-Strejilevich de Lomal2] se
demostré que la competitividad de ningtin algoritmo on-line para el problema MTP(k,w)
puede ser menor que k+1-1/w. En particular, cuando A=1 y w=2 esta cota se convierte en
kt+1-1/w=1+1-1/2=3/2=1.5.

Los métodos descriptos en capitulos siguientes que mejoran las cotas para el problema
MTP en general no lo hacen para este caso en particular. Por lo tanto decidimos atacarlo
en forma independiente. Con métodos especificos para este caso mostraremos formas de
mejorar esta cota inferior. La mejor cota inferior que mostraremos es 1.788 y se
obtendra mediante la utilizacion de un programa que analiza un arbol de posibilidades.
La cota quizds podria mejorarse si se permitiera ejecutar durante mas tiempo al
programa. Sin embargo, a medida que se intenta encontrar cotas mayores el programa
requiere tiempos de calculo cada vez mayores, y aun para mejoras muy pequefias el
tiempo de calculo adicional resulta prohibitivo.

En los trabajos realizados por Feuerstein[l1] y Feuerstein-Strejilevich de Loma[2]
también se mostrd una cota superior para el problema MTP(k,w). Esta cota es igual a
wk. En el caso particular analizado en este capitulo esta cota se convierte en wk = 2*1 =
2. Como vimos en el capitulo anterior, todo algoritmo lazy es 2-competitivo, por lo que
encontrar algoritmos que alcancen esta cota superior es relativamente simple.
Intentamos encontrar algoritmos c-competitivos con ¢ menor que 2, lamentablemente
sin éxito. Sin embargo, mostraremos algunas familias de algoritmos que a priori
parecieron prometedores, pero finalmente probaremos que su competitividad no es
menor que 2.

También veremos restricciones en las instancias que puede generar el adversario si
quiere obtener una relacion entre los costos on-line y off-line cercana a 2.
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4.2 Relacion entre las longitudes de ambas secuencias

Supongamos que en una instancia I las dos secuencias tienen longitudes muy diferentes.
En general el algoritmo off-line 6ptimo no podra aparear muchos pedidos. Por lo tanto,
cuanto mas diferentes sean las longitudes, mas lejana de 2 serd la relacién de costos
entre el algoritmo on-line y el algoritmo off-line 6ptimo. Para que el adversario pueda
asegurarse una relacion de costos alta, debe generar instancias con secuencias de
longitud similar.

Sea I una instancia del problema. Llamemos S;, S; a las secuencias de la instancia [ y
L, L, a sus longitudes. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que L; > L,.
Llamemos C a C,/ C.,.

Como consideramos que el adversario genera unicamente instancias con secuencias
duras (ver cap. 2), una secuencia no puede tener dos pedidos consecutivos iguales. Por
lo tanto el adversario siempre tendra que pagar por lo menos por la secuencia mas larga
de la instancia, y su costo serd mayor o igual a max(L;,L,) = L;. De esta manera:

C()ZL]

Como también consideramos so6lo algoritmos on-line lazy, el costo del algoritmo A no
puede ser mayor a la cantidad total de pedidos en la instancia I. Por lo tanto:
Ca<s<L;+L,

Dividiendo los costos de ambos algoritmos obtenemos:

_Cy Litl, . Lo
G=rtar b it
L,
= C-lSL—1

=  Li(C-1)<L,

Como L; <1, tenemos un rango para L;:
Li(C-D)=<L,<L;

Como A es lazy, C es menor o igual a 2, por lo que C-1 no puede ser mayor que 1. A
medida que C se acerca a 2 el rango para L, se hace mas chico, haciendo que L; y L,

sean muy similares.

Como ejemplo, si el adversario quiere obtener C = 1.9 tenemos que:
09L,<L,<L,

Por lo tanto, las longitudes tienden a ser similares.
Desde el punto de vista del algoritmo on-line, esto significa que debemos buscar

algoritmos que obtengan un valor de C<1.9 cuando las longitudes son parecidas (la méas
chica un 90% de la mayor). Cuando las longitudes de las secuencias no cumplan esta

4-30
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condicién no importa lo que haga el algoritmo on-line, pues el valor de C no puede ser
mayor a 1.9.

4.3 Maxima cantidad de pedidos no apareados

Podemos realizar un andlisis similar al anterior teniendo en cuenta la cantidad de
pedidos no apareados por el algoritmo optimo off-line. Si esta cantidad es grande, el
cociente entre el costo del algoritmo on-line y el costo del algoritmo off-line no puede
ser muy cercano a 2. Para obtener cotas inferiores cercanas a 2 debemos encontrar
instancias donde la proporcion de pedidos no apareados por el algoritmo off-line sea
pequenia. Cuanto mayor es esta proporcion, menor es la relacion de costos que se
obtiene.

Como en la seccidon anterior, sea | una instancia del problema. Llamemos S;, S, a las
secuencias de la instancia I y L;, L, a sus longitudes. Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que L; > L,. Llamemos C a C4/ C,.

Llamemos también 7, a la proporcion de pedidos que el algoritmo off-line 6ptimo no
aparea de la secuencia S;. O sea, 7, es la cantidad de pedidos no apareados de la
secuencia de menor longitud dividido por la longitud de esa secuencia. Similarmente
llamemos 74 a la proporcion de pedidos que el algoritmo 6ptimo off-line no aparea de la
secuencia S».

El costo del algoritmo 6ptimo off-line es la longitud de la secuencia S; méas la cantidad
no apareada de la secuencia S,, pues el resto de las paginas de S, se sirven gratis.

El mismo razonamiento para el algoritmo on-line A nos da los siguientes costos:

CO=L1+L2*7'0
Ca=Li+Ly*rs
_Ca _Litla*ra Litla*ro-Lo*ro+Lo*ra . La(ra-ry) . ra-7o
= C—CO_LI"_LZ*VO_ Li+Ly*r, _1+L1+L2*Vo_l+L1
Ly T

Como L) 2L, = L)/ L, > 1, y obtenemos:

B FA-To ra~to _[Ltr]+[ra-ro] 1+ra
= C=lay —=—alig = T BT
__+r0
L,
1+}"A
=5 Csl+r0

4-31



Caché de tamafio uno y dos secuencias

Suponiendo el mejor caso para el adversario, el algoritmo on-line no aparea nada, por lo
que 7o = 1. En general 75 < 1 y obtenemos:

I+r7a _1+1 2
=  Csy{r *T3. "1+r,
2
= C£1+r0

Despejando r, de esta ecuacién obtenemos:

G C* -+ 2207, =526 1

Como ejemplo, calculemos el maximo valor de r, tal que C>1.9.
= ro<2/C-1<2/19-1=1/19

Esto significa que la proporcion de pedidos no apareados por el algoritmo off-line
optimo de la columna L, debe ser menor o igual que 1/19, o lo que es igual, debe
aparear por lo menos 18 de cada 19 pedidos. Si no fuera asi, C no podria ser mayor o
igual a 1.9. Si el algoritmo on-line aparea algunos pedidos de la secuencia S,, (o sea,
ra<l) el optimo off-line tendria que tener r, todavia mas chico. De esta manera se ve
que es necesario encontrar un algoritmo on-line que funcione bien cuando las
secuencias S; y S, tienen una gran proporcion de pedidos iguales, siendo posible para el
adversario aparearlos. '

Juntando los resultados de las ultimas dos secciones, se ve que si un algoritmo on-line
tiene una relacion de costos baja con instancias donde las secuencias tienen una gran
proporcion de pedidos iguales y tienen longitudes parecidas, entonces no importa su
funcionamiento en el resto de los casos pues estos resultados aseguran que la
competitividad del algoritmo on-line sera baja.

4.4 Algoritmos 2-Competitivos

Como se vio en el capitulo 2, todo algoritmo on-line lazy para el problema MTP(1,2) es
2-competitivo. Surge la pregunta de si existe algin algoritmo on-line que tenga una
competitividad menor que 2. No hemos podido encontrar ninguno, pero si pudimos
probar que algunos algoritmos #o tienen una competitividad menor que 2.

Llamemos I a la instancia que el adversario presenta al algoritmo on-line, S;,S, a las 2
secuencias de la instancia [ y L;,L; sus longitudes.
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Algunos algoritmos lazy que consideraremos son los siguientes:

Mientras no se logre aparear:

e Servir un pedido de Sy, luego 1 de S;, luego 1 de Sy, luego 1de S,, ...
e Servir un pedido de Sy, luego 2 de S,, luego 3 de Sy, luego 4 de S,, ...
e Servir un pedido de Sy, luego 2 de S,, luego 4 de Sy, luego 8 de S,, ...
e Cualquiera que siempre tenga mas pedidos servidos de S; que de S.

No importa qué hagan estos algoritmos cuando aparean, pues las instancias que
analizaremos no permiten que estos algoritmos apareen ningun pedido.

Todos estos algoritmos son lazy, por lo tanto sabemos que tienen una competitividad

menor o igual a 2. Probaremos que ninguno tiene una competitividad menor a 2.

Lema 4.1: Sea A un algoritmo on-line lazy que para toda instancia I, en todo momento
ha servido mas o igual péaginas de la secuencia S; que de S,. Entonces el algoritmo A no
es c-competitivo con ¢<2.

Evidentemente, el papel de S;y S; puede ser invertido.

Demostracion:

Sea S, una secuencia de n paginas distintas. Sea S; la secuencia S, menos la primera
pagina. Llamemos I, a la instancia formada por S; y S.

Veamos por ejemplo la instancia I¢:

St | Sz
2 1
3 2
4 3
5 4
6 5
- 6

Los guiones al final de las secuencias indican la terminacion de las mismas.

Esta instancia tiene costo 2n —1 para el algoritmo on-line pues al haber servido siempre
mas elementos de S; que de S, nunca puede aparear dos paginas para servirlas juntas:
Ca(l,) =2n-1.

El algoritmo 6ptimo off-line puede servir S, y al mismo tiempo S; gratuitamente:
Co(In) = n.

Supongamos que el algoritmo A es c-competitivo con ¢<2.
Por lo tanto, 35 / Vinstancia [ Co(I) < ¢ Co(I) + 5.
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b+1 . .
Elijamos # tal que n > 5 Sobre la instancia I, tenemos:

Ca(L) — (¢ Col) +b)=2n—1-cn—b=

b+1
=(2-On-1-b>(Q-¢)5—-1-b=0

Por lo tanto Ca(I,) > ¢ Co(I,,) + b, y el algoritmo no es c-competitivo.
El absurdo proviene de suponer que el algoritmo A es c-competitivo con ¢<2

El lema anterior prueba que el primero de nuestros algoritmos (servir un pedido de S;,
luego 1 de S, luego 1 de Sy, luego 1 de S,, ...) no es c-competitivo con ¢<2.

Lema 4.2: Sea A un algoritmo on-line lazy que para toda instancia I, nunca sirve mas de
p pedidos de S, que de S;. Entonces el algoritmo A no es c-competitivo con c¢<2.
Demostracion:

Sea S; una secuencia de »n paginas distintas. Sea S; la secuencia S; menos las primeras

p+1 paginas. Llamemos I, a la instancia formada por S; y S,.

Veamos por ejemplo la instancia I7:

St | S,
4 1
5 2
6 3
7 4
- 5

6

7

Esta instancia tiene costo 2n — p — 1 para el algoritmo on-line pues nunca puede aparear
dos paginas para servirlas juntas:
Callnp)=2n-p-1.

El algoritmo 6ptimo off-line puede servir S; y al mismo tiempo S; gratuitamente:
Coollnp) =0

b+p+1
2-c

Elijamos » tal que n > . Sobre la instancia I,,, tenemos:
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Callnp) = (¢ Colnp) + ) =2n—p—1—cn—b=

+p+1
=(2—c)n—p—1—b>(2—c)b21fc _p—1-b=0

Por lo tanto Cx(1,.) > ¢ Co(1,p) + b, y el algoritmo no es c-competitivo.

El absurdo proviene de suponer que el algoritmo A es c-competitivo con ¢<2
|

Los lemas anteriores nos indican que el algoritmo on-line debe de alguna manera
avanzar sobre la secuencia S;, luego avanzar por la secuencia S,, etc. Con esta idea,
separemos las instancias en fases. Una fase termina cuando se han servido la misma
cantidad de pedidos de ambas secuencias o se termina de servir la instancia. Por
ejemplo, si en un momento se sirvieron 6 paginas de S; y 3 de S,, la fase termina
cuando S, ‘alcance’ a S;, o sea cuando el algoritmo A haya servido tantos pedidos de S,
como de S;.

Definamos para cada algoritmo on-line una funcion f{I, n) siendo I la instancia y » el
numero de fase. f{I, n) serd la cantidad de pedidos servidos de cada secuencia en la fase
n. Como al comenzar una fase se ha servido la misma cantidad de pedidos de cada
secuencia, y al terminar también, la cantidad de pedidos servidos de cada secuencia en
la fase es igual (salvo en la ultima fase).

Los algoritmos presentados anteriormente tienen la particularidad de que mientras no
encuentren un apareo, su comportamiento no depende de I. Por lo tanto, analicemos
como puede ser la funcion f en esos casos y usemos f(n) en lugar de f{I, n). Como la
funcion f no indica cudl de las dos secuencias es la que en cada fase debe alcanzar a la
otra, varios algoritmos on-line pueden compartir la misma funcién f. Esta particularidad
no influye en los resultados siguientes.

R
Llamemos Mg = 2 _f(i).Mp indica la cantidad de pedidos servidos de cada secuencia al

i=1
finalizar la fase r.

Lema 4.3: Si Lim,,_,, f(n) = o0, entonces limg _, (R/Mg) = 0.

Demostracion:

Si lim,, e f(n) = 00, Vj (3P;/ AP*)>] VP’>P)) .
= Dadoj, VR>P;=

R P, R P; R P;
Mi= DA0) = YA+ DAD> IA)+ Dj= SAi) +jR-P).

i=1 i=1 =P+l =1  =Pj+1 i=1
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P.
Fijado j, Z/(i) es una constante con respecto a R, que llamamos ®; =
i=1
Mg > CDj +j (R-PJ) =
= VR > Pj, R/Mg < R/[(Dj +j (R-Pj)] =
= VR >P;,, R'Mr < 1/[®;/R + - P/R].

Notando que limg_,.. 1/[®;/R +j - P/R] = 1/], es facil ver que limg_,., (R/MR) = 0:

limg . (R/MR) = 0 < (Ve>0 3r tal que R>r = |R/Mg| <¢).

Como R/Mg > 0 VR, [R/Mg| = R/Mg. Por lo tanto alcanza con ver que Ve>0 3r
tal que R>r = R/Mg <e.

Tomando j>1/e, como limg_,, 1/[®/R +j - P;/R] = 1/j < &, tenemos que

dr>P; tal que R>r = 1/[®;/R +j - P/R] <& = R/Mg <e.

Lema 4.4: Dado un algoritmo on-line A, sea f{n) la funcién de pedidos servidos en cada
fase. Si Lim,, .. f(n) = oo, entonces el algoritmo A no es c-competitivo con ¢<2.

Demostracion:
Para un algoritmo de este tipo, el adversario puede dar la siguiente instancia:

Dada una cantidad de fases R, armemos S; poniendo un pedido a la pagina 1 en las
posiciones M,_;+1con r impar, un pedido a la pagina 3 en las posiciones M,.;+1 con r
par, y entremedio de esta paginas rellenar con la secuencia [5,6,5,6,....] (Para realizar
esta construccion asumimos que My=0).

La secuencia S; es igual a S; pero reemplazando los pedidos a las paginas 1 y 3 por los
pedidos a las paginas 2 y 4, respectivamente.

A continuacion hay un ejemplo con fin)=n. (Esta funcion se corresponde con el
algoritmo: servir un pedido de Si, luego tres de S,, luego cinco de S;, luego siete de S,,

)
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1 2 A1)
3 4
5 5 12)
1 2
5 5
6 6 13)
3 4
5 5
6 6
5 5 A4
1 2
5 5
6 6
5 5
6 6 A5)
. 4
5 5
5 5 fIR)

Sobre la instancia generada, el costo del algoritmo on-line es la suma de las longitudes
de las secuencias pues falla en todos los pedidos. Esto es igual a 2 veces el largo de cada

una, que es igual a 2Mg.

El algoritmo 6ptimo off-line puede servir las secuencias juntas, salvo en las posiciones
M, ;+1 donde difieren. Hay R de estas posiciones. Por lo tanto su costo sobre la

instancia es Mr+R.

La competitividad del algoritmo no puede ser menor al cociente de estos costos:

Y
R R
Mg

Como Lim,_, f(n) = o por hipdtesis, el lema 4.3 nos dice que limg _,,, (R/Mg) = 0.

Entonces:
. 1 - 1
¢ > limR 50 2 R.—21+0—2.

1+M—R

Este ultimo lema incluye todos los algoritmos de tipo:

e Servir un pedido de Sy, luego 2 de S,, luego 3 de Sy, luego 4 de S,, ...
e Servir un pedido de S;, luego 2 de S,, luego 4 de Sy, luego 8 de S,, ...

e ctc.

Por lo tanto, ninguno de estos algoritmos es c-competitivo con ¢<2.
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4.5 Nueva cota inferior

En esta seccion mostraremos como el adversario puede generar instancias para un
algoritmo on-line A de modo de asegurarse una competitividad por lo menos de p,
siendo p un parametro para la generacion de las instancias. Usando este método
mostraremos que una cota inferior para MTP(1,2) es 1.788, aunque podria usarse el
método para obtener un valor ligeramente superior.

4.5.1 Generacion de las instancias

La generacion de las instancias depende de un pardmetro p: el valor de la cota inferior
que el adversario desea obtener. Para ciertos valores de p el adversario sera capaz de
generar la instancia y para otros no. Por lo tanto, deseamos saber el méaximo valor de p
para el cual las instancias se pueden generar.

Para valores chicos de p se puede mostrar mediante un grafo pequefio en forma de arbol
la manera de generar la instancia I para cada algoritmo on-line. Sin embargo, a medida
que p crece, se necesita una computadora para evaluar todas las acciones que puede
realizar el algoritmo on-line y armar la instancia I necesaria.

Llamemos S;,S, a las 2 secuencias de la instancia I y L;,L, sus longitudes.

La generacion de la instancia se realiza en fases. Estas fases no son las mismas que en la
seccion anterior, y posteriormente definiremos donde comienza cada una. En cada fase
el adversario mantiene 3 secuencias: My, Ny, y R, donde t indica el nimero de fase. Al
finalizar cada fase los valores de estas 3 secuencias se actualizan. La idea principal de
estas secuencias es la siguiente: M y N son las subsecuencias de S; y S, que el algoritmo
on-line ya sirvid, mientras que R es una secuencia de paginas que el adversario agregara
a la instancia [ una vez terminada la fase. Formalizaremos este concepto con ayuda del
siguiente grafico:
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Supongamos que cuando el adversario comienza una fase los valores de M, N y R son
los indicados a la izquierda de la figura. El algoritmo on-line sirvi6 toda la secuencia M
y la N. Esta viendo el pedido siguiente a M (representado por un punto negro debajo de
M) y el primer pedido de R. El resto de los pedidos de R aun no ha sido visto por el

algoritmo on-line. Desde el punto de vista del adversario, al algoritmo on-line puede
realizar s6lo dos acciones:

1) Servir todos los pedidos de R: esta accion la llamaremos accién A
2) Servir el pedido siguiente a M: esta accién la llamaremos accion B

Notar en la accién A el término ‘todos’: significa que si el algoritmo on-line sirve
algunos pedidos de R pero no todos, y luego sirve la pagina siguiente a M, para el
adversario es como si no hubiese servido ningun pedido de R y sélo realiz6 la accion B.

En cada fase las secuencias M, N y R se identifican con una de las secuencias S; y Sy, y
luego de una accion A cambian y se identifican con la otra. Como ejemplo, en el grafico
anterior, M se identifica con S;, y luego de que el algoritmo on-line realiza la accién A,
M se identifica con S,.
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La fase termina precisamente cuando el algoritmo on-line realiza alguna de las dos
acciones. Los valores de M, N y R se actualizan dependiendo de la accion tomada por el
algoritmo on-line como muestra el grafico. En gris claro se ve el valor de M, antes y
después de la accion del algoritmo on-line. En gris oscuro se ve el valor de N. Con
trama rallada se muestra el valor de R. El punto negro es el pedido que sigue a M, y lo
denotamos con Sig(M).

Como es necesario diferenciar los distintos valores de M y N en distintas fases,
utilizamos el subindice ¢ para indicar sus valores en la fase ¢. Por ejemplo, en la fase 4
los valores de M y N son My y N4.También, abusando un poco la notacién, utilizamos la
misma forma para indicar la secuencia y para indicar su longitud. Por lo tanto My es
tanto la secuencia M en la fase 4 como su longitud.

Veamos la respuesta del adversario a cada accion posible del algoritmo on-line:

Accion A:
M+ es N concatenado con R;
Ni+1 es Mg
R¢1 es el pedido que seguia a M; concatenado con la secuencia Ry
Si el adversario desea continuar con la construccién de la instancia, agrega un
pedido a una péagina nueva, diferente a todas las aparecidas anteriormente, en la
secuencia identificada con R,
En caso contrario, termina la secuencia identificada con R

Informalmente, cuando se realiza la accion A, el adversario agrega a la secuencia
identificada con M una copia de los pedidos servidos de R y un pedido nuevo a la otra
secuencia. Luego intercambia las secuencias identificadas con N y R con M.

Accion B:
M+ es M, concatenado con el pedido que seguia a M
Ni+1 es N; (o sea, no cambia)
R¢+1 es Ry concatenado con el pedido que seguia a M;
Si el adversario desea continuar con la construccion de la instancia, agrega un
pedido a una pagina nueva, diferente a todas las aparecidas anteriormente, en la
secuencia identificada con M;
En caso contrario, termina la secuencia identificada con M;

Informalmente, cuando se realiza la acciéon B el adversario agrega el pedido servido al
final de la secuencia identificada con R y un pedido a una pagina nueva a la secuencia
identificada con N.

Siempre se puede suponer sin pérdida de generalidad que el algoritmo on-line comienza
con la secuencia S;. Por lo tanto los valores iniciales para las secuencias M, N y R se
pueden obtener del siguiente diagrama (el pedido en negrita es el primero servido):



Caché de tamafio uno y dos secuencias

St | S
1
3 1

Por lo tanto los valores iniciales son:

Sec. Tamafio Valor
My i {1}
No 0 8
Ro 2 {2,1}

Sig(Mo) 1 {3}

4.5.2 Instancias de costo arbitrariamente grande:

La construccion de las instancias presentada anteriormente tiene secuencias de una
longitud determinada para cada algoritmo on-line dado. Por lo tanto, el costo del
algoritmo on-line sobre estas instancias esta acotado superiormente por una constante b.
Esto nos impide demostrar cotas inferiores a la competitividad de un algoritmo on-line.

Sin embargo, es facil hacer las instancias con secuencias tan largas como se desee
reemplazando cada pedido de la construccion anterior por una secuencia de / pedidos a
paginas unicas. Cada vez que aparece un pedido a la misma pagina hay que
reemplazarlo por la misma secuencia de / pedidos, y las secuencias que reemplazan
pedidos a paginas distintas deben tener pedidos a paginas distintas. Esta modificacion
no influye en la creacion de la instancia, pues el adversario considera cada secuencia de
longitud / como una unidad: considera sélo los casos en que se la sirvi6 completamente
0 no se la sirvidé nada. Sélo cuando se la sirvi6 completamente el adversario decide los
siguientes pedidos de la instancia.

Este cambio multiplica el costo del algoritmo on-line por la constante /. Por otro lado, el
costo del algoritmo off-line es menor o igual al anterior multiplicado por /, por lo que la
relacion entre los costos no disminuye.

4.5.3 Analisis de la instancia generada

La instancia generada de esta manera tiene dos propiedades importantes:
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Lema 4.5: El algoritmo on-line falla en todos los pedidos.
Demostracion:
La pagina del pedido que sigue a M es unica por construccion. Por lo tanto este pedido

no se puede aparear con ninguno de R.
1]

Lema 4.6: La secuencia N; esta contenida en M, mientras que M; estd contenida en la
secuencia Ni+R;.

Demostracion:

Dado que No = {}, Mg = {1} y No+ Ry = {2,1}, para t=0 la propiedad se cumple.

Veamos por induccion que la propiedad se cumple para t+1 si se cumple para t.
Llamaremos Sig(My) al pedido siguiente a la secuencia M;.

Accion A:
Mi+1 = Ni+R¢
N1 = Mg

R(+l = Slg(M[) =t Rt

Como N =M € NetR= M1 = Nt © M
Como Mt+] = NH"R{ (R Mt+ Rt &= Mt+ [Slg(Mt) + Rt] = NH-] + Rt+1 = Mt+1 (e Nt+1 + RH-]

Accion B:
Mt+1 = Mt + Slg(Mt)
N1 = N¢

R = Ry + Sig(My)

Como Ny =Ny € M M+ Sig(My) € M1 = Nip € Mg

Como My = M; + Sig(My) < [Ni+ Ry] + Sig(My) = N¢+ [R¢ + SigMy)]= N1 + Ry =
Mi+1 © N1 + Re.

L]

Lema 4.7: Si la instancia se termina de construir en la fase t, el algoritmo on-line no es

cometitive con e < 1 + M
c-competitivo con ¢ Nt+Rt

Demostracion:

El lema 4.5 nos dice que el algoritmo on-line falla en todos los pedidos. Como la
cantidad de pedidos de una instancia que se termindé de construir en la fase t es
M+N+R;, tenemos que:

Ca = M(+N¢tR;.
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El lema 4.6 nos dice que la secuencia M; esta contenida en la secuencia Ni+R;. Por lo
tanto el algoritmo Optimo off-line puede servir la secuencia N¢+Ry, y junto con ella la
secuencia My, incurriendo en un costo a lo sumo N¢+R;:

Co < NHR:.

El cociente entre estos costos es:
g N MAFNH+R; N M;
Co~ N#+R; " N#R¢

Como la instancia generada puede hacerse de costo arbitrariamente grande (ver 4.5.2) y

. . M;
el cociente entre los costos es mayor o igual a 1 + NoR> el lema 2.4 nos asegura que el
t t

. i - M;
algoritmo on-line no es c-competitivo con ¢<1 + :
Ne+R¢

Este lema muestra que el adversario puede terminar la construccién de la instancia I

M e
cuando detecta que 1 + N +i{ > p pues se asegura que p es una cota inferior a la
t t

competitividad del algoritmo on-line.

A partir de este punto los calculos resultan engorrosos a menos que hagamos un cambio
de variables. Definamos L; = N+ R; y reescribamos las ecuaciones sin N ni R;. De esta
manera los calculos dependen s6lo de M, L y t (3 valores) en vez de M, N, R y t (4
valores). S6lo nos interesa la longitud de las secuencias, por lo que a partir de ahora M,
Ni, R; y L son sélo niimeros.

Lema4.8: Ri=t+2
Demostracion:
Ro=2=t+2

Accion A:

Re = [SigMp| + Re =1+ (t +2) = (t+1) +2.
Accion B:

Rer1 =R+ [SigMy)| = (t +2) + 1 = (t+1) +2.
|
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Lema 4.9: Si L; = N; + R; =>las siguientes ecuaciones son equivalentes a las primeras:

Accion A:
M1 = Ly
L =M +t+3
Accion B
Mt+1 = Mt +1
Lai=Le+1
Demostracién:
Accion A:

Mi+1 = NetR; = Ly
Lt =Np+ Ry =M+ (t+1) +2=M;+t+3

Accion B
MH—] = Mt -+ |Slg(Mt)l = Mt Sl |
L1 =N+ R = Ne + (1) 2 =N+ (t+2) +1 =N+ R +1 =L + 1

Por lo tanto, hemos eliminado una variable. Utilizando las nuevas variables, el lema 4.7
. o . . . ML
se convierte en que la competitividad del algoritmo on-line es mayor o igual a -
t

M, O .
1+ 1> Una expresion ligeramente mas simple.
t

El siguiente grafico muestra el arbol de posibilidades de accién del algoritmo on-line
para p = 5/3 = 1.666... En cada nodo se muestra el valor de M; y de L. La altura del
ML

> p el arbol deja de generarse, pues el adversario

; ” : .o ML
termina la generacion de la instancia. Si L t < p, hay que extender la rama con las 2
t

nodo es el valor de t. Cuando
t

acciones posibles: A y B. En el arbol definimos arbitrariamente que la accion A
extiende la rama hacia la izquierda y la accion B la extiende hacia la derecha.

Notar que este grafico es una prueba de que la competitividad es mayor o igual a 5/3,
mejorando la cota anterior conocida de 1.5.
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12)
A

24)
/\
(4,6) 3 5)
A

(58) (4,6)

N

8,11) (6,9

(2.3)

Este ejemplo muestra el método general para demostrar una cota inferior para el
problema MTP(1,2). Hay que proponer una competitividad p. Armar el arbol de
acciones posibles del algoritmo on-line. Si el arbol no tiene ninguna rama infinita,
entonces no existe algoritmo on-line c-competitivo con ¢ < p. En cambio, si el arbol
tiene una rama infinita no se puede decir nada sobre la competitividad.

4.5.4 Algunos arboles

El siguiente arbol se realizé con p = 1.70.

Los datos en el nodo son: La accion del algoritmo on-line(A o B), My, L y 1+My/L4, en
ese orden.

Se puede ver que las hojas tienen un valor de 1+My/L; mayor o igual a p. Por lo tanto
este arbol es una prueba de que la competitividad de todo algoritmo on-line es mayor o
igual a 1.7, mejorando la cota inferior de 5/3 mostrada en el arbol anterior.
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! +---A(21,27,1.7778)
! +---A(20,25,1.8000)
! +---A(13,18,1.7222)
+---A(12,16,1.7500)
+---A(11,14,1.7857)
-—-A(6,9,1.6667)
+-=-B(7,10,1.7000)
! +---B(8,11,1.7273)
! +---A(10,14,1.7143)
! +---B(11,15,1.7333)
! +---A(14,18,1.7778)
+---A(9,12,1.7500)

Se ve claramente el crecimiento del arbol a medida que se agranda el parametro p:

Con p=5/3=1.666... el arbol es relativamente chico y pudo ser hecho a mano.

Con p=1.70 el arbol es bastante mayor.

Con p=1.72 el arbol es demasiado grande como para poder ser generado sin una
computadora.

Por lo tanto, pequefios incrementos en p producen arboles (y tiempo de calculo) cada
vez mayores.

A partir del andlisis previo surge naturalmente el siguiente problema:
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Hallar el maximo valor para p tal que el arbol tenga todas sus ramas finitas.

El ataque algebraico es el que parece mas razonable. Sin embargo, la complejidad de
tener 2 tipos de acciones en una ecuacidn recursiva no nos permitié llegar a ningun
resultado concluyente, aunque pudimos aislar varias propiedades de la recursion.

Por lo tanto, decidimos implementar un programa que analice el arbol generado e
indique si es un arbol finito. Cuando el arbol generado no es finito, el programa
continia analizando las ramas hasta que finalmente encuentra una rama con una
profundidad mayor a la méxima profundidad permitida indicada al programa mediante
un parametro. Aunque esto no demuestra que el arbol es infinito, al variar la maxima
profundidad del arbol podemos obtener una ‘idea’ de si la rama es muy profunda o si es
infinita.

4.5.5 Programa para analizar el arbol generado

El programa que analiza el arbol generado a partir de un parametro p es simple: debe
realizar la recursion y parar cuando 1+MyL; > p. O finalizar si la profundidad de la
recursion alcanza la mayor profundidad permitida.

El siguiente pseudo-co6digo muestra como puede hacerse:

Proc Principal
Begin

1

H =

=2
:=0
Procesar (M,L,T)
Write (‘El &rbol es finito!’)
End.
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Proc Procesar (M,L,T:input)
Begin
If t>MaximaProfundidad Then
Begin
Write (‘Profundidad mayor a la permitida’)
Finalizar el programa
End

If 1+M/L = p Then
Return

/*Accion A*/
Procesar (L,M+t+3, t+1)

/*Accion B*/
Procesar (M+1,L+1, t+1)

End.

Al programa pueden agregarse funciones para que ademas de determinar si el arbol es
finito, también lo imprima. Fue asi como se generaron los arboles mostrados
anteriormente para p=1.7 y p=1.72. Este programa fue ejecutado con diversos valores de
p- Se determino de esta manera que el arbol generado con p=1.788 es finito, siendo ésta
la mejor cota inferior encontrada.

Lema 4.10: No existe algoritmo on-line c-competitivo con ¢ < 1.788.

Demostracion:

La demostracion la provee el programa cuyo pseudo-codigo fue presentado antes,
cuando el valor de p es 1.788.

En ese caso el programa termina indicando que el arbol es finito.
|

Cuando se intenta ejecutar el programa con p=1.79, el programa corre por mucho
tiempo sin respuesta. En todo ese tiempo el programa no encontré una rama infinita,
pues de haberla encontrado habria terminado indicando que encontrdé una rama mas
larga que la profundidad maxima permitida.

Nosotros creemos que las ramas mas largas son aquellas que aplican la accion B

siempre que €sta sea posible, e hicimos que el programa analice estas ramas primero.
Por lo tanto, al no indicar el programa que encontrd una rama de mayor profundidad
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permitida significa que ha analizado (o esta analizando) las ramas que consideramos
mayores sin encontrar ninguna infinita.

Esto podria interpretarse como una ligera “evidencia” de que el arbol es finito. Por
supuesto, existe la posibilidad de que exista una rama infinita ain no examinada. Por
otro lado, como el arbol generado para p>1.79 es enorme, es razonable pensar que
analizarlo le llevard mucho tiempo, atin cuando el arbol sea finito.

En contrapartida, si p>1.85 el programa finaliza rdpidamente indicando una rama
demasiado larga, aun cuando se le permiten longitudes muy grandes. Esto hace pensar
que el valor mayor para p que produce un arbol finito estd entre 1.79 y 1.85. Sin
embargo, esto es s6lo una conjetura.

,Por qué creemos que las ramas mayores son aquellas que aplican B siempre que se
puede? Esta conjetura parte del analisis realizado sobre los arboles finitos generados por
el programa. Todos presentaban dicha caracteristica, salvo por pequefias perturbaciones
causadas por las condiciones iniciales.

4.5.6 Cantidad de paginas necesarias

El principal inconveniente presentado por las instancias generadas por el adversario
siguiendo el método descripto es que a medida que se desea obtener cotas inferiores
mayores, la cantidad minima de paginas distintas necesarias para generar las instancias
se incrementa enormemente. Desde un punto de vista tedrico este hecho no produce
inconvenientes, pero desde un punto de vista practico seria preferible obtener una cota
inferior con instancias donde la cantidad de paginas diferentes sea menor.

La cantidad de paginas necesarias es por lo menos la cantidad de fases que se producen,
pues en cada fase se hace por lo menos un pedido a una pagina nueva. La cantidad de
fases es igual a la altura del arbol generado.

A partir del crecimiento de la altura del arbol, se puede ver cdmo crece la cantidad de
paginas distintas a medida que crece p. Se podria intentar disminuir la cantidad de
paginas necesarias agregando al final de cada fase pedidos a paginas que no estén en R
en vez de pedidos a paginas nuevas. De esta manera se podrian reciclar paginas
previamente usadas. No hemos profundizado esta linea de razonamiento, pero de
hacerse podria ayudar a reducir la cantidad de paginas necesarias.
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5. Multi-Threaded Paging Semi-Online

5.1 Introduccion

En este capitulo veremos una extension del problema MTP, que llamaremos MTP Semi-
Online. En esta extension se suponen conocidas para el algoritmo on-line v secuencias
de w secuencias, con v < w. Usaremos la notacion MTP(k,w,v) para referirnos a MTP
Semi-Online. El problema MTP(k,w) es el caso particular MTP(k,w,0).

Esta variante presenta especial interés cuando consideramos a MTP como un caso de
secuenciamiento de tareas. En este escenario las secuencias de pedidos corresponden a
secuencias de trabajos a realizar en un conjunto de maquinas, y cada page-fault indica
una reconfiguracion de la maquinaria. El objetivo es minimizar la cantidad de
reconfiguraciones, las cuales se consideran mucho mas costosas que la realizacion de
las tareas. Como en este escenario pueden ser conocidas ciertas secuencias de tareas
rutinarias, mientras que otras secuencias se determinan dindmicamente, el problema
MTP Semi-Online es un modelo mas fiel que el problema MTP.

En este capitulo analizaremos solamente el problema MTP(1,2,1), donde la caché es de
tamafio uno, se tienen dos secuencias de pedidos y una secuencia conocida.
Mostraremos una cota inferior y una cota superior para este problema. La cota inferior
encontrada es la razén aurea (¢), cuyo valor es aproximadamente 1.618. La cota
superior encontrada es 2 y se hereda del problema MTP(1,2).

5.2 Definicion del problema

El problema que analizaremos es una variante del problema MTP(1,2), donde se tienen
dos secuencias y la caché es de tamafio uno. La diferencia es que en este caso el
algoritmo on-line conoce una de las dos secuencias.

Por lo tanto. las instancias del problema estan formadas por las secuencias S;y S, de
pedidos a paginas. El algoritmo on-line debe decidir en qué orden servir los pedidos de
ambas secuencias intentando minimizar la cantidad de page-faults incurridos en servir
completamente las secuencias. Para decidir el siguiente pedido a servir puede basarse en
la secuencia S, completa, los pedidos de la secuencia S, ya servidos, y el primer pedido
aun no servido de la secuencia S;.
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Como en este problema al algoritmo on-line dispone de mayor informacién que en el
problema MTP, es de esperar obtener cotas inferiores y superiores para la
competitividad de los algoritmos on-line més bajas. Hemos encontrado nuevas cotas
inferiores, pero lamentablemente no hemos encontrado cotas superiores mejores que las
provistas por el problema MTP.

Cualquier cota superior para el problema MTP(1,2) es valida también en MTP(1,2,1),
pues todo algoritmo on-line para MTP(1,2) es también un algoritmo on-line para
MTP(1,2,1). Por lo tanto obtenemos facilmente la cota superior 2, proveniente de MTP.

En MTP(1,2,1) el algoritmo on-line conoce una de las dos secuencias , disponiendo de
mas informacién que en el problema MTP(1,2). Consecuentemente es de esperar que
pueda obtener mejores resultados. Por este motivo las cotas inferiores de MTP(1,2) no
son necesariamente validas en este problema. En la siguiente seccion veremos la cota
inferior encontrada.

5.3 Cota Inferior

Dado un algoritmo on-line A y un valor ¢ tal que 1.5<c<¢ el adversario puede generar
una instancia I tal que el costo Ca(I) / Co(I) sea mayor o igual a c. Para lograr esto elige
un nimero entero positivo » y construye la secuencia S; como la secuencia de pedidos a

las paginas 1,2,3, ..., n. La secuencia S; la construye en fases.
. c-1 .
Sea F un entero positivo tal que F > Trec? En cada fase el adversario presenta en la

secuencia S; los mismos pedidos que en la secuencia S, pero corridos F posiciones.

El siguiente diagrama ejemplifica esta construccion:
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Sea E la cantidad de pedidos servidos por el algoritmo on-line de la secuencia S; hasta
la primera vez que aparea en la fase.

En el siguiente diagrama se ve un caso en que el algoritmo on-line aparea dos pedidos
habiendo servido (E-1) pedidos de S; sin aparearlos. Las secuencias marcadas con la
misma letra contienen los mismos pedidos.

. E-1 . . ;
Caso1)Sil+ F°E el adversario termina la fase y comienza una fase nueva.

Caso 2) En caso contrario el adversario agrega una copia de F y E a la construccion de
la secuencia S;. Como estos pedidos no se aparean con ningun pedido restante de la

secuencia S,, el algoritmo on-line debe pagar por todos ellos.

Cada pedido servido de la secuencia S, antes de completar los pedidos de S; se agregan
al final de la construccion de S;. La fase termina cuando el algoritmo on-line termina de
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servir la construccion de S;. Llamemos G a la cantidad de pedidos que el algoritmo on-
line sirve de S, antes de terminar la fase.

Sea el costo Cy del algoritmo on-line en la fase y C, el costo del 6ptimo off-line.

Enelcaso1) ChesE-1+F+EyCyesE+F.

E-1+F+E E-1
=]+

Por lo tanto CA/C, = F°E e

Comoenelcasol) 1+ FTE debe ser mayor o igual a ¢, obtenemos C»/C, > c.

En el caso 2) tenemos que:

CaesB-l+E+E+F+E+GyCoes EFF+E+G.
E-1+F+G

Por lo tanto CA/C, =1 +m.

Veamos bajo qué condiciones Ca/C, es mayor o igual a c:
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Es facil ver que el valor de CA/C, es menor cuando G es menor, por lo que el peor caso

. E-1+F
se da cuando G es igual a 0. Consecuentemente supongamos G=0y C,/C,=1 + SETF
. Esto equivale a suponer que el algoritmo on-line sirve los pedidos de la construccion
de S; consecutivamente.

E-1+F
CAlCoz2c @ 1 +—=— 2E+F
GE+F-1>2cE+cF—2E—F ®3E—2cE>cF—2F +1 &
SEGB-2¢)2F(c—2)+ 1 ©EQ2c-3) <F(2-c)—1 &
F(2-c) - 1
SR )

c® E+F-12(c-1) QE+F) &

Por otro lado, como estamos en el caso 2), 1 + = es menor que c, por lo que tenemos:

F+E

-1
1+ <g=E-1<e-1)(F+E)=>E<¢F+cE~F-E+] =

F+E
= 2E—cE<cF-F+1=EQ-c)<Fc-1)+1=
Flc—1)+1
=E<T0GTg
Fe—1)+1_FQ-)-1 Fe-1)+1_FQ-0)-1

Veamos que 2=0 S(20_3),porloqueE< 2=0 _(20_3):>
CA/COZC

Flc—-1)+1 <F(2-c)-1
2-¢) ~ (Qc-3)
@ Fle-1)+1)R2c-3)<(FR-c)-1)2—-0¢) &
& 2¢F(c— 1) +2¢ - 3F(c — 1) -3 €2F(2-¢) - 2 - cF(2-¢) + ¢ &
& 2¢%F —2¢F +2¢ = 3¢cF + 3F -13 <4F —2cF -2 - 2cF + ¢’F + ¢ ©
S F+e—cF-F-1<0®
SFCP-c-1+e-1<0&
SFc-c-1)<l-c®
(tanto ¢* — ¢ — 1 como 1-c son negativos pues 1.5< c<¢)
SF(l+c-cA)2el e

1
& F2> ;2— Esto es cierto por la restriccion al elegir F.
(I+c—=¢)
Flc-1)+1 FQR-c)-1 F2-o-1

Por lo tanto 2=0 < 2c-3)° porlo que E < 2c-3) = CalCoz c.

Consecuentemente, en ambos casos Ca/C, es mayor o igual a c.
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Lema 5.1: No existe un algoritmo on-line c-competitivo con ¢<¢.

Demostracion:

Elijamos ¢’ tal que ¢ < ¢” < ¢ y elijamos F tal que F > Frcc'—c'z

La construccion presentada anteriormente nos permite generar una instancia de costo
arbitrariamente grande donde Ca(I) > ¢” Cy(I) + b, donde la constante b surge de los
pedidos restantes en la ultima fase. El lema 2.4 nos garantiza que no puede existir

ningun algoritmo on-line c-competitivo con ¢ < ¢’ < ¢.
|
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6. Caché de tamaino uno y varias secuencias

6.1 Introduccion

Como se vio en el capitulo 1, en los trabajos realizados por Feuerstein[1] y Feuerstein-
Strejilevich de Loma[2] se demostré que la competitividad de ningun algoritmo on-line
puede ser menor que k+1-1/w. En el caso particular tratado en este capitulo, asumiremos
una caché de tamafio uno (k=1). Por lo tanto, la cota inferior se transforma en: k+1-1/w
=2 - 1/w. Se ve claramente que esta cota inferior es menor que 2 para todo w.

La cota superior encontrada en los mismos trabajos de Feuerstein[1] y Feuerstein-
Strejilevich de Loma|2] es wk, que se convierte para nuestro caso particular en w. Hay
una brecha entre ambas cotas: la cota superior crece linealmente con w mientras que la
inferior estd acotada superiormente por 2. A medida que w crece, la diferencia entre las
cotas se agranda también.

En este capitulo intentaremos disminuir esta diferencia. Veremos por un lado como
disponiendo de una cota superior para el problema MTP(1,2), podemos encontrar una
cota superior para el caso k=1 y w arbitrario. Reducir la cota superior para MTP(1,2)
implicaria reducirla también para MTP(1,w) con w>2. Esta generalizacién permitiria
centrar el analisis en un caso muy particular (k~=1, w=2) y obtener cotas para casos mas
generales (k=1, w arbitrario).

Por otro lado, hemos conseguido obtener cotas inferiores mayores que 2. Basandonos en
una idea propuesta por Alborzi et al.[4] para un problema relacionado con el nuestro,
pudimos idear un método para generar instancias que aseguren que el costo del

. . 1 ; )
algoritmo on-line sea por lo menos %WJ + 1 veces el costo del algoritmo 6ptimo off-

line.

La cota inferior encontrada crece logaritmicamente con w, mientras que la cota superior
crece linealmente con w. La diferencia entre estas cotas es menor que la conocida
anteriormente, donde la cota inferior estaba acotada por la constante 2.
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6.2 Cotas superiores

En esta seccion mostraremos como podemos utilizar algoritmos competitivos y cotas
superiores obtenidas para el problema MTP(1,2), para obtener cotas para el problema

MTP(1,w).

[Llamaremos c,, a la cota superior encontrada para el caso de w secuencias. Veremos
como esta cota se relaciona con las cotas ¢, cuando w’ es menor que w. Mostraremos
que si se obtiene una buena cota superior ¢, ésta puede ser usada para obtener buenas
cotas c,,.

Presentaremos dos formas de obtener c,, a partir de c,. La primera que mostraremos fue
encontrada en primer lugar, y luego fue mejorada para obtener la segunda. Ambas
formas se basan en un buen valor para c,. Usando el valor conocido hasta ahora (c,=2)
las cotas encontradas obtienen un valor para c, igual a w, que es el mismo valor
encontrado en Feuerstein[1] y Feuerstein-Strejilevich de Loma[2]. Para un valor menor
de ¢, las cotas encontradas serian estrictamente menores a w.

6.2.1 Un algoritmo on-line para varias secuencias

El algoritmo que presentaremos para servir w secuencias se basa en un algoritmo para
servir w-1 secuencias.

Sea A, un algoritmo para w-1 secuencias y A, un algoritmo para dos secuencias.

Construyamos el algoritmo A,, para w secuencias utilizando los algoritmos A,,.; y A:
1)A,.; para procesar las primeras w-1 secuencias de la instancia. De estas w-1
secuencias surge una nueva secuencia virtual, dada por el orden en que el
algoritmo A,,.; sirve los pedidos de las w-1 primeras secuencias.

2)A, para procesar la ultima secuencia de la instancia junto con la secuencia
virtual formada por A,,.;.

Mostraremos el algoritmo sobre el siguiente esquema:
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Secuencia Virtual

Inicialmente se utiliza A,,.; para decidir el primer pedido de la secuencia virtual. Ese
pedido sera a la pagina que el algoritmo A,,.; indica que debe servirse. Una vez que se
conoce el primer pedido de la secuencia virtual, se utiliza A, para determinar qué
pedido servir: el primero de la secuencia virtual o el primero de la ultima secuencia. Si
el pedido a servir corresponde a la tltima secuencia, se sirve este pedido. Si corresponde
a la secuencia virtual, se sirve este pedido y se utiliza el algoritmo A,,.; para determinar
el siguiente pedido de la secuencia virtual.

Con el nuevo par de pedidos de la secuencia virtual y la dltima secuencia se vuelve a
utilizar el algoritmo A, para determinar el siguiente pedido a servir.

Este proceso se reitera hasta servir todos los pedidos. Si en algin momento se termina
de servir completamente la tiltima secuencia mientras que aun quedan pedidos sin servir
en la secuencia virtual, se sirven los pedidos restantes emulando al algoritmo A,,.;. Si la
secuencia que se termina primero es la secuencia virtual, se sirven consecutivamente los
pedidos restantes de la tltima secuencia.

Calculemos la competitividad obtenida por el algoritmo anteriormente descripto en
funcién de c,.;. Sea L, la longitud de la secuencia n, 1<n<w y Opt,.; el costo de un
algoritmo off-line 6ptimo que sirve las w-1 primeras secuencias. Llamemos C, al costo
del algoritmo 6ptimo off-line al servir las w secuencias y Cy al costo del algoritmo on-
line descripto.
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Lema 6.1: Dado un algoritmo A,,.; ¢,.;-competitivo para el problema MTP(1,w-1), y un
algoritmo A, para el problema MTP(1,2), se puede construir un algoritmo A,, (cy-1+1)-
competitivo para el problema MTP(1,w).

Demostracion:

El costo del algoritmo off-line al servir las w secuencias no puede ser menor a Opt,,.; ni
a L,,, pues por lo menos debe servir la secuencia w y el costo de servir las primeras w-1
no puede ser mayor que el de servir las w secuencias. Por lo tanto:

Co2 Opty.i y Coz Ly

En el peor de los casos el algoritmo on-line no aparea ninguna pagina de la secuencia
virtual con la dltima secuencia. El costo de servir las primeras w-1 secuencias es menor
o igual a c¢,.; Opt,; + b (para alguna constante b independiente de la instancia),
mientras que servir la ultima secuencia le cuesta L,,. Por lo tanto:

Ca £ eyt Optyy + 6+ Ly =
=> CaZtyq Cotb+1 =
= Ca<cypa1 Co+b+C, =
=> Cx £ (Gt 1)C+ B

En consecuencia, el algoritmo A, es (c,,.-;+1)-competitivo.
|

Lema 6.2: Dado un algoritmo A, c,—competitivo para MTP(1,2), existe un algoritmo A,,
(catw-2)-competitivo para MTP(1,w), todo w>2.

Demostracion:

Podemos aplicar el siguiente método para obtener el algoritmo A, para w secuencias a
partir del algoritmo A;:

A partir de A, obtenemos el algoritmo Aj para tres secuencias usando el procedimiento
descripto anteriormente. El algoritmo Aj serd entonces (cy+1)-competitivo por el lema
anterior.

Luego a partir de A3 obtenemos el algoritmo A4 para cuatro secuencias. Este algoritmo
sera (c,+2)-competitivo también por el lema anterior.

Inductivamente, podemos continuar esta construccion hasta obtener el algoritmo A,,
para w secuencias. Este algoritmo sera (c,+w-2)-competitivo.
|
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6.2.2 Un algoritmo Divide And Conquer

Podemos mejorar la cota para c, encontrada anteriormente. Inicialmente nos
restringiremos a valores de w que sean potencias de 2 y luego lo aplicaremos a valores
w arbitrarios. La idea es dividir las w secuencias en dos grupos, cada uno con w/2
secuencias. A partir de cada grupo podemos obtener una secuencia virtual usando un
algoritmo A,, para w/2 secuencias. Finalmente servimos ambas secuencias virtuales
usando un algoritmo A, para dos secuencias. El razonamiento es completamente
analogo al de la seccion anterior, salvo que en vez de separar las w secuencias en dos
grupos, uno de w-1 secuencias y otro de una secuencia, se separan en dos grupos de w/2
secuencias cada uno.

Secuencia Virtual Secuencia Virtual
)

Calculemos la competitividad obtenida por el algoritmo anteriormente descripto para w
secuencias en funcion de c,,. Para el lema siguiente s6lo necesitamos que w sea par.
Sin embargo, posteriormente necesitaremos que w sea potencia de 2.

—

Lema 6.3: Dado un algoritmo A, c,p-competitivo para el problema MTP(1,w/2), se
puede construir un algoritmo A,, (2¢,2)-competitivo para el problema MTP(1,w).

Demostracion:

Llamemos Opt; al costo del algoritmo off-line 6ptimo para las w/2 primeras secuencias.
Llamemos Opt; al costo del algoritmo off-line 6ptimo para las w/2 tltimas secuencias.
Sea L, la longitud de la secuencia n, 1<n<w.

Llamemos C, al costo del algoritmo éptimo off-line y C, al costo del algoritmo on-line
construido segin el procedimiento descripto.
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El costo del algoritmo off-line no puede ser menor a Opt; ni a Opt,, pues el costo de
servir w/2 secuencias no puede ser mayor que el de servir las w secuencias. Por lo tanto:

Co 2 Opt; y C, 2 Opty

En el peor de los casos el algoritmo on-line no aparea ninguna pégina de las secuencias
virtuales. El costo de servir las primeras w/2 secuencias es menor o igual a c,,, Opt; + b
(para alguna constante b) y el costo de servir las dltimas w/2 es menor o igual a ¢,
Opt, + b. Por lo tanto:

Ca <cyp Opti+b+c,n Opta+ b =
= Casecup Cotb+cynCotb =
= Ca <£2¢c,p Cy+2b

Por lo tanto el algoritmo A,, es (2¢,2)-competitivo.
|

Lema 6.4: Si existe un algoritmo A, para 2 secuencias c,—competitivo, existe un
algoritmo A,, para w secuencias (2¢,,»)-competitivo para todo w=2' todo entero i>2.

Demostracion:

Podemos aplicar el siguiente método para obtener el algoritmo A,, para w secuencias a
partir del algoritmo A;:

A partir de A, obtenemos el algoritmo A4 para cuatro secuencias usando el

procedimiento descripto anteriormente. El algoritmo A4 sera entonces (2c;)-competitivo

por el lema anterior. Luego a partir de A4 obtenemos el algoritmo Ag para ocho

secuencias. Este algoritmo sera (4c;)-competitivo también por el lema anterior.

Inductivamente, podemos continuar esta construccion hasta obtener el algoritmo A,,
. . , W o

para w secuencias. Este algoritmo sera (Ecz)-competltlvo.

I

Podemos ver que esta nueva cota es mejor o igual a la encontrada en la seccion anterior.

Suponemos c¢;<2 pues como vimos en el capitulo 2 todo algoritmo lazy es 2-
competitivo.

i . w .
Lema 6.5: Con w=2"y ¢,<2 se tiene: ¢, < c+w-2, todo entero i>2

2
Demostracion:
w
5 c<crtw-2 L=
> wer <2 +2w—4 &
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4 - 202 <w (2-02) R
(4-2¢)/2-c))<sw &
2<w

i R

Juntando ambas cotas superiores para c,, (2, y cy-1+1) podemos obtener una cota para
el caso en el cual w no es una potencia de 2. La idea es que si w no es par, podemos
obtener la cota c,, < 2¢q-1)2 + 1, pues €y 1< 2¢(w-1y2 ¥ Cw < Cy.1 + 1. Si w es par, usamos

la cota c,, < 2¢y.

En el caso donde w es impar la cota ¢, < 2¢(,.1y2 + 1 corresponde a construir un
algoritmo A,, a partir de un algoritmo A ,.; para w-1 secuencias, construido a su vez a

. . w-1 .
partir de un algoritmo Ay,.1)2 para —5 secuencias.

En el caso donde w es par la cota c,, < 2c¢,, corresponde a construir un algoritmo A,, a
partir de un algoritmo A, para w/2 secuencias. Por lo tanto tenemos que resolver la

recursion:
fw) =2 fl(w-1)/2) + 1 si w es impar
fiw) =2 fiw/2) si w es par

partiendo de f{2) =c; y A3) = co+1.

Usando esta recursion podemos afirmar que c,, < f{w).

Lema 6.6: Sea f{w) una funcién definida por la recursion:

fw) =2A(w-1)/2) +1 si w es impar

Sfw) =2Aw/2) si w es par
con f(2) = c2 y f3) = cot1. '
Entonces f2+r) =2"" ¢, +r, con0<r<2.
Demostracién:

Lo demostraremos por induccion.

[Los casos base son:
A2)=2"+0)=2"c, + 0 =c,.
) =241 =2"c, +1=cy+ 1.

Suponiendo que para todo w’<w la propiedad se cumple, veamos que se cumple para w:

Seaw=24+r,i>2y0<r<2.
Si w es par (r debe ser par) tenemos:

Aw) =2 fAiwl2) =2 2" 41/2) =222 ¢y + 1/2) =2 ¢y + 1.

Si w es impar (» debe ser impar) tenemos:

fw) =2 fi(w - /2) +1=2 Q247 - 1)/2) +1 =2 27 +(r-1)/2) +1 =
=227 o+ (r-1)2) + 1 =2, + (r-1) +1 =2"" ¢, + 1.
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Este lema nos permite dar la cota cyiy, < 2k cytr.

Corolario 6.7: Existe por lo menos un algoritmo on-line (2" ¢, + r)-competitivo para el
problema MTP(1,2' + r), para enteros i 22y 0 <r <2’

Demostracion:

Se deduce directamente de los lemas anteriores.

]
6.3 Mejora de la cota inferior.
o Llog w] e . .
La cota inferior encontrada es 2—H. Esta cota inferior se obtiene a partir de una

adaptacion al problema MTP(1,w) del resultado obtenido en [4] para el problema de -
clientes en el espacio métrico star(w,1). Este problema es similar al caso particular del
MTP cuando 4=1. Los resultados de esta seccion son adaptaciones mas o menos directas
de sus resultados a este caso particular.

.. |llogwl] e . . 1
La cota inferior ——g— + 1 contrasta con la cota inferior conocida anteriormente 2-5,

pues esta ultima esta acotada por la constante 2, independientemente del valor de w. Sin
embargo, la nueva cota crece logaritmicamente en funcion de w.

log w _log2

En el caso particular w=2, se obtiene una cota inferior 5t 1 5+ l=x+1=

N —

1.5. Esta cota inferior es menor a la mostrada en el capitulo 4, cuyo valor es 1.788.

6.3.1 Adaptacion de resultados previos

En esta seccidbn nos ocuparemos del caso w=2' para algin entero positivo i.
Posteriormente ampliaremos los resultados a cualquier nimero de secuencias.

Mostraremos que para cada algoritmo on-line A existen instancias I de w secuencias
) w log w . . i .
donde A incurre en un costo _2g_ + w mientras que el algoritmo 6ptimo off-line

. ., wlogw log w
incurre en un costo w. La relacion entre ambos costos es — +w|/w= 5 +1
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También mostraremos que es posible obtener a partir de las instancias anteriores nuevas
instancias tal que el costo off-line sea arbitrariamente grande y la relacion entre los

: : 1 .
costos on-line y off-line sea también og % 4+ 1. Por lo tanto, el lema 2.4 nos garantiza

1
que la competitividad de ningun algoritmo on-line puede ser menor que 0% LAY

6.3.2 Generacion de la instancia

La construccion de la instancia I se realiza en » fases, siendo n = log w +1. Inicialmente
las w secuencias de I comienzan pidiendo una pagina distinta cada una. Llamemos wya
la cantidad de secuencias de la instancia I que ain no se han finalizado de construir en
la fase /. En cada fase f, estas wy secuencias tendran la misma longitud, que llamaremos
Ly

Cada fase finaliza cuando el algoritmo A sirve completamente todos los pedidos de w//2
secuencias. A medida que el algoritmo A va finalizando estas secuencias, el adversario
las termina de construir. Por lo tanto, al finalizar una fase quedan w/2 secuencias aun
sin terminar de construir, por lo que wg es igual a w/2. Antes de comenzar la siguiente
fase el adversario concatena a las w/2 secuencias no finalizadas una copia de los
pedidos de las w/2 secuencias finalizadas, de una a una y en forma arbitraria. De esta
manera, duplica la longitud de las w/2 secuencias restantes. Por lo tanto, Ls1=2L

Sabiendo que wi=w y que L;=1, obtenemos que wy = w2y que Lf=2f' !. Juntando
ambos valores llegamos a que wyL,=w.

La construccion termina cuando w/~=1, ya que no se pueden dividir las secuencias en dos
grupos iguales. Esta condicion se da cuando w/2™! =1 = w=2"1 = f=1log w +1. Por lo
tanto hay log w + 1 fases de construccion.

Veamos un ejemplo con w = 8. Al comienzo de la primera fase las secuencias contienen
una pagina distinta cada una:

St [S> S5 [Se [Ss [Se |S7 [Ss
1 2 [3 |4 |5 [6 |7 |8

Las secuencias mostradas en la tabla anterior no se muestran completas. Indicaremos
con un guion(-) al final de la secuencia cuando se muestre completa.

Supongamos que el algoritmo A sirve los pedidos a las paginas 1, 4, 3 y 2, en ese orden.
Por lo tanto. el adversario finaliza la construccion de las primeras cuatro secuencias y
las concatena al resto de las secuencias (Marcaremos las paginas servidas por el
algoritmo en negrita y cursiva) :
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St ]S> S5 [Se [Ss [Se [S7 [Ss

712 (3 415167 |8
- |- |- 11T [Z |3 [4

En este momento comienza la segunda fase. Vemos como w; es 4y L, es 2.

Supongamos que el algoritmo A sirve los pedidos a las paginas 5, 8, 6, 4 y 1 (estas
paginas son arbitrarias y sélo a modo de ejemplo). En este punto el adversario ha
finalizado las secuencias Ss y Sg, y puede concatenarlas a la parte construida de las

secuencias Sgy S7.

81|82|S3|S4|85|S6]S7|SS
1 (2 |3 (4 |5 |6 |7 |8
= = - [= 1T |Z |5 |4
= 5 8 -
1 |4

Continuando con el ejemplo, en este punto comienza la fase 3. Vemos como w3 es 2 y
L3 es 4. Supongamos que el algoritmo A sirve las paginas 2, 7, 3, 8, 5, 1. Por lo tanto se
debe finalizar la secuencia Sg y concatenar su contenido a la parte construida de la

secuencia Ss.

St [S2 [Ss [ S« [Ss [Se [S7 [Ss

7123 45 |6 8

- - - |- |1 ]2 4

- |5 N
1

—| D | O\ B ol W\

Cuando el algoritmo A finalice la secuencia S;, el adversario termina esta secuencia
dando por concluida la construccion de la instancia 1.
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Si |S2 [Ss [Sa |Ss [Se [S7[Ss
1 |2 |3 (4|5 |6 |7 |8
- -0 - 1 |2 |3 |4
= 5 8 -

1 |4

- |6

2

3

1

6.3.3 Analisis de la instancia

Como fue mostrado en [4], el algoritmo A falla al servir todos los pedidos. Esto se debe
a que como al adversario concatena el contenido de las secuencias terminadas a las otras
cuando terminan las fases, en ningin momento hay dos paginas iguales sin servir en la

instancia I.

Consecuentemente su costo es igual a la cantidad total de pedidos en 1. Para contarlos,
observamos que la mitad de las secuencias tienen 1 pedido, 1/4 tienen 2 pedidos, 1/8
tienen 4 pedidos,..., 1 tiene w/2 pedidos y 1 tiene w pedidos. Por lo tanto, el costo de A

5 1Y +w—§ wlogw+w

Por construccion, el optimo off-line puede servir la secuencia mayor (de w péaginas) y
servir todas las demas al mismo tiempo, incurriendo en un costo igual a w. Dividiendo
la cota inferior para el costo de A por la cota superior del costo Optimo off-line,
obtenemos que la relacion entre los costos del algoritmo A y del algoritmo 6ptimo off-
wlog w
—tw
2 log w

line no puede ser menor que " =—F 1.

6.3.4 Instancias de costo arbitrariamente grande

La construcciéon de I mostrada anteriormente tiene un costo Optimo off-line
determinado. Esto se debe a que la longitud y los pedidos de las secuencias es fijo.
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Se puede obtener un costo arbitrariamente grande si en la construccién anterior se
reemplaza cada pedido por una secuencia de » pedidos a paginas todas distintas, donde
n es un numero positivo cualquiera. Cada pedido a la misma pégina es reemplazado por
la misma secuencia de pedidos y no hay pedidos a paginas iguales en secuencias
distintas. El adversario considera cada secuencia de » pedidos como una unidad.

Esto produce que la longitud de las secuencias se multipliquen por », obteniendo un

. . . wlog w )
costo para el algoritmo on-line A igual a nTg + nw mientras que el costo del

algoritmo 6ptimo off-line no puede ser mayor a nw.

. . log w )
El cociente entre estos costos es mayor o igual a % + 1. Como el costo del algoritmo

optimo off-line es arbitrariamente grande y las relacién entre los costos on-line y off-

g . . log w
line estd acotada inferiormente por % + 1, el lema 2.4 nos asegura que la

run : ; . log w
competitividad de ningun algoritmo on-line puede ser menor que g + 1.

Esta construccion utiliza nw paginas distintas. Se puede obtener el mismo resultado con
2w paginas distintas si en vez de reemplazar cada pagina por una secuencia de » pedidos
a paginas distintas, se reemplazan por una secuencia de pedidos a dos paginas que se
alternan n/2 veces.

6.3.5 Adaptacién a cualquier cantidad de secuencias

La cota inferior encontrada en los parrafos anteriores es valida si w es una potencia
positiva de 2. Generalicemos este resultado para cualquier valor de w.

Lema 6.8: No existe algoritmo on-line para el problema MTP(1,w) que sea c-

1
competitivo con c<|i)%—v—vJ + 1.

Demostracion:

Seaw=w"+r,conw=2"y enteros i>1 y 0<r<2".
Sea I la instancia que tiene r secuencias vacias y w’ secuencias construidas segun la
construccion de la seccidn anterior.

) 2

gw

El costo del algoritmo on-line a sobre esta instancia es por lo menos n—sy—+ nw’,y

el costo del algoritmo éptimo off-line es a lo sumo nw’. El cociente entre los costos es
log w’ Llog w/

por lo menos g2 +1= % + T,
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Como esto es valido para todo valor positivo de n, el lema 2.4 nos asegura que la

. . . . 1
competitividad de ningun algoritmo on-line puede ser menor que Log_w__l + 1.
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7. Un problema off-line

7.1 Introduccion

En este capitulo veremos un problema que estd relacionado con MTP. Algunos
resultados obtenidos seran utilizados en el capitulo siguiente para demostrar una cota
inferior para el problema MPT en su caso mas general: caché de cualquier tamaifio y
cualquier cantidad de secuencias.

El problema consiste en encontrar una cota superior al costo de servir v secuencias de
longitud n de pedidos a paginas, cuando la caché es de tamafio k£ y las secuencias
pueden tener pedidos de a lo sumo k+1 paginas distintas. Usamos la letra v en lugar de
la tradicional w para indicar que no estamos trabajando en el problema on-line MTP,
sino en un problema off-line relacionado.

El caso particular en que hay una sola secuencia es un problema clésico en paginacion
estandar. Este caso se refiere al costo méximo de servir una secuencia de » pedidos de a
lo sumo k+1 péaginas distintas teniendo una caché de tamafio k. Es facil ver que se puede
servir la secuencia en a lo sumo | n/k| page-faults desalojando la pagina cuyo pedido es
el mas lejano.

La cota superior depende principalmente de la relacion entre los valores v y n. El
analisis realizado mostrara diferentes cotas para este problema en funcién de v, k y n.
Como veremos en el proximo capitulo, este problema surge en un contexto donde el
algoritmo on-line determina el valor de v mientras que el adversario determina el valor
de n. El objetivo del adversario en ese contexto es servir las v secuencias con un costo
proporcional a n e independiente de v. El resultado principal de este capitulo es mostrar
que eligiendo » suficientemente grande, el adversario puede alcanzar su objetivo.

Por lo tanto, es de importancia la cota encontrada para este problema cuando # tiende a

. . . en 2en .
infinito. Dicha cota es o e donde e es la base del logaritmo natural. Esta cota
2
nos permitira generalizar cualquier cota inferior para el problema MTP(1,w),
k+
o . ) . 2 k1
convirtiéndola en una cota para cualquier valor de % si se la multiplica por PR T
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7.2 Definicion del problema

La definicion del problema es la siguiente:

Dado el tamafio k de la caché y un nimero v de secuencias de »n pedidos de a lo sumo
k+1 péaginas distintas, hallar cotas superiores al costo off-line de servir las v secuencias.

Si las secuencias contienen dos pedidos consecutivos a paginas iguales, estos pueden ser
servidos conjuntamente sin costo adicional. Por lo tanto, supondremos secuencias duras.

Numeramos las £+1 paginas con los nimeros 0, 1,..., k.

Para especificar las condiciones iniciales, suponemos que la caché contiene al inicio las
k paginas 1,2,...,k y que todas las secuencias comienzan con un pedido a la pagina 0. Si
comenzaran con un pedido a otra pagina, se podrian servir sin costo todos estos pedidos
hasta lograr que el primer pedido no servido de cada secuencia sea un pedidos a la
pagina 0.

Si las condiciones iniciales fueran distintas, se podria alcanzar ese estado con un costo
de a lo sumo k page-faults, necesarios para cargar la caché. Este costo es un valor
acotado, independiente de » y de v, por lo que no lo consideramos mas. A todas las
cotas presentadas en este capitulo se debe sumar este valor si las condiciones iniciales
no son las especificadas.

En la tabla siguiente vemos un ejemplo en el cual hay 4 secuencias (v=4) y una caché de
tamano tres (k=3):
4 secuencias de # filas

S1[S2[S3]S4
0]1010(O0
2131213

011132
213102
313121

1121310

La caché inicialmente contiene las paginas 1,...,k:
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7.3 Cotas para el caso infinito

El primer resultado que encontramos exige que las secuencias sean infinitas. En este
caso no existe una cota superior al costo de servir todas las secuencias. En cambio, es
interesante determinar la cantidad de paginas que se pueden servir en promedio por cada
page-fault. Existe una relacién intuitiva entre este valor y una cota superior al costo de
servir las v secuencias en el caso de secuencias finitas. Cuantas més paginas sirvamos
en promedio por cada page-fault, menor serda el costo de servir las v secuencias
completamente.

v(k+1)

El siguiente lema nos muestra que se pueden servir por lo menos 5 paginas por

cada page-fault, mientras que el lema posterior nos muestra que si v es par esta cota es
optima.

. . . . . v(k+1 .
Lema 7.1: Si las secuencias son infinitas, se pueden servir por lo menos ( 5 ) pedidos

por cada page-fault.

Demostracion:

k+1
Mostraremos un método para servir por lo menos at 3 ) pedidos por cada page-fault.

En todo momento en la caché hay k péginas. Sin pérdida de generalidad supongamos
que las paginas cargadas son 1,2,...,k.

Si hay secuencias tal que el primer pedido no servido no es a la pagina 0, se sirven
gratuitamente los pedidos hasta alcanzar en todas las secuencias un pedido a la pagina 0.
Si alguna secuencia no presenta pedidos aun no servidos a esta pagina, se sirven
indefinidamente los pedidos de esta secuencia, probando nuestro lema.

Por lo tanto podemos suponer que el primer pedido no servido de cada secuencia es a la
pagina 0.

Definamos dij a la cantidad de pedidos no servidos anteriores al primer pedido no
servido a la pagina j en la secuencia i, para i=1...vy j=1...k.
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Por ejemplo, supongamos que los primeros pedidos no servidos de las v secuencias son
los mostrados en la tabla siguiente:

S1]|S2]S5]Ss
0000
213113
011312
2131012
313121
1121310

En este caso, los valores para la matriz d son:

di =5 dy =1 di3=4
dy =2 dz =5 dy3=1
ds =1 ds =4 d33=2
ds =4 d4o=2 dss=1

Si algtn valor de la matriz d esta indefinido es porque existe una secuencia que a partir
de la posicion actual no contiene ningtn pedido a alguna pagina. Por lo tanto se pueden
servir indefinidamente los pedidos de esta secuencia realizando un solo page-fault,
probando nuestro lema.

Supongamos entonces que todos los valores de la matriz d estan definidos. Dado que en
cada secuencia 1 los pedidos a las paginas 1,...,k deben ocupar por lo menos los primeros
k pedidos aun no servidos de la secuencia, tenemos que para 1<i<v:

+
Zduﬁl+2+ k= Z] Zdu_k(kzl)

j=1 =1 =1

Como esta desigualdad es valida para todas las secuencias, podemos sumarlas:

v,k k(k+1 vk(k+1
3 Sy THED 3 &, 5 VA
i=1j=1 i=1 i=1j=1

Por otro lado, debe haber una pagina p tal que la suma de sus distancias en todas las
secuencias sea por lo menos el valor promedio de la suma de todas las distancias:

k v
2 2d; vk(k+1)
Y. _j=li=l v 2
Ip/ 2dp 2= 2dpz—— Zd.p_
i=1 i=] i=1
A +1
= 3p/ Zdipzv(kz )
i=1

v(k+1)
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Descartando la pagina p de la caché y cargando la pagina 0, se sirven di, pedidos de la

\%
secuencia S;, dando un total de pedidos servidos igual a Zdip. Por lo tanto descartando
i=1

+1)

la pagina p se pueden servir por lo menos - ) pedidos.

Repitiendo indefinidamente este procedimiento se puede asegurar que en todo momento

, v(k+1) , .
se pueden servir por lo menos 5 baginas por cada page-fault.

El siguiente lema nos muestra que si v es par, la cota encontrada en el lema anterior es
optima.

) ) . ) ) , v(k+1
Lema 7.2: Si v es par existen instancias en las que no se pueden servir mas de —(—2—)

pedidos por cada page-fault.
Demostracion:

Sea v=2m para algun entero positivo m.

Sea I la instancia formada por m pares de las secuencias infinitas:
Si:0.1,2,...,k-1,k,0,1,2,...
So: 0.kk-1,k-2,...,2,1,0,k.k-1,k-2,...

Desalojando una péagina p de la caché y cargando la pagina 0 se pueden servir p pedidos
de S y (k+1)-p pedidos de S,. Por lo tanto en los m pares de secuencias se sirven a lo
sumo:

m (p +(k+1)-p) =m (k+1) =

k+1 ; :
%. Esto es valido para cualquier pagina p.

k+1 . :
Luego de servir los at 5 ) pedidos, la caché contiene todas las paginas salvo p. Es facil

ver que la estructura de las secuencias S; y S, se mantiene luego de cada page-fault:
S :p.ptlLpt2,.. k-1,k0,1,2,...,p, pt+1, ...
SHip.p-1,p-2,...,2, 1,0, k, k-1, k-2,..., p, p-1, ...

. . . . k+1
Por lo tanto, luego de desalojar cualquier pagina p, se pueden servir a lo sumo " 5 )

pedidos y las secuencias presentan la misma estructura. Consecuentemente, nunca se

v(k+1

pueden servir mas de 5 ) pedidos por cada page-fault.
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Corolario 7.3: Si v es impar existen instancias en las que no se pueden servir mas de

[%](k+1)+k pedidos por cada page-fault.

Demostracion:
Sea v=2m+1 para algtn entero positivo m.

Sea I la instancia formada por m pares de las secuencias infinitas S; y S, del lema
anterior y una secuencia S;.

Luego de desalojar una pagina p, se pueden servir a lo sumo m (k+1) pedidos de los m
pares de secuencias, y a lo sumo k paginas de ultima secuencia S;. Por lo tanto no se

pueden servir mas de m * (k+1) + k= [%](k+1)+k pedidos.

Como la estructura de las secuencias se mantiene luego de cada desalojo, nunca se
pueden servir mas de [%] (k+1)+k pedidos por cada page-fault.

El lema 7.2 nos muestra que para v par hemos encontrado la mejor cota posible. El
siguiente lema nos da una cota util para pequefios valores de v.

Lema 7.4: Se pueden servir por lo menos v+k-1 pedidos por cada page-fault.
Demostracion:
Mostraremos un método para servir por lo menos v+k-1 pedidos por cada page-fault.

Se sirven los pedidos iterando por las secuencias. Al examinar la secuencia i, se
determina la pagina p que aparece mas lejana en esa secuencia. Se descarta la pagina p
de la caché y se carga la primera pagina aun no servida de la secuencia i.

Luego se sirven todos los pedidos posibles de todas las secuencias sin costo alguno. Se
sirven por lo menos k paginas en la secuencia / y una pagina en cada una de las (v-1)
secuencias restantes, dando un total de paginas servidas mayor o igual a k+v-1.

Una vez que se terminan de servir todos los pedidos que se pueden servir gratis, se pasa
a la siguiente secuencia, en forma circular.
|

Como veremos mas adelante, el algoritmo presentado en el lema anterior es util para
mostrar una cota en el caso de secuencias finitas. Su utilidad radica principalmente en
que avanza relativamente parejo en todas las secuencias.
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7.4 Cotas para el caso finito

. . V(k+1 .
Si con secuencias finitas fuera posible servir at 5 ) pedidos por cada page-fault como

en el caso infinito hasta finalizar todas las secuencias, podriamos obtener una cota
superior del costo de servir todas las secuencias. La cantidad de pedidos total de las v

. k+1
secuencias de n pedidos es nv. Sirviendo at 5 por cada page-fault, habria a lo sumo

VD) K page-faults. Por lo tanto una cota superior del costo seria AR
2

Lamentablemente, cuando las secuencias se acaban no se puede garantizar que exista

v(k+1)

una pagina p tal que desalojandola de la caché se puedan servir 3 pedidos. El

problema es que la forma de elegir la pagina p no garantiza que se avance en forma
pareja en todas las secuencias. De esta manera algunas secuencias se terminan de servir
antes que otras, desarticulando el método para elegir la pagina a desalojar.

Sin embargo, este resultado permite intuir que si # es grande, cuando las secuencias se
empiecen a acabar ya se habran realizado suficientes servicios de manera tal que servir
el resto de las secuencias no influya demasiado en la taza global de servicios por page-
fault. Al final de esta seccion veremos que para » suficientemente grande podemos

. . en . T
garantizar un costo menor o igual a — Es interesante notar la similitud entre este valor

3

i
Y1

Comencemos con una cota valida para todo n y v.

Lema 7.5: Se pueden servir las v secuencias de » pedidos con a lo sumo » page-faults.
Demostracion:

Probando que podemos servir por lo menos un pedido de cada secuencia por cada page-
fault, estariamos demostrando que con a lo sumo »n page-faults se pueden servir las v
secuencias. Veamos que esto es posible.

Llamemos fila i al conjunto de pedidos formado por los v pedidos en la posicion i de
cada secuencia. Dado que cada secuencia contiene pedidos de un conjunto de k+1
paginas, cada fila contiene a lo sumo k+1 péginas distintas.
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El algoritmo que daremos en cada paso sirve una fila incurriendo en a lo sumo un page-
fault.

En cada paso en la caché se encuentran todas las paginas salvo una, que llamaremos p.
En la fila actual puede aparecer o no un pedido a la pagina p.

Si no aparece, el algoritmo sirve la fila entera sin ningtin page-fault.

Si aparece, el algoritmo sirve todos los pedidos de la fila distintos de p. Luego desaloja
de la caché una pagina elegida arbitrariamente y carga la pagina p. Finalmente sirve
todos los pedidos restantes de la fila a la pagina p.

De esta manera el algoritmo sirvié toda la fila con a lo sumo un page-fault. Repitiendo
este proceso por cada fila podemos servir todas las secuencias con a lo sumo n page-
faults.

|

El lema anterior es una primera aproximacion. Nos brinda una forma de servir todas las
secuencias en a lo sumo n page-faults. El siguiente lema nos muestra que en algunos
casos esta cota es Optima.

Lema 7.6: Si v>k"", existen instancias para las que son necesarios n page-faults para
servir todas las secuencias.

Demostracion:

Recordemos que las v secuencias comienzan con 0 y la caché contiene inicialmente las k&
paginas 1...k.

. -1 : = r 1ot -1 .
Asumimos que v=k"". Si v>k"" suponemos que las ultimas v-¥"" secuencias son
idénticas a la primera.

Supongamos que los pedidos de las v secuencias forman todas las combinaciones
posibles de longitud n de k+1 paginas, comenzando con 0 y sin tener 2 pedidos
consecutivos a paginas iguales.

Hay k"' combinaciones distintas, pues la pagina i-ésima (i>1) de la secuencia puede ser
cualquier pagina salvo la anterior, por lo que hay k posibilidades para elegir. Como la
primera pagina es 0, hay ' combinaciones distintas de longitud ».

Como la cantidad de combinaciones es exactamente k”'l, esta construccion define
completamente las v secuencias.

Sea s la cantidad de page-faults minima necesaria para servir las v secuencias
completamente. En cada page-fault se desaloja una pagina de la caché y se carga otra.
Todas las paginas desalojadas forman una secuencia de longitud s que llamaremos S.



Un problema off-line

Podemos ver la secuencia S como una indicacién de la pagina a desalojar en cada
momento.

Sabemos que s no puede ser mayor a » por el lema anterior. Supongamos s<n. Sea r una
secuencia de pedidos formada por un pedido a la pagina 0 seguida por la secuencia S, y
finalmente con una secuencia arbitraria de n-s-1 pedidos (n-s-1 podria ser 0). La
longitud de r es 1+s+(n-s-1) = n. Dado que las v secuencias son todas las posibles de
longitud n, r debe ser alguna de ellas.

Sirviendo los pedidos de acuerdo a S, se sirven a lo sumo s paginas de la secuencia r.
Esto se debe a que en cada page-fault se desaloja precisamente la pagina siguiente de 7,
por lo que se puede servir a lo sumo un pedido de r por cada page-fault. Por lo tanto,
luego de s page-faults restan servir zn-s pedidos de la secuencia . Como supusimos s<n,
n-s debe ser mayor a 0, por lo que la secuencia » aun no se termin6 de servir. Esto es
absurdo pues servir los pedidos de acuerdo a S permite servir todos los pedidos de las v
secuencias.

El absurdo anterior provino de suponer s<n. Como s<n por el lema 7.5, s = n.
[}

El siguiente lema es una adaptacion del lema 7.4 para el caso de » finito.

Lema 7.7: Se pueden servir las v secuencias de » pedidos con a lo sumo v [ T +"1}_1—| page-

faults.

Demostracion:

Usemos el mismo algoritmo que en la demostracion del lema 7.4.

En un ciclo completo del algoritmo se sirven por lo menos k+v-1 pedidos de cada
secuencia: k£ pedidos cuando la secuencia es seleccionada y un pedido cada una de las v-
1 veces que no es seleccionada.

La cantidad de page-faults en un ciclo completo es v.

Como en cada ciclo se sirven por lo menos k+v-1 pedidos de cada secuencia, con

[ % :)-l_l ciclos deben servirse todas las secuencias, por lo que la cantidad total de page-

faults no puede exceder v l—kj-:l)-_l_l

it}
Analicemos esta cota para los valores v=1 y v=2:
1) Cantidad de secuencias igual a 1: Si v=1 la cota se transforma en [ n/k |. Esta cota

es dptima segun se mostrd en [2] y una instancia que obtiene esta cota esta formada
por la secuencia:



Un problema off-line

S1=0,1,2,...,k,0,1,....k,0,1... hasta completar » pedidos.

2) Cantidad de secuencias igual a 2: Si v=2 la cota se transforma en ZF%Z—IT Esta
cota también es Optima como muestra la instancia formada por el siguiente par de
secuencias:

S1=0,1.2,...,k,0,1,....k,0,1... hasta completar » pedidos.
S>=0,k.k-1,...,2,1,0,k,k-1,...,2,1,0,£,... hasta completar »n pedidos.

Veamos ahora la cota superior que usaremos en el siguiente capitulo para mejorar la
cota inferior conocida del problema MTP(k,w). Mostraremos que existe un valor de » tal

. . . en
que se puedan servir v secuencias de n pedidos con a lo sumo FMT page-faults,

siendo e la base del logaritmo natural. Para obtener este resultado necesitamos definir el
concepto de estrategia y mostrar algunos resultados previos.

7.4.1 Estrategias

Una estrategia es una secuencia de paginas que no comienza con la pagina 0 y no
contiene 2 paginas consecutivas iguales. Podemos relacionar una estrategia con una
secuencia de paginas que un algoritmo desaloja de la caché al servir los pedidos de una
instancia del problema.

Dada una estrategia y una instancia del problema definimos un algoritmo A de la
siguiente manera:

El algoritmo A funciona iterativamente. En el i-ésimo ciclo sirve todos los pedidos a
paginas que se encuentran en su caché, en un orden arbitrario. Luego determina la
pagina p que no se encuentra en su caché y la carga desalojando la i-ésima pagina de la
estrategia.

El algoritmo termina cuando se sirvieron todos los pedidos de la instancia o se
realizaron tantos ciclos como la longitud de la estrategia. La cantidad de page-faults
realizados por el algoritmo A es menor o igual a la longitud de la estrategia. Entonces, si
se sirvieron todos los pedidos de la instancia, el costo del algoritmo en servirlos fue
menor o igual a la longitud de la estrategia.

Decimos que una estrategia e sirve una instancia I si el algoritmo definido anteriormente
para la estrategia e y la instancia I sirve todos los pedidos de la instancia I. En caso
contrario decimos que la estrategia e no sirve la instancia I.
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Lema 7.8: Existen &’ estrategias distintas de longitud /.
Demostracion:

La primera péagina de una estrategia e no puede ser 0 por definicién. Por lo tanto hay &
posibilidades para la primera pagina de e. La pagina i-ésima (i>1) de la estrategia puede
ser cualquier pagina salvo la anterior, por lo que también hay & posibilidades para elegir.
Por lo tanto, hay K’ estrategias distintas de longitud /.

|

Veamos cuantas de estas estrategias no sirven una instancia dada.

Lema 7.9: Hay a lo sumo v[’;] estrategias de longitud / que no sirven una instancia I de

v secuencias de longitud » de k+1 péginas distintas.
Demostracion:
Llamemos S; a la i-ésima secuencia de la instancia I.

Para cada estrategia e llamemos A, al algoritmo relacionado con la estrategia e y la
instancia .

Cada vez que A. desaloja una pagina de la caché, sirve los pedidos de cada secuencia
hasta encontrar un pedido a la pagina desalojada. Por lo tanto, si A, no sirve a la
instancia I, es porque se encontr6 / veces con un pedido a la pagina descartada en alguna
secuencia de I, una vez por cada péagina de la estrategia e. Esto significa que si A no
sirve a la instancia I, es porque alguna secuencia de I contiene como subsecuencia de
longitud / a la estrategia e.

La maxima cantidad de subsecuencias posibles de longitud / en una sola secuencia de

: n : : : :
longitud » es 1) Suponiendo el peor caso, los conjuntos de subsecuencias de longitud »

de cada secuencia de la instancia I son disjuntos. Consecuentemente, no puede haber

mas de v l] subsecuencias distintas en toda la instancia I. Si A no sirve la instancia I, la

. : n
estrategia e debe ser alguna de estas subsecuencias. Por lo tanto, hay a lo sumo v[ l]

estrategias de longitud / que no sirven una instancia I.
|
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7.4.2 Cota superior

En la seccion anterior mostramos que hay &’ estrategias distintas de longitud /. También

n . . :
mostramos que hay a lo sumo v ;) estrategias de longitud / que no sirven

: - n >
completamente una instancia I. Por lo tanto, mostrando que v[ l] < kl, estaritamos

mostrando que existe por lo menos una estrategia de longitud / que sirve las v
secuencias de I, por lo que existe un algoritmo que sirve la instancia I con un costo
menor o igual a /. Como queremos encontrar una cota superior al costo que sea lineal
con respecto a n, hagamos /=an, con o independiente de n. El objetivo principal es
lograr un valor de a que dependa solamente de £. Como veremos en los siguientes

lemas, podemos lograr que v ’; < k' si hacemos n grande y elegimos un valor apropiado

para o.

Mostraremos 2 lemas. El segundo provee un mejor resultado que el primero. Sin
embargo, el primero es mucho més simple y muestra la forma en que fuimos mejorando
las cotas encontradas. Notar que los logaritmos usados son todos en base 2.

Lema 7.10: Existe un valor de » tal que se pueda servir una instancia I de v secuencias
de n pedidos con a lo sumo |—n/log kl page-faults.

Demostracion:
n

. . ) 1
Alcanza con probar que existe un # tal que v[’;] < K Esto es igual a probar que <7

n

/
Por lo tanto, probando que Lim,,_,w7 = () estariamos probando el lema.
Como /=on =
() (o)
/ o

o) () o)

KR T (KRR
[n](k“/2)i(k°‘/2)”'i
i=0

) )

- = =@y

n

Z[n](k“/z)" * [anJ(k“/z)"
i

i=0
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n

. . 1 l
Si k%/2 >1, se ve claramente que Lim, s~ = 0. En este caso, como A >0 Vn, la

(k*72)"
n
L, , . .
sucesion —7- esta acotada por dos sucesiones cuyo limite cuando n—o0 es 0. Por lo tanto
n

/
el Lim,,_m—zr existe y es 0.

Como k°2>1 @ k*>2 & alogk>log2 & alog k> 1 o>1/log k < I>nl/log k
n

. - [ .
tenemos que si / es mayor a n/log k, entonces le”"‘”—k’_ = 0. Por lo tanto existe una

estrategia de longitud [ n/log k| que sirve las v secuencias. Esto implica que existe un

algoritmo que sirve las v secuencias con un costo menor o igual a [ n/log k.
L1

Finalmente podemos mostrar el lema que nos provee la cota que usaremos en el capitulo

siguiente. Este lema mejora la cota encontrada en el lema anterior.

Lema 7.11: Existe un valor de » tal que se pueda servir una instancia I de v secuencias

de n pedidos con a lo sumo %%1 page-faults.

Demostracién:

Si k=1 se sirve la instancia [ con n < rl—ielq/§1 page-faults, por lo que la cota es cierta.

g ()

entonces Lim,,_so e

Cuando £ > 1 es suficiente probar que si / = an, con o=

. e
0. Notar que con n > 1, se verifica que e S < 1.

Usemos la aproximacion de Stirling que nos dice que:
x!=x" ™ \/;c G(x), con la propiedad de que Limy,, G(x) = g, siendo g una
constante. Usando esta aproximacion, tenemos que:

[n] _ n" e"\[n G(n) _
U 1 eN[1 G).(n-1y™ e \[n-1 G(n-1)
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G(n) _
) ClaaR)

n”\ﬁz H(n) [definiendo H(n) = Gla

NN

n
7'~ o
= CIVA) =
an®'\[an.(n-on)"*"\[n-on »)
n

o

" e Jan (o) am )

n
T o an (f v (l-an H(n) =
o n?" AJor.(1-0) " 0"\ [Toor [n

1 1
- \Jo(1-a)n [aan-(l'oﬁl_dp’JH(”) -

1 1

~ oo [[oc“(l-oc)“"“]”]H(”)'

n

/ 1 1
Por lo tanto, Lim, .7 = Lim, e T aean [HR) =
k \Jo(T-o)n [[Ot (1-a)" ™k ]]

I 1
=Li e R L n—>00
o Joo) (1) R

1
=h Lim, s« siendo 4 una constante.
T\ nlof (o) kT

Lim,_, H(n) =

Si a*(1-0)"k*> 1 ¥n>1, se obtiene que:
1 1
0 <Lim,_se - ~<Lim, e ==0=
fala’(1-0) k7] T\
1

Li N—>0 =
— n[o*( l-oc)(l'“)ko‘]"
n
I

0=

Para mostrar que o*(1-00)"%*> 1 Vn>1, recordemos que ﬁ <a<1=>

1-
k >elo-e/2 =e(l/a-1/2) =e 3/2

1-0/2
= o*(1-00) "k > o%(1-00) (e%)“

= o*(1-a) V%" = a*(1-00)" e* (1-0/2)* o™
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= o*(1-a) V%" > (1-00) " e* (1-0/2)"
Es facil ver que (1-0)™@ e* (1-0/2)* 2 1 & e = (1-a)"™"* + eai/2:

(1-0) " e* (1-a/2)* > 1 &
& (1-a)* e (1-02)21 &
S (1-o)Me-ea)21 &
& (e-ea2)>(1-a) M &
e (l-a)]‘”“ + ea/2

En el apéndice A se encuentra una demostracion de que (1-a) M + eq/2 < e para

n

/
0<a<1. Por lo tanto, (1-0)"™® e* (1-a/2)* 2 1 = a*(1-0)"%* > 1 = Lim, - =0.

A partir de este limite obtenemos que existe un valor de #» y un valor de o tan cercano a
e n ; P
——=como se desee tal que v| , | < K, finalizando la demostracion.
k+e/2 [

m

Este ultimo lema nos dice que si # es suficientemente grande, debe existir una estrategia

e.n

de longitud ’-mw que sirva la instancia I. Por lo tanto existe un algoritmo que sirve la

) ) ) e.n , ,
instancia [ con un costo menor o igual a rkTe/_2-| Este resultado sera usado en el capitulo

siguiente para mostrar una cota inferior para el problema MTP(k,w).
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8. Caché de tamano arbitrario

8.1 Introduccion

En este capitulo veremos como podemos generar algoritmos wk-competitivos para el
problema MTP(k,w) a partir de cualquier algoritmo k-competitivo para paginacion
estandar.

También veremos cémo se puede utilizar una cota inferior obtenida para el problema
MTP donde el tamafio de la caché es uno, y obtener una cota para el caso general.

Luego usaremos la cota encontrada en el capitulo 6 para obtener una nueva cota para el
problema MTP en su forma més general.

8.2 Algoritmos kw-competitivos para MTP

En esta seccidén veremos una adaptacion del lema 3.1, el cual supone una caché de
tamafio uno.

Mostraremos que todo algoritmo para el problema de paginacion estandar k-competitivo
puede ser extendido en un algoritmo wk-competitivo para el problema MTP(k,w). Notar
que los algoritmos on-line k-competitivos son Optimos en paginacién estandar. Un
ejemplo de estos algoritmos es “Least recently used” (LRU).

Lema 8.1: A partir de un algoritmo on-line A para paginacion estandar k-competitivo se
puede generar un algoritmo A’ para el problema MTP(k,w) wk-competitivo.
Demostracion:

Sea A’ el algoritmo que sirve una a una las w secuencias, sirviendo cada secuencia
usando el algoritmo A. Sirve completamente una secuencia antes de servir algiin pedido

de otra.

Dada una instancia I, llamemos Cx(S;) al costo del algoritmo A’ al servir la secuencia S;
de la instancia [ y Co(S;) el costo del algoritmo éptimo off-line el servir la secuencia S,.
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Como el algoritmo A’ sirve cada secuencia emulando el algoritmo A, y este algoritmo
es k-competitivo, tenemos que para 1<i<w:
CA(S) <k Cy(S)) + b, para alguna constante b dependiente del algoritmo A.

Por lo tanto el costo del algoritmo A’ en servir todas las secuencias es:

w W w
Ca(D)= 2Ca(S) < 2(kCo(S) +b) =w.b + k 2.C(S)
i=1 i=1 i=1

El costo del algoritmo 6ptimo off-line al servir todas las secuencias no puede ser menor
a max(Cy(5))):

Co(I) =2 max(Cy(S))).
Por lo tanto:
w w
Ca(D<w.b+kDCo(S) <w.b+ kY max(Cy(S)) =
i=1 =1
w
Ca(DSw.b+k2.Co(l)=w.b+wkCol)=
i=1
Ca () < w.k.Co(I) + b’ para alguna constante b’ independiente de la instancia I.
Como esta desigualdad es valida para toda instancia I, el algoritmo A’ es wk-

competitivo.
|

8.3 Generalizacion de cotas inferiores con caché de tamano uno

k+
¢/2 lo es para MTP(k,w), con k> 1.

En esta seccion veremos que si d es una cota inferior para el problema MTP(1,w), en el
cual el tamafio de la caché es uno, entonces | d

: B : . llogwl]
En la proxima seccidn utilizaremos este resultado junto con la cota inferior %—Fl

para MTP(1,w) encontrada en el capitulo 6, y mostraremos una cota inferior para el
problema MTP(k,w).

Este resultado buscado se obtiene generando para cada algoritmo A una instancia I tal

+
que Ca(l) > [d el
ete

Co(I) + b, para toda constante b y & tan chico como se desee.
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Lema 8.2: Si d es una cota inferior para el problema MTP(1,w), entonces no existe un

" k+e/2
algoritmo on-line A para el problema MTP(k,w) c-competitivo con ¢ < d : )

Demostracion:

Llamemos U el conjunto de paginas consideradas por el adversario. Supongamos que el
adversario particiona este conjunto en clases de k+1 péaginas distintas. Llamemos U’ el
conjunto cociente de U dada esta particion. Por lo tanto, cada elemento de U’ es un
conjunto de k+1 péaginas, que llamaremos super-pdgina.

Cada secuencia de la instancia I generada por el adversario estd formada por bloques de
[ pedidos. Cuando el algoritmo on-line sirve completamente un bloque de una
secuencia, el adversario elige una super-pagina p’ de U’ y la expande en un bloque de /
pedidos constituidos por paginas de U correspondientes a p’. Este bloque de pedidos
tiene la propiedad de que cuando el algoritmo on-line ve el pedido i-ésimo del bloque, la
pagina pedida no se encuentra en la caché. El adversario siempre puede lograr esto pues
la caché contiene k péginas, y el bloque se forma a partir de pedidos a k+1 paginas,
existiendo siempre una que no se encuentra en la caché. La construccion de la instancia
I continua repitiendo este proceso hasta que el adversario decide terminar todas las
secuencias.

Considerando los / pedidos de un bloque correspondiente a la super-pagina p’ como un
pedido a esta super-pagina, podemos ver las secuencias de super-paginas como una
instancia I’ para el problema MTP(1,w). Del mismo modo podemos imaginar un
algoritmo on-line A’ para MTP(1,w) que sirve un pedido a la super-pagina p’ cada vez
que el algoritmo A termina de servir un bloque correspondiente a p’.

Cada vez que el algoritmo A’ sirve un pedido sin aparearlo con otro pedido el algoritmo
A sirve un bloque completo de / pedidos. Por construccion del bloque, el algoritmo A
incurre en / page-faults para servir este bloque. El algoritmo A no aparea ninguno de
estos pedidos pues si asi fuera el algoritmo A’ también hubiese apareado el pedido
servido.

El mismo razonamiento muestra que si el algoritmo A’ aparea r pedidos, el algoritmo A
puede aparear a lo sumo 7 bloques, incurriendo en por lo menos / page-faults para servir
los /Ir pedidos. En consecuencia, por cada page-fault incurrido por el algoritmo A’, el
algoritmo A incurre en / page-faults. Esto implica que:

Ca() 21 Ca(I")

El adversario puede servir la instancia I sirviendo juntos los bloques de / pedidos tal
como el optimo sirve los pedidos de la instancia I’. Por cada apareo de r pedidos
realizado al servir la instancia I’, el adversario debe servir » bloques de / pedidos a k+1
paginas distintas. Cada bloque corresponde a un pedido de la instancia I’.

Eligiendo / suficientemente grande, el adversario puede asegurarse una cota superior al

costo Optimo de servir estos r bloques de / pedidos a k+1 paginas distintas. El lema 7.11
nos dice que si / es suficientemente grande es posible servir estos pedidos con a lo sumo

8-88
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A .
r}%—l + k page-faults. El término k proviene del costo necesario para conseguir las

condiciones iniciales supuestas en el lema, que exigian la caché cargada con k paginas
de las k+1 existentes en los bloques.

Esta cota nos permite afirmar que por cada page-fault incurrido al servir la instancia I’

; . el : :
en forma éptima se incurre a lo sumo | Bz /2—| + k page-faults en la instancia I. Esto

implica que:

¥ 1
Col) < (s 1+ B) Co) < (s + K +1) ColT')

Como por hipotesis d es una cota inferior para MTP(1,w), para todo b el adversario
puede armar una instancia I’ tal que Ca-(I") > d Co(I’) + b. Entonces:

CA(I)ZICA’(I’)>ldCo(I’)+lbzlde(lj¢+lb=
pRoxl !
- Co(D) B Co(D _
k+e2 " 1 € i
k+e/2
=d =541 (krern) SO b=
e

+
) ( Lk e/2] Coll) + 1 b, [Siendo e= &L (42
et¢g

Si llamamos b’ a /b (notar que /b puede ser visto una constante una vez elegido / )

tenemos:

+
Call) > [dk ¢l 2) Co(l) + B’
ete

Como este resultado es valido para todo algoritmo A, tenemos que [d ] es una cota

ete

inferior para el problema MTP(k,w). El valor de [ es arbitrario mientras que
(k+1).(k+e/2) es una constante, por lo que eligiendo un / suficientemente grande se
k+el2

puede hacer € tan chico como se quiera. Por lo tanto, | d es una cota inferior para

el problema MTP(k,w).
i
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8.4 Mejora de la cota inferior

. Ll
En el capitulo 6 se vio la cota inferlorl' og wl + 1 para el problema MTP(1,w). Usando

este resultado y el lema 8.2 visto en la seccién anterior podemos encontrar una cota
inferior para el problema MTP(k,w).

Lema 8.3 : No existe un algoritmo on-line para el problema MTP(k,w) c-competitivo

Llog wl | k+e/2
conc < +1 :
2 e

Demostracion:

| . -
El lema 6.8 nos dice que L og wl + 1 es una cota inferior para la competitividad de un

algoritmo on-line para el problema MTP(1,w).

El lema 8.2 nos permite generalizar esta cota inferior para el caso donde la caché es de
tamafio k arbitrario.

1 k+el2 -
og WJ: 1] : es una cota inferior para la

Juntando ambos lemas obtenemos que (I' >

competitividad de un algoritmo on-line para el problema MTP(k,w).
|

log w]

En el caso en que k=1 esta cota no es util pues es menor que >t 1. Por lo tanto

este lema provee una mejor cota so6lo cuando k>2.
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9. Algoritmos Aleatorios

9.1 Introduccioén

En este capitulo veremos la extension de la definicidbn de competitividad para
contemplar algoritmos on-line aleatorios. Mostraremos una cota inferior para el
problema MTP(1,w) cuando se tienen en cuenta dichos algoritmos. La cota encontrada

1 |
es 1+ ———.
wow

9.2 Competitividad y algoritmos aleatorios

En el trabajo de Manasse et al. [9] se extendi6 la definiciéon de competitividad para
incluir algoritmos on-line aleatorios. Estos algoritmos pueden usar valores aleatorios
para decidir qué acciones tomar a lo largo de su ejecucién. Por lo tanto, el costo sobre
una instancia es una variable aleatoria, y la definicién de competitividad debe adaptarse
para reflejar este hecho.

Se dice que un algoritmo es c-competitivo si para toda instancia I el valor esperado del
costo sobre la instancia I es menor o igual que ¢ multiplicado por el costo éptimo off-
line mas una constante.

Formalmente, sea A un algoritmo on-line aleatorio, E(Ca(I)) el valor esperado del costo
del algoritmo A sobre la instancia I y Cy(I) el costo optimo off-line.

El algoritmo A es c-competitivo si existe una constante b tal que, para toda instancia I
del problema se tiene:
E(CA(D) <cCo(D) + b

Claramente toda cota superior obtenida para un problema con algoritmos
deterministicos es una cota superior considerando la nueva definicidn, pues en ese caso
el costo no es una variable aleatoria y el valor esperado es directamente Ca(I). Sin
embargo, en general los algoritmos aleatorios logran obtener mejor performance que los
deterministicos. Esto se debe a que el adversario no puede estar seguro de la accion
tomada por el algoritmo y por ende es mas dificil generar una “mala” instancia.
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9.3 Cota inferior

Veremos a continuacidn una cota inferior para el problema MTP on-line aleatorio para
el caso en que la caché es de tamafio uno.

Mostraremos una instancia tal que el valor esperado del costo es por lo menos

| _ i
I(w+1 - -;) mientras que el costo 6ptimo es /w, para todo entero positivo /. Esto nos

1
Iw+1- ;) 1
provee una cota inferior igual a e 1+ iyiar2 La cota inferior mostrada en

. . . o Llog w]
esta tesis cuando no se consideran algoritmos probabilisticos es —%—H.

g ’ : : s 1 1
Lema 9.1: No existe algoritmo on-line aleatorio c-competitivo con c< 1 + 7 bara el

problema MTP(1,w).

Demostracion:

Sea A un algoritmo on-line aleatorio para el problema MTP(1,w) y / un nimero entero
positivo arbitrario. Consideremos al algoritmo A frente a una instancia formada por w
secuencias de / pedidos distintos cada una. El algoritmo A finaliza de servir
completamente las w secuencias en cierto orden, en forma aleatoria.

Sea P(s) la probabilidad de que la secuencia s sea servida completamente en ultimo
lugar. Llamemos s’ la secuencia tal que P(s’) sea méximo. Por lo tanto, P(s”) tiene que
ser mayor a 1/w.

El adversario genera la instancia I de la siguiente manera:

e Armar las w-1 secuencias distintas de s’ con / pedidos a paginas distintas.

e Armar las secuencia s’ con / pedidos a paginas distintas seguido de los (w-1)/
pedidos a paginas de las otras secuencias.
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El siguiente diagrama muestra un ejemplo de la instancia I

w secuencias

LA
a A

2

s
1I I ........ I I I [ pedidos

wl pedidos

|

El costo optimo off-line para esta instancia es /w, y se obtiene sirviendo la secuencia s’
y junto con ella las w-1 secuencias restantes. Por lo tanto:
Co()=Iw

Sobre esta instancia, el algoritmo A termina la secuencia s’ en ultimo lugar con
probabilidad al menos 1/w. En esos casos obtiene un costo de /w + I(w—1) =2Iw — L.

aeq g W-1 . e Lo
Por otro lado, con probabilidad B termina una secuencia distinta de s’ en ultimo lugar,
obteniendo un costo de por lo menos /w.
En consecuencia, el valor esperado del algoritmo A sobre esta instancia es por lo
menos:

1 w-1 [ 1
E(CA(I))Z;(2IW—1)+—W—IW—2l—w+(w-l)l—l(w+1-;)



Algoritmos aleatorios

Por lo tanto, obtenemos que

E(CA(I))ZJ(WH-—:;):(H

1 1
w-"wjz)lw—(l+

1

w_

1
=) Co)
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10. Conclusiones

En esta tesis se realiz6 un analisis del problema MTP on-line desde diferentes angulos.
Se obtuvo una cota inferior para el caso en que tenemos una caché de tamafio uno. Esta
cota mejora substancialmente la cota conocida anteriormente, pues esta ultima era
menor a 2 para cualquier cantidad de secuencias. La nueva cota crece logaritmicamente
con respecto a la cantidad de secuencias, mientras que la cota superior conocida crece
linealmente. Por lo tanto, aiin queda una brecha entre ambas cotas y campos abiertos
para la investigacion.

También se mostro como puede utilizarse esta cota (y cualquier otra) para obtener cotas
inferiores cuando la caché es de tamafio mayor a uno. Utilizando este resultado se
mejord la cota inferior para el problema MTP(k,w). En este caso también queda una
brecha entre las cotas inferiores y superiores. Para la obtencion de esta cota inferior se
utiliz6 una expansioén de un pedido en un bloque de / pedidos a k+1 péaginas distintas.
Creemos que es posible mejorar esta cota inferior si se consideran expansiones de mas
de k+1 paginas distintas, de modo de poder armar una estructura que el adversario
pueda servir eficientemente.

Tanto la cota inferior como la superior crecen linealmente con el valor de k. Sin
embargo, con respecto a w la cota inferior crece logaritmicamente y la superior
linealmente. Por lo tanto, es importante investigar el comportamiento del problema para
diferentes valores de w. Suponiendo una caché de tamafio uno y variando la cantidad de
secuencias, se pueden obtener nuevas cotas inferiores. Estas cotas pueden generalizarse
a otros tamaifios de la caché usando los resultados de esta tesis.

Como la nueva cota inferior encontrada para el problema MTP(1,2) no mejora la cota
conocida anteriormente, se analizé este caso en particular, mejorando la cota inferior. Es
importante determinar la minima competitividad que puede tener un algoritmo on-line
para este caso particular, pues este valor permitiria obtener cotas para el caso MTP en
general.

En este trabajo se analizaron también problemas relacionados con el problema MTP. En
el capitulo 5 se vio una variante del problema MTP que llamamos MTP Semi-Online,
encontrando cotas inferiores y superiores para el caso MTP(1,2,1). Queda abierto el
problema de hallar cotas de competitividad para el caso general MTP(k,w,v).

Asimismo, en el capitulo 7 se introdujo un problema off-line, cuya solucion permiti6
obtener nuevos resultados para el problema MTP(k,w). Este problema asume que la
caché es de tamafio k£ y la cantidad de paginas distintas es k£ + 1. Seria interesante
analizar el caso en que la cantidad de paginas distintas es k£ + p, para p>1. El caso en
que p=w es de particular interés, pues parece posible formar secuencias de pedidos para
las cuales el algoritmo debe fallar en todos los servicios.

La siguiente tabla compara las cotas encontradas con las conocidas anteriormente.

10-95
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Cotas Inferiores

Cotas Superiores

Anterior Actual Actual
MTP(1.2) 1.5 1.788 2
MTP(1,w) 5. L Llog wJ+ 1 w
w 2
MTP(k,w) bt [l_log wl IJ kte/2 few
w 2 e
MTP(1,w) con - i 11 2

alg. on-line wow

aleatorios
MTP(1,2,1) - o 2
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11. Apéndice A

En este apéndice mostraremos que la funcién o) = (1-a)'™* + ea/2 es menor que e en
el intervalo O<a<1. Este resultado fue necesario en el capitulo 7.

Primero probaremos algunos resultados que nos permitiran demostrar mas facilmente
esta propiedad.

Lema A.1: Limg_o+ (1-a)) " =,

Demostracion:
Limg_,o+ (1-0t) o = [Haciendo n=1/a.]
= Limy e (1-1/n)' " =

1-
. n-1"
=Ly sel—| =

= Liln,,_)oo 7 =

=Lim,_e =

LemaA2:Seag(a)=2alna- (l—oc)z. Entonces g(a) < 0 para 0<o<I.
Demostracion:

El lema es evidente cuando notamos que In a es negativo cuando 0<o<1.
|
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(1-o)"®. Entonces g(a) < 0 para

Lema A3: Sea g(o) = e/2 + [(1-00 h; gl-a>+a_lj

O<o<l.
Demostracion:

Probaremos el lema en dos partes. Primero mostraremos que Limg,0+ g(a) = 0. Luego
mostraremos que g(o) es decreciente en el intervalo 0<a<l. Como la funcién es
decreciente y tiene Lim,_,¢+ igual a 0, debe ser negativa en el intervalo indicado.

A) Limg 0+ g(a) =

(1-0) In (zl -o)to |
o

(1-a) In (1-0)+a )
o

(1-o0) In (1-0)+a I
o

- -0 )+
P (Y

(1 _a)-l/ot —

= Limg_0+ €/2 +

o _

= e/2 + Limg_s0+ Limg_0+ (1-at)

= e/2 + Limg_so+ e=

):

(1-a) In (1-o)+o

= e (-1/2 + Limg_s0+ = )=
1-o0) In (1-0t)+
=e (-1/2 + Limg_,0+ {=a) 1;(;_ el ) = [aplicando la regla de L’Hospital]
) -In (1-a
=e (-1/2 + Limgy_0+ % )=
In (1-a)

=-e/2 (1 + Limg_,0+ ) = [aplicando la regla de L’Hospital]

. 1
=-¢/2 (1 + Limg_s0+ ] )=

=-¢/2(1-1)=
=-e/20=
=0

Por lo tanto, Limg_,0+ g(at) =0 .

B) Para probar que g(a) es decreciente, mostraremos que su derivada es negativa en el

intervalo 0<o<1.

1-a) In (1-00)* 1
La derivada de g(a) es [(_oc)?n‘(__oc)__?) (l-oc)'”a. Como (l-oc)'”OL > 0 en el
: 1-a) In (1-a)” 1 :
intervalo, alcanza con probar que %ﬂ-? <0 en el intervalo. Entonces:

o) -o)?
(1 Ot/l(;l(l a)--éz<0<i>
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2
O LY PPN
2
. (l-oc)lél(l-oc) &1 &
& (1-o) In (1-a) <o’ ©
& (1-a0) In (1-a)* < o ¢ [haciendo p=1-0. = 0<p<1]
®2pInB<(1-py &
< 2B 1In B -(1-B)*<0.
Por el lema anterior 2B In B -(1-B)* < 0 en el intervalo 0<p<1 =

2
(1-@)1;1(1-0() Lo

Finalmente podemos demostrar el resultado buscado.

Lema A.4: Sea fla) = (l-oc)l'”“ + ea/2. Entonces f{a) < e para 0<a<1.

Demostracién:

Al igual que en el lema anterior, probaremos este lema en dos partes. Primero
mostraremos que Limg_0+ fla) = e. Luego mostraremos que fla) es decreciente en el
intervalo O<a<1.

A) Limg_0+ fla) =
= Limgosor(1-0) " + e a/2 =
= Limg—os (1-00)™"® + Limg_y0r € /2 =
= Limg_0+ (1-00) ™ + 0 = [Usando el lema A.1]
=€

por lo tanto, Limg_0+ flat) = e.

B) Para probar que f{a) es decreciente, mostraremos que su derivada es negativa en el
intervalo 0<a<1.

’ o)+
La derivada de flo) es e/2 + [(1 %) lr:x() %) a-lj (1-o)"™.

Por el lema A.3, esta funcion es negativa en el intervalo 0<o<1.
|
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