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UNA EXTENSION POLIMORFICA PARA LOS A-CALCULOS
CUANTICOS )\, Y X¢

En 2017 Diaz-Caro present6 dos extensiones al calculo lambda simplemente tipado que mo-
delaban el computo cuantico, llamadas A, y )\;’,. La novedad de estos céalculos radica en que
representan los sistemas cuanticos mediante sus matrices de densidad asociadas haciendo
que el calculo esté més cercano a su seméantica. El paper original contiene las demostra-
ciones de las propiedades de subject reduction y progreso. En 2019 Borgna demostr6 en
su tesis de licenciatura la normalizacién fuerte de los célculos mediante una traduccion al
célculo cuéntico A\, de Selinger y Valiron.

Este trabajo apunta a extender ambos calculos con un sistema de tipado polimérfico a la
Curry, extension de System F, y contextos de tipado un poco mas permisivos. Sobre estas
extensiones demostramos que se mantienen subject reduction y presentamos una demos-
tracion de normalizacion fuerte mediante candidatos de reducibilidad. También probamos
que A) es confluente, y utilizando la nocion de confluencia probabilistica definida por Mar-
tinez en 2018, presentamos las dificultades y posibles enfoques para lograr la confluencia
de A,.

Palabras claves: Lambda calculo, Computacién cuéntica, Polimorfismo, Reduccién pro-
babilistica, Subject reduction, Normalizacion fuerte, Confluencia.



A POLIMORPHIC EXTENSION FOR THE QUANTUM A\-CALCULI
A, AND X

In 2017 Dfaz-Caro presented two extensions for the simply typed lambda calculus called
Ap and X’p modelling quantum computing. The novelty in these calculi stems from the fact
that they represent quantum system using density matrices. The original paper proved
both subject reduction and progress. In 2019 Borgna showed a translation between these
calculi and the quantum A-calculus A;. In this way, he proved strong normalization for
both calculi.

This work focuses on extending both calculi with a polimorphic typing system a la Curry,
as an extension to System F and with slightly more permissive typing contexts. From
these extensions we prove that subject reduction still holds and we give a proof for strong
normalization using reducibility candidates. We also prove that A7 is confluent, and using
the notion of probabilistic confluence defined by Martinez in 2018, we explore the dificulties
and posible approaches for achieving confluence for A,.

Keywords: Lambda calculus, Quantum computing, Polimorphism, Probabilistic reduc-
tions, Subject reduction, Strong normalization, Confluence.
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1. INTRODUCCION

Hay varios A-célculos capaces de modelar computacion cuéantica, por ejemplo: [1,2,7, 16,
19,21, 24]. Sin embargo, estos modelos se basan en vectores en espacios vectoriales para
interpretar los estados cuénticos. Hay otra interpretacion posible, las matrices de densidad.
La ventaja de este enfoque, radica en la capacidad de representar estados mixtos, los cuales
representan distribuciones probabilisticas de estados cuanticos.

Bajo esta idea esta definido \,. Las matrices estan representadas como términos del calculo
junto con las mediciones y las operaciones unitarias. La forma de representar una medicién
que puede tener distintos resultados es a través de reducciones probabilisticas. Estas toman
un estado cuantico y reducen a uno de los posibles estados después de medirlo.

Los estados mixtos nos permiten modelar mediciones sobre las cuales no se conoce el
resultado. Esta idea es el fundamento de )\Z, una variacion de A, donde las estructuras
de control junto a las mediciones reducen a distribuciéon probabilistica representada por
una combinacién lineal de los posibles términos resultantes, lo que se puede considerar una
generalizacion de los estados mixtos.

Ademas de como tratan los datos, vectores en un espacio vectorial o matrices de densi-
dad, otra forma de separar los célculos cuénticos es por como definen sus estructuras de
control. La idea de datos cuanticos / control clasico definida por Selinger en [18] postula
que las computadoras cuanticas van a correr en un dispositivo especializado junto a una
computadora clésica [19,24]. Esta computadora clésica sera la que le de las instrucciones al
dispositivo cuantico sobre que operaciones aplicar en determinados qubits. Por otro lado,
se encuentra el paradigma de datos y control cuéntico. La idea radica en dar nociones
computacionales de los conceptos de espacios de vectores y funciones bilineales [8—10].

El calculo A, cae bajo el paradigma de datos cuanticos y control clasico, donde los datos
cuanticos estan dados por las matrices de densidad. Similar a la interpretacion de los
diagramas de flujos cudnticos presentados en [18]. El cilculo A7 no cae completamente bajo
el paradigma de control y datos cuénticos ya que no es posible realizar una superposicién
de programas. Sin embargo, consideramos las matrices de densidad de un estado mixto a
partir de una medicién. Entonces podemos catalogar el control como control probabilistico
o una forma mas débil de control cuantico.

Hasta la fecha, se demostraron subject reduction, progreso y strong normalization tanto
para A, como A7. El objetivo de este trabajo es expandir el tipado original de los calculos
con una extension polimérfica como la de System F. Ademés tomamos contextos de tipado
mas permisivos en un caso particular. Esto nos permitird expandir el poder expresivo de
los calculos y darnos una base para razonar sobre sus propiedades.

A lo largo de esta tesis apuntamos a probar que tanto subject reduction como normalizacién
fuerte se mantienen para las extensiones propuestas. Ademas, si bien se conjeturaba que A,
y A, son célculos confluentes, hasta el momento no habia una demostracion concreta. Nos
proponemos demostrar confluencia para las extensiones y, por consiguiente a los célculos
originales.
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Para el caso de A\) la demostracion es bastante directa. Sin embargo, A, requiere un estudio
méas complejo. Primero hay que definir qué significa que un célculo sea confluente cuando
sus reducciones son probabilisticas. Para esto nos apoyamos en la tesis de licenciatura de
Guido Martinez [14] y definimos estructuras que van a modelar los espacios de posibilidades
a los cuales puede reducir un término. Una particularidad que encontramos es que si bien el
célculo original A\, es confluente, la extension definida no lo es. Esto se debe a que se pierde
la propiedad de afinidad del tipado. Mas adelante damos posibles soluciones comunes en
la literatura para enfrentar el problema.

El outline de la tesis es el siguiente:

= En el capitulo 2 presentamos conceptos preliminares de tipado polimoérfico, confluen-
cia probabilistica y computacién cuantica.

» En el capitulo 3 damos cuenta de los calculos originales A, y Aj junto a las propiedades
ya probadas sobre ellos.

= En el capitulo 4 definimos las extensiones pertinentes a este trabajo y analizamos los
célculos resultantes.

= En el capitulo 5 exponemos nuestras conclusiones y posibles lineas de trabajo futuro.



2. PRELIMINARES

2.1. System F

System F' es una extension al sistema de tipos del A-calculo simplemente tipado introducido
independientemente por Girard [11] y Reynolds [17]. La motivacién de Girard estaba en la
de teoria de pruebas, relacionando demostrabilidad en légica de segundo orden con la ex-
presibilidad en System F. La motivacion de Reynolds venia por el lado de la programacion,
donde intentaba capturar la nociéon de polimorfismo. Los papers originales tomaban un
tipado a la Church. En este trabajo tomamos como base la version del tipado a la Curry,
ver por ejemplo [4]. Otro de los nombres que toma este sistema es A2, vamos a utilizar
indistintamente los dos nombres.

2.1.1. El calculo

Los términos del calculo son los mismos que los del A-calculo simplemente tipado. Cuenta
con variables, abstracciones y aplicaciones:

t:i=x| .ttt
Las reglas de reducciéon también se mantienen:

(Ax.t)r — t[r/z]

t=>r t—>r t—r
Ax.t = \x.r ts —>rs st — sr

Los tipos estan definidos inductivamente de la siguiente manera:
1. Las variables de tipo son tipos.
2. Si o y 7 son tipos, entonces o — 7 es un tipo.
3. Si o es un tipo y X una variable de tipo, entonces ¥V X.o es un tipo.

Para entender la idea de polimorfismo en el A-calculo, consideremos la funcién identidad:

FA\r.x:0 =0

Para algtn o arbitrario. En A2 podemos definirla de la siguiente manera:

FAz.x: VXX - X

Donde X es una variable de tipo, para indicar que Az.x tiene todos los tipos posibles o — o.
La intuiciéon del V podria decir que VX.o define una funcién que para cada tipo 7, asocia
a un tipo o[7/X]. Formalmente lo definimos como sigue.

3
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Definicién 2.1.1 (Sistema de tipado de A2). El sistema de tipos de A2 queda definido de
la siguiente manera:

c=X | o—->0| ¥YXo

Donde X representa un elemento en el conjunto de variables de tipo V.

Para una variable de tipo X y tipo ¢ vamos a notar X € FV(o) si X no esté ligada por
un cuantificador V dentro de o. A su vez notamos para un contexto I', X € FV(T') si X
aparece libre en algin tipo del contexto.

ax Dwiort:r S, I'rt:o-7 TI'-7:0
INrx:orzxz:o I'Xzt:o->r7 T'tr:7

_)6

X ¢FV(D) Fl—tiav. -t:¥X.o
F'rt:VX.o " Trt:o[X/7]

Ve

Vamos a tomar las reglas de introduccién y eliminacion del cuantificador universal para
introducir la nocién de polimorfismo en los calculos con los que vamos a trabajar.

2.2. Propiedades de System F

A lo largo de este trabajo nos centraremos en demostrar tres propiedades de System F
para la extension polimoérfica de \,. Estas son: Subject Reduction, Normalizacién Fuerte
y Confluencia. Pasamos a enunciar y demostrar cada una de ellas.

2.2.1. Subject Reduction
Esta propiedad asegura que la reduccion preserva el tipo. Mas formalmente:
Teorema (Subject Reduction para System F). T'+t:0 yt — s, entonces '+ s: 0.

Seguimos la demostracion de [4] con las modificaciones de [1]. Primero definimos la relacion
o < T entre dos tipos.

Definiciéon 2.2.1 (definicion de <). Para todo par de tipos o y 7, contexto I' y todo
término t tales que I' - ¢ : 7 como consecuencia de I' 1 : o:

1. Si X ¢ FV(T), se nota o <4 - 7 si pasa alguno de los siguientes casos:
» T=VX.0.
» 0=VX.0'y1=0[y/X] para algin v y X.

2. Si V es un conjunto de variables de tipo tal que V n FV(T') = @&, definimos 5%/1“
inductivamente como:

- ¢ t
s SiXeVyo <, T, entonces o <xyr 7

. t ¢ t
n SiV, VoV, o <V, r T YOSy, T entonces, 0 <y, T
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S t
» Sio =7, entonces o <y 7.

Notar que hay solo 2 reglas en las cuales el sujeto no cambia, la eliminacién e introduccién
del V. Se pueden aplicar estas reglas de manera consecutiva varias veces, obteniendo asi:

' t:o
I't:7
La definicién de < es tal que o 5%/1“ 7, donde V' contiene a las variables de tipo ligadas por
los cuantificadores universales.
Lo siguiente a demostrar es la estabilidad de la relacién con respecto a la —
Lema 2.2.2 (Estabilidad de <). Para todo par de tipos o, 7, conjunto de variables de tipo

V', términos t y r y contexto I'; si o 5§/,F T7,t—>7ryl+r:0, entonces o 57{/’1« T.

Demostracion. Basta mostrar que el lema vale para <§{7F con X ¢ V. Como o <§(,F T,
sabemos que X ¢ FV(I'). Solo tenemos que probar que I' - 7 : 7 a partir de ' + r : 0.
Analizamos los casos:

= 7 =VYX.0, entonces usando la regla V; podemos deducir I' +r: 7.
» 0=VX.0'y7=0'[y/X] para algin v y X. En este caso usando la regla V. llegamos
al'rFr:T. O
Lemas auxiliares

Vamos a notar un vector de variables o tipos con (-). Entonces podemos escribir una
sucesion de sustituciones de la siguiente manera:

tlo1/X1][o2/ X200/ Xn] = t[5/X]

El siguiente lema que queremos demostrar postula que si un par de tipos flecha estan
ordenadas por la relacién <, estas son equivalentes bajo ciertas sustituciones. Para llegar

-

a eso primero definimos un mapeo U inductivamente de la siguiente manera:
(X)=X
CET
(VX.0) = (0)
Luego hay que demostrar dos lemas intermedios:
Lema 2.2.3.
1. Para todo par de tipos o y 7, existe un tipo 7 tal que: (¢[7/X]) = (o)[v/X].
2. Para todo par de tipos ¢ y 7, un conjunto de variables V| contexto I' y término ¢, si

o 5215/,1“ 7, entonces existen 7 y X € V tales que (1) = (o)[7/X].

Demostracion. Demostracion de (1) por induccion sobre o
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0 =01 09:
((o1 = 02)[7/X]) = (o1[7/X] = 02[7/X]) =
o1[7/X] = o2[7/X] = (01 > 02)[7/X] = (61 = 02)[7/X].
o=X:
(X[r/X]) = (1) = X[(7)/X] = (X)[(7)/X].
c=Y:ConY +#X
Y[r/X]) =Y =(Y)[r/X].
c=VY.01: ConY # X yY ¢FV(r)
((VY.or)[7/X]) = ((VY.01[7/X])) = (61[7/X]) Por hipotesis inductiva tenemos que

(o1[7/X]) = (e1)[v/X] = (VY.01)[7/X].

Para demostrar (2) es suficiente con mostrarlo para o <4 . 7:

Caso 1: 7=VX.o, entonces (1) = (o).

Caso 2: 0 =VX.0' y 7=0'[v/X]. Por el resultado anterior se tiene que (1) = (o'[v/X]) =
(e [y'/X] = (0)[7'/X] para algin +". O

Con estos 2 resultados intermedios, podemos demostrar el lema de comparacion de flechas:

Lema 2.2.4 (Comparacion de flechas). Para tipos o, 7,07, contexto T', conjunto de va-
riables de tipo V y término t tales que o - 7 51{/,1“ o’ — 7', existen tipos 7 y variables
X cV tal que:

o -7 =(o-1)[7/X].

Demostracion. o' — 7’ = (6! — 7). Por el lema 2.2.3 (2), existen tipos 7 y variables de
tipo X tales que:

(0" =7 = (0o = n)[F/X] =0 —7[7/X]
O

Demostrar subject reduction significa demostrar que cada regla de reduccién preserva el
tipo. Vamos a analizar cada componente del término junto con sus tipos y tratar de llegar
al reducto. Para ello utilizamos los lemas de generacién, pasamos a enunciarlos para sus
respectivas reglas. La demostraciéon se consigue aplicando induccién sobre los juicios de
tipado.

Lema 2.2.5 (Lemas de generacion).

variable SiI'+ z: o, entonces existen tipo 7, conjunto de variables de tipo V con 7 <y, o
tales que x: T eI

app Sil'+ tr: o, entonces, existen tipos 7, ', conjunto de variables de tipo V con ¢’ sﬁ}jp o
talesque '~t:7 >0 yLrr:7T.

abs Si I' = A\z.t : 0, entonces, existen tipos 7,0’, conjunto de variables de tipo V' con

70 % o tales que T,z :7Ht:0. O
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A continuacién, presentamos los lemas de strengthening y weakening. Utilizaremos estos
lemas para demostrar el lema de sustitucién, la ultima pieza necesaria para probar subject
reduction. Ambos lemas se pueden demostrar mediante induccién sobre la derivacion del
tipo de t.

Lema 2.2.6 (weakening). SiT'+t:0y x ¢ FV(t) entonces, I'z: 7+ 1 : 0. O
Lema 2.2.7 (stregthening). SiT,z:7+t:0y x ¢ FV(t) entonces, ['+t: 0. O

Finalmente, enunciamos el dltimo lema necesario para llevar a cabo la demostracién de
subject reduction.

Lema 2.2.8 (Lema de sustitucion). Sil',z:7+t:0y A+ r:7, entonces I A+ t[r/z]: 0.

Demostracion. Por inducciéon en t:

t = z: Por lema 2.2.5 (variable), existen tipo 7, conjunto de variables de tipo V con 7 <'{/F o

tales que x : 7 € I'. Por lema 2.2.6, I'; A + 7 : 7. Por definicién 2.2.1 I'; A+ r : 0. Notar
que t[r/x] =r.

t =y con y # x: Entonces por lemas 2.2.6 y 2.2.7, I, A+ y : 0. Notar que t[r/z] =t.

t=Ay.scony+xyy¢ FV(r): Entonces ',z : 7 - A\y.s : 0. Por lema 2.2.5 (abs) existen
tipos v1,72 y variables de tipo V' con 1 = o 5%/,1“ otalesque 'z :7,y:v1 +s:7s.
Por hipotesis inductiva, I') Ay : v1 + s[r/x] : 2. Aplicando la regla —; nuevamente
tenemos ', A + Ay.s[r/z] : 71 — 72. Por definicion de la relacion 2.2.1 llegamos a
A Ay.s[r/z]:o.

t =tite: Entonces I',z: 7+ t1t9 : 0. Por lema 2.2.5 (app), existen tipos v, 0’ y variables de
tipo V con o’ ﬁ@(rz#) octalesque I',z:7rHt iy >0 y[rty:o.

Por hipétesis inductiva, T') A + t1[r/x] : v > ¢’ y T, A + to[r/x] : v, entonces por
regla »., I')A + (tit2)[r/x] : o'. Finalmente, por definicion de la relacion 2.2.1
LA v (tit)[r/x] - o. O

Con estos lemas definidos, tenemos las piezas para demostrar la propiedad de Subject
Reduction para A2.

Demostracion de Subject Reduction
Teorema 2.2.9 (Subject reduction para A2). Para todo par de términos t y t', contexto
IF'ytipoo. Sit—-t yI'rt:o, entonces T+t : 0.
Demostracion. Demostracion por induccién sobre —.
w t=(A\z.s)ryt' =t[r/z].

'+ (Az.s)r : 0. Por lema de 2.2.5 (app) tenemos que 3 ~, 7 con 7y 5%/1,1“ o tales que
I'eXdes:it>yyIlrr:T.

Aplicamos el lema 2.2.5 (abs) para I' = A\z.s : 7 - v y obtenemos 7', 7’con 7/ —

~' 5{\/§'I€T—>'ytales que I'z: 7'+ s5:7".
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—

Por lema 2.2.4 existen tipos X y variables de tipo X € V tales que v = v/[¥/X] vy
T=7[x/X].

Ademés, como X ¢ FV(T), ya que son las variables de tipo ligadas por los ¥,
['[x¥/X] =T, entonces por definicion 2.2.1, ',z : 7 + s : v y por lema 2.2.8, ', A +
s[r/z] :~. Por lema 2.2.2, tenemos que I', A + s[r/z] : 0.

Continuamos con los casos contextuales. Sea s — s’:
s t=drsyt =\vs.

'+ Az.s: 0. Por lema 2.2.5 (abs), existen tipos 7,7 y variables de tipo V tales que
T = 57%/71“ ocyDl,z:7+s:v. Por HI, I,z : 7+ s’ : 7. Aplicando la introduccion de la
abstraccion llegamos a I' - Az.s" : 7 — 7. Por definicién 2.2.1 y lema 2.2.2 obtenemos
L'+ Az.s':0o.

s t=sryt =s'r

I'+rs:o. Por el lema 2.2.5 (app), existen tipos 7,7 y variables de tipo V tales que
y<troylrs:T>~yylrr:y Por HL, T+ s : 7 > ~. Por regla -, I'+ s'r: 7.
Luego, por definicion 2.2.1 y lema 2.2.2 llegamos a I' +rs’ : 0.

s t=rsyt' =rs.

I'+rs:o. Por el lema 2.2.5 (app), existen tipos 7,7 y variables de tipo V tales que
0% 5%/,1“ cyDl+r:7 -~y s:7. Por hipotesis inductiva, I' + s" : 7. Por regla —,
I' - rs’ : 7. Finalmente por definicion 2.2.1 y lema 2.2.2 llegamos a I' - rs’ : 0. O

2.2.2. Normalizacion Fuerte

La propiedad de Strong normalization asegura que todo término t perteneciente al sistema,
tiene una cantidad finita de reducciones y siempre llega a una forma normal. Una forma
normal es aquella que no se puede reducir. Es decir, términos como Q = (A\z.xx)(Ax.zx)
que tienen una cantidad infinitas de S-reducciones, no son tipables dentro de A\2.

Damos una idea de la demostracién que vamos a construir en la siguiente secciéon. Esta se
basa en la demostraciéon mediante candidatos de reducibilidad. Vamos a definir un candida-
to de reducibilidad como un subconjunto de términos cerrado bajo ciertas reglas contenido
en el conjunto de términos fuertemente normalizantes. A continuaciéon definiremos una
interpretaciéon para cada tipo que deriva en un candidato de reducibilidad. Finalmente,
mostramos que cada término esta contenido en la interpretaciéon de su tipo.

Vamos a enunciar lemas y definiciones que van a facilitar la demostracion de la propiedad.
Primero definimos la nocién de neutralidad. Llamamos términos neutrales a las variables y
a las aplicaciones. Adicionalmente definimos Red(t) = {t' |t - t’}, el conjunto de reductos
de t en un paso. Un conjunto de términos U es un candidato de reducibilidad (notado
U € CR) si cumple las siguientes condiciones:

CR1: RcSN.
CR2: Site Ryt —t', entonces t' € R.
CR3: Si t neutral y Red(t) € R, entonces t € R.

Definimos inductivamente la siguiente interpretacion de tipos:
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[X]a = a(X) Donde « es una valuacion tal que a: V' — CR.
[o = 7]a=[0]a = [T]a Donde Ry - Ry = {t |Vv € Ry,tv € Ry}.
[[VX.O‘]]a = m [[Uﬂa’sz
ReCR

Tomamos « como una funcién total en V- C'R y notamos a, X = R como la funcién
a redefinida para X = R. De aqui en adelante definimos [t| como la maxima cantidad de
reducciones de t hasta llegar a una forma normal. Vamos a utilizar esta notacién en el
siguiente lema y en las demostraciones de normalizacion fuerte en las siguientes secciones.

Lema 2.2.10. Para todo tipo o, [o]. € CR.

Demostracion. Probamos por induccién en o:
w o> Tla={t|Vve[o]a, tve]r]a}
CRI1: tv € [T]4. Por HI [7], € CR. Entonces tv € SN luego, t € SN.

CR2: t € [0 > T]. Entonces Vv € [0]q, tv € [T]o. Por HI Vv € [o]q, t'v € [7]q.
Luego t' € [o = 7] q-

CR3: Red(t) € [0 » T]a y t neutral. Entonces Vt' € Red(t) y v € [o]a,t'v € [T]q-
Por HI, [¢] € CR. Por lo tanto, v € SN.

Razonando por induccion en |v], Yv € [o] tv reduce a:
1. t'v con t" a un paso de t, pero t' € [o > 7] . Entonces, t'v € [7]4.
2. tv' con |[v'| < |v|. Por la segunda HI tv’ € [[7] 4.

Dado que t es neutral, las anteriores son las tinicas reducciones posibles. Enton-
ces Red(tv) €[] y como es una aplicacion tv es neutral. Entonces por la HI
original (CR3) Vv € [0]q, tv € [7]o. Entonces, t € [o — 7]q.-

» [X]a =a(X) y por definicién a(X) € CR.
L [[VX.O’]]a = m [[J]]a,X:R~
ReCR

CR1: Por HI VR € CR, [o]a,x-r € SN. Entonces N [o]a,x=r S SN.
ReCR

CR2: Sea Re€ CR y t € [0]a,x-r. Por HI, t' € [0]o x-r. Entonces VR € CR,t' €
N [ola,x=r- Luego, t’ € [VX.0]4.

ReCR
CR3: Sea R € CR, y Red(t) ¢ [0]a,x=r- Por HI, t € [o]q x-r. Entonces, t €
N [ola,x=r- Luego, VR e CR, te [VX.0],. O

ReCR

El lema precedente establece que las interpretaciones de los tipos definen candidatos de
reducibilidad. Lo siguiente es demostrar que las variables pertenecen a las interpretaciones
de todos los tipos. Un corolario de esto es que los candidatos de reducibilidad nunca son
vacios.
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Lema 2.2.11. Para toda variable z, tipo o, y valuacion «, x € [o]q.-
Demostracion. La variable x es neutral y Red(z) = @ € [0]q. Por CR3, z € [0]q4.- O

Dado un contexto I', decimos que una sustitucion x satisface I" con la valuacion o (Notado
X, = T') cuando z : 0 € I' = x(z) € [0]o. Un juicio de tipado I' + ¢ : o se dice valido
(notado T' =t : o) si para cada valuacion « y sustitucion x que satisfacen I' tenemos que

x(t) € [o]a-
Antes de demostrar adecuacion, vamos a necesitar un lema auxiliar para el caso de V..

Lema 2.2.12. Para todo tipo o y 7 y toda valuacion « definida en (FV (o)~ {X })uFV(7),
[olr/X]]a = [o]a,x=[r1a

Demostracion. Demostramos mediante induccién en la forma de o.

=01 >02
[(o1 = 02)[7/X]]a = [01[7/X] = 03[7/X]la = [01[7/X]]a > [02[7/X]]a- Por hipé-
tesis inductiva, es igual a [o1]a, x-[r/x] = [02]a,x=[r]. = [01 = 02]a, x=[7].-

oc=X
[X[7/X]]a = [7]a- Podemos redefinir o de manera tal que X = [r],. Entonces,
[7]o = [X]a,x =[]

c=Y ConY #X
[Y[7/X]]a = [Y]a. Podemos redefinir a@ de manera tal que X = [r],. Entonces,

[Y]a = I¥]ax=fr1a
c=VY.oc! ConY #X yY ¢FV(7)
[(VY.o')[7/X]]a = [VY.0'[7/X]]la = N [0'[7/X]]ay=r- Aplicando la hipotesis in-
ReCR

ductiva, llegamos a N [0']ay-r x-[r]. = [VY-0'la x-[r].- O
ReCR

Ya tenemos las herramientas para demostrar el lema de adecuacion.

Lema 2.2.13 (Adecuacion). Todo juicio de tipado es valido. Es decir, para todo contexto
I', término ¢ y tipo o, tales que ' -t : 0 se tiene ' =t : 0.

Demostracion. Probamos por induccién en el juicio de tipado.

Ix:o+x:0
Si x,a =T, z: 0. Entonces x(z) € [0]n. Cumple por definicion.

'rXxt:o->71
Sean x,a E I'. Para probar que x(Az.t) € [o — T]a, hay que ver que Vr € [o]a,
X(Az.t)r e [T]q.

Si Red(x(Az.t)r) € [T]a, dado que el término es neutral podemos concluir por CR3
que x(Az.t)r € [7]o. Las siguientes son las reducciones posibles razonando por in-
duccion en |r| + [t].

w x(Azt)r = (Az.x(t))r - [r/x], x(t). Como x,« E I' entonces, [r/z],x,a =T, z:
o. Por hipotesis inductiva I',z: o =t : 7, luego [r/x], x(t) € [T]a-
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» Reduccion interna dentro de la abstraccion, x(Az.t)r — x(Az.t')r con t' a un
paso de t. Entonces [t| > || y por segunda hipotesis inductiva x(Az.t")r € [7]4.

» Reduccion interna en 7, x(Az.t)r — x(Az.t)r’ con 7’ a un paso de r. Entonces
|r| > || y por segunda hipotesis inductiva x (Ax.t)r’ € [7]4.

Todas las reducciones pertenecen a [7]4, entonces por CR3 x(Az.t) € [o = 7]q.
Trtr:T
Sean x, a = I'. Luego por hipétesis inductiva, x(t) € [o = 7]a ¥ x(7) € [0]o. Ademés
x(tr) = x(t)x(r), con lo cual x(tr) € [7]a-
'-t:vX.o

Sean x,a E T, Si X ¢ FV(T'), entonces VR € CR, x,a, X = [R], = T'. Por lo tanto
VR eCR, x(t) € [0]a,x-[R].- Finalmente, t ¢ N [o]a x-[r], = [VX.0]a-
ReCR

I'+t:o[r/X]
Sean x,a = I', por HI x(t) € [VX.0]a = N [o]a,x-[r].- En particular, t € [o]q, x[-].-
ReCR
Por el lema 2.2.12, t € [o[7/X]]a- O

Normalizacién fuerte para A2 es un corolario directo del lema anterior:

Teorema 2.2.14. Todo término tipable en A2 es fuertemente normalizante.

Demostracion. Si un término t es tipable para un tipo ¢ en un contexto I', dado que la
sustitucion identidad y cualquier valuacion « satisfacen trivialmente I, ¢ € [o],. Por CR1,
[e]a € SN. Entonces t € SN. O

2.2.3. Confluencia
Primero vamos a dar las definiciones de confluencia global y local.

Definicién 2.2.15. Un término ¢ es globalmente confluente, o Church-Rosser(CR), si para
todo s1,89 cont =¥ s1 y t =" s9 existe r tal que s; =" ry so =»* r. Si todo término cumple
con esa propiedad, se dice que el sistema es globalmente confluente.

Definicién 2.2.16. Un término ¢ es localmente confluente, o Weak Church-Rosser(WCR),
si para todo s1,89 cont —» 81 y t — so existe r tal que s1 =* r y so =" r. Si todo término
cumple con esa propiedad, se dice que el sistema es localmente confluente. La diferencia
con la confluencia global es que s1 y so estédn separados de t por exactamente un solo paso
de reduccion.

Vamos a utilizar el lema de Newman [20, Teorema 1.2.1] para probar confluencia global
mediante la confluencia local del sistema.

Lema 2.2.17 (Lema de Newman). Todo sistema de rescritura abstracto que satisface
normalizacion fuerte y confluencia local, satisface confluencia global. O

Primero vamos a definir la nocién de par critico. Encontramos un par critico cuando un
término tiene un par de redexes superpuestos. Es decir, la reducciéon de uno de los redex
destruye el otro. Por ejemplo el término t = (Ax.t)r. En este caso, se puede reducir r,
llegando a (Az.t)r’ o aplicar la S-reduccion t[r/z].
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En el caso anterior, luego de elegir una de las reducciones, no es posible aplicar la otra
inmediatamente. El redex es destruido. A esta clase de reducciones se les llaman reducciones
destructivas. Un par critico se considera convergente, si existe un reducto comun entre las
posibles reducciones del término.

Para probar confluencia local de A2, vamos a usar el lema de pares criticos [20, Teorema
2.7.15].

Lema 2.2.18 (Lema de pares criticos). Un sistema de rescritura de términos es WCR sii
todos sus pares criticos son convergentes. O

Para probar que los pares criticos de A2 convergen, primero tenemos que demostrar algunos
lemas auxiliares. Para la siguiente demostraciéon y en adelante, vamos a definir la convencién
de variables a utilizar. Una variable ligada en un término ¢ puede ser renombrada a una
variable no utilizada por a-conversiéon. Consideramos los términos bajo a-equivalencia y
adoptamos la convencion de Barendregt [3, Pagina 11|, la cual estipula que el conjunto de
variables libres es disjunto del conjunto de variables ligadas, y que cada subtérmino Azx.t
liga a una variable diferente.

Lema 2.2.19 (Sustitucion). Siy ¢ FV(r), entonces t[q/y][r/x] = t[r/x][q[r/x]]y].

Demostracion. Por induccion en t:

t =x: Se tiene que:

zlqfyl[r/z] = alr/z] =1
Por otro lado:

elr/z]lqlr/2]/y] = rlqlr/z]/y] = r porque y ¢ FV(r).

t =y: Por un lado:
yla/yllr/x] = qlr/x].

Ademas,

ylr/=]lqlr/x]/y] = ylalr/x]/y] = qlr/x].
t=2z: Con z+#x y z +#y. Primero, se tiene que:

zlq/y][r/z] = 2.

Por otro lado,
zlr/z]lglr/z]/y] = =
t=Az.8: z#xy 2+Yy.
(Az.s)[q/y]lr/x] = Az.s[q/y][r/x] Por convencion de variables z ¢ FV(r) uFV(q)

=" Xz.s[r/x][q[r/=]/y]
= (A\z.s)[r/x][q[r/x]/y] Porque z ¢ FV(r) uFV(q).
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t = s182: Se tiene que:
(s1s2)[a/yllr/=] = s1la/y][r/x]s2[a/y][r/x].

Por hipétesis inductiva, el término es igual a:

silr/z]lalr/]/yls2[r/e]lqlr/x])]y] = (s1s2)[r[x]q[r/x]]y].
O

El objetivo es probar que la sustituciéon se comporta de la manera esperada con respecto
a la reduccion. Con ese fin, definimos un par de lemas.

Lema 2.2.20. Si ¢t -t/ entonces t[r/x] - t'[r/z].

Demostracion. Induccion sobre t

t=MAy.s:
Ay.s = Ay.s’. Entonces quiero probar que (Ay.s)[r/z] = (A\y.s")[r/xz]. (\y.s)[r/z] =
\y.s[r/z] =T Ay.s'[r)x] = (\y.s")[r/z] ya que y ¢ V(7).

t = s152: Hay dos casos: Reduccién en la raiz y reduccién interna.
» Reduccion a la raiz con s1 = \y.q, y ¢ FV(r). t = (M\y.q)s2 y t' = q[s2/y]:

((A\y.q)s2)[r/z] = (A\y.q[r/x])s2[r/x] por convencion de variables

= q[r/z][s2[r/z]/y]
= q[s2/y][r/x] por lema 2.2.19 (y ¢ FV(r) por convencion de variables).

= Reduccion interna: s189 — s7s2 con s1 > s
(s182)[r/x] = s1[r[x)sa[r[z] =T s [r/x])sa[r/2] = (s}52)[r/].

Similar para el caso simétrico. O
Lema 2.2.21. Sir — 1/, entonces t[r/z] ->* t[r'/z].

Demostracion. Demostramos mediante induccion en ¢:
t = y: Hay 2 casos posibles:
= y =2z en cuyo caso: z[r/z]=r -1 =z[r'[z].
» y + 1z, entonces y[r/x] =y =y[r'/z].

t=Ay.s: cony ¢ FV(r)
(Ay.s)[r/x] = \y.s[r/x]
Uy s 2]
= (\y.s)[r'/z] y ¢ FV(r') ya que la reducciéon no introduce variables libres.

t= 8182!
(s182)[r/z] = s1[r/x]s2[r/x]
—HI* s1[r'[x]so[r/x] O

= (s182)[r"[x].
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Teniendo estos lemas, se puede mostrar que los dos pares criticos confluyen. Dado que
todos los pares criticos confluyen, podemos afirmar que A2 es localmente confluente.

Teorema 2.2.22. - es WCR.

Demostracion. La demostracién pasa por analizar los pares criticos de A2 y mostrar que
son confluentes. Hay dos casos para analizar.

(Az.t)r
/ \
t[r/x] (Az.t")r
lema 2.2% /

t'[r/x]

(Az.t)r

™~

t[r/xz] (Az.t)r’

e
lema 2.2% /

t{r'[x]
U

Finalmente sabiendo que el cédlculo es también fuertemente normalizante, llegamos a la
conclusiéon de que es globalmente confluente.

2.3. Confluencia probabilistica

2.3.1. Probabilistic Abstract Rewriting Systems

Uno de los calculos que tratamos en este trabajo hace uso de reducciones probabilisticas.
Es decir, reducciones que pueden derivar en distintos términos con distintas probabilidades.
Tratar con ellas es un trabajo mas delicado. Primero vamos a querer definir qué significa
que un calculo sea confluente cuando tiene reducciones probabilisticas. Es evidente que la
definicién de confluencia que dimos en la seccién anterior no es suficiente, aplicar la misma
reducciéon a un mismo término puede desembocar en dos resultados distintos.

Con ese fin, vamos a utilizar la definiciéon de confluencia probabilistica presentada en [14].
La idea se basa en que, para cada par critico, en lugar de considerar reducciones puntuales,
analizamos el subconjunto de reductos posibles. Para cada término de ese subconjunto hay
una probabilidad asociada de reducir a él y buscamos que sea la misma probabilidad
tomando cualquiera de los dos caminos. El objetivo final es probar confluencia estandar
sobre las distribuciones asociadas a la reduccién.
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Para ese andlisis, primero vamos a definir £(X') como el conjunto de listas con elementos de
tipo X donde [], : y + representan la lista vacia, el constructor de listas y la concatenacion,
respectivamente. Ademas usamos la notacion [a, b, ¢] para referirnos a a:b:c:[].

Luego definimos D(A) como el conjunto de listas finitas de pares en Ry 17 x A que definen
una distribucién. Es decir, que la suma del primer elemento de los pares da 1. No se ponen
maés restricciones sobre D, en particular, un elemento de A puede aparecer més de una vez.
Por ejemplo, [(%, a), (%, b), (%, a)]. Vamos a notar pA donde p € Rjg 17y A € D(A) como la
distribucién del producto de p por el primer miembro de cada elemento de A.

En un nodo de una distribucion, (p,a), p es el peso y a el elemento. Buscamos que dos
distribuciones sean equivalentes si asignan el mismo peso total a cada elemento, sin tomar
en cuenta el orden o elementos duplicados. Utilizamos esta representacién en lugar de
conjuntos ya que permiten una mayor rigurosidad en las demostraciones y en su uso facilitan
el seguimiento de trazas particulares. Si bien este modelo solo contempla distribuciones
finitas, es apropiado para el caso que queremos estudiar.

Con el fin de razonar sobre la equivalencia de distribuciones, definimos la relacion ~. Par-
timos de las siguientes reglas:

[(pl’a1)7(p27a2)] ~ [(pQ’QQ)v(plval)] (FLIP)
[(plva)7 (pQ)a)] ~ [(pl +p2,a):| (JOIN)
[(p1 +p2,a)] ~[(p1,a), (p2,a)]  (SPLIT)

La relacién ~ esta definida como la clausura congruente de esas reglas. Es decir, la relacién
mas pequena tal que D1 ~ Do implica que F{ ++D1 ++FE5 ~ Ei ++Dy ++FE5. Decimos que
dos ditribuciones son equivalentes si estan relacionadas por la clausura reflexiva-transitiva
de ~ y lo notamos ~. Esta relaciéon cumple con las caracteristicas que buscamos.

Luego, definimos la nocion de PARS (Probabilistic Abstract Rewriting System).

Definiciéon 2.3.1. Un PARS es un par (A,~) donde A es un conjunto (llamado carrier)
y una relacion A x D(A) (llamada la relacion de evolucién punto a punto).

Por ejemplo, sea A el PARS definido como:

(5050 arm (GG
b (3. Goe)] e [(1,d)]

En este caso, a es el tnico elemento no deterministico. Ademas, d y e son elementos
terminales, ya que no reescriben a una distribucion.

Definiciéon 2.3.2. Dado un PARS (A, ), se define el conjunto de sus arboles de compu-
tacion con raiz a (notado 7 (A)) inductivamente mediante las siguientes reglas:

a [(plval)’ ) (pman)] t; € T(az)
CLET(A) [a; (phtl)'“;(pnvtn)] GT(A)
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Un arbol de computacion para el término a € A podria ser:

a
1
2
1
2
b c
3
1 4
1 1
~
c e d
1
d

Entonces cada arbol t € T (a) representa una posible evolucion a partir de a. Cuando todas
las hojas son elementos terminales, decimos que el arbol es maximal. Se puede calcular
la probabilidad de cada hoja tomando el producto de cada p; en el camino que parte
desde el nodo. Listando cada hoja junto a su probabilidad, conseguimos una distribucién
perteneciente a D(A). Llamamos a esta distribucion el soporte de ¢, notado supp(7').

La idea de arboles de computacion asocia términos a distribuciones, sin embargo el obje-
tivo final es analizar confluencia sobre distribuciones. Tomando la relacién ~ como base,
definimos la evolucién paralela.

Definiciéon 2.3.3. Dado un PARS A = (A,~), se define la evolucion paralela como una
relacion de tipo P(A x A) notada - p por las reglas

ds »p ds’ a—A ds—»pds
[I»pl]  (pa):ds—>p(p,a):ds’  (p,a):ds—»p (pA)++ds’

En [14], se demuestra que esta relacion es suficiente para simular los arboles de compu-
tacion. Es decir [(1,a)] -} supp(a).

Con esta nocién, nos acercamos a la idea de confluencia probabilistica. Sin embargo no
es suficiente comparar por igualdad los soportes de los arboles de las ramas de los pares
criticos. Podemos tener dos soportes que representen la misma distribucién, pero que no
sean iguales. Por ejemplo [(%,a), (%,a)] # [(1,a)]. Hay que tomar un enfoque que pueda
comparar moédulo equivalencia.

Con esto en mente, definimos una reescritura sobre distribuciones mas flexible que resuelve
este problema.

Definicién 2.3.4. Dado un PARS A = (A,~), definimos un ARS asociado Det(.A) (la
determinizacion de A) sobre sus distribuciones dado por la relacion = (—p U »).

Utilizando esta relacién es posible definir un ARS sobre las distribuciones junto a los pasos
de equivalencia. Vamos a considerar que un PARS es confluente si esa relacion es confluente
tradicionalmente.

Definiciéon 2.3.5 (Confluencia de distribuciones). Decimos que un PARS A es confluente
en sus distribuciones (o simplemente confluente) si Det(.A) es confluente.
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2.4. Bases de la computaciéon cuantica

La computacién cuantica como concepto fue propuesta por Richard Feynman en el ano
1981 en la charla “Simulating physics with computers”, donde mencionaba la posibilidad
de usar efectos cuénticos como base para la computacién. En las décadas subsiguientes se
exploraron distintos sistemas para modelar este paradigma.

Usualmente el lenguaje elegido para representar el estado cuantico de un sistema son vec-
tores en un espacio vectorial. Sin embargo, existen otras formulaciones para representar
dichos estados. Entre ellas, estan las matrices de densidad. Este enfoque nos permite des-
cribir estados que no son enteramente conocidos, més precisamente nos permiten describir
un conjunto de distintos estados probables.

2.4.1. Notacién

Vamos a utilizar la notacién de Dirac para representar vectores unitarios en el espacio
vectorial C2. Los vectores (§) v ({) que componen la base canénica son denotados con los
1

kets |0) y |1) respectivamente. Otros vectores referenciados son |+) = NG (Hyl-)= % ()

respectivamente.

Un bra representa el conjugado traspuesto de un ket, también denotado con un 1, [¢)T = (1.
Notar que (0|)) corresponde al producto interno entre los vectores y |6)(1| representa el
producto diadico. Dos vectores |0) y |1} en los espacios V' y W pueden combinarse en un
vector |#1) en un tercer espacio V' ® W mediante el producto tensorial |0y)) = |60) ® [¢).

2.4.2. Estados cuanticos

Un estado cuantico esta compuesto por unidades de bits cuanticos, también llamados qubits.
Al igual que los bits clasicos que pueden estar en estado 0 o 1, los qubits pueden estar en 2
estados definidos como |0) y |1). Ademés, pueden estar en una combinacién lineal compleja
de estos estados, o superposicion |1) = @|0) + S|1) donde «, § € C. Es decir elegimos la base
{10}, 1)} ¥ un qubit es cualquier vector del espacio C? generado por dicha base.

Una composiciéon de n qubits puede ser representada por un vector normalizado en C2". La
base candnica de este espacio puede ser descripta por la combinacién de los vectores base de
cada qubit. Para n = 2 esto corresponde a {|00),|01),|10), |11) }. Hay estados compuestos que
no pueden ser representados como el producto tensorial de estados de qubits individuales.
Por ejemplo el estado de Bell:

|00) +[11)
V2

Se dice que los qubits de este estado estan entrelazados.

Boo =

Evolucién

La evolucion de un sistema cuéntico cerrado (un sistema que no interacttia con sistemas

fisicos externos), puede definirse como una sucesion de pasos discretos como operadores
. . . n n n .,

unitarios. Matrices U € C2"*2" tal que UTU = I. Un operador en C2" también es llamado
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una compuerta n-aria ya que opera sobre el estado de n qubits. Por definicién, estas
operaciones son inversibles.

Ejemplo 2.4.1. La compuerta de Hadamard es un operador unitario que acttia sobre un
solo qubit que mapea los estados |0) y |1) a los estados |+) y |-) respectivamente. Esta
definida de la siguiente manera:
1 {1 1
H=—
V2 [1 -1

Ejemplo 2.4.2. Otra compuerta usualmente referenciada es el CNot binario, o Not con-
trolado. Ejecuta una negacion del segundo qubit cuando el primero esté en estado [1), o lo
pasa sin modificar en caso contrario.

CNot =

o O O
o o = O
o O O
o= O O

Una consecuencia importante de esto es el teorema de no clonado [22]. Suponiendo que
tenemos un estado |s) y un operador unitario U capaz de copiar 2 estados 0 y 1:

U|fs) =100)

Ulps) = [v)
Entonces (U0s|Uvs) = (60)y1)) = (A]1p)2. Pero, por el otro lado (UBs|Ups)(0s|UTU|ps) =
(0s]1ps) = (B]). Entonces tenemos que (61)? = (A]y). Es decir que (A|)) = 0 o () = 1,
eso significa que 6 y ¥ son iguales u ortogonales. Entonces un operador unitario solo puede

clonar estados ortogonales, no existe una maquina de clonado universal.

Formalmente, no existe compuerta U y estado |f) € C" tal que para cualquier |¢)) € C",
Ulp8) = [11p). Esta es una restriccion importante que vamos a querer mantener en los
célculos que modelamos.

Medicién

Alternativamente, un estado puede evolucionar mediante una interaccién con un sistema
fisico externo, este proceso se llama medicién. El observador externo es capaz de obtener
informacion del estado del sistema, simultdneamente perturbandolo. La medicién puede
definirse como un conjunto de operadores de medicion {M;}!"; con la propiedad:

m
S MM =1
i=1

Cuando se aplica la medicion sobre un estado [¢)), un solo operador es elegido aleatoria-
mente con probabilidad:

pi = (M M|)
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El indice k del operador M}, elegido es el resultado de la medicion. Este proceso colapsa el
sistema a un nuevo estado [¢):

My|2)

W) = ———
(| M M)

Esta operaciéon es idempotente, siguientes mediciones utilizando el mismo conjunto de
operadores devuelven el mismo resultado. Un solo conjunto de operadores de medicién
es suficiente para realizar cualquier medicién al combinar sus elementos con un operador
unitario. En este trabajo utilizamos los operadores derivados de la base canénica:

7 = {|00--:0)(00---0|, [00---1){00-+-1], -+, |11---1)(11---1|}

Escribimos la mediciéon de un estado |¢)) sobre la base canénica como 7|t))

Ejemplo 2.4.3. Consideramos una medicion del estados |[+) sobre la base canonica, 7|+).
Los operadores de medicién asociados son:

My =0)(0] My =[1)(1]

Las probabilidades para cada operador de medicién son:

1 1
po=(+IM{Mol+) = o pr={+|M{Mif+) = o
Y los posibles estados finales son:
My|+) Mil+)
|tho) = : =10)  |1)= T 1)
(+| Mg Mo +) (M Mi]+)

2.4.3. Matrices de densidad

Supongamos que tenemos un estado cuantico que puede estar en varios estados [¢;) cada
uno con probabilidad p;. Un arreglo de qubits es un conjunto {p;, [1;)}; con ¥ p; =1. Una

1
matriz de densidad, también llamada operador de densidad, para este estado esta definida
como:

p = pilti) (il

Esta matriz es hermitica', semidefinida positiva? y tiene traza® 1. Si una matriz puede ser
descompuesta en un solo estado p = [1)(1)], decimos que el estado es puro. Esto es lo mismo
que pedir que el cuadrado de la matriz también tenga traza 1. Si la matriz de densidad no
representa un estado puro, decimos que representa un estado mixto.

! Una matriz que es igual a su transpuesto conjugado, M = M.
2 (2|M|z) > 0 para todo z no nulo.
3 La suma de los elementos de la diagonal, " ai;

i
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2.4.4. Postulados de la mecanica cuantica

Con los conceptos base definidos, vamos a definir y dar las bases de la computacién cuantica.
A lo largo de este trabajo vamos a representar los estados cuénticos mediante matrices de
densidad. Por ende, presentamos los postulados bajo ese modelo.

Postulado 1: Asociado a cualquier sistema fisico aislado, existe un espacio vectorial com-
plejo con producto interno conocido como el espacio de estados del sistema. El sistema
estd completamente descripto por su operador de densidad, el cual es un operador
positivo p con traza 1 actuando en el espacio de estados. Si un sistema cuantico esta
en el estado p; con probabilidad p;, entonces el operador del sistema es > p;p;.

1

Postulado 2: La evolucién de un sistema cuantico cerrado estd dada por una transforma-
cién unitaria. Es decir, el estado p del sistema en el tiempo t; esta relacionado al
estado del sistema p’ en el tiempo ¢ por un operador unitario U que depende so6lo
de los tiempos t1 y to. p' = UpUT.

Postulado 3: Las mediciones cuanticas pueden describirse mediante una coleccion { M, }
de operadores de medicién. Estos operadores actiian en el mismo espacio de estados
del sistema que esta siendo medido. El indice m se refiere a los posibles resultados
que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado p describe el instante previo a la
medicion, la probabilidad de que ocurra el resultado m esta dada por:

Pm = tr(M;ranp)

Y el estado del sistema luego de la medicion es:

My pMy,
tr( M, M p)

Los operadores de medicion satisfacen la ecuacion de completitud:

S M My, =1

m

Postulado 4: El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial
de los espacios de estados de los sistemas fisicos componentes. Méas atn, si tenemos
sistemas numerados del 1 a n y el sistema i esta en el estado |p;), entonces el estado
conjunto del sistema entero es p; ® p2 ® -+ ® py,.

2.5. A-calculos orientados a computaciéon cuantica

Ha habido una gran cantidad de trabajos enfocados al tema de célculos A que modelen el
computo cudntico [2,7,19,21,24]. En todos estos sistemas, el lenguage elegido para repre-
sentar estados cuénticos es el de vectores en un espacio vectorial. Sin embargo, mostramos
que también es posible enunciar los postulados de la mecanica cuantica en términos de
matrices de densidad. Por lo tanto deberia ser posible describir el computo cuéntico en
este formalismo.
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Selinger [18] introdujo un lenguaje para diagramas de flujo cuantico y una interpretacion de
este en un orden parcial completo de matrices de densidad. Ademaés, el libro “Foundations
of Quantum Programming” [23] esté escrito en el lenguaje de matrices de densidad. A pesar
de eso, no conocemos otro A-calculo que trabaje con esta representacion mas alla de [6].

2.5.1. El célculo ),

A lo largo de este trabajo, vamos a tomar como base los célculos A, y A} para extender y
demostrar sobre ellos. Estos cilculos poseen propiedades deseables, codifican los postulados
en los términos, respetan el no clonado y describen los estados cuanticos mediante matrices

de densidad.

En [19] se introdujo el calculo \;, base de un lenguaje de programacion embebido en Haskell
llamado Quipper [12]. En [6] quedaron demostradas las propiedades de subject reduction
y progreso de A, y A). En [5], se present6 una traduccion entre A\q y los calculos A, y Aps
probando asi la propiedad de normalizacién fuerte. En este trabajo vamos a extender los
calculos A, y A y demostrar subject reduction, normalizacion fuerte y confluencia.
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3.1. El calculo ),

Ap es una extension al A-célculo simplemente tipado. Los términos de la gramatica pueden
dividirse en tres categorias:

= términos estandar de A-célculo: variables, abstracciones y aplicaciones.

= términos para modelar los postulados cuénticos con la medicién restringida a la
base candnica: p" para representar una matriz de densidad de un sistema, U™t para
describir su evolucién, n" representa la medicion del sistema de n-qubits, t®t describe
un sistema compuesto.

» términos para el control clasico: un par (b™, p™) para representar el resultado de una
medicion, y un condicional letcase que decide en base al resultado de la medicion.

3.1.1. Gramatica de términos

t=a|\x.t|tt (Célculo lambda standard)
[p" Ut | n" "ttt (Postulados cuanticos)
[ (b, p") | letcase z =7 in {t,...,t} (Control clasico)

donde:
= n,meN, m<n.

= p" es una matriz de densidad de n-qubits, una matriz positiva de dimensiéon 2™ x 2"
con traza 1.

m P eN, 0<H™ < 2™,
» {{,...,t} contiene 2™ términos.

= U" es un operador unitario de dimension 2™ x 2™, es decir, una matriz de dimension
2" x 2™ tal que (U™)F = (U™)7L.

» 1 ={mp,...,man_1}, es una medicién cuantica en la base computacional donde cada
m; es el operador de proyeccién 2" proyectando a un vector de la base canoénica.

3.1.2. Sistema de reescritura

El sistema de reescritura estd dado por una relacion probabilistica. Si un término ¢ reduce
con probabilidad p a s, lo notamos ¢ -, s. Vamos a usar esta reducciéon para poder tratar

22
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el caso de la medicién cuantica.

(Ax.t)r —1 t[r/x]

U™ o™ — pm con pm _ anﬁ]‘
. pi = tr(T Tp")
7" —p, (i, p7) con ; ~ ,r—ipnl,r—ifz
Pi = T
p&p ~p" con p" = p&pf
letcase x = (b"™,p") in {to,...,tam_1} —>1 tpm[p" /2]
t—>p7" t—>pr t—>p7" t—>p7”
Azt —>p AT ts —prs st —> ST Ut —, U"r
t —>pT t —p T t —p T
Tt —>p T I®s—pTr®s 5@t —>ps®T
t—pr
letcase z =t in {sq,...,sn} —>p letcase x =7 in {sg,...,5n}

Donde la aplicacion de un operador U™p", con m < n, lo escribimos U™ para denotar
U™ ® I"™. Del mismo modo, escribimos 7 para denotar {my® I"™™,... mom_1 @ "™},
Unas de las cosas que asumimos en este modelo es que el resultado de una medicién es
conocido. Sin embargo, podriamos tomar un modelo donde no leemos el resultado de las
mediciones y trabajar con estados mixtos. Esta idea es la base del célculo A\) que vamos a

presentar en la seccién 3.2.

3.1.3. Sistema de tipos

Un punto importante a destacar es que el sistema de tipos es afin, es decir que las variables
pueden ser utilizadas a lo sumo una sola vez. Esta caracteristica garantiza respetar la
propiedad de no clonado del célculo. Cuando aparece mas de un contexto en una regla,
estos se consideran disjuntos. La gramatica de tipos viene dada por:

o=n|(mmn)|oc—o
donde m <neN.

Nrx:ort:7 o, I'tt:oc—-7 Arr:o
FArtr:r

e
_ [
T:orxz:o0 X I'Xzt:ioc—T

ax, F=t:n F-t:n m Frtin Arr:m
L+-pt:n '-U™t:n C'ra™t:(m,n) Art®r:n+m

x:nrttg:io ... xinttom_y:0 T+r:(m,n)

Xam Ic

a
Lk (™, p"): (m,n) [+ letcase x = r in {tg,...,tom_1}: 0

Ejemplo 3.1.1. Podemos modelar la tirada de una moneda equilibrada como un término
de A\,. Sea H la compuerta de Hadamard (ver ejemplo 2.4.1) y sean r y t dos términos
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arbitrarios. Podemos describir la eleccion entre los dos términos con una tirada de moneda
como:

letcase = = ' (H|0)(0]) in {t,r}
H|0)(0| reduce |+){+|, que al medirlo reduce a (0,]0){0]) o (1,]1){1]) con probabilidad %, y
entonces el letcase reduce t o a r con un medio de probabilidad.

Ejemplo 3.1.2. El proceso de teleportacion cuantica [15] es un proceso donde informa-
cion de un estado cuantico 1)) es transmitida mediante comunicacion clasica y un estado
cuantico entrelazado compartido entre un emisor (Alice) y un receptor (Bob). El outline
del proceso es el siguiente, Alice hace interactuar el qubit [¢)) con su mitad del estado en-
trelazado y luego mide los qubits en su posesiéon obtienendo asf uno de 4 resultados: 00, 01,
10 y 11. Alice manda esta informaciéon a Bob que realiza una de 4 operaciones dependiendo
del resultado enviado por Alice para reconstruir el estado [t).

Definiendo los operadores unitarios X' y Z' de la siguiente manera:
01
1_

R
7o 4]

La forma de codificarlo en A, es la siguiente:

Az.letcase y = w2 (H' (CNot?(z ® fuo))) in {y, Z3y, X3y, Z3 X3y}
Donde Z3=I®I®Z'y X3=I®Ie X!

3.2. El calculo )\;

3.2.1. Gramatica de términos

La idea detras de A}, consiste en tomar el célculo descrito en la seccion anterior y cambiar
la forma de interpretar las mediciones. En \,, una medicién toma un estado cuantico y
devuelve otro con cierta probabilidad. En )\Op, una mediciéon toma un estado cuéntico y
devuelve la suma de los términos ponderados por su probabilidad de ocurrencia, en una
suerte de generalizacién a programas de los estados mixtos.

El resto de los términos y reducciones de A, se mantienen igual.

t==x|\x.t]|tt ( Calculo lambda standard )
|p" Ut | n" "t |[tet ( Postulados cuénticos )
n
| > piti | letcase® z =7 in {t,...,t} ( Control probabilistico )
i=1

donde p; € (0,1], ¥ pi =1, y ¥ es tomada como un constructor de distribuciones: se
toma modulo asociatividad y conmutatividad y se considera pit + pat = (p1 + p2)t.
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3.2.2. Sistema de reescritura

El sistema de reescritura estd dado por la reducciéon no probabilistica ~». En este caso la
medicién no reduce por si sola sino que utiliza el letcase como destructor, el cual asigna
las probabilidades que se le va a dar a cada término de la sumatoria.

(Az.t)r ~ t[r/x]
U™ p" ~ p'™ con Wp”WT =p"
p®p ~ p con p’=p®p

pi =tr(T 1 7p")
> pipi~p' con p' =" pip;
7 7
dopit >t
7

(Xpiti)r ~ Y pi(tir)

=t
n _ TP T4
letcase® z = 7" p" in {to,...,tam — 1} ~ Y piti[ pi'[x] con { Pi ="
i

t~r t~r t~1r b1
At~ Ax.r ts ~rs st ~ sr U™ ~ U™r
t~7r t~r t~r
Tt~ T t®s~r®s S@t~sr
i ~r;
J j .
(Vizgti=r;)
Yic1 Piti ~ Yl DiTi
t~7r
letcase® x =t in {sg,...,Som_1} ~ letcase® = =7 in {sg,...,Som_1}

La medicién se puede codificar de la siguiente manera:
letcase® z = 7" p" in {z, -, x} ~ Y pipi ~ p
i

A pesar de no tener la reducciéon de medicién en este célculo, no se pierde expresividad con
respecto a A,.
3.2.3. Sistema de tipos

La tnica diferencia con )\, es que ya no es necesario el axioma de la medicién ax,y, y en
su lugar incorporamos una regla para tipar la suma (+). Usamos I+ en lugar de + para
diferenciar del tipado de A,

o=0ocl|(mn)|oc—ooc
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donde m < n eN.

ax Da:iowt:r Likt:c—oT Alr:oc _,
Dx:olrz:o CwXet:oc—oT DAwtr:T ¢
Lit:n LiFt:n Pikt:n Al-r:m

aXp u m
Likph:n CwrU™:n L 7™t: (m,n) LAFt®r:n+m

xinlktyg:o ... Tinl-tym_q1:0 Fll—r:(m,n)l
[ I+ letcase® x =71 in {tg,...,tom_1}: 0 ¢
F'rty:o ... Tirty:0o Z?:lpi:1+

Lk piti:o

Ejemplo 3.2.1. El término para representar la tirada de una moneda es igual que para
Ap-
letcase = = ' (H|0)(0]) in {t,r}

Sin embargo la reduccion de este termino deriva en la combinacién lineal de r y ¢:

—r+ =t
2 2

3.3. Subject Reduction

Una de las propiedades demostrada sobre ambos célculos en [6] es Subject Reduction. Pa-
samos a enunciar y mostrar su prueba. Primero vamos a demostrar la propiedad para A,.
Luego, incluimos los casos faltantes para probarla sobre A7. Antes de llegar a la demostra-
cion de la propiedad, son necesarios algunos lemas auxiliares.

Lema 3.3.1 (Weakening).
1. SiTrt:ocyx ¢ FV(t), entonces 'z :7+1t: 0
2. SiT'rt:oyx ¢ FV(t), entonces 'z : T I-t: 0

Demostracion. Induccion en las derivaciones de I'=t:o0 y I'iIF ¢ : 0. O

Lema 3.3.2 (Strenghtening).
1. SiTa:7rt:0y 2 ¢ FV(t), entonces ' -t : o
2.SiT,z:7i-t:ocy x ¢ FV(t), entonces T'I-t: o

Demostracion. Induccion en las derivaciones de 'z :7+t:0cy [z:7I-t: 0 O

Lema 3.3.3 (Sustitucion).
1. SiToz:7+t:0cy A+r:7, entonces D, A+ t[r/x]: 0o

2. S8ilae:TiHt:0y Al-r:7, entonces I' A I-t[r/z]: o

Demostracion. Induccion en t. Primero analizamos los casos de A,,.
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t = x: Entonces o = 7. Por lema 3.3.1, ', A+~17r:0.
t =y # x: Entonces por lemas 3.3.1 y 3.3.2, A+ y:o.

t = Ay.s En este caso, o = 71 — 2. Por inversiéon en la regla —;, I'x : y1,y : 7 + 5 : Yo.
Por hipotesis inductiva, T,y : y1, A + s[r/z] : 72. Aplicando la regla —;, llegamos a
'+ Ay.s[r/x]: 0. Notar que \y.s[r/z] = (Az.s)[r/x].

t=t1ta: Entonces Iz :7=11,I9 con 'y +t1:v — 0 y I'a -ty :y. Hay 2 casos posibles:

» z eIy, entonces x ¢ FV(t2):
Por hipotesis inductiva I'y N {z: 7}, A+ t1 : v — 0. Por regla —,
CiN{z:7}, Ty, A+ ty[r/z]te: 0. Notar que Ty ~{z:7},To=Ty
t1 [’l“/l‘]tg = (tltg)[’l“/l‘].

» z ey, entonces x ¢ FV(t1):
Similar al caso anterior.

t = p™: Entonces ¢ =n. Por lemas 3.3.1 y 3.3.2, T, A+ p" : n.

t=U"ms: Entonces 0 =n y I';x : 7 + s : n. Por hipotesis inductiva, I'; A + s[r/x] : n.
Ademas por regla U, I' - U™s[r/z] : n. Notar que U™s[r/x] = (U™s)[r/z].
t=n"s: Entonces o = (m,n) y I,z : 7 + s : n. Por hipotesis inductiva, I', A + s[r/z] : n.
Ademés por regla w, I'+ n"s[r/z] : n. Notar que n™"s[r/x] = (x™s)[r/z].
t=1t1 ®ts: Entonces c =ny+no y I'x:7=01,I'9. con ['; + ¢; : n; para ¢ = 1,2. Hay dos
casos posibles:
» zel'y, entonces x ¢ FV(t2):
Por hipotesis inductiva, I'y N {z : 7}A + t1[r/z] : ny. Por regla ®,
(Ty~{z:7}),T9, A+ ti[r/x] ® ta : n1 + no. Notar que (T'y1 N {z:7}),To=T1y
tl[T'/.%'] ®to = (tl ®t2)[7‘/$].
» z eIy, entonces x ¢ FV(t2):
Similar al caso anterior.
t=(b™,p™): Entonces o = (m,n). Por lemas 3.3.1y 3.3.2, T, A+ (™, p") : (m,n).
t =letcase y = s in {tg,+*,tam_1}: Entonces, y:n+t;:0 parai=0,---,2" -1y
L,z : 7+ s : (m,n). Por hipotesis inductiva I';A + s[r/x] : (m,n). Por regla
del letcase, I'; A + letcase y = s[r/x] in {tg,---,tam_1} : 0. Notar que letcase y =
s[r/x] in {tg, -, tam_1} = (letcase y = s in {to,---,tam_1})[r/z], la sustitucion no
aplica a los t; ya que y es la tnica variable que puede aparecer libre.
Esos son todos los casos para A,. Para probar el lema en /\Z solo falta considerar el caso
de la sumatoria:
t =Y p;t;: Entonces ',z : 7 I+ t; : 0 y, por hipotesis inductiva, I'y A I+ ¢;[r/x] : 0. Aplicando
i
la regla + llegamos a I', A I+ Y. pit;[r/x] : 0 Notar que Y. piti[r/z] = (X piti)[r/x]. O

Con estos lemas, es posible demostrar subject reduction.

Teorema 3.3.4 (Subject reduction para A, y )\Z).
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1. SiTr+t:oyt—pt', entoncesT+1":0.

2. SiTi-t:oyt~t, entoncesT +1t':0.

Demostracion. Induccion sobre —, y ~:

w t = (A\x.s)r yt' = s[r/z]. Entonces ' =T, con 'y - Az.s:7 -0y Lo r:T.
Podemos ver que I'y,z: 7+ s: 0 y por lema 3.3.3 T+ s[r/z]: 0.

s t=Ump" yt'=p™ con p'" = Wp”U_mT. Entonces ¢ = n. Por regla ax,, I' = p'" : n.

w b= amp" y th = (™, pl") con pf = 7”'0?%. Entonces o = (m,n) y, por regla m,
L (@™ pl): (m,n).

t=pt®@pht yt'=p conp =ple®ph. Entonces o =n+m con - pf :nyr p:m.
Dado que p’ es una matriz de n +m qubits, se tiene por ax, que ~ p':n +m.
» ¢ =letcase x = (b, p") in {tg, -, tam_1} y t' = tym[p"/z]. Por inversion, z:n+t;: o
parai=0,---,2" -1y '+ (0™, p"): (m,n). Por regla ax,, I' = p" : n. Por lema 3.3.3,
L+ tym[p/x]: 0.
Casos contextuales, sea s —p s’

» t = Ar.s y t' = Azx.s’. Entonces 0 =1 — v y Iz : 71 + s : 72. Entonces, por la
hipotesis inductiva ',z : v + 8" : 9 y por la regla —o; tenemos que I' - Ax.s" : 0.

s t=sryt' =s'r. Entonces ' =T'1,I'y con I'y - s : 7 — 0 y I's ~ 7 : 7. Por hipotesis
inductiva, I'y + s’ : 7 — 0. Por regla —, tenemos que I' + s'r : 0.

» t=rsyt'=rs. Similar al caso anterior.

s t=UMsyt' =U™s'. Entonces 0 =n y I' + s : n. Por hipotesis inductiva, '+ s":n y
por regla u, I' = U™s’ : n.

» t=7"syt' =7"s". Entonces o = (m,n) y I' - s : n. Por hipotesis inductiva, I'+ s" : n
y por regla m, '+ 7"s": (m,n).

s t=s®ryt' =s'®r. Entoncesc=n+myI'=T1,I'scon'y +~s:nyTy+7r:m. Por
hipotesis inductiva, I'y - s’ :n y por regla ®, '+ s’ ® r: 0.

» t=r®syt =r®s’. Similar al caso anterior.

» t = letcase = s in {tg,+,tam_1} y t = letcase x = s" in {tg,-,tom_1}. Entonces
z:nrt;:oy Dk s:(m,n). Por hipotesis inductiva, I' - s": (m,n) y finalmente por
regla Ic, T+ letcase x = s’ in {tg,-,tom_1} : 0.

Estos son los casos comprendidos por A\,. A continuacién consideramos los casos introdu-
cidos por /\Z para cerrar la inducciéon en ~r.
Tip" T

: t
= letcase® x = 7™p" in {to,,tam_1} y t' = Lpiti[pj'[x] con p} = . Entonces

i 7
Ci-7xmp":(m,n)yz:ni-t;:o. Porlema 3.3.3, I' I- t;[p'/x]. Ademaés, tenemos que
Ztr(ﬂ_ﬁﬁpn) =1, vamos a tomar esas probabilidades como p;. Finalmente por regla

K3
+, D= Ypiti[p} /2] 0.
1
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n = szpz y t = p’ con p’ = szpl Entonces o =n y por regla ,aXp, T pl ‘.
[ 7

= t =) p;ryt =r. Hipotesis de la regla +.
i

= (Zpltz)r yt' = sztzr Entonces I'=T1,I's con Ty I+ t;: 7 — 0o y Iy Ik7:7. Por

regla —op, I'I-t;7: 0' ademas por regla +, ' I- Zt r:o.

Hay un solo caso contextual que no estd considerado en A,: la reduccion interna en la
sumatoria. Sea t = Zpisi yt' = Zpl-ri con t; ~ r; y Vi # jt; = r;. Por inversion en la

(] (]
regla +, I' I ¢; : 0, ademas por hipétesis inductiva, I' I+ r; : 0. Finalmente, por regla +,
i ZPiT‘i 1o O
K3
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4.1. Extensiones de tipado

Los calculos que vamos a tratar en este trabajo son extensiones sobre el sistema de tipos de
Apy )\;. Hay dos cambios que vamos a aplicar sobre el tipado de ambos calculos: Extenderlos
polimoérficamente y permitir términos abiertos dentro de las ramas de los letcase.

Extension polimérfica

Tomamos las reglas introducidas por System F (ver seccion 2.1) y las incorporamos tanto
a A\, como a )\;. Llamaremos a estos calculos polimérficos A,2 y )\;2 respectivamente. Las
reglas a agregar son las siguientes:

X{¢FV(I) Trtio Trt:VX.o

; N
FHt:VX.0o ! Crt:o[X/r] ©

Extension del letcase

La siguiente es una modificacion introducida por Ivnisky en [13]. Abrimos la posibilidad
de incorporar términos con variables libres mas alla de la ligada en la medicién del letcase.
Introducimos un contexto A que va a tipar a los términos ¢ internos.

F'ks:(myn) Azx:nrty:o,,Ajx:int+tom_g:0

- Ic
[, A+letcase z = s in {tg,,tom_1}: 0

En este momento, hay que destacar un punto importante. El sistema de tipado deja de ser
afin, sin embargo notamos que se sigue respetando el principio de no clonado. Destacamos
que la tinica regla que reutiliza los contextos es la del letcase y que estos no interactiian
entre si.

Para el caso de A,2, si bien se repiten las variables, cuando se reduce un letcase las ramas
no elegidas se descartan. Es decir, un estado que reduce todas sus estructuras de control es
afin. Por el otro lado, para A}2, al reducir todas las estructuras de control, cada término de
la sumatoria tiene a lo sumo una sola copia de cada variable. Como cada término representa
un estado que compone el estado mixto, los estados son afines.

Si bien a primera vista este cambio parece menor, genera complicaciones a la hora de
demostrar confluencia en el calculo con reducciones probabilisticas. En la seccién 4.4.2,
analizamos distintas formas de mitigarlas.

El tipado de A,2 queda de la siguiente manera:

o=n|(mmn)|oc—0c|X|VX.0o

30
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donde m <n € Ny X pertenece al conjunto de variables de tipo V.

ax Lxior-t:7 Trtig—or Arr:oc _,
NNz:orz:0 CrXzt:oc—o7 DAvtr:T ¢
- ax _Trtin I'=t:n m Ft:n Arr:m
L-p':in P 'e-Um™:n C'+7n"t:(m,n) DArFt®r:n+m
ax F'rs:(m,n) Ajxz:inrtty:o - A,x:nl—tgm_lzal
Lr @™ p"):(m,n) am A F letcase x = s in {tg,,tom_1}:0 ¢
X{FV(I) Detio | TriivXo |,
F-t:VX.o P Trtio[X/T] €

Para el caso de )\22, el tipado es el siguiente:

ax Lz:owt:r —o; Pikt:og—T17 Alrr:oc _,
Fzx:olrz:o F'FXedt:o—orT T Awtr:r c
T'iFt:n Fi-t:n Fikt:n Alrr:m

— ax, u m
Likp:n FwU™t:n Li-7™t: (m,n) LAFt®r:n+m

CiFs:(myn) Ax:inikty:o - A,a::nll—tzm_l:al

[, A+ letcase x = s in {tg, =, tom_1}: 0 ¢
'kt1:0 ... Tit,:0o ZﬁzlpizlJr X¢FV(D) Tit:o Tt:VX.o v
DYl piti:o Pi-t:VX.o " Tit:o[X/r] ©

Estos son los tnicos cambios que introducimos. El conjunto de términos y las rescrituras
quedan iguales que en los calculos originales.

4.2. Subject Reduction

4.2.1. A2

El objetivo de esta seccion es demostrar la propiedad de Subject Reduction para el calculo.
Es decir, queremos ver que:

Teorema (Subject reduction para \,2). Sea t -, t', entonces se tiene que:

IF't:o implical -t : 0

Definicion de <

Vamos a utilizar la misma relacion < definida anteriormente para System F (ver definicion
2.2.1). La propiedad de estabilidad bajo la reduccion se mantiene.

Definiciéon 4.2.1 (definicion de <). Para todo par de tipos o y 7, contexto I' y todo
término t tal que I' + ¢ : 7 como consecuencia de I' +t: o



4. Extensiones \,2 y A2 32

1. Si X ¢ FV(T'), se nota o <'fX7F 7 si pasa alguno de los siguientes casos:
s T=VX.0.
» 0=VX.0o'y7=0'[v/X] para algin v y X.

2. Si V es un conjunto de variables de tipo tal que V n FV(T') = @&, definimos 5%/,1“
inductivamente como:

s SiXeVyo <E(F T, entonces o 5?{X} LT
= SiVi,VocV, o Sl‘tfl,l“ TyOo 5?/2,1‘ T, entonces o 5%,1Uv2’r T.
= Si o =7, entonces o 5%/1“ T.

Lema 4.2.2 (Estabilidad de <). Para todo par de tipos o, 7, conjunto de variables de tipo
V', términos t y r y contexto I'; si o SY{T 7,t>ryI'+r:o. Entonces o <{, 7. O

Lemas auxiliares

El objetivo es demostrar un lema de comparacion de flechas similar al de A\2. Vamos a

expandir el mapeo (-) utilizado en la demostracion del lema 2.2.4 con los tipos de A,2:

(X)=X
(n)=n
((n,m)) = (n,m)
(0 —=T)=0—T
(VX.0) = (o)
Luego demostramos dos lemas intermedios:
Lema 4.2.3.
1. Para cualquier par de tipos o y 7, existe un tipo 7 tal que: m = m[v/X].
2. Para cualquier par de tipos o y 7, conjunto dﬂarialzles V', contexto I' y término ¢,
si o <, 7, existen 7 y X € V tales que (1) = (0)[7/X] .
Demostracion. Demostracion de (1) por induccion sobre o:
o=n: (n[t/X])=n=(n)[r/X].
o =(m,n): ((m,n)[7/X]) = (m,n) = ((m,n))[7/X].
0 =01 = 03: (01 — 03[7/X]) = (01[7/X] = 02[7/X]) = o1[7/X] — [7/X] = (01 — 02)[7/X] =
(01 — 09)[7/X].

o= X: (X[7/X]) = (7) = X[(")/X] = (XO)[(7)/x].
o=Y:ConY +X, (Y[r/X])=Y =(Y)[7/X].
0=VYY.01: ConY # X yY ¢ V(7). (VY.00)[7/X]) = (VY.01[7/X])) = (01[7/X]) Por

hipotesis inductiva tenemos que (o1[7/X]) = (01)[v/X] = (VY.01)[v/X].

Para demostrar (2) es suficiente con mostrarlo para o <4 . 7.
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Caso 1: 7 =VX.0, entonces (1) = (o).

Caso 2: 0 =VX.0'y 7=0'[7y/X]. Por el resultado anterior se tiene que m =(o'[v/X]) =
(e [+'/X] = (0)[7'/X] para algtin ~'. O

Con estos 2 resultados intermedios, podemos demostrar el lema de comparaciéon de flechas:

Lema 4.2.4 (Comparacion de flechas). Para tipos o,7,0’,7', contexto I', conjunto de
variables de tipo V' y término ¢ tales que ¢ — 7 ﬁ'{/’F o' — 7', existen tipos 7 y variables
X ¢V tales que:

(0 =n)[F/X]=0"—7'

Demostracion. o' — 7' = (0’ — 7'). Por el lema 4.2.3 (2), existen tipos ¥ y variables de
tipo X tales que (0! — 7') = (()o — 7)[/X] =0 — 7[7/X]

O

Vamos a demostrar subject reduction de la misma forma que para System F. Analizando
los componentes de un términos junto con sus tipos y llegando a sus respectivos reductos a
través de lemas de generacién. Pasamos a enunciar los lemas de generacién que utilizaremos

Lema 4.2.5 (Lemas de generacion).

variable Sil'+ z: o, entonces existen tipo 7, conjunto de variables de tipo V' con 7 <y, o
tales que x: T eI

app SiT + tr: o, entonces existen tipos 7, o', conjunto de variables V con o’ 5’{211 o, tales
quely+t:7—0 yTorr:7. ConI'|, Ty =T.

abs SiT' + A\xz.t: o, entonces existen tipos 7, ¢’, conjunto de variables V con 7 — o’ 5%‘,11;'5 o,
b

tales que I,z : 7 +1t:0'.

rho Si T + p" : o, entonces existen tipo n, conjunto de variables de tipo V' con n 5");} o
tales que I' - p™ : n.

result SiT + (™, p") : o, entonces existe tipo (m,n), conjunto de variables de tipo V' con

(n,m) sg,b;l’pn) oyn>mtales que I' - p" : n.

unitary Si I' = U™t : o, entonces existe tipo n, conjunto de variables de tipo V con
n s‘[f;t o, tales que I' -t : n.

measurement Si '+ 7"t : o, entonces existe tipo n, conjunto de variables de tipo V con

(m,n) <Y1 oy n>m, tales que T+t :n.

tensor Sil + t®r: o, entonces existen tipos n, m, conjunto de variables V con n+m ﬁ'{?ﬁ o,
K

talesque 't ~t:ny o r:m. Con ', I's =T

letcase SiT + letcase x = in {tg, -, tom_1} : 0, entonces existen tipos o', (m,n), conjunto
de variables de tipo V con o’ sl‘itlfaze o, tales que A,z :n+ty: o', Ax:n+
tom_1:0’ y I'+7:(m,n). Con I", A =T.

La demostracién se consigue aplicando inducién sobre los juicios de tipado.
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A continuacién, presentamos los lemas de strengthening y weakening. Utilizaremos estos
lemas para demostrar el lema de de sustitucién, la tltima pieza necesaria para probar
subject reduction.

Lema 4.2.6 (weakening). SiI'+t:0y z ¢ FV(t), entonces, I',z: 7+ t: 0. O
Lema 4.2.7 (stregthening). SiT,z:7+t:0y x ¢ FV(t), entonces, I'+t: 0. O
Ambos lemas se pueden demostrar mediante induccién sobre la derivaciéon de tipos de t.

Finalmente, enunciamos el dltimo lema necesario para llevar a cabo la demostracién de
subject reduction.

Lema 4.2.8 (Lema de sustitucion). Sil,z:7+t:0y A+ r:7, entonces I, A+ t[r/z]: 0.

Demostracion. Por inducciéon en t:

t = x: Porlema 4.2.5 (variable), existen tipo 7, conjunto de variables de tipo V con 7 <’§/7F o
tales que z : 7 € I'. Por lema 4.2.6, ', A + r : 7. Por definiciéon 4.2.1 I', A + r : o. Notar
que t[r/x] =r.

t =y + x: Entonces por lemas 4.2.6 y 4.2.7, ', A+ y : 0. Notar que t[r/x] =t.

t=M\y.s: Entonces I’z : 7+ A\y.s : 0 con y # x. Por lema 4.2.5 (abs), existen tipos 1,72
y conjunto de variables de tipo V' con 1 — 7o 5I€/F otalque 'z : 1,y 91 + s 7o.
Por hipotesis inductiva, T', A,y : v1 + s[r/z] : y2. Como y ¢ FV(r), aplicando la regla
—o; nuevamente tenemos I') A = Ay.s[r/z] : 41 — 72. Por definicion 4.2.1 llegamos a
A Ay.s[r/z]:o.

t =t1te: Por lema 4.2.5 (app), existen tipos 7, ¢’, conjunto de variables V' con o’ 5%/,1“ o,
talesque ' =t:7 — 0’ yorr:7. Con ',y =T,z : 7.

» z:7 eI}, entonces por hipétesis inductiva: I'y N {z : 7} + t1[r/z] : v — 0. Por
la regla —., 'y N {x : 7},T9 + t1[r/z]ta : 0. Notar que Ty ~{z : 7},To =Ty
tl [T/x]tg = (tltg)[’l“/x].

» z : 7 € I'g, entonces por hipotesis inductiva: I's N {z : 7} + to[r/z] : . Por
la regla —, T'1,To N {x : 7} + tyta[r/z] : 0. Notar que I',To~{x:7} =Ty
tltg[r/x] = (tltg)[T/x].

t = p": Entonces lemas 4.2.6 y 4.2.7, T, A+ p" : 0. Notar que t[r/z] =1t

t =U™s: Por lema 4.2.5 (unitary), existe n tipo, conjunto de variables de tipo V' con
n <t o, tales que I',x : 7 + s : n'. Por hipétesis inductiva I', A + s[r/z] : n, y por
regla u, T', A + U™s[r/x] : n. Por definicion 4.2.1, Por regla u, I'; A + U™s[r/x] : 0.
Notar que U™s[r/x] = (U™s)[r/z].

t =71™s: Por lema 4.2.5 (measurement), existe (m,n) tipo, conjunto de variables de tipo V'
con (m,n) 5@71‘ o, tales que I',x : 7 + s : n. Por hipétesis inductiva I', A + s[r/z] : n,
y por regla m, ', A + ©™s[r/x] : (m,n). Por definicion 4.2.1, T';A + 7™s[r/z] : 0.
Notar que #™s[r/x] = (x™s)[r/z].

t =t; ® to: Por lema 4.2.5 (tensor), existen tipos n, m, conjunto de variables V' con n +
mflxt/r o,talesque I'1 wt:nylo-r:m. Con 'y, o =T, 2: 7.
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» z:7 eI}, entonces x ¢ FV(t2). Por hipotesis inductiva, I'1 N {z : 7} + t1[r/x] : n.
Por la regla ®, I'y ~ {z : 7}, Ty + t1[r/z] ® t2 : n + m. Por definicién 4.2.1
obtenemos I't N {z : 7}, To + t1[r/z] ® ta : 0. Notar que I'y N {z : 7}, [y =Ty
tl[T'/.%'] ®tlg = (tl ®t2)|:7“/.73].

» z:7 €9, entonces x ¢ FV(¢1). Por hipotesis inductiva, lo{z : 7} + ta[r/x] : m.
Por la regla ®, I'1,To N {z : 7} + t; ® ta[r/x] : n + m. Por definicién 4.2.1
obtenemos I'1,T'o N {z : 7} + t; ® ta[r/x] : 0. Notar que I'j,To~{x:7} =Ty
11 ® tg[?"/x] = (tl ®t2)|:7“/33].

t=(b",p"): Entonces lemas 4.2.6 y 4.2.7, I', A+ (b™, p") : 0. Notar que t[r/x] =t

t = letcase y = s in {tg,---,tam_1}: Por lema 4.2.5 (letcase) existen tipos o', (m,n) y con-
junto de variables de tipo V' con o’ 5%/,(1“) otal que A,y:nrt;:o’ yI'+s:(m,n).
Con IV, A =T, tenemos 2 casos:

» z:7 el entonces x ¢ FV(¢;). Por hipotesis inductiva, IV ~ {z : 7} + s[r/z] :
(m,n). Por la regla lc, TV ~ {z : 7}, A’ + letcase y = s[r/z] in {tg,,tam_1} :
o'. Notar que IV~ {z : 7},A" =T, A y letcase y = s[r/x] in {tg, -, tom_1} =
(letcase y = s in {tg,--,tam_1})[r/z]. Por definicion 4.2.1 T'; A + letcase y =
s in {to,'-',tgnul})[’l“/ib‘] L o.

» 2:7¢A/, entonces x ¢ FV(s). Por hipétesis inductiva: para todo i = 0,---, 2™ 1,
A'N{z : 7} + ti[r/z] : o'. Por la regla Ic, TV,A" ~ {x : 7} + letcase y =
sin {to[r/x], -, tam_1[r/x]} : o'. Notar que TV, A’ ~{z: 7} =T, A y letcase y =
sin {to[r/x],--,tam_1}[r/x] = (letcase y = s in {tg,---,tam_1})[r/z]. Por defini-
cion 4.2.1 T, A + letcase y = s in {tg,-,tom_1})[r/z]: 0. O

Con estos lemas definidos, tenemos las piezas para demostrar la propiedad de Subject
Reduction para A,2.

Demostracion de Subject Reduction
Teorema 4.2.9 (Subject reduction para \,2). Para todo par de términos t y t', contexto
I ytipoo,sit->pt' yL'rt:o, entoncesT' 1t : 0.
Demostracion. Demostracion por induccién sobre —,.
w t=(\z.s)ry t' =t[r/z].

I' - (Ax.s)r : 0. Por lema 4.2.5 (app) tenemos que existen tipos v,7 y conjunto de
variables de tipo Vi con v 5@17@7& o tales que I'' - A\x.s: 7 — vy A+7:7 con
I, A=T.

Por lema 4.2.5 (abs) para I'' + Az.s : 7 — 7 tenemos que existen tipos 7/, 7', conjunto

de variables de tipo V5 con 7/ — ' ﬁ%‘gl‘i T —o v tales que I, z: 7/ - 5: 7.

Por lema 4.2.4 existen tipos ¥ y variables de tipo X € V tales que v = 'y’[f(/f(] y
T=7[x/X].

Ademas, como X ¢ FV(T),I'[x/X] =I". Entonces por definicion 4.2.1 T,z : 7+ s:
y por lema 4.2.8 T, A + s[r/z] : 7. Por lema 4.2.2, tenemos que I'', A + s[r/z] : 0.
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- tZUmpnytIme.

I'+U™p": 0. Por lema 4.2.5 (unitary), existen n tipo y conjunto de variables V' con
n S%/J‘ o tales que I' = p" : n. Por ax,, I' - p'" : n. Por lema 4.2.2 n ﬁ%/I oy, por
definicién 4.2.1, '+ p" : 0.

- t — ﬂmpn y t, — (bmjpln).
I' - 7mp" : 0. Por lema 4.2.5 (measurement), existen (m,n) tipo y conjunto de

variables V' con (m,n) 5%/,1“ o tales que I' - p" : n. Por ax, I' - p'" : n y, por regla m,

L (0™, p™): (m,n). Por lema 4.2.2 n 5115;,1‘ oy, por definicion 4.2.1, T'+ p : 0.

=t=p1®pyt =p.

'+ p1 ® pa: 0. Por lema 4.2.5 (tensor), existen m,n tipos y conjunto de variables V'
con m+n S%/’F o tales que 't - py :my o = pg :m con I'y,I's = T'. Como p’ es el
resultado de tomar p; ® p2, su dimensién es la suma de las dimensiones de p; y po.
Por ax,, '+ p’ : n+m. Por lema 4.2.2 n+m 551“ oy, por definiciéon 4.2.1, '+ p" : 0.

» t=letcase x = (b™,p") in {to, -, tam_1} y t' =tpm[p"/x].

I+ letcase x = (0™, p") in {tg,,tam_1} : 0. Usando el lema 4.2.5 (letcase) tenemos
que existen tipo ¢’ y conjunto de variables V' con o’ ﬁﬁ/r o tales que A,z :n+ tym : o’
y I+~ (0™, p") : (m,n) con I'", A =T Por ax,, I+ p" : n.

Por el lema 4.2.8, llegamos a I'', A + tym[p"/x] : o’. Finalmente por definicion 4.2.1
y lema 4.2.2, vale que IV, A + tym[p" /2] : 0.

Continuamos con los casos contextuales. Sea s —p s’

s t=Az.syt' =Ax.s’.
'+ Az.s: 0. Por lema 4.2.5 (abs), existen tipos 7,7 y conjunto de variables de tipo
V tales que 7 — v SI{/F cyl,o:7+s:v Por H[, I,z : 7 + s’ : 7. Aplicando la

introduccion de la abstraccion llegamos a I' = Az.s’ : 7 — 7. Por definicion 4.2.1 y
lema 4.2.2 obtenemos I' - Az.s" : 0.

s t=sryt' =sr
't - rs: 0. Por el lema 4.2.5 (app), existen tipos 7,7 y conjunto de variables de
tipo V tal quevﬁ"f/(rlm) cyl'i1+s:7—oyyIlygrr:vconly,I'y=T. Por HI,
'y + s : 7 — . Por regla -, I'1,T's + s'r : 7. Luego, por definicion 4.2.1 y lema 4.2.2
llegamos a I'y,Ts 158" : 0.

" t:rsyt'zrsl.

I'+~rs:o. Por el lema 4.2.5 (app), existen tipos 7,7 y conjunto de variables de tipo
V tales que’yﬁ’{,}rayFll—r:T—o'yyI‘gl—s:TconFl,I‘gzI‘. Por HI, Ty + s : 7.
Por regla —, I'1,I's + rs’ : 4. Finalmente por definicion 4.2.1 y lema 4.2.2 llegamos
al'1,I'ar7rs':0.

w t=UMsyt' =U™s.

I'+U"s:0. Por lema 4.2.5 (unitary), existen 7 tipo y conjunto de variables de tipo
V tales que T <'§/7F oyl +s:7. Por HI, T+ s" : 7. Por regla u, I' = U™s’ : 7. Por
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definicion 4.2.1 y lema 4.2.2, tenemos que I' - U™s’ : 0.
s t=n"syt' =7Ms".

'+~ U"s: 0. Por lema 4.2.5 (measurement), existen 7 tipo y conjunto de variables
de tipo V tales que 7 <}, o y I'+s:7. Por HI, '+ s': 7. Por regla m, I' + 75" : 7.
Por definicion 4.2.1 y lema 4.2.2, tenemos que I' - 75’ : .

s t=s@ryt =5 ®r.

I'-r®s:o. Por el lema 4.2.5 (tensor), existen tipos n,m y conjunto de variables
de tipo V tales que n+m 5§/F cyli+-r:nyIsr+s:mconI'q,I's =T. Por HI,
'y = 7" :n. Por regla ®, I'y, Fg’l— r' ® s : n+m. Finalmente por definicion 4.2.1 y lema
4.2.2 llegamos a I'y, Ty -7’ ® s: 0.

s t=r®syt' =res.

I'-r®s:o. Por el lema 4.2.5 (tensor), existen tipos n,m y conjunto de variables
de tipo V tales que n +m ﬁ&r ocyl'itrr:nyIlyrs:mconI'y,I'y =T. Por HI,
I's + s :m. Porregla ®, I'y, 'y - r®s’ : n+m. Finalmente por definicién 4.2.1 y lema
4.2.2 llegamos a I'1, Ty -r® s’ : 0.

» t=letcase x = s in {tg, -, tam_1} y t' = letcase x = s’ in {tg, -, tom_1}.

I + letcase x = s in {tg,,tom — 1} : 0. Por el lema 4.2.5 (letcase), existen 7 tipo y
conjunto de variables de tipo V' con 7 57{/,1“ o tales que IV + s : (m,n) y para todo
i=0,-,2"1 Alz:inrt;:Tcon I, A =T. Por HI, IV + s’ : (m,n). Luego por regla
lc, T, A + letcase = = s" in {tg,,tam_1} : 7. Por definicion 4.2.1 y lema 4.2.2 tenemos
A+ letcase x = s" in {tg, -, tam_1} : 0. O

4.2.2. X2

Para el caso de ;2 vamos a tomar la misma estrategia que en la seccién anterior, pro-
bando para cada lema los casos que no se encuentran contemplados en las demostraciones
anteriores. Vale aclarar que la definicion de < es la misma para los dos célculos.

Lemas auxiliares

-
aplicando para el caso de Aj2. Primero agregamos el caso de la suma a los lemas de
generacion, la demostraciéon también se consigue mediante induccién sobre los juicios de
tipado.

Los lemas enunciados en la secciones anteriores que tratan sobre la relaciéon <, siguen

Lema 4.2.10 (Lemas de generacion).
sum T'+ Y p;t; : 0 entonces, existen tipo 7, conjunto de variables de tipo V con 7 55}”“ o,
/Z: b
tales que I' - t; : 7.

Luego adaptamos el lema de sustituciéon con los casos agregados por A72.

Lema 4.2.11 (Lema de sustituciéon). SiTyz:71-¢t:0y A~ r: 7, entonces I',; A I+
t[r/x]:o.
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Demostracion. Al igual que para A,2 hacemos induccion sobre ¢. Es decir, descartamos el
caso de la medicion explicita t = (b, p") y agregamos la sumatoria de términos.

t = ¥ pit;: Por lema 4.2.10 (sum), existen tipo ¢’, conjunto de variables de tipo V' con
i

ot —&F,x# o con 'z : 71 t; : 0. Por hipotesis inductiva, T' I+ ¢;[r/z] : ¢’ y por regla +
ili

<
> piti[r/z] : o'. Finalmente por deficinicion 4.2.1, ¥ p;t;[r/z] : 0. Notar que ¥ pit;[r/z] =
i i

)

(Xpiti)lr/z]

El resto de los casos son idénticos a los tratados en la seccién anterior. O

Demostracion de Subject Reduction
Teorema 4.2.12 (Subject reduction para A,2). Para todo par de términost yt', contexto

I'ytipoo, sit~t' yI'ikt:o, entonces T+t : 0.

Demostracion. Similarmente al caso anterior, realizamos induccién sobre ~. Tenemos que
tener en cuenta las diferentes reducciones que involucran la sumatoria de términos.

w ¢ =letcase® x =7"p" in {tog, -, tam_1} y ' = X piti[ p'[x].
i

[ I letcase® @ = p™ in {tg, -, tam_1} : 0. Por lema 4.2.5 (letcase), existen tipo 7 y
conjunto de variables de tipo V' con 7 5%/1“ o talesque A,z:ni-t;: 7 V0<i<2my
i amp": (m,n) con IV A=T.

Por la regla + podemos concluir A, x :n I+ Y. p;t; : 7 donde p; = tr(w_ﬁﬁ_ip"). Por ax,
%

T T

tenemos que I' I pl" : n, donde pl' = -

Entonces por lema 4.2.11 T', A I+ Y. piti[ p}' /z] : 7. Finalmente, por definicion 4.2.1 y
i
lema 4.2.2 llegamos a I', A I- ¥ piti[p}' /2] : 0.
i

= t=3pipiyt'=p conp' =Y pipi
K] K3
I'i- Y pipi : o por lema 4.2.10 (sum) existen tipo 7 y conjunto de variables de tipo
i

V con t 5%/1“ o tales que ' I+ p; : 7.

Por lema 4.2.5 (rho), Existe n tipo y V' variables de tipo con n <[}, . tales que
T I+ p; : n. Como los p; tienen dimension n y p' = 2. pipi, por regla ax, I' I pin.

(2
Finalmente por definicion 4.2.1 y lema 4.2.2, llegamos a ' I+ p' : &

s t=Ypsyt =s.
i

Por lema 4.2.10 (sum) existen tipo 7 y conjunto de variables de tipo V' con 7 5%/,1“ o
tales que I' I s: 7. Por lemas 4.2.2y 4.2.1, "I s: 0.

m t= (zpiti)r yt' = Zpi(tﬂ)~

i+ (X piti)r : 0. Por lema 4.2.5 (app), existen tipos 7,7 y conjunto de variables de
i
tipo V' con TS&F o tales que IV I (X pit;) iy — 7y Alrr:ycon IV, A=T.
i
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~v — 7 tales que I' I+ ¢; : 7/. Por definicion 4.2.1 T' + t; : v — 7 y, por regla —706,
[, A I+ t;r : 7 para cada i. Aplicando la regla + llegamos a I',) A I Y. p;(t;r) : 7.
i

Por lema 4.2.10 (sum) existen tipo 7" y conjunto de variables de tipo V' con 7'/

Usando la definicion 4.2.1 y lema 4.2.2, llegamos a I', A I+ Y, p;(t;7) : 0.
i

El tnico caso faltante es caso contextual para la sumatoria.
m t= Zpiti y t = Zpi'f‘i, con tj ~Tiy Vi #:j, t;=1i.
i i

'+ ¥ pit; : 0. Por lema 4.2.10 (sum) existen tipo 7 y conjunto de variables de tipo
7

Vconr 52{/1“ o tales que I' I ¢; : 7. Por hipétesis inductiva I' I+ r; : 7 y por la regla

de la suma tenemos que I' I+ Y p;r; : 7. finalmente por definiciéon 4.2.1, llegamos a
i

I'i-Ypiri:o. 0
%

4.3. Normalizacién Fuerte

4.3.1. A2

La demostracion de normalizacion fuerte para A,2 tiene la misma forma que para System
F. Primero dar una interpretacién de tipos que sean candidatos de reducibilidad. Luego
mostrar que todos los términos pertenecen a las interpretaciones de sus tipos. Ya que los
candidatos de reducibilidad estan incluidos en el conjunto de los términos fuertemente
normalizantes, mostramos que todos los terminos tipables estdn en ese mismo conjunto.

Lemas utiles

En este caso vamos a agregar el letcase a la lista de términos neutrales. Por lo tanto, para
Ap2 definimos como términos neutrales a las variables aplicaciones y letcase.

Adicionalmente, definimos Red(t) = {t’ |t —», t'}.

Consideramos que un conjunto de términos R de A, es un candidato de reducibilidad
(notado R € CR) si cumple las mismas condiciones:

CRI1: R<SN.
CR2: Site Ry R—pt', entonces t' € R.
CR3: Si t neutral y Red(¢) € R, entonces t € R.

Incluimos a la interpretacion de tipos el caso de n y (m,n). Los interpretamos como el
conjunto de términos fuertemente normalizantes.
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[X]a=a(X) Donde « es una valuaciéon tal que a: V' — CR.
[n]o = SN
[(m,n)]a =SN
[oc — T]a =[o]a = [T]a Donde Ry - Ry = {t |[Vv e Ry, tv € Ra}.
VX.0la= () lolax-r
ReCR

Lema 4.3.1. Para todo tipo o, [o], € CR.

Demostracion. Probamos por induccién en o:
= [n]a = [(m;n)]a = SN.
CR1: Se cumple trivialmente.
CR2: t € SN. Luego no puede existir ¢t -, ¢’ tal que ¢’ ¢ SN.

CR3: Red(t) ¢ SN. Entonces Vt —, t', t' € SN. Entonces, ninguna reducciéon de
t admite una cadena infinita de reducciones. Luego, ¢t tampoco. Por lo tanto
t € SN.

v o —o7]o={t|Vve[o]a, tve[r]a}-
CRI: tv € [T]4. Por HI [7], € CR. Entonces tv € SN luego, t € SN.

CR2: t € o — 7]o. Entonces Vv € [o]q, tv € [7]o. Por HI Yv € [o]qa, t'v € [T]a-
Luego t' € [o — 7] 4.

CR3: Red(t) € o — T]o y t neutral. Entonces V¢’ € Red(t) y v € [0]a,t'v € [T]a-. Por
HI [o] € CR. Por lo tanto, v € SN.

Sea |v| la maxima cantidad de pasos hasta llegar a forma normal. Razonando
por induccion en |v|, Vv € [0] 4, tv reduce a:

1. t'v con t" a un paso de ¢, pero t' € [ — 7],. Entonces, t'v € [7]4.
2. tv" con |[v'| < |v|. Por la segunda HI, tv’ € [7]q.

Dado que ¢ es neutral, las anteriores son las tinicas reducciones posibles. En-
tonces Red(tv) ¢ [7]o y como es una aplicacion tv es neutral. Entonces por la
primer HI (CR3) Yv € [0]q, tv € [T]a. Entonces, t € [0 — 7]q4.

» [X]a =a(X) y por definicion a(X) € CR.
L] [[VX.O‘]]a = ﬂ [[U]]a,X:R~
ReCR

CRI1: Por HI, VR € CR [o]qa,x-r € SN. Entonces N [o]a,x-r S SN.
ReCR
CR2: VR € CR, t € [0]a,x-r- Por HI VR € CR, t’ € [0]a,x-r. Entonces, t’ €

N [o]a,x=r- Luego, t' € [VX.0]q.
ReCR
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CR3: YR € CR, Red(t) € [0]a,x=r. Por HI YR € CR, t € [0]ax-r. Entonces,
te N [o]a,x=r- Luego, t e [VX.0]4. O
ReCR

Con ese lema tenemos que las interpretaciones de los tipos definen candidatos de reduci-
bilidad. Lo siguiente es demostrar que las variables pertenecen a las interpretaciones de
todos los tipos. Al igual que en System F, los candidatos de reducibilidad nunca son vacios.

Lema 4.3.2. Para toda variable x y tipo o, x € [0]q.-
Demostracion. La variable x es neutra y Red(z) = @ € [0] . Por CR3, z € [0]q. O

Dado un contexto I', decimos que una sustitucion x satisface I' con la valuacion a (Notado
X,a ET) cuando x : 0 € I implica x(x) € [0]. Un juicio de tipado I' ¢ : o se dice vélido
(Notado I" £ ¢ : 0) si para cada valuacion « y sustitucion y que satisfacen I' tenemos que

x(t) € [o]a-
Antes de demostrar adecuacion, vamos a necesitar un lema auxiliar para el caso de V..

Lema 4.3.3. Para todo tipo o y 7 y toda valuacion « definida en FV(o) N {X} UFV(7),

[o[r/X]la = [0]a,x=[].
Demostracion. Induccién sobre o.
o=n
[n[7/X]]a = [n]a- Podemos redefinir v de manera tal que X = [7]a, [n]a = [2]a,x=[]..-

o=(m,n)
[(n,m)[7/X]]a = [(n,m)]o. Podemos redefinir o de manera tal que X = [r]q,
[[(nvm)]]a = [[(n7m)]]06,X=[[T]]a'

O =01 202
[(o1 — 02)[7/X]]a = [o1[7/X] — 0a[r/X]]a = [o1[7/X]]a = [oa[r/X]]a- Por hi-
potesis inductiva, es igual a [o1]4, x-[7], = [02]a,x=[r]. = [01 = 02] 0, x=[7].-

oc=X
[X[7/X]]a = [7]a- Podemos redefinir o de manera tal que X = [7]a, [T]a = [X]a,x-[r].-

c=Y conY #X
[Y[7/X]]a = [Y]a Podemos redefinir o de manera tal que X = [7]qa, [Y]a =

[[Y]]a,X:[[T]]a'

oc=VY.0c! conY+#X yY ¢FV(r)
[(VY.o')[7/X]]a = [VY.0'[7/X]]a= N [o'[7/X]]ay=r- Aplicando la hipotesis in-
ReCR

ductiva, llegamos a N [o']ay-r x-[]. = [VY-0'la,x=[].- O
ReCR

Ya tenemos las herramientas para demostrar el lema de adecuacion.

Lema 4.3.4 (Adecuaciéon). Todo juicio de tipado es valido. Es decir, para todo contexto
I', término ¢ y tipo o tales que I' -t : 0, se tiene ' =t : 0.

Demostracion. Probamos por induccién la derivacion del juicio de tipado.
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Iz:orzxz:0
Si x,a =T, z: 0. Entonces x(z) € [0]n. Cumple por definicion.

Nrx:ort:7
I'Xzt:o—o1
Sean x,a k I'. Para probar que x(Az.t) € [0 — 7], hay que ver que Vr € [o]q,

xX(Az.t)r e [1]a-

Si Red(x(Az.t)r) € [T]a, dado que el término es neutral podemos concluir por CR3
que x(Az.t)r € [7]o. Las siguientes son las reducciones posibles razonando por in-
duccién en |r| + [t].

w x(Az.t)r = (Ax.x(t))r =1 [r/z],x(t). Como x,a = T entonces, [r/z],x,a E
I,z : 0. Por hipotesis inductiva I',z : 0 =t : 7, luego [r/z], x(t) € [T]a-

» Reduccion interna dentro de la abstraccion, x(Az.t)r -, x(Az.t')r con t' a un
paso de t. Entonces [t| > |[t/| y por segunda hipodtesis inductiva x(Az.t")r € [7]4.

» Reduccion interna en r, x(Az.t)r -, x(Az.t)r’ con 7’ a un paso de r. Entonces
7| > |r’| y por segunda hipotesis inductiva x(Az.t)r’ € [7]q-

Todas las reducciones pertenecen a [7]q, entonces por CR3 x(Az.t) € [o — 7]4.

F-t:0—17 Arr:c
FAvrtr:r
Sean x,a = I', A. Entonces x,a £ I'y x,a = A. Por HI, x(¢t) € [0 — T]a ¥ x(7) € [0] -
Ademas x(tr) = x(t)x(r), con lo cual x(tr) € [7]o por definicion de —.

Frp":n
x(p™) = p™. p" esta en forma normal, entonces p” € SN. Luego, p" € [n]q.
I't:n
'-Um:n
Sean x,a = I'. Por HI x(t) € [n]s. Entonces x(¢) € SN. Como x(U™t) = U"x(t) v,
x(t) € SN hay 2 posibilidades para reducir:

= Reduccion a la cabeza, la cual produce una matriz de densidad p" que esta en
forma normal.

» Reduccion interna, hay una cantidad acotada de estas ya que x(t) € SN.

Por lo tanto, hay una cantidad acotada de reducciones para x(U™t). Entonces
x(U™t) € SN = [n]q-
I't:n
C'+7"t:(m,n)
Sean x,«a E I'. Por HI x(t) € [n]s. Entonces x(t) € SN. Como x(7™t) = 7™ x(t) vy,
x(t) € SN hay 2 posibilidades para reducir:

» Reduccion a la cabeza, la cual produce un resulrado de medicion (b, p™) que
esté en forma normal.

» Reduccion interna, hay una cantidad acotada de estas ya que x(t) € SN.

Por lo tanto, hay una cantidad acotada de reducciones para x(7"t). Entonces x(7™t) €

SN = [(n,m)]a-
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I't:n Arr:m
Art®r:n+m

Sean x,a = I',A. Entonces x,a = T'y x,a = A. Por HI, x(t) € [n]a v x(7) € [m]a-
Por lo tanto x(¢) y x(r) € SN. Entonces x(t ® r) = x(t) ® x(r) € SN. Finalmente,
X(t®r) €SN = [n+m],.

L' (™, p"): (m,n)
x((0™,p™)) = (b, p™). (b™, p™) esta en forma normal, entonces (b, p") € SN. Luego,
(o™, p") € [(m, n)]a-

Ajz:nrty:o - Az:inrtom_q:0 Trr:(m,n)

' A+ letcase z =7 in {tg, -, tom_1}: 0
Sean y,a = I'A, en particular y,« = T'. Por HI, x(r) € [(m,n)]o Luego, x(r)
pertenece a SN.

Si Red(x(letcase z = in {tg, -, tam_1})) € [0]a, dado que el término es neutral, por
CR3 podemos concluir que x(letcase z =7 in {tg, -+, tam_1}) € [0] 4. Las siguientes son
las reducciones posibles, razonando por induccion en |y (r)|. Notar que y(letcase = =

rin {to, -, tam_1})) = letcase = = x(r) in {x(to), -, x(tam_1)}).

1. Red(letcase x =" in {x(t0),-, x(tam-1)})). Donde x(r) =, r’. Dado que |r'| <
Ix(r)|, por la segunda HI, Red(letcase x =" in {x(t0), -, x(tam-1)}) € [0]a

2. x(r) esta en forma normal (k, pi}) con 0 < k < 2™ —1. Entonces el término reduce
a x[pj/z](tr). Pero x[pf/x],a B A,z :n. Luego x[pi/=](tk) € [o]a

3. x(r) esta en forma normal distinta de (k,p}). En ese caso, el término entero
esta en forma normal y Red(x/(letcase = =r in {tg, -, tam_1}))) =@ € [0]a-

Mostramos que Red(x(letcase z =7 in {tg,...,tam_1})) S [0]a. Por CR3, x(letcase = =
7 in {to,'”,tgm_l}) € [[O']]a
X¢FV(I) Trtio
I't:vX.o
Sean x,«a E T', entonces como X ¢ FV(T'), tenemos que VR € CR, x,(a, X = R) = T.
Por lo tanto por HI VR € CR, x(t) € [0]a,x-r. Finalmente, t € R%R[[JHQVX:R =
€

[VX.0]a
'-t:vX.o
F'rt:o[7/X]
Sean x,a T, por HI, x(t) € [VX.0]a = N [0]a,x=r- En particular ¢ € [o]a, x-[],-
ReCR
Por el lema 4.3.3, t € [o[7/X]]a- O

La normalizacion fuerte de A,2 es un corolario directo del lema anterior:
Teorema 4.3.5. Todo término tipable en \,2 es fuertemente normalizante.
Demostracion. Si un término ¢ es tipable para un tipo ¢ en un contexto I', dado que la

sustitucion identidad y cualquier valuacion « satisfacen trivialmente I, ¢ € [o],. Por CR1,
[o]a € SN. Entonces t € SN. O
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4.3.2. )\;’)2
Para el caso de A\)2 agregamos la siguiente condicion sobre los candidatos de reducibilidad:

CR4: Sit;e Ry Y. p; =1, entonces Y p;t; € R.

i i
Probamos los lemas de la seccién anterior considerando esta nueva condicién.
Lema 4.3.6. Para todo tipo o, [o], € CR.

Demostracion. Probamos por inducciéon en o. La tnica diferencia con el caso de A, es la
adicién de CR4:

» [n]a =[(m,n)]s = SN.
CR4: Seat=> p;t; con Y. p; =1y t; € SN. Hay 3 reducciones posibles para t:
i i

e ¢t~ p. Donde p =Y p;t;. peSN.
%

e SiVit;, t;=r, t ~ r.Por hipbtesis, r € SN.
° sztz ~ szr, Donde t; ~ r; y Vi # j, t; = 3; hay una cantidad finita de

estas reducmones Si hubiesen infinitas, existirfa k tal que un subtérmino ¢
tiene reducciones infinitas. Absurdo porque Vi, t; € SN.

Como todas las reducciones de t tienen cadenas de reduccion finitas, ¢ € SN.
v o —o7]o={t|Vve[o]a, tve[r]a}-
CR4: Sea t = Zplt con sz =1yt €]o—T]a Sea v € [0],. Quiero probar que

tv € [[T]]a Como tv es un término neutral, basta ver que Red(tv) ¢ [7]q ¥
concluir por CR3. Hay 3 reducciones posibles.

° (sztl)v ~ Epl(tzv) Como t; € [o = 7]a y v € [0]a, tiv € [T]a. Por HI,
sz(t v) € [l
(2

e Como v € [o]o, veSN. Sea |v| la maxima cantidad de pasos hasta llegar a

forma normal. Entonces podemos razonar por induccion en [v|. Si tv ~ tv’
con v ~ v', entonces |v'| < |v|. Por la segunda HI, tv’ € [7]q.

e Como VYi,t; € [o — 7], ti € SN por CR1. Con el mismo razonamiento del
punto anterior, se puede ver que Z pit; € SN. Si Z pit; ~ Z p;ri. Donde

tj~rjyVi#j, t;=r. Dela mlsma manera que el cabo de la reducciéon de
v, podemos argumentar por induccion que (¥ pir;)v € [7]a-
i
Como Red(tv) € [7]a Vv € [0]a ¥ tv es un término neutral, por CR3 ¥ p;t; €
i
[o — T]a-
» [X]o=a(X) y por definicion a(X) € CR.
u [[VX.O’]]a = ﬂ [[U]]a,X:Pu
ReCR
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CR4: Vi, t; € [VX.0]a. Eso implica que para todo R € CR, t; € [0]qa,x-r. Por HI,
Zplt € [0]a,x=r, YR € CR. Entonces, szt € N [o]a,x=r- Luego, ¥ pit; €
i

ReCR

[[VX o)a- O

La tnica diferencia restante con \,2 se encuentra en el lema de adecuacion. Los casos son
los mismos salvando la ausencia del juicio ax,p, y la inclusion de la regla (+).

Lema 4.3.7 (Adecuaciéon). Todo juicio de tipado es valido. Es decir, para todo contexto
I', término ¢ y tipo o tales que I'I-t: 0, se tiene '=t: 0.

Demostracion. Probamos por induccién en el juicio de tipado. El tnico caso nuevo es la
regla (+).
'ikt;:0 Zpl =1

3

' sztz -0
X(szt ) = Zpix(t:)- Por HL x(ti) € [o]o . ademas L pi =1. Por CR4, L pix(t) €
[[a]]a Entonces x(sztl) € [o]a- O

Teniendo el lema de adecuaciéon nuevamente podemos probar la normalizacién fuerte de
A2 como un corolario de este.

Teorema 4.3.8 (Normalizacion fuerte para )\;’)2). Todo término tipable en A\)2 es fuerte-
mente normalizante. Ul

4.4. Confluencia

4.4.1. X2

Vamos a utilizar la misma estrategia que utilizamos con System F para demostrar la con-
fluencia de A 2. Analizar todos los pares criticos para ver que confluyen y probar WCR (ver
definicion 2.2.16). Luego, gracias al lema 2.2.17 y al hecho que demostramos normalizacion
fuerte en la seccién anterior, tenemos que el célculo es confluente.

Weak Church-Rosser

Comenzamos con los lemas auxiliares que vamos a utilizar. Para demostrar estos lemas, es
necesaria una regla auxiliar que reduzca dentro de las ramas del letcase. Usualmente, se
evita esta clase de reducciones porque solo una de las ramas se conserva al final, el resto es
trabajo de mas. Sin embargo, sin esta regla el sistema es trivialmente no confluente. Por
ejemplo:

(Ay.(Az.letcase z = z in {y,y}))t

/ \

Az.letcase x = z in {t,t} (Ay.(A\z.letcase z = z in {y,y}))t'

|

Az.letcase x = z in {t',t'}
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Donde t ~ t'. Este contraejemplo es facilmente salvable con la siguiente regla:

t; ~ 1y

- - inner letcase aux
letcase® x = s in {tg, -, t;, -, tam_1} ~ letcase® x = s in {tg, =, 74, tam_1}

Partimos por uno de los lemas clasicos de sustitucion:

Lema 4.4.1 (Sustitucion). Siy ¢ FV(r), entonces t[q/y][r/x] = t[r/z][q[r/x]/y].

Demostracion. Por induccién en ¢:
t = x: Se tiene que:
z[qfy]lr/z] = x[r/z] =1
Por otro lado:

z[r/z]lqlr/x]/y] = rlqlr/z]/y] = r porque y ¢ FV(r).

t =y con y + x: Por un lado:

yla/yllr/z] = q[r/z].

Ademas,

ylr/z]lalr/=]/y] = ylalr/=]/y] = q[r/=].
t=z: Con z#xyz#y. Primero, se tiene que:
zlafyllr/z] = .
Por otro lado,
z[rfx]lqlr/x]fy] = =

t=Az.s: z+xy2z+Yy
(Az.9)[q/y]lr/x] = (A\z.s[q/y][r/x]) Por convencion de variables z ¢ FV(r) uFV(q)

=M (Az.sr/z][q[r /2] /y])
= (Az.s)[r/x][q[r/z]/y] Porque z ¢ FV(r) uFV(q).

t = s182: Se tiene que:
(s1s2)[q/y][r/z] = sila/y]lr/=]s2[q/y][r/x].
Por hipétesis inductiva, el término es igual a:

silr/z]lglr/z]/ylsalr/e)lalr/2]/y] = (s1s2)[r/=][alr/x]]y].

t = p™: Primero, se tiene que:
p"lafyllr/=]=p".

Por otro lado,
p"[r/x]lalr/=]/y] = p".
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t=U"s: Se tiene:
U"s)la/yllr/x] = U"s[q/y][r/x].

Por hipotesis inductiva, es igual a:

U"s[r/z]lqlr/x][y] = (U"s)[r/[z]lq[r/=]]y]-

t =7"s: Se tiene:

(m"s)[a/yllr/x] = =" s[q/y]r/x].
Por hipétesis inductiva, es igual a:
ms[r/z]lqlr/z]/y] = (z"s)[r/z]lq[r/2]/y].
t =51 ®sa: Se tiene que:
(s1® s2)[a/yllr/x] = sila/y][r/x] ® s2lafy]lr/x].
Por hipétesis inductiva, el término es igual a:

silr/z]lalr/z]/y] ® so[r/x][qlr/z]/y] = (s1 ® s2)[r[x][g[r/x]/y].

t =) p;s;: Se tiene:
i

(Xpisolafyllr/=]= Y pisila/y]lr/z].

Por hipotesis inductiva, es igual a:

> pisilr/z]lalr/z)/y] = Qo pis)[r/=]alr/=]/y).

t = letcase® z = s in {tg,-+,tam_1}
(letcase® z = s in {to, -, tam_1})[q/y][r/z] =
(letcase® z = s[q/y][r/x] in {tolq/y]lr/x], -, tamala/y][r/=]}.

Por convencion de variables z ¢ FV(r) u FV(q).

= (letcase® = = s[r/a][q[r/x]] in {to[r/x][q[r/x]], - tamr[r/z][qlr/2]]}
= (letcase® z = s in {tg,--,tam_1})[r/z][q[r/z]/y] Porque z ¢ FV(r) uFV(q).

Utilizamos los siguientes lemas para probar que la sustitucién se comporta de manera
esperada junto a la reduccién.

Lema 4.4.2. Sit ~t', entonces t[r/z] ~ t'[r/x].

Demostracion. Inducciéon sobre t.

t=MAy.s: cony+tzxyy¢FV(r)
Ay.s ~ Ay.s’. Entonces quiero probar que (Ay.s)[r/z] ~ (Ay.s")[r/x].
(\y.s)[r]x] = My.s[r/z] ~T Ny.s'[r]z] = (\y.s")[r/x].
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t = s1s2: Hay dos casos: Reduccion en la raiz y reduccion interna.
» Hay dos casos posibles para reduccion a la raiz:
o s1=(Ay.q) yt'=plsafy] cony#xy y § FV(r).

tlr/x] = ((Ay-q)s2)[r/x]
= (Ay.qlr/z])sa[r/x]
~ q[r/x][s2[r/z]/y] por lema 4.4.1
=q[s2/y][r/x] vy ¢ FV(r) por convenciéon de variables.

o s1=(Xpisi)s2 yt' =Y pi(sis2).
7 7
(X pisi)s2)[r/z] = (X pisi[r/=])se[r/x]
(2 (]
~ Y pi(sir/z]sa[r/z])
i
= (X pi(sis2))[r/z].
i
» Reduccion interna: sys ~ sjsg con s1 ~ si.
(s182)[r/z] = s1[r/x]sa[r/a] > si[r/z]sa[r/2] = (s)52)[r/2].
Similar para el caso simétrico.
t =U"s: hay 2 casos para considerar:
» Si s =p, entonces Up[r/z] =U"p ~ p' = p'[r]z].
= Sis~ s, (Us)[r/x] = U"s[r/z] ~L U [r]x] = (U"s")[r/z].
t=m"s: con s~ s es similar al caso de U"s.
t = s1 ® s2: Hay dos casos: Reduccion a la raiz y reducciéon interna.
» Reduccion en laraiz. s1=p1y so=payt' =p' con p’ = p1 ® ps.
(p1@pa2)[r/x] = p1®pa ~ p' = p'[r[x].
» Reduccion interna. s; ® so ~ $§ ® s con s1 ~ 7.

(s1 ®512)[7'/x] = s1[r/z]® so[r/x] ~M s|[r/zx] @ sa[r/x] = (s} ® s2)[r/x]. Similar
para el caso simétrico.

t =3 p;t;: Hay dos casos reduccién a la raiz y reduccion interna.
i

= Hay dos posibles reducciones a la raiz:

et=Ypsyt =s
(Zpis)[r/x] = Xpis[r/z] ~ s[r/x].
o t=Ypipiyt =p

(%ﬁpiﬂi)[r/x] = zi:pipi[T/l“] = Zilpipi ~p'=p[r[x].
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= Reduccion interna. t = ¥p;s; y t' = ¥p;s; con Vi #j, s;= 8,y 85~ 8.
i i

(Zpisi)[r/e] = D pisilr/a] ~T Xpisilr/z] = (S pis))[r/x].
1 7 7 1
t =letcase® y = s in {tg, =+, tam_1}: cony+x y y ¢ FV(r). Hay 2 casos: Reduccion en la
raiz e interna:

= Reduccion en la raiz. ¢ = letcase® y = 7" p" in {to, -, tam_1} y t' = L piti[p} [y].
(2

tlr/x] = (letcase® y = 7" p" in {tg,---, tam_1 })[r/x]
= letcase® y = n""p" in {to[r/z], - tam_1[r/z]}

~ Y pi(tilr/=]A} [y])
= Zpi(ti[P?/y][T[p”/y]/x]) Por lema 4.4.1

= Zpl(tz[p?/y] [r/x]) y ¢ FV(r) por convenciéon de variables
- (il Dlrf).

» Reduccion interna. t = letcase® y = s in {tg,--,tom_1} y t' = letcase® y =
s"in {tg, -, tam_1} con s ~ s'.
t[r/z] = (letcase® y = s in {tg, -, tam_1})[r/x]
= letcase® y = s[r/x] in {to[r/z],- tom_1[r/x]}
~letcase® y = s/[r/x] in {to[r/z],- tam_1[r/2]}
= (letcase® y = s in {tg,---,tam_1})[r/z].

Similar para el caso donde se reduce una de las ramas del letcase. O

El siguiente lema a demostrar asegura que la reduccién es consistente con la sustitucion.

Lema 4.4.3. Sir ~ r', entonces t[r/x] ~ t[r'[x].

Demostracion. Demostramos por induccion en t:
t = y: Hay dos casos posibles:
= y =2z en cuyo caso: x[r/z] =1~ 71" =z[r'[z].
» y + 1z, entonces y[r/x] =y =y[r'/x].
t=MAy.s: cony #zyy ¢ FV(r). Como la reduccion no introduce variables libres, y ¢
FV(r) = y¢FV(r')
(Ay.s)[r/x] = A\y.s[r/x]
~» \y.s[r'[x] Por HI
= (\y.s)[r'/z].
t= 8182!
(s152)[r/x] = s1[r/x]sa[r/x]
~r s1[r" [x]se[r /2] Por HI

= (s182)[r' /2]
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t=p": p'[r[z]=p" = p"[r']z]

t=U"s:
(U"s)[r/x] =U"s[r[z]

~» U"s[r'[z] Por HI
=(U"s)[r']z].

t=n"s:
(7"s)[r/x] =7"s[r/x]
~r 1" s[r' [z] Por HI

= (n"s)[r[x].
(s1® s2)[r/z] = s1[r]z] ® so[r/z]
t=51®8s3: ~r s1[r'[x] ® s3[r'[z] Por HI
= (s1®s9)[r'/z].
t=3D;S;:
(Zpisi)lr/a] = X pisilr/e]
oy Zp,-si[r'/:):]Por HI
= (X pisi)[r'/x].

t = letcase’® z = s in {tg,*+-,tam_1}: con y # x y y ¢ FV(r). Como la reducciéon no intro-
duce variables libres, y ¢ FV(r) = y ¢ FV(r')
(letcase® z = s in {tg, -, tam_1})[r/x] = letcase® z = s[r/z] in {to[r/z], - tam_1[r/z]}
~ letcase® z = s[r'/x] in {to[r'[x], - tam_1[r"[2]} Por HI
= letcase® z = s in {tg,,tam_1})[r'/2].

En este caso, utilizamos la regla auxiliar en el paso inductivo. De esa forma, podemos
reducir dentro de las ramas del letcase.

O
Teorema 4.4.4. )\;2 es WCR.

Demostracion. La demostracion pasa por analizar los pares criticos de Aj2 y mostrar que
son confluentes. Luego por el lema 2.2.18, tenemos que el célculo es WCR.

(X piti)r

SN

Zpi(tﬂ“) (Zpisi)r Donde Vi # j, t; = s; y tj ~ s;.
1 1

i

X pi(si
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Por la rama izquierda, se cierra el diagrama reduciendo dentro de la aplicacién interna
t; ~ s;j. Por la derecha, distribuyendo r sobre la sumatoria.

(X piti)r

AT

> pi(tir) (X piti)r’

T

Ypi(tir')

Por la rama izquierda, se cierra el diagrama reduciendo r en cada término de la sumatoria.
Por la derecha, distribuyendo 7’ sobre la sumatoria.

2 pit
(2

t 2. Disi
(2
i Con Vi#j, t=syt~sj.

2. DiSj
1

o

Sj
Por la rama izquierda, se cierra el diagrama reduciendo ¢. Por la derecha, reduciendo ¢t en
cada subtérmino y luego simplificando la sumatoria.

2. pip
(2

jj iLE Con Y pip=1p=p'
[
o = p

En este caso, ambas reducciones derivan en la misma matriz de densidad.

letcase & = @™ p" in {to, -, tg, -, tam_1}

M

Y piti[p}' /7] letcase x = 7" p" in {to, -+, Tk, tam_1}
7

Por l;:}m MM

perk[pr/x] + gkpiti[p?/x]
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La rama izquierda de este par cierra usando el lema 4.4.2. La derecha mediante una reduc-
cion a la cabeza del letcase.

(Az.t)r

t[r/z] Fﬂ \LLL\X\S

(Az.t")r

Por lema 4. 2-\-\-\"-54 ("FHI/
t'[r/x]

La rama izquierda de este par cierra usando el lema 4.4.2. La derecha mediante una [-
reduccion.

(Az.t)r

T/mﬁ I

(Az.t)r’

Por lema 4. :_LLL‘-y [/_,_/-"/J
,/I‘

La rama izquierda de este par cierra usando el lema 4.4.3. La derecha mediante una (-
reduccién. Finalmente probamos que todos los pares criticos son confluentes. O

Dado que todos los pares criticos confluyen, podemos afirmar que )\22 es localmente con-
fluente. Para conseguir la confluencia global, tan solo hay que considerar la regla auxiliar
del letcase agregada en las demostraciones de normalizacion fuerte.

4.4.2. A2

Introduccion

Para analizar el caso de confluencia de A,2, utilizamos los modelos definidos en la seccion
2.3 de este trabajo, Los PARS y su determinizacién. Mapeamos cada regla de reduccion a
su correspondiente regla en el PARS. Queda entonces definido de esta manera:



4. Extensiones \,2 y A2 53

n _ T = (T pp = T
P =Ump"U Di i TP Pi i
PARS — ——= PARS U — — PARS
(Az.t)r = [(1,¢[r/z])] Ump™ = [(1,0™)] 7" p" = [(pi, pf") ]
P =p1®po t e [(pisri)]; .
o1 ®pa e (1, )], PARS ® Nt o [(pi )], PARS inner A

letcase y = (b™, p") in {to, -, tam_1} = [(1, tym[p"/2])] PARS letcase

t [(pi,mi)];
st = [(pi, sTi)];

t[(pi,ri)];
ts = [(pi,ris)];

PARS left app PARS right app

U™ o [0, U'ra)], PARS inner U o ()], PARS inner 7
t e [(pi;ri)]; te [(pi,ri)l; .
L a PARS ® right
tosm [orios)], 0O e [se )], "

t[(pi,ri)];
letcase x =t in {tg, -, tam_1} ~ [(p;, letcase z =r; in {tg,--,tam_1})];

PARS inner letcase

Lo primero a tener en cuenta es que el calculo A\,2 no es probabilisticamente confluente.
Tomamos por ejemplo el término cerrado: (Ay.(Az.letcase x = z in {y,y})) (7! |+)(+]). Este
término tiene 2 posibles reducciones.

(A\y.(Az.letcase = = z in {y,y})) (7 +){+])

P

. (1/2, (A\y.Az.letcase x = z in {y,y})|0){0],
[(1,>\z.letcase T =2zin {7r1|+)<+|,7r1|+)(+|}] [ (1/2, ()\Z.)\z.letcase R {?j/,yy})|1>(1| ]

l

[ (1/2, Az.letcase x = z in {]0)(0], |0)(0]}), ]
(1/2, Az.letcase = = z in {|1)(1],|1)(1]|})

Estos PARS son irreconciliables dado que no podemos efectuar reducciones sobre las ra-
mas del letcase. Es decir, no es posible reducir la medicién en la rama de la izquierda.
Incluso agregando una regla auxiliar que permita reducir los términos internos del let-
case anéloga al inner letcase aux introducida en la secciéon anterior, no hay forma de
cerrar el diagrama. Esto es porque en la rama izquierda daria lugar a términos como
(Az.letcase z = z in {|0)(0],|1)(1]}) que no pueden aparecer en la rama derecha.

Para llegar a la confluencia sobre \,, vamos a considerar tres enfoques distintos.

Primero observamos que en el calculo hay dos pares criticos:
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(Ax.t)r

.
/

[(1,t[r/=])] [(pi, (Azt)r)];

lema 4.4.6

/
\

[(pi, ti[r/=])];

(Az.t)r

[(1,t[r/z] [(pi, (Az.t)r)];

1 N~
Y —
/
/
/
/

~

A

[(pi, t[ri/x])];

Es posible demostrar que el primer par critico converge. Los tres enfoques distintos difieren
en como lidian con el segundo par.

\

En primer lugar buscamos demostrar el lema que nos permite cerrar el primer par, para eso
definimos la siguiente notacion. Para una distribucion D = [(p;, s;)]i, término ¢ y variable z,
notamos D[t/x] = [(ps, si[t/x])]i- De la misma manera, notamos t[D/z] = [(pi, t[si/z])]:.
Luego, probamos el lema auxiliar de sustituciéon presentado en la seccién anterior.

Lema 4.4.5 (Sustitucion). Siy ¢ FV(r), entonces t[q/y][r/x] = t[r/z][q[r/x]/y].

Demostracion. Por induccién en ¢, el inico caso no contemplado en /\;2 es el del resultado
de la medicion:

(0™, p")Mafyllr/=] = (™, p") = (0™, p")[r[x]lq[r/x]/y]

Con ese lema auxiliar, es posible demostrar que el primer par critico cierra.

Lema 4.4.6. Si t — D entonces t[r/z] — D[r/z].

Demostracion. Demostracion por inducciéon en t:
t=Ay.s: cony+x, ytFV(r)y s [(pi,si)l;
(Ay.s)[r/x] = \y.s[r/z].
Por HI s[r/x] ~ [(pi,si[r/x])];. Por lo tanto por regla PARS inner A,

Ay.s[r/x] = [(pi, Ay.si[r]x])];
= [(pi, (Ay-si)[r/z])]; -

t = t1t2: Hay dos casos posibles:
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» Reduccion en la raiz: t; = Ay.s y D = [(1,r[t2/y])]. Con y # z, y ¢ FV(r)
tlr/x] = ((Ay.s)t2)[r/x]

= (\y.s[r/x])tz[r/x] Por convencion de variables.

= [(L,s[r/z][ta[r/x]/y])]
=[(1, s[t2/y][r/z])] Por lema 4.4.5.

= Reduccion interna: t1to = [(p;, sit2)]; con t1 = [(pi,si)];-
t[r/x] = t1[r/x]te[r/x].
Por HI t1[r/x] = [(pi,si[r/x])];. Por lo tanto por regla PARS left app,
ta[r/z]ta[r/z] = [(pi, si[r/x]ta[r/2])];
= [(pi, (sit2)[r/x])]; -
Analogo para tity = [(pi,t15:)]; conta = [(pi, si)];-
t =U"™s: Hay dos casos posibles:

= Reduccion en la raiz: t = U™ p" — [(1,p™)].
tlrfx] =U"p"[r/x]
= [(1,0M)]
= [, 0" [r/=D)].
» Reduccion interna: U"s = [(p;, U"s;)]; con s~ [(pi,si)];-
(U™s)[r[z] =U"s[r/x].
Por HI s[r/x] ~ [(pi,si[r/x])];. Por lo tanto por regla PARS inner U,
U™s[r/z] = [(pi, U"si[r/z])];
= [(pi, (U™si)[r/z])];-
t = w"s: Hay dos casos posibles:
» Reduccion en la raiz: t = 7™ p" = [(pi, pi™) ],
tlrfz] = =" p"[r/z]
= [(pi,p™)],
= [(pi " [r/2])] -
» Reduccion interna: 7s — [(p;, 7™s;)]; con s = [(pi, si)];.
t{r/z]=7"s[r/x].
Por HI s[r/x] ~ [(pi,si[r/z])];. Por lo tanto por regla PARS inner ,
m"s[r/x] = [(pi, 7" si[r/2])];
= [(pi, (7" si)[r/x])]; -

t =t1 ® t2: Hay dos casos posibles:
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» Reduccion en la raiz: t = p; ® po > [(1,p')].
tlr/z] = (pr® p2)[r/z]
=p1® P2
=~ [(1,01)]
> [(1, 0 [r/2])].
= Reduccion interna: ¢ ® to = [(ps, si ® t2)]; con t1 = [(pi,si)];
t[r/z] = ti[r/z] ® tao[r/z].
Por HI ¢[r/x] » [(pi, si[r/z])];. Por lo tanto por regla PARS ® left,

tilr/z] @ ta[r/z] = [(pi, si[r/z] ® ta2[r/2])];
= [(pi; (si @ 12)[r/x])]; -
Anélogo para t1 ® ta = [(ps, t1 ® s4)]; con ta = [(ps, 8:)];-
t =letcase y = s in {tg,+*,tam_1}: Cony+x y y ¢ FV(r), hay dos casos posibles:
» Reduccion en laraiz: ¢ = letcase y = (b™, p™) in {to, -, tam_1} y D = [(1,tem [p"[/y])].
t[r/z] = (letcase y = (b™, p") in {to,+,tam_1})[r/z]
= letcase y = (b, p")[r/z] in {to[r/x], - tam_1[r]z]}
= letcase y = (b"™, p") in {to[r/x], -, tom_1[r/x]}
= [(Ltom[r/z][p" [y])]
=[(1,tym[p" [y][r/x])]. Por lema 4.4.5
» Reduccion interna: t = letcase y = sin {tg, -, tam_1} = [(ps, letcase y = s" in {tg,---,tom_1}]
con s~ [(pi, $i)];-
t[r/x] = letcase y = s[r/x] in {to[r/x],-, tam_1[r/x]}.
Por HI s[r/x] = [(pi,si[r/z])];. Por lo tanto por regla PARS inner letcase,
letcase y = s[r/x] in {to[r/x], - tom_1[r/z]}
— [(pi,letcase y = s;[r/x] in {to[r/x], -, tam_1[r/x]})]i
= [(pi, (letcase y = s in {tg,,tam_1})[r/x])];.
O

A continuacién describimos distintas opciones para lograr la confluencia del calculo \,. El
problema surge al combinar reducciones probabilisticas, una falta de estrategia de reduccién
y variables con mas de una aparicién como es el caso en distintas ramas del letcase.

Para mitigar esto, podemos probar eliminando uno de los elementos y mantener los otros
dos. Si tomamos reducciones no probabilisticas, llegamos al célculo A}2 que ya probamos
que es confluente. Las otras dos opciones involucran definir una estrategia de reduccién o
volver a restringir los contextos para las distintas ramas del letcase como en su presentaciéon
original.

Estrategia de reduccion Call-by-base (CBB)

Podemos modificar la regla de S-reduccion de la siguiente manera:
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(Az.t)v =1 t[v/z]

donde v esta en forma normal.

De esta forma, dado que no existe v’ tal que v -, v, no es posible construir el segundo
par critico. En ese caso, las tnicas reducciones posibles son la S-reducciéon y la reduccién
interna dentro del \. Este par critico es el del primer caso y ya queda demostrado que es
confluente. La desventaja radica en que restringimos las reducciones y siempre es necesario
reducir el argumento de un )\, se use o no.

Forzar afinidad

La segunda estrategia consiste en modificar el tipado del letcase para no permitir que se
repita una variable en distintas ramas. Logramos esta condicién poniendo restricciones
sobre los contextos. La regla de tipado queda de esta manera:

Ag,x:nt+to:o o, Aogm g, x:nttom_1:0 L'+7r:(m,n)

Ag, -, Agm_1,I' - letcase z =7 in {tg, -, tam_1}: 0

De esta forma logramos un calculo afin, donde cada variable aparece a lo sumo una vez.
Bajo esta condicién es posible demostrar que el segundo par critico converge, y la regla
sigue siendo méas permisiva que en su versiéon original.

Lo ultimo que queda para cerrar la demostraciéon de confluencia probabilistica es agregar
una regla auxiliar al calculo para reducir las expresiones dentro del letcase. Junto a esa re-
gla, agregamos su correspondiente regla del PARS. Usualmente, no se suele tener en cuenta
reducciones dentro de las ramas de los condicionales para evitar reducciones superfluas en
ramas que se descartan. En este caso, las consideramos para completar la demostracion.
Las reglas auxiliares son:

b =p; T

- . aux letcase
letcase = = s in {tg,--, i, ~tom_1} —p letcase = s in {tg,---, i, tam_1})

ti = [(pji>rii)];
letcase = = s in {to,-,tj, -, tam_1} = [(pji, letcase & = s in {to,--+,7i, -, tam_1})]

PARS aux letcase

Finalmente definimos una extensiéon para la relacién ~ sobre la cual se basa la demostra-
cion. La relacion — toma un término t y devuelve la distribucion de términos a los que
reduce. Sin embargo, hay puntos para los cuales queremos obtener una distribucion de
Dirac sin necesariamente reducirlos. Con ese fin definimos +( de la siguiente manera:

t—D
t—oD t o [(1,t)]

Es facil ver que —c—q. Con esta relacion y la regla auxiliar, estan todas las piezas para
demostrar el lema que cierra el segundo par critico.
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Lema 4.4.7. Sirw D y I'+t: 0 entonces t[r/z] —o t[D/x].

Demostracion. Induccion sobre t. Asumimos que 7~ [(p;, ;)]

t = z: Hay dos casos.

x[r/x]=r
= [(pi,mi)];
= [(pi, z[ri/z])]; -
" 2FT.
z[r/x] =z

=0 [(1,2)]
~ [(pi 2])];
= [(ps, 2[ri/=])]; -
Notar que »~ es la relacion de equivalencia de distribuciones presentada en 2.3.1
t=MAy.s: cony+x,y¢FV(r)
tr/z] = Ny.s[r/z].
Por HI s[r/x] ~ [(pi,s[ri/z])];. Por lo tanto por regla PARS inner A,
Ay.s[rfz] e [(pi, Ay.s[ri/z])];
= [(pi, (Ay.8)[ri/z])]; -
t= 8182!
t[r/x] = s1[r/x]s2[r/z].
Como el sistema de tipos es afin FV(s1) n FV(s2) = @. Asumiendo que z € FV(s1),
por HI si[r/z] ~ [(ps, si[ri/z])];. Por lo tanto por regla PARS left app,
sir/x]s2 = [(pi, s1[rifz]s2)];
= [(pi, (s152)[ri/x])]; -

El caso = € FV(s2) es anélogo.

t=p:
plr/z]=p
=0 [(1,0)]
~ [(pi, p])];
= [(pi, plrif])]; -
t=U"s:

tlrfx] = U™ s[r/z].
Por HI s[r/x] ~ [(pi, s[ri/x])];. Por lo tanto por regla PARS inner U,
U™s[r/x] = [(pi, U™ s[ri/z])];

= [(pi, U™ s)[rifx])]; -

t=n"s:

t{r/z] =7"s[r/x].
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Por HI s[r/x] ~ [(ps, s[ri/x])];. Por lo tanto por regla PARS inner 7,

7" s[r[x] = [(pi, 7" s[ri/z])];
= [(ps, (7" s)[ri/x])]; -
t=51®83:

tlr/z] = si[r/z] ® sa[r/z].
Como el sistema de tipos es afin FV(s1) n FV(s2) = @. Asumiendo que z € FV(s1),
por HI si[r/z] ~ [(ps,si[ri/x])];. Por lo tanto por regla PARS ® left,
si[r/z] ® so = [(pi, s1[ri/z] ® s2)];
= [(pi, (s1 @ s9)[ri/x])]; -
El caso = € FV(s2) es anélogo.
t=(m,n):
(m,n)[r/x] = (m,n)
=0 [(17 (m7 n))]
= [(pi, (m,n)[ri/z])]; -
t =letcase y = s in {tg,+++,tam_1} : Hay dos casos:
» ze FV(s):
t[r/x] = letcase y = s[r/x] in {tg, -, tam_1}.
Por HI s[r/x] ~ [(pi,s[ri/x])];. Por lo tanto por regla PARS inner letcase,
letcase y = s[r/x] in {to,-- tom_1}
— [(ps, letcase y = s[r;/z] in {tg,-,tam_1})];
= [(pi, (letcase y = s in {tg,-,tam_1})[ri/z])]; .
2m

-1
» e FV( ti):
=0

1=

(letcase y = s in {tg, -, tam_1})[r/x] = letcase y = s in {to[r/x], -, tom_1[r/x]}.
En este caso entra en juego el hecho de que los contextos son disjuntos para
cada t en las ramas del letcase. La variable x puede aparecer libre en a lo sumo
un término entre ty y tom_1. Asumiendo que ocurre en t;, por HI t;[r/z] ~
[(pi,tj[ri/z])]; Por lo tanto por regla PARS aux letcase,
letcase y = s in {to[r/z], - tom_1[r/z]}

= [(ps, letcase y = s in {tg, -, tj[ri/x], - tam_1})],

= [(pi, letcase y = s in {tg, -, tam_1})[ri/2])]; -

O

De esta forma tenemos que la rama izquierda del par critico cierra por el lema anterior:
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(Az.t)r

.
/

[(1,t[r/=])] [(pi, (Az.t)r))];

por lema 4.4.7

4
\

[(pi, t[ri/x])];

Dado que ambos pares criticos son confluentes, el sistema es localmente confluente. Con
extender la demostracion de normalizacion fuerte incluyendo el caso auxiliar del letcase,
por el lema 2.2.17, podemos concluir que también es globalmente confluente. Un punto a
destacar es que el calculo A, presentado originalmente en [6] esta contenido en esta catego-
ria. Tomando los contextos Ag, -, Agm_1 vacios, se obtiene \,. De esta forma, probamos
su confluencia.



5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En esta tesis definimos A\,2 y A72 como extensiones de los calculos A, y A} presentados
en [6]. Probamos que se mantienen las propiedades de subject reduction y que cumplen con
normalizacién fuerte. Para el caso de la confluencia, probamos que )\22 y los célculos base
cumplen con la propiedad. Ademas, mostramos que una definicién naive de \,2 rompe la
confluencia probabilistica y dimos definiciones alternativas confluentes.

5.1. Trabajo futuro

En [6] hay un enféasis importante en la interpretacion de los tipos y los términos en con-
juntos de matrices y matrices de densidad. Una linea de trabajo posible es expandir la
interpretacion del tipado presentado en esta tésis y comprobar que se siguen manteniendo
las propiedades. En particular creemos que una interpretaciéon similar a la de candidatos
de reducibilidad donde ¥V X.o se define como la intersecciéon de las interpretaciones puede
llegar a servir.

Otra linea de trabajo es continuar el analisis de confluencia de \,2. Si bien mostramos
que su primera definicién no cumple estrictamente la propiedad, creemos que cumple una
suerte de “confluencia seméntica’™ hay un par critico que no cierra, pero los programas que
produce parecen ser equivalentes ya que producen los mismos resultados para los mismos
inputs. Tomemos por ejemplo el término (Ay.(Az.letcase = = z in {y,y})) (7 |+){+]) que
mostramos como contraejemplo a la confluencia.

(My.(\z.letcase = = z in {y,y})) (7 +){+])

e

: (1/2, (\y.(Az.letcase x = z in {y,y})|0)(0]),
[(I,Az.letcase x=zin {7r1|+)(+|,7r1|+)(+|}] [ (1/2, ()\ggJ/.()\z.Ietcase v in {g/>g;})|1><1|) ]

l

[ (1/2, (Az.letcase = = z in {|0)(0],]0)(0]})), ]
(1/2, (Az.letcase = = z in {|1)(1],[1)(1]}))

En la rama izquierda, cualquiera sea el argumento del letcase termina reduciendo a 7![+)(+|
que tiene probabilidad % de reducir a |0)(0| y la misma probabilidad a |1)(1]. Por otro lado
en la rama derecha, hay dos reducciones posibles con probabilidad % de reducir a un letcase
que devuelve 0)(0| o [1)(1], con probabilidad 1 respectivamente. Es decir que para cada
medicién, el término reduce a los mismos resultados.

A nuestro conocimiento, no hay un calculo que combine reducciones probabilisticas, falta
de estrategia y variables no afines, manteniendo confluencia. Sin embargo, A\,2 estd muy
cerca de esas condiciones. Se deja para trabajo futuro un analisis més en profundidad.
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