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Abstract

En este trabajo se estudia e implementa un algoritmo iterativo para resoluciéon de
grandes sistemas lineales denominado AcCim ([1]), que es una alternativa acelerada a
los métodos PPAM. Con este nuevo método se obtuvieron buenos resultados en la
mayoria de los casos sin necesidad de precondicionamiento previo de los sistemas,
incluso para aquellos considerados dificiles como los de Bramley y Sameh ([14]).

Para otros problemas cuyos resultados aun presentaban dificultades de convergencia, se
estudiod el uso de precondicionadores y de una nueva estrategia de descomposicion en

blogues que trabaja en conjunto con el algoritmo.

Organizacion

En la primera seccién presentaremos una breve introduccién tedrica a los métodos
iterativos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales consistentes. Nos
enfocaremos en los métodos de proyecciones y aquellas variantes relevantes al trabajo
que realizamos.

En las siguientes tres secciones se presenta el trabajo desarrollado explicando, para cada
version, los detalles relevantes y las dificultades encontradas durante la implementacion,
el andlisis de costo, las decisiones tomadas, los resultados obtenidos y los problemas
numeéricos que fueron marcando varios de los pasos a seguir. También se mostraran
comparaciones de eficiencia y precisién contra otro solver iterativo para sistemas lineales
que es comunmente usado hoy en dia.

Finalmente, en los apéndices presentaremos el pseudo-cédigo completo de los
algoritmos, detalles de las ejecuciones de los resultados que presentamos, una breve
descripcion de los problemas con los que trabajamos y por ultimo los formatos conocidos
utilizados para almacenar las matrices ralas con el objetivo de disminuir el consumo de

memoria.
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Introduccion

0os métodos directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales son muy

utilizados debido a que por lo general obtienen muy buenos resultados en

términos de precision y velocidad. El problema es que a medida que el tamafio
de los sistemas aumenta, también lo hace el espacio de memoria requerido para
factorizar la matriz. Los métodos iterativos, por el contrario, al no factorizar el sistema y
por lo tanto no utilizar tanta memoria, son la Unica alternativa para sistemas de grandes
dimensiones. Estos también son una buena opcidon cuando se necesita conseguir una
rapida aproximacion a la solucion de sistemas mas pequerios, permitiendo obtenerla en
menor cantidad de operaciones que las que puede requerir completar la resolucién del
sistema mediante métodos directos, en cuyos casos el resultado recién esta disponible al
finalizar el procedimiento.
Entre los métodos iterativos mas usados para sistemas no simétricos se encuentran los
basados en subespacios de Krylov como GMRES ([16]) y Bi-CGSTAB ([17]). Un
subespacio de Krylov es aquel generado por los vectores b, Ab, A%b, ..., A"'b, donde
A es una matriz de dimensién Nxn. En la practica Bi-CGSTAB es mas util porque sus
requerimientos de memoria no crecen con el nimero de iteraciones, pero aunque estos
algoritmos son muy rapidos y eficientes, no siempre convergen. Por ejemplo, cualquier
combinaciéon de algoritmo y precondicionador disponible en SPARSKIT2 ([18]) falla en al
menos dos de los seis problemas de Bramley y Sameh ([3], en el apéndice de problemas
hay una descripcion de estos y otros casos de prueba utilizados en este trabajo). En el

caso de GMRES, como la i-ésima iteracion minimiza el residuo en el subespacio

K, = <b, Ab,..., Ai’1b> y como K, c K,,;, el mismo decrece de manera mondétona. De

todas formas, a diferencia de los métodos que presentaremos, GMRES no tiene una
demostracion de convergencia global (pues acota el residuo, y no la distancia a la
solucion real).

En este trabajo describiremos tres algoritmos iterativos para resolucién de grandes
sistemas lineales. Estos algoritmos, inicialmente presentados en [1] y [2], se denominan
AcCim, ALG1 y ALG2.

Dado que para la mayoria de los sistemas el método AcCim muestra una convergencia
acelerada, en general no requiere del uso de precondicionadores. Sin embargo,
experiencias con el precondicionador de Canga-Becker y los sistemas de SIDERCA (ver
apéndice de problemas) han demostrado que al aumentar la penalizacion de los mismos

no varia el nUmero de iteraciones requeridas para la convergencia.

En una primera etapa de este trabajo se implementa una versién para matrices densas.

Sobre esta version se definen detalles de implementacion, se estudia el costo de
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ejecucion, se comprueba el comportamiento numérico sobre ciertos sistemas, se analiza
la eficiencia lograda con distintos métodos de compilacion y se consideran optimizaciones
como la utilizacion de funciones BLAS de diferentes librerias. Finalizando esta etapa se
implementa una versién que explota el paralelismo intrinseco de ciertas operaciones de
estos métodos y permite comprobar las diferencias de performance.

Luego se implementa una version para matrices ralas que permite resolver sistemas de
dimensiones mayores, uno de los principales objetivos de este tipo de solvers. En
especial en este punto se empieza a trabajar sobre sistemas extraidos de problemas
reales y de mayor complejidad. Para éstos, se presenta un analisis detallado de
convergencia dado que presentan dificultades geométricas y mal condicionamiento.

En vista de resultados obtenidos por AcCim con sistemas muy mal condicionados, y con
el objetivo de extender su alcance, posteriormente se analiza el uso de
precondicionadores sobre los sistemas y una técnica de particién en bloques que fue
especialmente desarrollada para este algoritmo, pero que no habia sido implementada

para matrices ralas.

Todas las implementaciones presentadas fueron escritas en el lenguaje de programacion
C/C++ y compiladas con el compilador de Intel. Las pruebas se ejecutaron en una
computadora con dos procesadores Itanium de 1.5 GHz, 2 GB de RAM y el sistema

operativo Linux con 20 GB de swap file.
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Teoria basica

Métodos de proyecciones
Los métodos de proyecciones para resolver sistemas de ecuaciones lineales consistentes
generan una nueva iterada X< proyectando el punto actual x* sobre los hiperplanos

que conforman el sistema, y luego combinan estas proyecciones para obtener una nueva
direccion sobre la que avanzar.

Hay diferentes formas de hacer esto. El método de Kaczmarz ([9]) proyecta
secuencialmente X* sobre todos los hiperplanos hasta que converge. En el método de

Cimmino ([8]), en cambio, desde el punto x* se calculan las proyecciones a todos los

hiperplanos y luego se las combina para generar una nueva direccion sobre la que estara

el punto x***. En sus formulaciones clasicas, la convergencia de estos métodos
usualmente es muy lenta si los sistemas estan mal condicionados.

Esta clase de métodos presenta dos problemas a resolver. Por un lado como deben
combinarse las proyecciones para obtener una nueva direcciéon, y por otro cuanto

avanzar sobre esa direccion.

Método de Kaczmarz Método de Cimmino
x* x*
3
X
2
X xk+1
k
d* Y2
k
1
X N K
dz
k
dl
k
XO X

L k L k . .
X* representa la solucion exacta, Y; eslaproyecciéon de X sobre el hiperplano I,

dik = yik —xK yd ¥ es la combinacion de los dik .

Eleccion de la combinacion lineal
Un enfoque clasico es utilizar una combinacion convexa de las direcciones, eligiendo los

pesos segun las distancias a los hiperplanos.
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Eleccién de la longitud del “paso”
Un vez que se tiene una direccion sobre la cual avanzar, es necesario calcular la longitud

del paso sobre la misma. Hay varias formas de hacer esto. A continuaciéon presentaremos
una formulacién que se puede utilizar para sistemas con matriz simétrica definida
positiva para minimizar a lo largo de cualquier direccién. En particular es utilizada por el

método de gradientes conjugados ([10]).

Para resolver el sistema AXx=Db, con AeR™" simétrica y definida positiva, se buscan los
ceros de la funcion g(x)= Ax—b. Para esto, se define la funcion f(x)=1/2x'Ax—b'x,

tal que sus minimos coinciden con los ceros de g(x) (debido a que

Vf(x)= Ax—b = g(x)). Minimizando para A la funcion F(4)= 1‘(Xk +/1p) donde p es
una direccién de descenso (por ejemplo la direccidon obtenida mediante la combinacion

lineal de las proyecciones) y A es la longitud del paso que se quiere calcular, se obtiene:
1
F(1)= E(Xk +2p) A(x* + 2p)—b*(x* + Ap)

:(xk +/”tp)t (Axk +1Ap)]— b'x* —Ab'p

1
2
%_xktAxk + X Ap + AptAX® + 42 p‘Ap]— b'x* —Ab'p
1

=3 _xktAxk + 22X Ap + A2 ptAp]— b'x* — Ab'p
Derivando ahora con respecto a A, se tiene:
F'(4)=x""Ap+Ap'Ap—b'p

Finalmente, igualando a O y despejando:

F(1)=0=
_ bip—x*Ap :_xktAp—b‘p :_(xktA—b‘)p :_(Ax" —b)t P
p'Ap p'Ap p'Ap p'Ap
rp
p'Ap

Donde r* = Ax* —b.

El problema de los métodos asociados a buscar los minimos de una forma cuadratica en
una direccidn es que requieren que la matriz A sea simétrica y definida positiva, lo cual
limita su aplicaciéon. Sin embargo, siempre pueden utilizarse para el sistema A'Ax = A'b,

aunque su numero de condicién es el cuadrado del original.

10
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Métodos de proyecciones por bloques
Dado el sistema AXx=b, con Ae R™", los métodos de proyeccién por bloques
consideran una particion del sistema A en ( bloques de la siguiente forma:

A b,
AZ b2

q
A=| "lb=| |, AeR™", dYm=m,1<q<m,
: : i=1
A, b,
y la correspondiente particion de b .

Esto genera una particion del conjunto {1,2,...,m}= Lbul,u...u Iq , donde |, contiene
los indices de las filas de Ax =b pertenecientes a A X =D,. Se define
S, = {X eR" I Ax= bi} (4) con i=1,...,q9, el conjunto de soluciones del i-ésimo bloque.

. L - P k
La idea bésica de estos métodos es que, dado un punto X", se calcula un nuevo punto

k , - . . -
Y; mas cercano a Si para cada 1 =1,...,(, y la nueva iterada se define, moviéndose a

k k

. Kk . ., . ., . . K
partir de X° con una direccion que es una combinacion de las direcciones d; =y, — X

generadas.
Estos métodos tienen dos caracteristicas que los hacen atractivos:

e Las proyecciones sobre cada bloque pueden calcularse en forma paralela,
aprovechando las capacidades de multiprocesamiento disponibles.

e Eligiendo los bloqgues de manera conveniente se puede conseguir un mejor
condicionamiento en cada uno de ellos, y de esta forma mejorar la calidad
numeérica de las proyecciones. Los métodos tradicionales para la construccion de
los bloques son menos costosos, pero las proyecciones que se obtienen pueden

estar seriamente afectadas por el mal condicionamiento.

Forma general de los métodos de proyecciones por bloques

., k H
Dada una solucion X', paracada 1=1,...,Q:
e En el caso de las proyecciones exactas, se calcula, para cada S;, la proyeccion de

x¥ -

J¥ =P,y =argminfy — x|

yes;
. . . k
e Como alternativa, para cada S; se pueden calcular proyecciones aproximadas Y,
bajo ciertas condiciones que aseguren convergencia, como por ejemplo:

o ] <t o]

11
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. ., - k - -z
Para asegurar la convergencia a una solucion X * se define d“ como una combinacién
. k k k

convexa de las proyecciones di =Yy, — X, de forma tal que

k J k 4 k k x k
d :ZWidi ,con W >0y Zwi =1.

i=1 i=1

. . . k+1 k k p
Finalmente, la nueva iterada se define como X*~ =X + 4,d" donde A, es un parametro
de relajacion tal que 0 < 4, <2 en esta clase de métodos.
Como puede verse, dos problemas importantes que se presentan son el calculo del

peso” W; de la proyeccion sobre cada bloque en la direccion combinada resultante, y la

longitud del “paso” A, sobre la nueva direccién.

Eleccion de la combinacion lineal
En el método clasico de Cimmino los pesos son constantes. En particular, elegir cualquier

sucesion de pesos {Wk} con Wik >0 paratodo i, k, lleva a un método Cimmino paralelo

(ver [12]). Los mismos autores muestran que si € < A, <2—¢, para todo k >0 y para

alguan & > 0 arbitrario, y que si Zwik =+ para i =1,...,q, entonces la sucesién {Xk}
k=0

q
converge al punto X* e ﬂSi .
i=1

Métodos de proyecciones agregadas (PAM)
Los métodos de proyecciones agregadas (Projected Aggregation Methods, PAM) para

. . . . k+1 .z
resolver sistemas de ecuaciones lineales generan una nueva iterada X * moviéndose
. Kk . . ., .
hasta un nuevo hiperplano H" generado mediante una combinacion lineal de los

hiperplanos originales, que contiene a la direccién 6ptima x*—x*. El paso sobre la
direccion generada se hace minimizando la distancia a la soluciéon. En [1][2][4] v [5], se
introdujeron esquemas de aceleracion para resolver sistemas de ecuaciones e
inecuaciones lineales respectivamente, dentro de un contexto PAM. En dichos trabajos, la
idea bésica es forzar a la siguiente iterada a pertenecer al nuevo hiperplano agregado o a
la region convexa definida por el hiperplano separador, calculada en la iteracion actual. El
algoritmo AcCim presentado en [1] y expuesto mas adelante, es la base para el céalculo

de estas proyecciones.

12
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Métodos de proyecciones agregadas

Hk

k+1

d k
v '

df

En la figura puede verse como una mejor eleccion del hiperplano agregado produce un

mayor acercamiento a la solucidn. La eleccidon de este hiperplano, que depende de los
valores de los pesos Wik , es clave en el rendimiento del método ya que seran necesarias

menos iteraciones para lograr la convergencia. En [2] se presenta un nuevo método para

elegir en forma 6ptima los pesos en métodos PAM, que describiremos mas adelante.

Métodos de proyecciones paralelas (PPAM)
Son variantes de los métodos PAM. En estos métodos las proyecciones se calculan en

forma simultanea, aprovechando de esta forma las capacidades de multiprocesamiento
de las computadoras (por ejemplo los nuevos procesadores multi-core). En el método de
Cimmino puede paralelizarse por completo el calculo de las proyecciones, debido a que
no hay dependencias entre ellas. El método de Kaczmarz por el contrario, no es
paralelizable debido a que es intrinsecamente secuencial. El método AcCim pertenece a la

clase de los PPAM.

Método para la eleccion de los pesos en PPAM

1

La iterada x* es la proyeccién de x* sobre el hiperplano agregado

H* = {XEER” :d"t(x—x"):d"t(x*—x")} (5),
donde d kt(X*—Xk): Zq:Wik Hdik HZ es una combinacién de los hiperplanos
i=1

Hf = {XE‘R” :di"t(x—x"):di"t(x*—x")} para i =1,...,q.

13
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. . q
En [2] se presenta un método para elegir los pesos {Wik }i=1 de forma tal de obtener una

. .. . . . q
combinacion 6ptima de las direcciones {dik }i=l que resulta de usar
k x k
X+ wdf —x

2
w* =argmin

weRY

(6).

i=1

]
De esto se obtiene el paso iterativo X" = x* +Z:Wikdik siendo W* € R? la solucion al
i=1

siguiente problema cuadratico

F(w)= min{xk —X*ﬂz}-i- 2w' D' (x* — x*)+ W'D D*w (7)

weR“

donde D* =[dlk,...,d§].

Para obtener la solucion, derivamos respecto a W :
t t
F'(w)=2D" (x* - x*)+ 2w'D*'D* =0 =
t Lt
W:(Dk Dk) D' (x*—x¥)
Como en cada iteracidon se toman solamente direcciones linealmente independientes,
kY . Ko x ok Y [lqk]?
resulta que rank|D" )=q, <q. Por el Lema 2.1(ii) de [2] (d;" |x*—x")=[d°| ) se
obtiene la siguiente expresion explicita para w,

t -1 2 2\!
wk = (Dk Dk) (Hdlk H Hd:k H ) . Combinando estos resultados con el método PPAM

general, se obtiene el algoritmo ALG1 (Algoritmo 2.3 de [2]), que reproducimos en el

apéndice.

Sucesion optima

La sucesién {Xk} generada por el método ALG1 satisface

2 2
e e e

donde
ar= ol =lo'|" @

Dado que la combinacion lineal de las direcciones {dik }.q usadas en ALG1 es Optima, se

(Swerr)

Jo I

obtiene que «,*2 «,, siendo «, = el valor definido para el método PPAM

14
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por Garcia-Palomares ([11]). De esta manera se demuestra que la sucesiéon {Xk}

generada por ALG1 es 6ptima.

Aceleracion

Como X* se obtiene moviéndose hasta un hiperplano H k, y considerando la definicion

de H* ya mencionada (5), resulta que el incremento x*—x* se encuentra dentro de
este hiperplano.
Debido a esto, la idea es generar la siguiente iterada sobre dicho hiperplano elegido de

forma Optima en base a los criterios ya descriptos en (6) y (7). Una opcién es proyectar

la direccion 6ptima d ¥, calculada por ALG1 sobre el hiperplano H “  Esta direccion,

~ ~ oI
denotada por d*, es d* = Zwik P. (dik), con v=x—x*ty P,. €l proyector ortogonal
i=1

sobre el subespacio ortogonal a range(M ) De esta forma, la nueva iterada se define
Skl k , 74k Py : k Tk 2
como X" =x"+4d", donde A =argmin HX + Ad —X*ﬂ 9).
A

Los siguientes resultados (demostrados en [2]) se utilizan para explicar la convergencia
del método acelerado que para k >1 usa la direccién d ¥ = P, (d k), donde d* esla

combinacién 6ptima obtenida por ALG1.
La diferencia v = x* — x“* satisface las condiciones:

1 vi(x*-x¥)=0

(C2) dik’ltv =Hdik’1H2, para i=1...q

Lema
sien x*, k>1, x* #x*, se considera la direccién 6ptima d* = D*w* definida por ALG1,

y si V satisface las condiciones (C1) y (C2), entonces:
1. [P, (d*)>0

2. [P(¢" ) <le|

Teorema

si X1 =x* 4+ 1d* ,con A definida en (9), en laiteracion k >1, donde ds = P, (dk),
CTk definida segin ALGl y V = x* —x*? satisface (C1) y (C2), entonces

_ 2 2 - ~
”x"*l—x*ﬂ :ka—x*ﬂ —a,,con a, >a, *.

15
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Para construir el nuevo método acelerado se considera este ultimo resultado, donde la

direccion usada pertenece al subespacio [PVL (dlk ) PVL (d: )] Como la idea es minimizar

la distancia entre X7 =x* +d* y X*, se elige d ¥ como la mejor combinacién de

{P . (d ik )}?:1 partiendo de x* .

\

Dado que x*, k>1, x* = x*, la siguiente iterada x*"* = x* + D*W*, donde W* € R? es

la solucion del problema cuadratico

wk =arg min{[xk +D*w-— x*ﬂz} (11),

weRY

donde ISk = [PVL (dlk ) PVL (d(';k )] y (, es el nimero de direcciones linealmente

independientes de {PVL (d-k )}?:1. Combinando la nueva forma de calcular la direcciéon

optima con el método anterior, se obtiene finalmente el método acelerado ALG2 que se

reproduce en el apéndice.

Sucesidén optima

Cualquier sucesion {Xk} generada por ALG2 satisface

2 2 ~
b =] = et ] -,

con a, >a, *, lo que demuestra la optimalidad de la misma.

Convergencia global

2
Lo anteriormente expuesto muestra que la sucesion {‘Xk - X*ﬂ } es convergente. Resta,

., Kk ., . .
entonces, ver que la sucesion {X } también lo es. Para estudiar la convergencia de esta

sucesion, se utiliza la notacion P =1{.,...,q}, S = ﬂSi (ver (4)), d(x,C) la distancia
ieP

euclidea entre X e R" y el conjunto convexo cerrado C < R". También se define
®(x) = max{d(x,C, )} .

ieP
Una sucesion {Xk} se dice Féjer-mondétona con respecto al conjunto C si para algan

x*eC, ka”—x*ﬂsux" —X*ﬂ para todo k>0.
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Teorema

Sean C, e R" conjuntos convexos cerrados para todo ie P,y C = ﬂCi tal que C#¢g.
ieP

Si la sucesion {Xk} satisface:
1. {Xk} es Féjer-moné6tona con respecto a C

2. lim®(x")=0

k—o0

Entonces {Xk} converge a X*eC.

Lema

Cualquier sucesiéon {Xk} generada por ALG1 o ALG2 satisface ambos casos del teorema

anterior, considerando C, =S., si X ¢ S paratodo k >0.

Dado que se asume que el sistema AX =b tiene solucion, y considerando el lema y el
. . . s k
teorema anterior, finalmente se llega a que cualquier sucesiéon {X } generada por ALG1 o

ALG2, converge a una solucion X* de Ax=D.

Descomposicion en bloques
Ahora presentaremos una descripcion del método de descomposicion en bloques

originalmente introducido en [2]. Este método permite formar bloques con a lo sumo u

~ -1
filas y tal que el nimero de condicion estimado K((A, A,t) )S k. Tanto 4 como K son

parametros del método.

Se asume que el sistema original ha sido normalizado por filas, y se denota como e; al j-
ésimo vector candnico y como djj al j-ésimo elemento de la matriz diagonal D .

Supongamos que se esta generando un bloque de AX = bi que ya tiene j filas del

sistema original, con j < u, y que se conoce la descomposicion de Cholesky de

AA =L,D|L;.

El estimador £, del nimero de condicién K(AI A,t) se define como p, =%, donde

r =max{d,, }I'j1:1 y & =min{d,, }rj]:r En [2] se demuestra que f, 2% dado que d, =1y
que d,, <1 paratodo 2<h< j.

Ademas se define el bloque A aumentado con @, la I-ésima fila de A, como Z\, = [A'}
a'I
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Se agregara una nueva fila al i-ésimo bloque si y solo si dicha fila no pertenece a ningun
otro bloque, y el estimador del niUmero de condicién del bloque aumentado no supera «x .

De esta forma, para aceptar una nueva fila en el i-ésimo bloque, y usando que se conoce

la descomposicion de Cholesky de AIAIt , Se actualiza recursivamente la factorizacion de
;&i;&it y se re-calcula el niUmero de condicion del bloque aumentado Z\, . Si se cumple que
E(,&, )S K, entonces se agrega @, a A .

El algoritmo completo, que como resultado secundario calcula los factores de las matrices

t -1
(Dk Dk) usadas para el calculo de las direcciones optimizadas de los métodos PAM, se

describe en el apéndice.
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Implementacion de AcCim para matrices densas

Detalles de Implementacion
El trabajo se inicié con la implementacion secuencial del algoritmo AcCim para matrices

densas.

El pseudo-codigo del algoritmo implementado en esta etapa es el que esta documentado
en el apéndice de algoritmos como AcCim. En esta version las matrices fueron
implementadas mediante un array de punteros a vector. El proceso de normalizacion se
lleva a cabo fisicamente sobre los elementos de la matriz durante la fase de inicializacion
y luego se opera sin transformarla nuevamente.

Esta primera implementacion permitiéo terminar de definir detalles del algoritmo como el
criterio de parada y detalles de calculos especificos, medir la eficiencia lograda mediante
diferentes opciones de compilacién, analizar en forma temprana su comportamiento
numeérico con distintos sistemas de prueba y tener una base para investigar
optimizaciones y alternativas de paralelizacion.

A continuacion presentamos el analisis de costo de esta version y los distintos temas

analizados a partir de esta.

Analisis de costo

Costo temporal
Siguiendo el pseudo-cédigo de AcCim presentado en el apéndice de algoritmos, se puede

calcular que su costo tiene un orden de:

[2M +n]+[3(M +n)+5n+c1]+[ITER(2(M +n)+9n +c2)].

Donde M es el costo de recorrer la matriz, N su dimensiéon, ITER es el nimero de

iteraciones que son ejecutadas antes de lograr la convergenciay Cl y €2 constantes.

El primer término corresponde al costo requerido para la normalizaciéon del sistema, el

segundo al de la fase de inicializacion y el tercero al del proceso iterativo.

Para simplificar esta expresiéon, podemos hacer el siguiente calculo:
[2M +n]+[3(M +n)+5n+c1]+[ITER(2(M +n)+9n +c2)]|=
5M +9n+cl+ ITERx(2M +11n+c2)
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Este costo tiene un orden de O(M + ITER x (M + n)) Y dado que el costo de recorrer una

matriz densa es de n’, el costo total de ejecucioén de la version de AcCim para matrices
densas sera de O(n? + ITER x (n? +n))= O(n?(ITER +1)+ nITER).

Si bien la cantidad de iteraciones necesarias depende del condicionamiento y las
caracteristicas geométricas del sistema, la cantidad de iteraciones tedricas necesarias
para lograr una buena aproximacioén no deberia superar la dimensién de la matriz, y en

muchos casos es considerablemente menor.

Costo espacial

En cuanto al costo espacial, este esta determinado principalmente por la necesidad de
almacenar una estructura de n’ elementos de punto flotante. Este es un costo bastante
elevado que restringio la posibilidad de correr pruebas sobre sistemas cuyas matrices
tuvieran una dimensién mayor a aproximadamente 15500x15500, trabajando con

nuameros de punto flotante de doble precisién en una computadora con 2 GB de RAM.

Criterios de parada

Como criterio de parada al proceso iterativo, se decidio usar /I, <& X max(lmlro )

Es decir, se finaliza la ejecucion cuando el residuo es menor que cierto valor o bien ha

experimentado una mejora considerable respecto al residuo inicial.

Por otro lado, dado que en distintos casos el valor definido como épsilon para el primer
criterio de parada puede resultar demasiado exigente para un sistema y requerimiento
de tiempo especifico, se decididé dar la opciéon de forzar la terminacién a un maximo

permitido de iteraciones que también es definido como parametro del programa.

Finalmente, se decidié agregar otro criterio que contempla el caso en el que por un
numero determinado de iteraciones el residuo no disminuya de forma significativa. Este
altimo se introdujo en respuesta al analisis de convergencia que se presentara mas

adelante.

Los valores de ¢ de cada criterio de finalizacion, el maximo ndmero de iteraciones
permitidas, y la tolerancia en la cantidad de iteraciones que producen un estancamiento
en la evolucién del residuo son valores que pueden ser definidos paramétricamente al
momento de la ejecucién del solver. Estos valores, si bien pueden modificar el resultado
final obtenido debido al niumero de iteracién en el que producen el resultado, no

modifican en ningln caso la convergencia de los sistemas.
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Opciones de compilacion

Se evaluaron distintas técnicas de compilacién a fin de seleccionar aquella que resulte
mas eficiente para este programa en particular. Las opciones consideradas fueron las
siguientes:

e Compilacién sin optimizaciones. Produce un programa totalmente secuencial y sin
optimizaciones por parte del compilador. Fue considerada solamente a fin de
establecer una base contra la cual puedan compararse las otras opciones.

e Compilacion optimizada. Produce un programa secuencial con optimizaciones por
parte del compilador, incluyendo software pipelining, que es una técnica de
optimizacion de ciclos disponible en la arquitectura Itanium.

e Compilaciéon optimizada utilizando directivas OpenMP. El cédigo del programa
cuenta con directivas para el compilador de forma que este agregue a sus
optimizaciones normales el uso de threads en aquellas secciones donde el
programador indica la existencia de paralelismo. Para este caso también se evalud
la eficiencia obtenida variando el nUmero de threads que se crean a fin de
ejecutar las secciones paralelas, pero esto no produjo diferencias significativas.

e Compilacion optimizada utilizando directivas OpenMP y la opcién “profile guided
optimization” (PGO). Al caso anterior se le suma una segunda etapa de
compilacion. En la primera etapa el programa es compilado y luego ejecutado una
cantidad de veces a fin de generar archivos que definen un perfil de ejecucion que

es utilizado en la segunda etapa de compilacion.

Cada uno de estos programas fue ejecutado sobre sistemas H, (descriptos en el

apéndice de problemas) de dimension creciente a fin de obtener una estadistica sobre la

eficiencia de cada técnica. El siguiente grafico ilustra estos resultados.
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Comparacion de tiempos para distintos métodos de compilacion
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Naturalmente la mejora obtenida por la ejecuciéon de la versiéon secuencial con
optimizaciones con respecto a la version secuencial sin optimizaciones fue significativa.
Sin embargo la misma no fue superada por la versidon optimizada con OpenMP. Esto lo
atribuimos a que OpenMP agrega un cierto overhead en la ejecucion pero fue
efectivamente explotado en pocos fragmentos de cédigo, por lo que esta pérdida de
eficiencia no llegé a compensarse. En la siguiente seccibn mostraremos que al utilizar
programacioén paralela explicita si se obtuvieron mejoras significativas en los tiempos de
ejecucion.

Por ultimo, no solo no se produjo ninguna mejora al agregarle PGO, sino que los tiempos

fueron mayores.

En vista de estos resultados, en adelante decidimos utilizar compilacién secuencial con
optimizaciones del compilador, que es una técnica simple que no requiere ningun

esfuerzo de programacién y resulté estar entre las dos opciones mas eficientes.

Paralelizacion
En un programa la paralelizacion puede darse a distintos niveles:

e Software pipelining. Esta paralelizacion esta a cargo del compilador y si bien la
ejecucion de esta version sigue siendo practicamente secuencial, las instrucciones
son reordenadas para obtener paralelismo en los ciclos. Esto fue conseguido
usando las opciones de compilacién optimizada.

e Utilizacién implicita de threads. Esta técnica consiste en incluir directivas para el

compilador en determinadas lineas del programa en donde la existencia de

22



Tesis de Licenciatura Franqgueiro, Pisani

paralelismo podria explotarse. La misma ya fue evaluada en la seccion anterior
mediante la utilizacion de OpenMP.

Utilizacion explicita de threads. Finalmente el paralelismo se puede alcanzar con la
creacion y ejecucion explicita de threads en el programa. Para lograr esto se
utilizé la libreria pthreads ([13]) en una nueva version que fue llamada AcCimMT.
En esta version una cantidad de threads son creados al efecto de calcular las
proyecciones. De esta forma, éstas se calculan en forma totalmente paralela
sobre distintas secciones de la matriz.

Dado que trabajamos con una maquina con dos procesadores single-core y que el
programa es CPU-bound, solo dos threads son creados para ser ejecutados
simultaneamente. Utilizar un nimero mayor no produjo mejoras en los

resultados.

El programa obtenido también fue ejecutado con sistemas estables de dimension

creciente a fin de poder establecer una comparacion con las versiones anteriores. En el

siguiente gréafico se puede observar esta comparacion.
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Porcentaje de mejora de AcCim multithreading con respecto a AcCim secuencial
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De ambos gréficos se puede concluir que la ganancia obtenida con la versién paralela fue
significativa y que la misma se incrementa a medida que aumenta la dimensién de los

sistemas.

Librerias

En un principio usamos implementaciones propias para las funciones de calculo de
normas y producto matriz-vector que define el algoritmo.

A continuacién mostramos los resultados obtenidos por versiones que implementamos a
partir de la versiéon secuencial y paralela ya presentada, pero haciendo uso de funciones

BLAS pertenecientes a las librerias comerciales MKL de Intel ([22]) y MLIB de HP ([23]).
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Tiempos de las versiones secuenciales de AcCim con uso de funciones de distintas librerias
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Como se puede ver en los graficos, no encontramos mejoras de tiempo ni de precision
haciendo uso de estas librerias. Debido a esto continuamos trabajando con

implementaciones propias de estas funciones.
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Implementacion de AcCim para matrices ralas

El objetivo de AcCim y del trabajo presentado es disponer de un algoritmo que permita
llegar a resolver sistemas de dimensiones mucho mayores, por lo que resulta
imprescindible contar con una implementacion de AcCim para matrices ralas. Por este
motivo, en esta etapa se modificé completamente la estructura interna con la que trabaja

el algoritmo y por ende toda la implementacion.

Detalles de implementacion
En el apéndice de formatos de almacenamiento se encuentran explicadas estructuras

utilizadas para este tipo de sistemas. En resumen ellas son:
e Compressed Sparse Column (CSC)
e Compressed Sparse Rows (CSR)
e Simétrica, que es equivalente en ambos formatos ya que almacena la seccién
triangular superior en CSR simétrica y triangular inferior en CSC simétrica
El formato sobre el que se decidio trabajar fue CSC debido a que en un principio no habia
razones claras para inclinarse especialmente por alguno de los dos y a que es el formato

usado en el almacenamiento de los sistemas con los que se estaba trabajando.

Debido al cambio en la estructura de representacion de los datos, fue necesario re-
implementar las operaciones que trabajan sobre estas estructuras para que sean
resueltas en forma eficiente. En particular, se modifico el patron de accesos a las
mismas. Como un ejemplo de esto, en la versidon densa, al multiplicar una matriz por un
vector se accedia a cada fila y se la multiplicaba por el vector. En esta version, el costo
de acceder a una fila es muy alto, ya que requiere recorrer toda la matriz.

Es por eso que a medida que se recorre esta matriz se opera simultineamente sobre
todas las filas. Como un ejemplo de la dinAmica con la que se opera en este tipo de
operaciones, a continuacion se muestra un pseudo-cdodigo del producto matriz-vector

implementado.

res = zeros(n);
for G =0; j <n; ++j) {
for (k = colstr[j]; k < colstr[j + 1]; ++k) {
res[rowind[k]] = res[rowind[k]] + values[k] * Vv[il;
}

Una implementacién como esta, que resuelve las distintas operaciones sobre la
estructura de la matriz en forma global, dificulta la posibilidad de implementar facilmente
una version paralela para matrices ralas ya que deja de ser trivial obtener una division de
los datos sobre los que deberia trabajar cada thread. Sin embargo permitié obtener una

ganancia mayor que la obtenida al ejecutar una version paralela sin eliminar la opcién de
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poder hacerlo mediante el uso de nuevas estructuras u otras soluciones de

implementacion.

Matrices ralas simétricas
Esta version también soporta la resolucién de sistemas con matrices ralas simétricas.

Un inconveniente que se presentd con este tipo de matrices fue que, al momento de la
normalizacién del sistema, cada valor no nulo de la matriz es dividido por la norma de la
fila a la que pertenece, pero cada valor almacenado fisicamente en las mismas, a
excepcion de los valores correspondientes a la diagonal, corresponde a dos posiciones de
la matriz pertenecientes a distintas filas.

Para resolver este problema se implementaron dos soluciones:

e Creacion de un vector que contiene la norma de cada fila de la matriz. De esta

forma cada vez que un elemento M (i, j) es accedido luego de la normalizacion

del sistema, se devuelve el valor correspondiente a (i, j) gue se encuentra

almacenado en la matriz original, dividido por la norma correspondiente
almacenada en este vector.
e Extensién de la matriz rala simétrica a rala no-simétrica. La matriz es extendida y
luego normalizada como en el caso no-simétrico.
Esta ultima opcidén resultdé ser menos eficiente que la primera, por lo que por defecto el

solver utiliza la opcién de la creacién del vector de normas.

Andlisis de costo

Costo temporal

El costo de ejecucion de AcCim para matrices densas, que estaba en el orden de

O(n2 + ITER x (n2 + n)) puede ser reducido al trabajar con matrices ralas si se utilizan

estructuras de datos adecuadas. Esto se debe a la cantidad de elementos nulos sobre los

que Nno es necesario operar.

Como ya mencionamos, el costo de ejecuciéon del algoritmo AcCim esta en el orden de
M + ITERx(M +n), donde M es el costo de recorrer la matriz, n su dimensién e ITER

el nimero de iteraciones que son ejecutadas antes de lograr la convergencia.

Teniendo en cuenta las estructuras utilizadas para el almacenamiento de matrices ralas
presentado en el apéndice de formatos de almacenamiento, podemos concluir facilmente

gue el costo de recorrerla es de 2nzZ +n operaciones.
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Finalmente, reemplazando M en la férmula anterior por el costo requerido para recorrer

una matriz rala, obtendremos que el costo de ejecuciéon de la version de AcCim para

matrices ralas sera de O((2nz +n)+ ITER x((2nz +n)+n)).

Esto dltimo es valido porque la implementaciéon presentada conserva la propiedad de que
las operaciones que trabajan con la matriz rala lo hacen recorriendo la matriz la misma
cantidad de veces que era necesario hacerlo en la implementacion de AcCim para

matrices densas.

Costo espacial
En cuanto al costo espacial, este cambia al cambiar la forma en que la matriz es

almacenada. Mientras que n? valores eran requeridos para almacenar una matriz densa,
solo 2nz +n valores son requeridos para almacenar una matriz rala siguiendo las
estructuras definidas en el apéndice de formatos de almacenamiento para matrices ralas.
De estos, solo Nz son elementos de punto flotante, y el resto son valores enteros sin

signo.

En el caso de que la matriz rala sea simétrica, el espacio puede ser reducido alin mas.
Esto es porque aquellos valores fuera de la diagonal, y sus posiciones, son almacenados
una sola vez. Por este motivo, en este caso solo se requieren aproximadamente NZ +n
valores para almacenar la matriz y Nz +2n valores al normalizarla, teniendo en cuenta

que luego de esta operacién se requiere conservar un vector de normas de sus filas.

Analisis de convergencia
A continuacién se muestran los resultados obtenidos por la version de AcCim para

matrices ralas en los conjuntos de sistemas de SIDERCA y B&S (para una descripcion de

los mismos, ver el apéndice de problemas).
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Resultados finales obtenidos luego de N iteraciones

Nombre

[Ax* b

| o]

e =

e —x
[x*]

et =,
1

Tiempo
(segs)

basel7pl
basel7p3
basel7p5
basel7p7
B&S P1
B&S P2
B&S P3
B&S P4
B&S P5
B&S P6

3,77658x10*®
3,27036x10°3
5,10705x10°®
5,96279x107’
6,31149x10%°
2,00259x10"
6,56436x107°
1,70142x10Y
3,58432x107*®
4,75432x107'8

2,68059x10"
1,93914
2,97330
3,53290
1,83297'8
1,21243x107*°
5,24566x10°°
3,40304x10™*
1,40871x107°
1,18176x10®

6,82414x107%°
1,85278
2,10597
2,18175
1,29241x10"®
4,51968x10
3,57123x107
3,70538x10™
7,86878x107'°
6,83203x107°

1,80420x107*°
4,85264x10"
5,51510x10"
5,71355x10*"
1,69893x107*®
2,44098x107*®
7,07824x10°
7,34413x107°
1,55960x107®
1,35412x10®

6,22081x107*®
6,04775x1072
7,12612x1072
7,69522x107?
1,00752x10Y
2,26989x10*°
4,07074x10™
1,65391x107%°
4,34738x107%¢
3,67111°

375,1430
374,9230
374,6840
375,0060
43,1050
43,1177
43,5364
43,0133
43,4349
43,0933

Resultados finales obtenidos luego

de 3000 iteraciones

Nombre

At ]

Jaxt -]

[ =1

<~
[x*

e =],
I

Tiempo
(segs)

basel7pl
basel7p3
basel7p5
basel7p7
B&S P1
B&S P2
B&S P3
B&S P4
B&S P5
B&S P6

1,93280x10™
8,45180x102
1,83393x10™
3,25121x10°
6,31149x10%°
2,00259x10"
1,94449x10°°
1,33085x107*?
3,74888x10*®
4,75432x107'8

1,37569x10°®
4,94027
10,6980
19,0514
1,83297x1078
1,21243x10%
1,72224x10™*
2,03107x10™
1,46507x107®
1,18176x107

1,53890x10°3
2,07338
2,27241
2,27233
1,29241x107%°
4,51968x10™
4,86345x10°
2,03107x10™*
7,86877x107"°
6,83203x107*°

4,06862x10™
5,43043x10*
5,95097x10"
5,95077x10"
1,69893x10'°
2,44098x10°"°
9,63944x10°°
4,02561x10*
1,55960%x107*®
1,35412x107°

7,06782x10°°
7,47042x1072
7,69837x107?
7,70015x1072
1,00752x107Y
2,26989x107°
6,43222x10™
1,01665x107*?
4,34711x107®
3,67111x10°%

84,3547
84,3664
84,3459
84,2903
9,3589
9,3764
9,3696
9,3813
9,3716
9,3677

Se puede observar que para el conjunto de sistemas de B&S las soluciones alcanzadas

son satisfactorias en todos los casos. Sin embargo esto no sucede para el conjunto de

sistemas de SIDERCA. Para analizar estos casos se presentan, a continuacion, las

siguientes evoluciones obtenidas durante las primeras 3000 iteraciones de ejecucion del

algoritmo AcCim:

e la evolucion del residuo HANXk —b” para la matriz A normalizada

e la evolucion del residuo HAXk —b” para la matriz A original

e la evoluciéon de la distancia a la solucién exacta HX*—XkH, calculada mediante un

método directo
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A —b
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Iteracion

basel7pl
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Debido a los resultados obtenidos, se realizé en esta etapa un andlisis sobre aquellos
sistemas que presentaron problemas de convergencia. El mismo consiste en evaluar los
angulos entre todas las filas de la matriz con el objetivo de conocer la estructura
geomeétrica del espacio que generan.

El resultado mostré que los sistemas problematicos contenian filas casi paralelas, con lo
cual resultan numéricamente singulares. Los resultados obtenidos se resumen en el

siguiente cuadro, utilizando un &=1073,

Nombre Filas en las que 1—|COS(0{)| <& l—|COS(a)
basel7pl 0 -
basel7p3 17 10°
basel7p5 17 1071°
basel7p7 17 10

Los resultados anteriores permiten observar caracteristicas de convergencia y alcance del

algoritmo AcCim para resolver distintos tipos de problemas.

Como se mencion6 en el apéndice de problemas, el conjunto de tests proporcionado por
SIDERCA presenta una sucesion de sistemas cuyo nimero de condicion es cada vez
mayor a la vez que su geometria menos favorable.

Observando las caracteristicas de estos sistemas y las evoluciones obtenidas, se puede
ver que cuando el sistema se encuentra bien condicionado y su geometria es favorable,
como es el caso de basel7pl, el algoritmo presenta un comportamiento ideal en el que
se pueden observar las siguientes caracteristicas:

e La convergencia es rapida. Si bien continla mejorando hacia el final de la
evolucion, ya a las 3000 iteraciones se cuenta con una buena solucion.

e La evolucion del residuo con respecto a la matriz original esta dentro del mismo
orden que la evolucion del residuo con respecto a la matriz normalizada. Esto
indicaria que con este tipo de sistemas se puede tener cierta confianza de que la
solucion obtenida con el sistema normalizado para cierta precision sera valida

como solucién del sistema original con una precision de orden similar.
 La distancia de los sucesivos X* a la solucién exacta decrece rapidamente

acompafando el comportamiento que presenta la evolucion del residuo Ax* —b.
Estas caracteristicas van desapareciendo a medida que el niUmero de condicion del

sistema se incrementa y la geometria se hace menos favorable.

También se observa que el residuo decrece rapidamente al principio para estancarse
luego de cierta cantidad de iteraciones. Si bien la convergencia continla, el acercamiento
obtenido con cada iteracion es cada vez menor. En vista de este resultado se decidio

agregar a los criterios de parada uno que finalice el proceso iterativo cuando la ganancia
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obtenida luego de una cantidad parameétrica de iteraciones resulte insuficiente como para

justificar que el mismo continde.

Precondicionamiento
Tratando de extender el alcance de este algoritmo para los sistemas en los que AcCim no

obtuvo tan buenos resultados, y dado que se concluyé que esta dificultad coincidia con el
mal condicionamiento de los mismos, se pas6 a analizar la opcion de usar
precondicionadores para estos casos.

A continuacién mostraremos los precondicionadores evaluados.

Balanceo
Este precondicionador ([21]) intenta obtener un balanceo de las magnitudes del sistema

mediante el siguiente procedimiento:

1. Calcular p,, el mayor radio entre dos elementos pertenecientes a una misma
columna de la matriz A del sistema,

}, para ay #0.

Py = Max nlgxﬂarj /2

2. Escalar el sistema por filas. Para esto se divide cada fila I de la matriz A y su

rhs correspondiente por
12
(mjnﬂaij‘}x m_axﬂaij‘}) , para a; #0.
j i
3. Escalar el sistema por columnas dividiendo cada columna ide A por
. . 2
(m_lnﬂaij‘}x mmﬂaij‘})‘/ , para a; #0.
I I
4. Calcular p, el mayor radio entre dos elementos pertenecientes a una misma

columna de la matriz A modificada,

}, para a'y # 0.

p = max max{ i/

5. En caso que de cumplirse la condiciéon

|/0 :00|
|p0|

volver al punto 2, y sino terminar.

>107

Vemos que con este procedimiento el sistema es modificado en cada iteracion en los

pasos 2 y 3.
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En el paso 2 se realiza una division por filas que implica pre-multiplicar ambos lados del
sistema por una matriz diagonal cuyos valores estan dados por las magnitudes por las
que se divide cada fila. Esto produce un sistema A'X =rhs' equivalente al original.
En el paso 3 se realiza una divisidon por columnas equivalente a post-multiplicar la matriz
del sistema por una matriz diagonal cuyos valores estan dados por las magnitudes por
las que se divide cada columna. En este paso no se conserva la equivalencia del sistema,
por lo que habra que hacer célculos posteriores a la resolucion.
Se observa entonces que, luego de K iteraciones, se habra aplicado la siguiente sucesion
de operaciones sobre el sistema original:
(Df, x...x Df, x Df; x Ax D¢, x D¢, x...x D¢, )x x = Df, x...x Df, x Df x rhs

(Df x Ax Dc)x x = Df x rhs

Luego de resolver este nuevo sistema se deberd recuperar un sistema equivalente al
original. Dado que la siguiente expresion es valida,

Dc, x D¢, x...x D¢, x D¢ x...x D¢;* x D¢, = D¢, x D, x...x D¢, x (D¢, x D¢, x...x D¢, )™
Para esto se deberan haber guardado la sucesion de matrices diagonales

Dc, x D¢, x...x D¢, durante el proceso de balanceo. Esto permitirda poder pre-multiplicar

la solucién obtenida por la inversa de este producto.
Dado que la matriz Dc es diagonal y el producto de matrices diagonales también es
diagonal, mantener esta sucesioén solo requirié mantener una matriz diagonal, la cual es

almacenada en un vector de la dimensién del sistema.

Precondicionamiento diagonal
Este método consiste en pre-multiplicar ambos lados del sistema por la inversa de la

matriz D definida como:
& Q; # 0
{ 1 en otro caso
Es decir, dividir cada fila de A y elemento correspondiente de rhs por la inversa del
elemento de la diagonal de dicha fila en caso de que este no sea nulo.
Este método transforma el sistema original en uno equivalente, con lo que la soluciéon

obtenida sobre el nuevo sistema resultara valida para el primero.

Resultados obtenidos
Ninguno de los dos métodos resultd Gtil para mejorar la convergencia sobre los sistemas

que se trataban de resolver en esta etapa. En los casos evaluados la misma no presenté
diferencias significativas haciendo uso de precondicionadores. Esto puede verse en los

siguientes graficos.
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con el uso de distintos precondicionadores

k
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con el uso de distintos precondicionadores
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Iteracion
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Mas alla de estos resultados, se notd que no es conveniente realizar operaciones sobre
los sistemas para la obtencion de otros equivalentes cuando estos son tan inestables
como los sistemas que estamos tratando de resolver, en especial si el método requiere
un tratamiento posterior a la obtencion de la solucion.

Por este motivo, en la seccién siguiente evaluaremos otra opcién, diferente al uso de este

tipo de precondicionadores.

Comparacion con otros solvers
Para finalizar, en esta seccidn compararemos la performance en tiempo y precision

obtenida por AcCim con la obtenida por el solver iterativo para matrices ralas GMRES
(Generalized Minimal RESidual, [24]).

Para esta comparacion fueron usados los problemas de B&S ya presentados sin hacer uso
de precondicionadores.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos por ambos algoritmos.

Tiempo
Solver B&S Pl | B&S P2 | B&S P3 | B&S P4 B&S P5 | B&S P6
AcCim 0,521184 | 1,84366 | 2,67326 | 7,45664 | 0,564128 |0,466528
GMRES 1,578 2,25 2,25 2,25 1,969 1,016
8 B AcCim
7
6 0O GMRES
5
4
3
2
1 |
04 , , , o | el |
P1 P2 P3 P4 P5 P6
Precisién obtenida
| Solver B&S P1 B&S P2 B&S P3 B&S P4 B&S P5 B&S P6
AcCim 9,682x10° | 1,955x10° | 1,540x10™* | 6,119x10° | 2,520x10° | 5,733x10°
GMRES 2,167x10° | 5,064x1072 | 4,745x1072 | 1,088x10%2| 3,339x10* | 2,467x10*

La precision obtenida por AcCim fue mejor en todos los casos, y en los dos problemas en
que AcCim no es superado en tiempo este logra una solucién de mayor precision.
Por otro lado, es importante destacar que GMRES no garantiza convergencia a la solucién

exacta en todo tipo de matrices mientras que AcCim si lo hace.
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Descomposicion en bloques

Dado que la aplicacion de precondicionadores sobre los sistemas mas dificiles de
SIDERCA no produjo una mejora en las soluciones obtenidas, la siguiente alternativa a
evaluar fueron los métodos de descomposicion en bloques y posterior resoluciéon del

sistema que fueron presentados en la introduccioén tedrica.

Algoritmo de descomposicion
Como ya se dijo en la introduccidén tedrica, este proceso consiste en particionar la matriz

a fin de obtener una divisién en bloques bien condicionados que ayuden a obtener
mejores resultados al hacer las proyecciones.

Vale aclarar que la divisién en bloques que resulta de este proceso puede ser reutilizada
para resolver diferentes sistemas con la misma matriz.

A continuacion explicamos algunos detalles relevantes sobre la implementacion de este

método, cuyo pseudo-codigo mostramos en el apéndice de algoritmos.

Detalles de implementacion
Para representar la particion de una matriz, se utilizé una estructura como la que ilustra

el siguiente grafico.

Estructura de particion de una matriz de 5x5 en dos bloques

blockstr |
blockInd |

3 6
4 2 3 5

1
1

abhwnN Pk

El vector blockStr, cuya dimensién coincide con la cantidad de bloques total (que en
adelante notaremos como () mas uno, contiene en blockStr[i] la posicion en la que se
comienzan a enumerar las filas del i-ésimo bloque en el segundo vector blocklInd. Por lo
tanto este ultimo, de dimension N, contiene los nimeros de todas la filas de la matriz en
el orden en que se encuentran repartidos en cada bloque. El nUmero de la ultima fila del
i-ésimo bloque se encontraréa en la posicion blockStr[i+1]-1, es decir, un lugar antes

de que comiencen a numerarse las filas del siguiente bloque.

Los bloques obtenidos son armados teniendo en cuenta el maximo de filas por bloque

() y la tolerancia para el numero de condicion de cada uno (x), ambos valores

definidos como parametros.
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Durante la ejecucion de este algoritmo son calculadas tanto la particion en bloques de la
. . . 2 t t

matriz del sistema sobre esta estructura, como la factorizacion LDL de A A/ para cada

blogue. Como ya se dijo, lo que se guarda realmente de estas factorizaciones son las

matrices L™ y D, generadas por el algoritmo y requeridas por los algoritmos de

resolucion.

Andlisis de costo

Costo temporal
Si bien el costo depende de las caracteristicas del sistema que esta siendo particionado,

dado que al final del proceso de descomposiciéon los bloques generalmente llegan a tener

el maximo de filas permitido u, y a los fines de estimar el costo promedio del proceso,

podemos plantear lo siguiente.

Dada una matriz de Nx N y una particion de q bloques de a lo sumo u filas cada uno, el

costo de obtener la particién es el costo de armar los bloques sumado al costo de haber

intentado agregar una cantidad de filas que fueron rechazadas.

El costo de este proceso estd determinado, principalmente, por los siguientes pasos en el

algoritmo:
-1y -1
Ij+1 =Dy L Ag,
t
O :1_Ij+1Dj|j+l’

donde | indica la cantidad de filas ya agregadas al bloque y se incrementara desde 1
hasta u durante la formacién del bloque, i el nimero de blogue actual y | el nimero de
la fila que se esta intentando agregar. Teniendo en cuenta que la dimensién de las
matrices Dj_1 y L"J-1 esde jx j,ladimensién de A esde jxn,ylade a esde n, se
puede ver que la cantidad de operaciones necesarias para resolver estas cuentas es de
2j?+nx j para el primer paso y 2n+1 para el segundo. Luego, si la fila efectivamente
es agregada al bloque, el costo aumenta en j2 operaciones.

Esto suma un total de Nx j+2j°+2n+ j*> +1 operaciones para la asignacion de una fila

a un bloque de | filas, lo que esta en el orden de O(nx J)

Este costo esta determinado por la eficiencia con la que se pueda resolver el producto del

blogue corriente A, por el vector @, . Esto debe ser tenido en cuenta especialmente en el

caso de que la matriz A sea rala, ya que en ese caso esta operacion es mas complicada
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de realizar que el resto de los productos y puede implicar un niUmero mayor de

operaciones.

En una implementacion en la que el producto A a, se pueda hacer en orden Nnx ],

podemos ver que luego de agregar u filas a un bloque, el costo total habré sido del

orden de:

pulu+1)
2

Por lo que el costo de particionamiento estara dado por:

O+In+2n+3n+..+ un=n

qxnx@+CFR.

Lo que se encuentra en el orden de O(qn,u2 +CFR).

Si bien el costo sumado por las filas que son rechazadas, es decir por CFR, puede ser
muy grande y aumentar el orden en un peor caso, a los fines de buscar un costo
promedio es valido considerar que este es menor que el de la formacién de los bloques.

Por este motivo, y para simplificar analisis futuros, de ahora en mas diremos que el costo
del algoritmo de descomposicion esta en el orden de O(qn,uz).

Costo espacial
Durante la ejecucion de este procedimiento, se le suma al espacio requerido para

almacenar la matriz rala, el requerido para almacenar la estructura de descomposicién en
bloques y las matrices L' y D™ correspondientes a la factorizaciéon de (AI Ait )_l para
cada bloque. Si bien este requerimiento depende de la cantidad de bloques y de filas por
blogue que resulten de la descomposicidn, se puede decir que hacia el final del
procedimiento el espacio requerido sera de [n + 2nz]+ [q +1+ n]+ [q(,u2 + ,u)]

El primer término corresponde al espacio de almacenamiento de una matriz rala de
dimensién N y Nz valores no nulos que ya fue calculado anteriormente.

El segundo término corresponde al espacio de la estructura de descomposicion que se
explicé en una secciéon anterior y que es generada completamente hacia el final de este

procedimiento.

L. . . -1 -1
El tercer término corresponde al espacio de las matrices L~ y D™ para cada bloque

definido. Este es asi porque, si bien cada una de estas matrices tiene una dimensién de
yz, la matriz D™ es una matriz diagonal que puede ser almacenada como un vector de
dimension .

Este costo se puede reescribir como 2n+q(u° + u+1)+2nz +1.
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Algoritmos de resolucion
Utilizando la estructura de descomposicién en bloques y la representacion de matrices

rala como base, se implementaron los algoritmos de resolucién presentados en el
apéndice de algoritmos como ALG1 y ALG2.

A continuacion explicamos algunos detalles relevantes sobre la implementacién de los
meétodos de resolucién que hacen uso del sistema particionado y hacemos un breve

analisis de su costo.

Detalles de implementacion
Una vez encontrada la particion del sistema, comienza el proceso iterativo. Observando

cualquiera de los dos algoritmos de resolucion presentados, podemos ver que ambos
requieren del calculo de inversas. Esto podria ser un problema si requiriera resolver
efectivamente un problema completo de inversidon en cada iteracion. Afortunadamente,
este no es el caso.

Esta situacion se presenta en dos pasos. El primero es el paso 7.1.1:
k t ty1 k
d = A(AA) (b, - AX").
Sin embargo, dado que el algoritmo de particién ha guardado las matrices Lt y D™

. . L -1 . .
correspondientes a la factorizacién LDL' de (AI Af) , la inversa se consigue

multiplicando LD,

El segundo paso en el que se requiere de la inversion de matriz es el 7.3:
t -1 2 2\!
w' =0 [ (Ja ot )
k

1
Si bien no se dispone de la factorizacién LDL' de la matriz de direcciones (DktDk) , Se

la puede conseguir haciendo uso del proceso de particion en bloques. Con este fin el
mismo es llamado para la formacién de un bloque de, potencialmente, toda la matriz.
Esto permite acceder a la factorizacion buscada y al mismo tiempo descartar filas que

empeoren el nimero de condicion de esta matriz.

Analisis de costo

Costo temporal
Segun se puede analizar observando el cédigo presentado, el costo del algoritmo de

resolucion ALG1, por iteracion, es de q(,u3 + n,u2 —i-,u2 + nz)+ nq2 +2Q, siendo ( la
cantidad de bloques en los que se particiond el sistema, u la cantidad méaxima de filas

por bloque, Nz la cantidad de valores no nulos de la matriz original de dimensién n y (,
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. . . . . . Kk
la cantidad de direcciones linealmente independientes de D" que se calculan durante la

-1
g Ktk
descomposiciéon de (D D ) .
El primer término corresponde al célculo de las direcciones que formaran parte de la

. K . ., . - .
matriz D", el segundo a la factorizacién de la misma utilizando el método de
descomposiciéon por bloques teniendo en cuenta el costo ya calculado para este algoritmo

y sabiendo que se forma un solo bloque de hasta ( filas, y el dltimo al producto final

para la obtencién de los pesos y posterior calculo de la direccion final.

Dependiendo del tamafio del sistema y de las restricciones espaciales que tengamos,
-1

estos costos pueden reducirse. Por ejemplo, dada una particién, el producto A’ (A, Af)

es el mismo para todas las iteraciones del algoritmo de resoluciéon y no necesita ser

recalculado si se dispone del espacio fisico para conservarlo entre dos iteraciones. En

este caso el costo podria reducirse a q(,u2 +nz)+ nq2 + 29, , evitando asf repetir las

q(,u3 + n,uz) operaciones correspondientes a este producto en cada iteracion.

En cuanto al costo del algoritmo de resolucion ALG2, este agrega el calculo de las

proyecciones de las ( direcciones calculadas, lo que suma 4Nnq operaciones por iteracion

dando un total de q,u2 + nq2 + 20, +4ngen caso de poder hacerse la optimizacion

explicada en el parrafo anterior.

Mas alla de dar la idea general del costo de estos algoritmos, lo que es necesario
destacar es que, como se puede deducir de la fébrmulas, el costo de particién crece

rapidamente si el valor de 4 crece. Por lo que para bajar el costo del mismo convendria

que este valor no sea elevado. Sin embargo, si este valor es muy pequefio, se generaran

mas bloques (es decir, aumentarda (), y esto hard aumentar el costo del algoritmo de

resolucion.

Costo espacial
En cuanto al costo espacial, se mantiene en estos algoritmos el requerimiento de

memoria de la descomposicién en bloques, ya que tanto la matriz como las estructuras y
factorizaciones que fueron generadas por este son usadas al resolver el sistema. A esto
se le suma, ademas, el de los vectores y matrices que forman parte del algoritmo de

resolucion, resultando en el siguiente costo:

[n+2nz]+[q+1+n]+ [q(y2 +,u)]+ [Zn +g+nxq+(q? +q)].
En donde los tres primeros términos corresponden a la matriz y estructuras de

descomposiciéon segun lo que ya fue explicado y el cuarto término contempla el espacio

para los vectores b y x* de dimension n, el vector W de dimension gq vy la matriz DX
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de dimension nx( que figuran en el algoritmo. Ademas, dado que en cada iteracién se

hace la descomposicion en un bloque de hasta q filas de esta matriz densa D* , sele

. 2 . . -1 -1 . .
suma un espacio de (° + ( correspondiente a las matrices L~ y D™ de la factorizacion

t -1
de (Dk Dk) . Notar que la estructura de descomposiciéon de D* no es almacenada dado

que la misma es una matriz densa que no necesita ser conservada, por lo que el unico
bloqgue obtenido se guarda en el mismo espacio de la matriz.

La expresion final para este costo, sera entonces de:
ng+4n+2nz+q° +q(u’ + u+3)+1.
En esta implementacion, las matrices ralas simétricas son extendidas a matrices ralas no

simétricas, por lo que en este caso no es valida la reduccién de espacio para este tipo de

matrices que era valida en la version de AcCim para matrices ralas.

Resultados

ALG1l vs. ALG2

En primer lugar nos interesa evaluar la aceleraciéon en la convergencia que se consigue
utilizando ALG2 con respecto a ALG1 segun lo que se explicd en la introduccion teérica.
En el siguiente gréafico podemos ver la evolucién de la distancia a la solucién a través de
N iteraciones de ambos algoritmos, siendo N la dimensién de la matriz, para el problema

basel7pl de SIDERCA.

Evolucion de la distancia a la solucién obtenida por ALG1 y ALG2

120

100

80 A

60 4

Distancia a la solucion

40

20

1 552 1103 1654 2205 2756 3307 3858 4409 4960 5511 6062 6613 7164 7715 8266 8817 9368 9919 10470 11021 11572 12123 12674 13225 13776

Iteracion

En este gréfico la linea cuadriculada corresponde a ALG1 y la linea triangulada

corresponde a ALG2.
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Como se esperaba, ALG2 converge en forma mas acelerada, consiguiendo antes de la
iteracion numero 500 el acercamiento a la solucidn que ALG1 consigue recién después de
N iteraciones (donde N es la dimension de la matriz). Este comportamiento se observo

en todos los casos evaluados.

Variaciones de u

Otro aspecto que es importante analizar es como afecta a la convergencia el tamafio de
los bloques en los que se descompone la matriz. Para esto corrimos el algoritmo ALG2
sobre el sistema basel7pl evaluando tanto la convergencia obtenida como el tiempo

consumido utilizando distintos valores de u .

En el siguiente gréafico se pueden ver las evoluciones a la solucién exacta obtenidas en

estas ejecuciones.

Evolucion de la distancia a la solucion obtenida por ALG2 para distintos valores de U/

120

100

80

60

Distancia a la solucién

40

20

0

1 143 285 427 569 711 853 995 1137 1279 1421 1563 1705 1847 1989 2131 2273 2415 2557 2699 2841 2983 3125 3267 3409 3551 3693 3835 3977
Iteracion

En este gréafico la linea triangulada representa la evolucion con u = 50, la linea
cuadriculada la evolucion con = 100 y la linea con circulos la evolucién con g =200.

En estos casos, los tiempos cada 100 iteraciones fueron los siguientes.

Tiempo requerido para ejecutar 100 iteraciones del algoritmo ALG2

sobre basel7pl para distintos valores de U

1#=50 | ©=100 | u=200
| Tiempo (segs) 313 119 82

Por un lado se puede ver que el tiempo por iteracidon decrece al crecer el tamario de los

bloques. Esto se debe a que el proceso de descomposicién en bloques de la matriz de
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direcciones, que segun vimos se lleva a cabo en cada iteracion y es la operacion que mas
tiempo consume, es mas rapida cuanto menor es la cantidad de bloques en la que se
particioné el sistema (esto es valido si se puede ejecutar la optimizacion explicada en el
andlisis de costo temporal del método).

Por otro lado vemos que la mejor convergencia se obtuvo particionando este sistema, de
dimension 13345, en bloques de hasta 100 filas. En los otros dos casos, vemos que la
convergencia se estanca antes de lograr un buen acercamiento a la solucién.

De esto podemos observar que la eleccion de un valor adecuado para i es fundamental

en el éxito de la ejecucién. Si bien este valor variara entre distintos sistemas, por una
cuestion de eficiencia es recomendable que sea un valor tal que el algoritmo de

descomposicién no produzca una gran cantidad de bloques.

Sistemas mal condicionados
Una caracteristica de estos algoritmos que es importante evaluar es el comportamiento

obtenido sobre sistemas mal condicionados. Idealmente, se necesita que el mal
condicionamiento no afecte la convergencia a la solucion.

El siguiente grafico muestra una comparacion entre el comportamiento obtenido por
ALG2 sobre los problemas basel7pl, sistema con nUmero de condicion aproximado de
10, y basel7p3, sistema con numero de condicidn aproximado de 1000. Las evoluciones

corresponden a ejecuciones con u =100, ya que este fue, en ambos casos, el valor de u

con el que mejor convergencia se obtuvo.

Evolucion de la distancia a la solucién durante la ejecucion del algoritmo ALG2 para los sistemas

basel7pl y basel7p3

120

100

80

60

Distancia a la solucién

20 A

0

1 129 257 385 513 641 769 897 1025 1153 1281 1409 1537 1665 1793 1921 2049 2177 2305 2433 2561 2689 2817 2945 3073 3201 3329 3457 3585 3713 3841 3969
Iteracion
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En este grafico la linea triangulada corresponde al sistema basel7pl y la linea
cuadriculada corresponde al sistema basel7p3.

Se puede ver que con el sistema basel7pl el algoritmo ALG2 converge rapidamente
mientras que con el sistema basel7p3 converge rapidamente s6lo en un principio para
estancarse a las pocas iteraciones a una gran distancia a la solucién. Este mismo
comportamiento se observé con el resto de los problemas de SIDERCA, por lo que en

estos casos se puede ver que el mal condicionamiento si afectd la convergencia.
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Conclusiones

Si bien los experimentos realizados en [1] sobre matrices densas ya demostraban que las
técnicas de aceleracion aplicadas en AcCim son efectivas para resolver una amplia gama
de problemas, aqui presentamos una nueva version de este solver sobre el que pudimos
investigar una serie de optimizaciones que mejoraron su performance. De estas
optimizaciones, la que ofrecid6 mayor ventaja fue la paralelizacion mediante la utilizacion
de una libreria de threads. Esta version, que explota explicitamente el paralelismo
intrinseco del algoritmo, produjo mejoras de mas de un 20% en el tiempo de ejecucion
con respecto a la versién secuencial.

Ademas pudimos comprobar, mediante una nueva implementacién, que estos resultados
pueden extenderse a matrices ralas de dimensiones mayores en una implementaciéon de
costo computacional significativamente menor que resulta competitiva en tiempo con
otros solvers iterativos para matrices ralas usados ampliamente hoy en dia, superandolos
en su comportamiento numérico y sin el uso de precondicionadores.

Esta implementaciéon también nos permitié detectar un grupo de problemas que
presentan dificultades de convergencia, a través de los cuales pudimos evaluar distintos
métodos para ampliar el alcance del algoritmo.

Si bien no pudimos obtener métodos generales para lograr este objetivo, esto nos llevé a
implementar un método acelerado de resolucién con descomposicidon en blogues que no

habia sido implementado para matrices ralas.
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Trabajo Futuro

Los algoritmos implementados en el transcurso de este trabajo sirven para resolver
sistemas lineales consistentes. En [19] y [20] se presentan nuevos métodos que sirven
para buscar la soluciéon de minimos cuadrados a problemas inconsistentes. Los algoritmos
presentados utilizan un esquema de proyecciones oblicuas incompletas sobre un conjunto
convexo para minimizar una norma del residuo. Dado que estas proyecciones oblicuas
tienen un menor costo computacional que las proyecciones exactas, se espera que una

implementacion de estos métodos sea mas rapida que las aqui presentadas.

En la parte matematica queda estudiar el desarrollo de nuevos precondicionadores
generales, que ademas de mejorar el condicionamiento de la matriz tengan en cuenta su

estructura rala.

Por otra parte, si bien hicimos implementaciones paralelas del método AcCim, esta
técnica no se aplicé a la versién para matrices ralas, por lo que ese es un campo que adn

queda por explorar.

Finalmente, como ya se mencion6, todavia es posible aplicar algunas optimizaciones a las
implementaciones aqui presentadas. Entre estas optimizaciones se incluyen:
e El estudio de los patrones de acceso a memoria, de forma de optimizar el uso de
caches
e Utilizacion mas extensiva de profilers

¢ Implementacion de operaciones criticas en lenguajes de mas bajo nivel
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Apéndices

Formatos de almacenamiento de matrices ralas
Las matrices ralas son aquellas en las que la mayoria de sus coeficientes son ceros.

Evitando almacenar las entradas con valor nulo, es posible reducir considerablemente los
requerimientos de almacenamiento de las mismas, con la consecuente posibilidad de
trabajar con sistemas mucho mas grandes.

Existen varios formatos de almacenamiento para esta clase de matrices. A continuacion

presentaremos algunos de ellos mediante un ejemplo.

Sea Ae R™",

11 0 13 14 0 O
0 22 23 0 25 O
A 31 32 33 0 35 0
41 0 0 44 0 O
0 52 53 54 55 O
0 0 0 O O 66

con N=mMmM=6.
Notar que los ejemplos usan la convencion FORTRAN, en la que los indices de los arrays

comienzan en 1.

Indice de filas y columnas
El método mas sencillo consiste en almacenar, para cada elemento no nulo, la filay la

columna a la que pertenece. De esta forma, si la matriz tiene NZ entradas no nulas, el
requerimiento de memoria sera del orden de O(3nz), dependiendo del tamafo del tipo de

datos usado para los indices y para los elementos en si.

Nuestra matriz de ejemplo seria almacenada de la siguiente forma:

row 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 4 4 5 5 5 5 6
col 1 3 4 2 3 5 1 2 3 5 1 4 2 3 4 5 6
value 11 13 14 22 23 25 31 32 33 35 41 44 52 53 54 55 66

Compressed Sparse Row (CSR)

Observando la estructura obtenida con el método anterior, podemos ver que en el array
de filas los elementos se repiten, dado que la matriz esta almacenada por filas.
Considerando esto, se puede comprimir dicho array haciendo que el i-ésimo elemento de

row indique dénde comienza la i-ésima fila. De esta forma queda:
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rowstr 1 4 7 11 13 17 18
colind 1 3 4 2 3 5 1 2 3 5 1 4 2 3 4 5 6
value 11 13 14 22 23 25 31 32 33 35 41 44 52 53 54 55 66

Notar que rowstr[i+1]-rowstr[i] es igual a la cantidad de elementos no nulos de la i-
ésima fila y que rowstr[n+1] (donde n es la cantidad de filas de la matriz) debe fijarse
de forma de cumplir este invariante.

Con esta modificacion se pasa de un orden O(3nz) a O((n +1)+ 2nz).

Compressed Sparse Column (CSC)

Dado que en FORTRAN las matrices se almacenan por columnas en lugar de por filas
(como es la costumbre en C/C++), existe un formato analogo a CSR, donde en lugar de
indicar el comienzo de cada fila, se indica el de cada columna.

De esta forma, el ejemplo quedaria:

colstr 1 4 7 11 14 17 18
rowind 1 3 4 2 3 5 1 2 3 5 1 4 5 2 3 5 6
value 11 31 41 22 32 52 13 23 33 53 14 44 54 25 35 55 66

Matrices simétricas
En el caso de las matrices simétricas, el formato CSR almacena solo el triAngulo superior,

y el formato CSC el triangulo inferior. En ambos casos también se guarda la diagonal de

la matriz.

Formato de almacenamiento en disco
Ademas de la estructura utilizada para los datos, al guardar los elementos de cada vector

en disco estos se pueden almacenar en formato little-endian o big-endian (en memoria

siempre se utiliza little-endian).

Nuestra implementacién contiene cédigo C++ para manejar los siguientes formatos: little-
endian, big-endian, CSC simétrico y no simétrico, CSR simétrico y no simétrico, y

también para convertir de uno a otro.

Descripcidon de los problemas
En esta seccidon presentaremos los problemas usados para probar los diferentes

algoritmos e implementaciones.
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Sistemas H,
Estos son problemas densos muy simples, de dimensién nxn, generados en forma

aleatoria pero asegurando que sean convergentes. Para esto se los hace diagonales

dominantes, o sea que |a“| > Z‘aij‘ para todo i.

j#i

Bramley & Sameh
Estos seis problemas ([14], llamados cominmente B&S P1 a P6) surgen de la

discretizacion, usando diferencias centrales, de ecuaciones diferenciales parciales

elipticas de la forma au,, +bu, +cu, +du, +eu, + fu, +gu=F, donde a...g, F son

funciones de (X, y,z) y el dominio es el cubo unitario [0,1]x[01]x[01]. Sobre los sistemas

fueron aplicadas las condiciones de Dirichlet para tener una solucidon conocida contra la

que calcular errores.

Cuando la discretizacion se hace utilizando N, puntos en cada direccion, se obtiene un

. ez 3 . e 2
sistema ralo, no simeétrico, de orden N =N, . En los sistemas de prueba se utilizé n, =24,

por lo que N =M =13824, y los sistemas resultantes tienen 93312 elementos no nulos.

Los problemas estan definidos de la siguiente manera:
e P1: Au+10°u, =F con solucion u(x,y,z)=xyz1-x)1-y)1-z) y «(A)~4
e P2: AU+10%™(u, +u, —u,)=F con solucién U(x,y,z)=x+y+2 y x(A)~57
e P3: Au+10°xu, — yu, +zu, +10*(x+ y+z)u/xyz)= F con solucién
u(x, y,z)=e" sin(zx)sin(zy)sin(zz) y x(A)=~40000
e P4: AU-10°X*(u, +Uu, +U,)=F con la misma solucién que P3 y x(A)~4786
e P5: AU-10*(L+x?u, +10%(u, +u,)=F con la misma solucién que P3 y «(A)=~36
e P6: AU-103((1—2x)u, +(L-2y)u, +(1—22)u, )= F con la misma solucién que P3

y x(A)=77

SIDERCA

Se basan en modelos matematicos de la fabricacién de tubos de acero sin costura por
medio del proceso de Mannesmann. Para generar estos modelos se utilizan métodos de
elementos finitos como se explica a continuacion.

En cada etapa del proceso de fabricacion se obtiene una malla de elementos finitos.
Luego se obtienen las ecuaciones de métodos finitos mediante el método de Galerkin y

en cada punto de la malla se resuelve una sucesion de sistemas lineales para obtener la
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minimizacion. Finalmente, el estado de cada punto de la malla permite modelar el

proceso.

Tenemos 4 de estos sistemas, que corresponden a 4 variantes del mismo problema, en

las cuales se ha modificado un factor de penalizaciéon con el fin de imponer las

condiciones de incompresibilidad del material. Esta penalizaciéon provoca una variaciéon en

el condicionamiento del sistema. Los problemas fueron llamados basel7pk donde Kk es

un factor de penalizacion, de forma que x(A)~10*.

En el siguiente cuadro resumimos las caracteristicas de los sistemas de prueba que

utilizamos.

Nombre n nz IF(A) Simétrico | Almacenamiento | Endianess
basel7pl | 13345 | 474966 10t si CSsC big
basel7p3 | 13345 | 474966 10° si CSC big
basel7p5 | 13345 | 474966 10° si CSC big
basel7p7 | 13345 | 474966 10’ si CSsC big
B&S P1 13824 | 93312 4 no CSC little
B&S P2 13824 | 93312 57 no CSsC little
B&S P3 13824 | 93312 | 40000 no CsC little
B&S P4 13824 | 93312 | 4786 no CSC little
B&S P5 13824 | 93312 36 no CSsC little
B&S P6 13824 | 93312 77 no CSC little

Siendo N la dimensién de la matriz (A€ R™"), nz la cantidad de entradas no nulas de

la matriz y E(A) el nimero de condicion aproximado del sistema.
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Algoritmos

Algoritmo AcCim
1. Normalizar el sistema

2. k=0
3. r’=b-Ax°
4. 1,=0
5. d°=0

6. fori = 1..m (en paralelo en la version AcCimMT)

6.1. d°=d°+r°A
6.2. 1, =r+(r°f
7. 2=/’
8. x'=x"+ad°
9. rv=b-Ax'
10. r' = ||rv||§

11. while (\/rk+1 > &% max(l, \/E)) & (k < maxiter —1)

11.1. k=k+1

11.2. r=0
11.3. A =r
11.4. d*=0

11.5. fori = 1..m (en paralelo en la version AcCimMT)

k k
11.5.1. d* =d" +rv,A

1152, r=r+()f

11.6. d¥=d* —idk_lt—Xdk)d"‘l

o1,
2

11.7. A= Ak/HdkHz

11.8. x“1=xk + g *

11.9. rv=hb— Ax*?

11.10. ! = |||

12.return Xk
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Algoritmo ALG1

El siguiente es el pseudo-codigo del método acelerado que incluye descomposiciéon en

blogues y la combinacién 6ptima de las proyecciones.

Descomponer la matriz en bloques por filas
q = cantidad de bloques

k=0

r’=b—Ax°

P W DM PR

5. r=r, =Hr°H

6. Q=1
7. while (r > exmax(Lr,)) & (k < maxiter)
7.1. fori=1..q
7.1.1. df = N(AN)_I(bi ~ AX*)
72, D*=ldf,..d¥]
2)t

1 Y,

7o w =0 (e o

7.4. X' =x*+ D*wk

75.  r*t=p- Ax*?

76. I =Hrk+1

7.7. k=k+1

8. return Xk
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Algoritmo ALG2

El siguiente pseudo-cédigo corresponde al método acelerado que, ademas de las técnicas

introducidas en ALG1, agrega la proyeccion sobre el hiperplano 6ptimo.

1.

2. g = cantidad de bloques
3. k=0

4. r®=b-Ax°

5. r=r, =Hr°H

6. Q, =1

7. while (r > exmax(Lr,)) & (k < maxiter)

7.1. fori=1..q

Descomponer la matriz en bloques por filas

7.1.1. df = N(AN)_l(bi ~AX*)

7.2. D =lal",...,d K J

ro w =65 (Jarf o

7.4. d*=D*w
75,  xt=xk4d*
76. v=d*

7.7.  r“t=p— Ax*"?

78. 1 =Hr

7.9. k=k+1

8. return x

Donde
Qua(x)=P, (x)=x-av
_vx
Iv°

2)t
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Algoritmo de descomposicion en bloques
1. i=1

3. while I #1
31, lo=l-lg, j=1,1,=¢

3.2. elegir l el
3.3. A. :[a|]! Dl:[l], Li_l:[l]
34. o=l -{}, Ig=1,0{}, 1, =1, U{l}
3.5.  while (J <,u) & (IC ¢¢)
3.5.1. elegir | el

-1y -1
3.5.2. 1, =D;'L}'Ag,

3.5.3. §,,=1-1,,D)l;,,
3.5.4. if1/5,, <K
A
3541 A=
A|n
. L 0
3542 Ly,= [
o P |
3.5.4.3. D, = b7 o
- - - - J+l - O y51+l
3.5.4.4. lg=1,0{l}, 1, =1, 0{l}

3.545 j=j+1
3.5.5 lg=1.-{}
3.6. i=i+l

-1 -1 .
4. return L7, D;” V 1< )<q

Donde:
| ={,...,m}
Iy = {I . lafila @, de A esta asignada a algun bloque }

g es la cantidad de bloques formados
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Reproduccién de pruebas

Ejecutables disponibles en el CD
En el directorio /src/ del CD se encuentra un archivo Makefile que permite generar, en

Linux, los diferentes binarios. En dicho directorio también se pueden encontrar los
archivos de proyecto para Visual C++ 6.0. En /data/ estan los sistemas de prueba
usados a lo largo de este trabajo. Y finalmente, en el directorio /bin/ se encuentran los

ejecutables en sus versiones para Windows.

Nombre ejecutable/

target makefile Observaciones

accim-d-plain AcCim para sistemas densos
accim-d-mkl AcCim para sistemas densos, usando MKL
AcCim para sistemas densos, con threads

accimmt-d-plain L
explicitos

AcCim para sistemas densos, con threads

accimmt-d-mkl .
explicitos, usando MKL

accimsp-d-plain AcCim para sistemas ralos

accimsp-d-mkl AcCim para sistemas ralos, usando MKL

algl-d-plain ALG1 para sistemas ralos

alg2-d-plain ALG2 para sistemas ralos

checkgeometry Estudia la geometria del sistema

condestimator Estima el niumero de condiciéon del sistema
usando MKL

svd Calcula los valores singulares de la matriz
usando MKL

Todos los binarios pueden ser ejecutados sin parametros para obtener ayuda sobre los
mismos.
En los siguientes ejemplos, para probar con un sistema de B&S, se debe agregar el

parametro —1 para indicar que el mismo esta almacenado en formato little-endian.

AcCim
accim-d-plain —d10000 —sO -v

AcCimMT
accimmt-d-plain —d10000 —sO -v

AcCimSP

accimsp-d-plain basel7pl.matrix -s -m -xn0 -e0 -ee0 -a9999999999 -i13000 -v5
accimsp-d-plain basel7pl.matrix -s -m -xn0 -e0 -ee0 -a9999999999 —i13824
-v5
accimsp-d-plain samehl-csc.matrix -u —1 -m -xn0 -e0 -ee0
-a9999999999 -i113824 -v5
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Utilizacidén de precondicionadores

Balanceo

accimsp-d-plain basel7pl-balanced.matrix -u —m

-bbasel7p3-balanced.matrix.col -i3000 -e0.0000000001 -ee0.0000000001
-a3000 -v5

Diagonal
accimsp-d-plain basel7pl.matrix -s -m -r -i13000
-e0.0000000001 -ee0.0000000001 -a3000 -v5
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