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Resumen

Esta tesis esta basada en el manuscrito no publicado de Alan Turing titulado
“A note on normal numbers”. El manuscrito de Turing tiene tiene por obje-
tivo dar dos teoremas. El primero es una demostraciéon constructiva de que
la mayoria (en el sentido de la medida de Lebesgue) de los nimeros reales
son absolutamente normales. Este teorema fue probado con anterioridad por
Borel en 1909, pero de una manera no constructiva. El segundo teorema es
un algoritmo para generar instancias de niimeros absolutamente normales.
En el manuscrito de Turing ninguna de las dos demostraciones estan comple-
tamente desarrolladas. En esta tesis damos una reconstrucién completa del
Teorema 1 de Turing.

El interés de este trabajo es conocer las técnicas que utilizé Turing en relacién
a los nimeros normales, especialmente porque actualmente no se cuenta con
métodos que permitan demostrar la normalidad de nimeros reales, ni se
conocen algoritmos rapidos para dar instancias de nimeros normales.
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1. Introduccion

En este trabajo hacemos una revisién del manuscrito de Alan M. Turing titu-
lado “A note on normal numbers”, trabajo que ha permanecido inédito hasta su
reciente aparicién en las obras completas de Alan Turing en la coleccién “Collected
Works of A.M.Turing”, editada por J.L.Britton (1992) [11], pp. 117-119, con notas
del editor en pp. 263-265 1. Britton destaca las dificultades para la transcripcién
del manuscrito de Turing debido a que los originales son bastante ilegibles y estan
incompletos.

Hay una versién “scaneada”del manuscrito original de Turing que puede verse
en la direccién de internet http://www.turingarchive.org 2.

Nuestra motivacién para abordar este trabajo fue conocer las técnicas que uti-
liz6 Turing en relacién a los nimeros normales, especialmente porque actualmente
no se cuenta con métodos que permitan demostrar la normalidad de nimeros
reales. Por ejemplo es ain una conjetura que la constante m es normal en base 10.
Tampoco se conocen algoritmos rapidos para construir nimeros absolutamente
normales ([3, 4, 5]).

En su manuscrito, Turing enuncia dos resultados, con insuficientes detalles de de-
mostracién. El primero, su Teorema 1, es una demostracién constructiva efectiva
de que que casi todos los niimeros reales son absolutamente normales.

Teorema 1 (Turing). Podemos dar una funcion recursiva ¢ : N x N — P(R) y
un ko € N tales que, para k > ko: c(k,n+1) € c(k,n) y

E(k) = () c(k,n)

n>1
tiene medida 1 -1/k y contiene inicamente reales absolutamente normales.

El segundo resultado es un método para generar constructivamente nimeros
absolutamente normales particulares. Es decir, un algoritmo para producir niimeros
absolutamente normales. Este Teorema 2 utiliza el Teorema 1.

Nuestro trabajo ha sido reconstruir el Teorema 1 de Turing y dar todos los de-
talles de su demostracién. Naturalmente nuestro interés en el Teorema 1 es indagar
qué herramientas utiliza Turing, ya que el resultado de que los niimeros normales

!Observamos que las notas [1] y [2] del editor no son correctas

2Este archivo digital contiene principalmente papeles personales no publicados y fo-
tografias de Alan Turing de 1923 a 1972. Los originales se encuentran en el archivo Turing
en King’s College Cambridge.



tienen medida 1, se debe a Emil Borel y data del afio 1909 [2], mediante una de-
mostracién no constructiva. Una demostracién constructiva pero no recursiva del
mismo resultado se debe a Sierpinski [9]. Aunque toman como punto de partida
distintas —pero equivalentes— definiciones de normalidad, la demostracién de Tur-
ing y la de Sierpinski tienen un espiritu similar; y por otro lado, la construccién
de Turing tiene cotas mas ajustadas que las de Sierpinski.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccion 2 damos las
distintas definiciones equivalentes de normalidad. En la seccién 3 hacemos una
reconstruccién completa del Teorema 1 de Turing. En la seccién 4 desarrollamos
la demostracién del Teorema 1 de Turing siguiendo fielmente la demostracién que
figura en el manuscrito. Lamentablemente hay un lema central que no pudimos
demostrar. Por tltimo, en la seccién 5, damos una cota alternativa que utilizamos
en nuestra reconstruccién del Teorema 1 de Turing.

En los apéndices 1 y 2, incluimos las paginas “scaneadas”de los manuscritos orig-
inales y la version transcripta por Britton.



2. La definicion de normalidad

Sea t un entero mayor o igual que 2. Una palabra en base t de longitud R
es una secuencia de R simbolos en el afabeto {0,...,t — 1}. La longitud de una
palabra w la denotamos: |w|. Indistintamente, en diferentes partes de nuestro tra-
bajo, utilizaremos el término digito (en base t) o bien para nombrar a una palabra
en base t de longitud 1, o bien, para referirnos a un simbolo del afabeto {0, ...,t—1}.

Todo ntimero real o > 0 tiene una expansién fraccionaria tnica en base t de
la forma

(oo}
Q= [a] A Z ant'""
n=1

donde [ ] denota parte entera, 0 < a, <ty a, <t — 1 para infinitos valores de n.
Esta tltima condicién sobre a,, se introduce para asegurar la representacion tnica
de ciertos racionales.

Definicién 2. Sea o un ntiimero real en (0, 1), y y una palabra en base ¢. Definimos
S(a,t,7, R) como el nimero de ocurrencias de -y en los primeros R digitos después
del punto decimal, en la expansién de a en base t.

La definicién de la propiedad de normalidad para nimeros reales es de Borel,
del afio 1909 [2].

Definicién 3. Sean o un numero real en (0,1), ¢t € N, ¢ > 1, V digito d en base t.
a is stmplemente normal en base t si
S(a,t,d,R) 1

lIm ———~ = —
Rl—xgo R t

a es absolutamente normal si es simplemente normal en toda base t > 2.

Borel indica que los niimeros absolutamente normales tienen una propiedad que
los caracteriza: la propiedad de que todos los bloques de igual tamano aparecen con
la misma frecuencia, en cada base posible. Esta propiedad da lugar a la Definicién 4
que tiene la apariencia de ser més exigente que la definicién de absoluta normalidad
dada por la Definicion 3. Las dos definiciones son equivalentes. La demostracién
de la equivalencia se puede ver en el libro de Harman. [7] (Teorema 1.3, pag 7).

Definicién 4. Sea o un nimero real en (0, 1).
a es normal si para toda base t, y para cada palabra v en base ¢, Vit > 1,
S(a,t,v, R
T w = ¢l
R—oo R
En su manuscrito Turing utiliza esta Definicién 4 de normalidad basada en
bloques de digitos. Nuestra reconstruccién del Teorema 1 utiliza la Definicién 3,

en el sentido que la construcciones estan basadas en digitos.
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3. Reconstruccion del Teorema 1 de Turing

En su demostracién del Teorema 1 Turing utiliza una cota superior de la can-
tidad de palabras de una longitud dada en las que un bloque de digitos dado tiene
demasiadas, o demasiado pocas ocurrencias con respecto a su valor esperado. Tur-
ing no demuestra esta cota .

Nosotros reformulamos la demostraciéon del Teorema 1 de Turing y evitamos asi el
resultado faltante. En vez de basarnos en la Definicién 4 de normalidad lo hacemos
en la Definicién 3, por lo que requerimos una cota para la cantidad de palabras de
una longitud dada en la que un digito dado aparece en defecto o en exceso respecto
de la cantidad de veces esperada. Esta cota se prueba en el Lema 8 de esta seccion.
Observaremos que la cota obtenida en el Lema 8 es apenas mayor que la utilizada
por Turing instanciada para digitos (bloques de longitud 1).

Definiciéon 5. Seat € N, t > 1, n € Ny, R € N y v una palabra en base t.
Definimos N(t,~,n, R) como el niimero de palabras en base ¢t de longitud R, en
las que =y ocurre exactamente n veces (incluyendo superposiciones, si las hubiera).

A modo de ejemplo, las siguientes tablas muestran la cantidad de apariciones
del digito 0 y la palabra 11 para cada cadena binaria de longitud 3 y los valores
de N(t=2,y=0,n,R=3)y N(t =2,7 = 11,n, R = 3), respectivamente.

—
[

Palabra | v
000
001
010
011
100
101
110
111

=
2

Mmoo~ oo ol

N(2,0,n,3) | N(2,11,n,3)
1 5

w N = o3

_ W W

2
1
0

Como ya dijimos, Turing da una cota para la cantidad de palabras de una
longitud dada en las que un bloque de digitos dado aparece en exceso o en de-
fecto respecto de la cantidad esperada. En particular, la cota de Turing se puede
instanciar para bloques de longitud 1, es decir, para un digito. Se puede ver facil-
mente, que la cantidad media de apariciones de cualquier digito d en una palabra
de longitud R en base t es R/t. La cota de Turing instanciada para digitos, es la
siguiente:



Misterioso Lema 6 (Turing). Sea t € N, t > 1 y Vd digito en base t. VR €
N,k € R tales que: % < .34

2
3" N(td,nR) <2tfeir
n:ln—R/t|>k

Damos ahora el siguiente Lema 8 que usaremos en lugar del no demostrado
Misterioso Lema 6. Este Lema surgié de completar los detalles faltantes y expresar
convenientemente el Lema 1.1 de Harman [7] .

Observacion 7. Por un argumento elemental de combinatoria,

N(t,d,n, R) = ( R ) (t — 1)

n

Lema 8. Seat € N, t > 1. Sea d un digito en base t. Para todo R € N,e € R tales
que % <e< %:

> N(tdnR) < 2 (1—et/3)lR 2R,

In—R/t|>eR
Demostracion.
L¥—¢R) R
> N(tdnR) < > N(dnR+ > N(tdn,R)
ln—f|>sR n=0 n=[I:+ER_|
R_ R_
Sea Y = SLeo W N(t, d,n, R) = Sl < - ) (t - 1R,

Claramente, VR : Y% | ( 1: ) (t — 1)E—n = ¢R

Sea a, = ( f ) (t — 1)B~" los términos en la suma Y. Sabemos que para todo

7. MEenor que [?J, los términos son estrictamente crecientes. Esto es, a, < any1 0

an 1
s €1,



N 9 L _ (mne-1)

( n+1 )(t 1)

y reemplazando n = | £ — ¢], con 6 > 0
(t- (L2 -0 +1)

R—|E& -9
t-1)(E-0+1)
- R-%4+9
_ L th—t+1
a R-%49¢
- e t@—-1)+1
B RA-1/t)+6
pa,rat9§1t—2
£(6 — 1)
Jows 2N T
< R
para 6§ > eR/2
et
< RN
< 1 2+R

Usando las hipétesis: & < & < 1 tenemos que para cadan talque 0 < n < £—cR/2

e, S 1—%t &1

On+1

Damos ahora una cota superior para Y “desplazando la suma hacia la derecha” |eR/2|
posiciones. Usamos que para cada 0 < n < % —€eR,

an Gnt1  Ont[cR/2) €L\ |er/2)
G = s an, =fill——= ap
An+1 Gni2 QAn+|eR/2]+1 e : 3 ) e
[ F—eR] L §—eR) ;
€
Y= Z an < Z - E)LER/2J“L€R/2J+n+1
n=0 n=0
. |R—eR|
€
= (]_ = ‘5‘)L€R/2J Z Q|eR/2)+n+1
n=0
et -
< (1 _ §)[512/2Jt1“1’ (porquezan - tR)
n=0



“ N(t,d,n, R) de la siguente

La misma cota se obtiene para Z = Zn:LeRJrfJ
manera. Sean a,, los términos en esa suma. Sabemos que Vn > L%J +1, an > apy1,
dnt2  9ntl Demos una

o sea que los términos son estrictamente decrecientes, y e =
n n

cota para estos cocientes:

R
t_ 1 R—n—1
an+1_("+1>( ) B R—-n
. Dt -1)
n
y reemplazando n = [ £ + 6], con 6 > 0
_ __ R-|7+4]
t-1D(2+6]+1)
R-E£_.g41
< -
t-1(E+0)
o t-1)(E+0)—to+1
- D)(E+0)
(t6—1)
=1 e
(t-1)(E+0)
0
< l-3
T+
El mayor de los cocientes de la forma 33:—1, cuando n >= L% + 6], y con
eR/2 <6 < R- % es: }f’}:“” para 0 = 525. Por lo tanto, usando la hipétesis
LF+0]
e < % obtenemos:
0 2
R = _RER/ S P Sl*s—t

Ahora damos una cota superior para Z desplazando la suma a la izquierda |[eR/2|

posiciones.
R
LeR/2) Qn—|eR/2)

an_LsR/2J+lan—LsR/2J <(1- %t)

Ap QAn-1
QAn—|eR/2|

Qp =
an—1 O0p-2



R R
t
Z= Y a < Y - %)LSR/ZJan—[aRNJ

n=| % +teR| n=| ®+eR|
R
et
= (1 - ’g)lER/QJ Z An—|eR/2|
n=|¥+eR|
R
< (1- %t)LER/ﬂtR (porquez an = tf)
n=0

O

Ahora definiremos una serie de conjuntos que capturaran los niimeros reales
del intervalo (0,1) candidatos a ser absolutamente normales, y veremos algunas
proposiciones que acotan las medidas de dichos conjuntos.

Recordemos la Def. 2, pero instanciada para digitos en lugar de palabras. Sea
o un real del intervalo (0,1), d un digito en base t. S(a,t,d, R) es el niimero de
ocurrencias de d en los primeros R digitos después del punto decimal, en la expre-
sién de « en base t.

Diremos que s es candidata a ser absolutamente normal cuando la cantidad de
apariciones de d en s (denotada con n) estd “cerca”de la media.

Para probar que casi todos los reales en el intervalo [0, 1] son absolutamente nor-
males, probaremos que hay “pocos” reales, en el sentido de la teoria de la medida,
que son candidatos a no ser absolutamente normales. Toda vez que nos refiramos
a la medida de un conjunto X, estaremos hablando de la medida de Lebesgue, y
lo notaremos p (X).

El resultado dado en el lema 8 muestra que podemos acotar superiormente la
cantidad de palabras en base t de longitud R, que son candidatas a no ser absolu-
tamente normales.

Definiciéon 9. Seat € N, ¢t > 1, d un digito en base t, R € N,e € R.
Llamaremos B(e, d,t, R) al conjunto de reales « € (0, 1) tales que

R
|S(e, t,d, R) — _{l <eR
Informalmente, los reales del conjunto B(e,~,t, R) serdn los candidatos a ser nor-

males en base t. La siguiente Proposicién acota inferiormente la medida de tales
candidatos.



Proposiciéon 10. Seat € N, t > 1, y sea d un digito en base t. Para todo R €
N,z € R tales que: % <e< %:

p(Bled, 1, B) > 1-2(1 - S)UF)

Demostracion. La medida de los o € (0,1) tales que sus primeros R digitos de su
expresion fraccionaria en base t corresponden a una secuencia dada, es =5,
Luego,

w ({a € (0,1): |S(e, t,d, R) — %] > ER}) =t R Z N(t,d,n,R)
In—F12eR

y por el Lema 8, tenemos:

u(Be,d,t, R)) = u({ae(o,n:|s<a,t,d,R)—§|<eR})

5 1-2(1— %t)l'EEJ

O

Definimos A(g, T, R) como el conjunto de reales a € (0,1) que son candidatos
a ser normales en toda base t tal que 2 <t < T:

Definicién 11. SeaT € N, T' > 1. Paratodo Re Nye e R :

T
A€, T,R)=() () B(dtR)
t=2de{0,...,t—1}

En la siguiente Proposicién acotamos inferiormente la medida de A(e, T, R):
Proposicién 12. Para todo R € N,T € N,;T > 1,e € R tales que: % <e< —71—,:

T(T+1)-2

Re2-2¢
3

H (A(67 Ta R)) >1-
e

Demostracion. Tomando complemento, obtenemos las siguientes desigualdades:

T
#(U U (0,1)\B(5,d,t,R)>

1 ((0,1)\ A(e, T, R))

t=2de{0,...,t—1}

T
Z Z /1'((07 1) \B(Ev d7t7R))

=
t=2 def0,....t—1}
z (TF+1)= 91— %E)VEEJ
52— .3
< (TT+1) =2 s~

10



La anteultima desigualdad surge de la Proposicién 10 y de la observacién de que
el nimero de conjuntos B(e,d,t, R) que se intersecan es Zfzzt = W La
ultima proviene del hecho que Vz > 0y Vy : (1+y/z)* < e¥. O

Turing define los conjuntos Ag, especializando los conjuntos A para ciertos
valores de £, T' y R. En esta seccién, hacemos una variacién a esas asignaciones,
dado que estamos trabajando con otra cota inicial.

Definicién 13. Ay es el conjunto A(e, T, R) especializando € = ﬁ, T = | kM4
y R = k. Es decir,
_ 1 1/4
Ak_A(Watk J?k)
Proposicién 14. 3kg tal que, Vk > ko tenemos
1
A)>1— ——
/l'( k) = k(k — 1)
Demostracion. De la definicién de Ay y por la Proposicién 12, tenemos
1 EYA (kY4 +1) — 2
p(Ax) = p (A(W’ [kl/4J,k)> Bl = L ,C(J(L1 )2{2 1)
I_ J lk174J s lkl;‘lJ

e

Se puede ver con facilidad que Jk; € N tal que, Vk > k;

2Vk

p(Ag) >1 - ——
e 3

Vemos ahora que Jkg € N que cumple que Vk > ky:

2k - 1
o T k(k—1)

concluimos que: Jkg tal que, Vk > ko, p (Ax) > 1 — ﬁ O
Desde aqui, kg sera el determinado en la Proposicién 14

Definicién 15. Para cualquier natural £ > ko y n > 0, ¢(k,n) C (0,1) se define

de la siguiente manera:

(0,1) sin=0

Agyns1 Ne(k,n) N (Br,1) sino

c(k,n+1) = {
donde S, es un numero racional, elegido de forma tal que la medida de ¢(k,n+ 1)
1 1
es1— %+ gmr1-

Si k < ko, definimos ¢(k,n) = c¢(ko, n).

De esta manera, c(k,n) es una interseccién finita de intervalos con extremos
racionales, para cada k y n.

11



Observacion 16. Para n > 0, siempre es posible encontrar G,, pues

para k > ko. En efecto, sin = 0, u (Agins1 Ne(k,n)) = p(Aggnyr) > 1 — %
la propiedad claramente vale. Para n > 0,

p((0, )\ (Appnsr Ne(k,n))) = p(((0,1)\ Agnss) U ((0,1) \ e(k, n)))

< p(((0,2)\ Agtntr)) + 1 (((0,1) \ e(k, n)))
1 1 1
< e ey
- (k+n+1)(k+n)+k kE+n
- ok
Tk k+n+1
de modo que
1 1
>1l— -4+ —.
# (A1 Ne(k,n)) > 1 A ——

Definicién 17. Definimos E; ) como el conjunto c(k,n) habiendo removido los
puntos extremos de cada intervalo.

Terminamos esta seccién con la prueba del teorema principal, el Teorema 1 de
Turing. Reescribimos el Teorema 1 con la funcién E ) introducida en la defini-
cién anterior. Aunque no es necesaria, la incluimos ya que Turing la utiliza en su
demostracion.

Demostraciéon del Teorema 1 de Turing . Tenemos que ver que para k > kg,
el conjunto

E(k) = ﬂ Ec(k,n)

n>1
tiene medida 1 — 1/k y contiene inicamente reales absolutamente normales.
La funcién ¢(k,n) es recursiva, de modo que los conjuntos E¢(k,n) también lo son.

Observemos que  (Eq(kn)) =1 — % + 551> Para k > ko. Ecint1) € Ee(ion)s
de modo que

p(E(R) = lm p(Egn)

Para ver que E(k) sélo tiene reales absolutamente normales, vamos a ver que
cualquier o € E(k)(k > ko) es simplemente normal para toda base t (ver nota al
pie en la Definicién 3).

12



Seaa € E(k)yde{0,...,t—1}.

Probaremos que:
lim S(a,t,d,q) _1
q—00 q t

a € E(k) a € E;n)Vn € N,n >0
a € c(k,n),Vn(n > 0)

o€ Ak+n+1vn >0

1
a eA(Lqu, 19"/*],9),Vg > k +2

Por la Definicién 11, Vd (0 < d <t —1);Vt(2 <t < |¢'/%]) :
(Notarqueq>ko=>g§€=

=
=
=
=

1
1a'74]

1
lval
Por la Definicién 9, Vd (0 < d <t —1);Vt(2 <t < [¢"/4]) :

aeB( 7d7t7q)

(e t,d,q) = 31 < 77

lg'/4]
S(a,t,d,q) 1 1
T T WA

t,d 1
S(a’ b 7q) _leo

= lim |
g—o0 q

= a es simplemente normal en toda base t : (2 <t < [¢'/4]),Vq > k + 2
= « es absolutamente normal (definicién 3).
Con esto queda demostrado el Teorema 1 de Turing.

3.1. Comparando las cotas

Nos interesa comparar las cotas del Misterioso Lema 6 y la obtenida en el Lema
8. Repetimos el Lema 8:

Sea t € N, t > 1. Sea d un digito en base t. Para todo R € N,e € R tales
que % <e<L %:

> N(tdnR) < 2 (1-et/3) 2R
|n—?|>6R
Usando que Yy y Vz > 0: ((1 + y/z)* < €Y , vemos que:

13



(1—et/3)FFA < e~ SLeRA2

_ e2Rt—2¢et

< e 6

La cota de Turing, es apenas menor que la cota obtenida del Lema 8, ya que:

%2 2 Rt—2et
2tRe=ir < 2tRe=" 6

si tomamos k = R, porque

2 2Rt—
2tfe=" i & gty C

Turing da su cota para & < 0.3. Tomando k = R, dice € < %, mientras que
nuestra cota, pide % SEX ;.

14



4. Version fiel del Teorema 1 de Turing

En su manuscrito original Turing utiliza el siguiente resultado en la demostracién
del Teorema 1, y menciona que es posible probarlo, pero no da la demostracion.

Misterioso Lema 18. Seat € N, ¢t > 1. Sea v una palabra en base t, con |y |=r.
Si B <0.3:

2,7
Z N(t,v,n, R) < 2tRe” ‘i
[n—Rt=T|>k

Dado que no pudimos reconstruir esta demostracién, la asumiremos como
hipétesis en esta seccion.

Daremos ahora una versién extendida para palabras de cualquier longitud, de
la Definicién 9.

Definicién 19. Seat € N, t > 1, v una palabra en base t con longitud r, R €
N,A €R.
Llamaremos B(A,~,t, R) al conjunto de reales o € (0, 1) tales que

| S(e,t,v,R) — Rt™" |< Al

El primer paso en direccién a la demostracién del Teorema 1 de Turing, es la

siguiente proposicién, analoga a la Proposicién 10.

Proposicion 20. Sea t € N, t > 1, v una palabra en base t con longitud r,
ReN,AeR. Si A7 <0.3:

m B(A,v,t,R) >1— 9~ ‘ia?

Demostracion. Siguiendo la misma idea que en la demostracién de la Proposicién
10, sabemos que:

p(B(A,v,t,R)=1-t"% > N(t7v,n,R)

—r|> R
[n—Rt=T[> i

Como A~! < 0.3, por la Proposicién 18 tenemos

Rr2 T
T

e
w(B(A,7,t,R)) > 1—t RotReVir

_R"T
= 1—2e a2,

La definicién de A cambia levemente con respecto a la Definicién 11
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Definicién 21. SeaT € N,t>1,Le N, Re NJA € R.

i
AAT,LR)=() () BA7tR)

t=21<|<L

Proposicién 22. La cantidad de conjuntos B(A,~, L, R) que aparecen en la defini-
cion de A(A,T,L,R) es a lo sumo TT+1.

Demostracion. No es dificil de ver que el niimero de conjuntos B(A,~, L, R) que
aparece en [ ,<;, B(A,7,t, R) es

- tizﬁi—_l_
t—1

i=1

Por lo tanto, el nimero de estos conjuntos en A(A, T, L, R) = ﬂfzz ﬂhISL B(A,~,t,R)

€es S
tL+l -1

P t—1

< TL+1

(la dltima desigualdad sale sin problemas usando induccién en T'). O
Probamos ahora un resultado similar a la Proposicién 12:

Proposiciéon 23. SeaTeN,t>1, Le N, Re NJA e R.
Si A7l <0.3:

L+1_—RT'

K (A(A,T,L,R)) >1-2T e 4aa?

Demostracion. Tal como hicimos en la demostacién de la Proposicién 12, tomamos
complemento, y obtenemos las siguientes desigualdades:

T
p(0,)\AA,T,LR) = p|lJ U 0,1)\B@A,tR)
t=21<|yI<L

T
> Y w(OD\BALR)

t=2 1<|y|<L

IN

< 2PiHle” R4TA_2L.
La ultima desigualdad sale de las proposiciones 20 y 22. O

Tal como hicimos en la Definicién 13, asignamos valores para las variables A,
T, Ly R en A(A,T,L,R). Turing utiliza otras asignaciones, (A = |k'/4],T =
Le‘/l" k|,L = |VInk —1|,R = k) que comprobamos que no son apropiadas. Sin
embargo, las asignaciones que utilizamos respetan que todos los parametros crecen
con k y recorren todos los valores posibles, al igual que las utilizadas por Turing:
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Definicién 24. Ay es el conjunto A(A,T, L, R) especializando A = |kV/8], T =
|(Ink)'/4|, L = |(Ink)Y/* - 1] y R = k. Es decir,

A = A(k3 ], (k)4 |(In k)4 - 1), k)

Con estas especializaciones de A, T, L y R, podemos probar un resultado
similar a la Proposicién 14.

Proposicién 25. Existe un kg tal que Vk > kg

1

,U(Ak)Zl—m

Demostracion. De la Definicién 24 y por la Proposicién 23, tenemos que para k
suficientemente grande

p(a) = u(A(kE ] L R4, (K4 - 1), K))
. 2,_(lnk)1/4JL(lnk)1/4_1J+l
- 3
caled ) 10nky1/a)Lan R /A1)
2VEk
1=
e 4

También se puede ver que para k suficientemente grande,

_2\/12 1

P e

a7 T R k=)

e 4

1

Las definiciones 15 y 17 y la observacién 16 se siguen cumpliendo.

Demostraciéon del teorema 1 de Turing. Tenemos que ver que para k > ko,
el conjunto

E(k) = m Ec(k,n)

n>1

tiene medida 1—1/k y contiene inicamente reales normales (de acuerdo a la Defini-
cién 4 que usa Turing).

Para ver que este conjunto tiene medida 1 — 1/k, usamos los mismos argumen-
tos que vimos en la seccién anterior.

Para ver que E(k) sélo tiene reales normales, vamos a ver que cualquier a €
E(k)(k > ko) es normal para toda base t.

it



Sea a € E(k) y v una palabra en base t, con | v |= r. Probaremos que

i S(a,t/)/aq) e _1_
g—00 q i

a€E(k) = a€Eygy,yneNn>0
= «a € c(k,n),Vn(n > 0)
= o€ Apynp¥rn>0
= a€A(le], [tng)/*], [(ing)/* — 1],9), Vg 2 k+2

Por la Definicién 21,
Vt(2 <t < |(Ing)'/4]); Vv palabra en base t con |y |[=7y r < |(Ing)/* — 1]
(Notar que q > k, = % <0.3)
€ B\ 1, ,0)
«a W, Y1 q
Por la Definicién 19,
Vt(2 < t < |(Ing)/4]); Vv palabra en base t con |y |= 7 :
q q q
IS(aatvan) i t_7-| < qu/SJtT < qu/SJ

S(a,t,v,q) 1
q lq'/8]

gq—c0 q ir

= |

1,
—t_r'[<

| =0
= a es normal (Definicién 4) en toda base t : (2 <t < |(Inq)'/4]),Vqg > k + 2.

Queda demostrado el Teorema 1 de Turing.
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5. Una cota alternativa

En esta seccion, presentaremos una cota alternativa a la dada en el Lema 8.
Este camino, fue propuesto por la Dra. Mariela Sued, a quien le agradecemos
enormemente su aporte.

Si bien la cota que daremos aqui, no es méas fina que la que utilizamos en la
Seccién 3, la incluiremos para dar otro enfoque al mismo problema y que también
nos permite hacer la reconstruccién del Teorema 1 deTuring, en una manera simi-
lar a la realizada en la seccién 3.

La notacién utilizada en esta seccion, es la siguiente: P(z) es la funcién de Prob-
abilidad, E(z) es la esperanza matemadtica, y B(n,p) representa la funcién de dis-
tribucién binomial, donde n representa el nimero de pruebas y p la probabilidad
de éxito en cada prueba.

Para desarrollar esta cota, utilizaremos el siguiente resultado, cuya demostracién
se encuentra en el libro de D.Pollard [8] (Hoeffding’s Inequality y Corollary 3, pag
191/192):

Proposicién 26 (Desigualdad de Hoeffding). Sean Y1,Ys,...,Yr wvariables
aleatorias independientes, con media 0 y rangos acotados: a; < Y; < b;. Para
cada k real, k > 0

PYi+..+Yr>k) < e‘(2k2/zf=1(bi—ai)2)

Corolario 27. Bajo las mismas condiciones que la Proposicion anterior, se cumple
que:
P(|Yi+..+Yr|>k) < 96— (2K / DL, (bi~a:)?)

La siguiente proposicién, demuestra la cota alternativa, que presentamos en
esta seccidn:

Proposicion 28. Seat € N, t > 1. Sea d un digito en base t.

2
3" N(t,d,n,R) < 2tRe” "

In—B|>k

Demostracion. Se puede ver que: ]—V—(%d;@ tiene distribucién Binomial de para-
metros: B(R,1/t). En este modelo, cada prueba representa la ocurrencia o no de
d, en cada uno de los R digitos de cada palabra. De esta manera, las pruebas
son independientes, (el hecho que aparezca d en una posicién dada, no afecta la
probabilidad de que aparezca en las siguientes) y la probabilidad de éxito de cada
prueba es 1/t.
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Sean X; variables aleatorias independientes, con distribucién Binomial de pardme-

tros: B(1,1/t). De esta manera, vemos que: ZzR:1 Xi=nyE(X;)=1/t

. N
Cada X; representa a cada una de las R pruebas involucradas en ig,{_n,_}t;)

Ahora definimos: Y; variables aleatorias independientes, de la siguiente maneras:
Y,=X;,-1/t
Observemos que:

ai=-1/t<Y,<b=5ly BY;) = (-1/t) + 1/t =0

Vemos que: ZﬁlY} = Zf;l(Xi —1/t) = n-— % y también que: E(Zf;l Y;) =
S B(Y) =0y DL (bi-a)’ =R

Usando el Corolario 27 (que se deduce la desigualdad de Hoeffding, Prop.26),
obtenemos:

R _ o012
P(]n—-i-l>k)§26 %
R _2k?
con lo que: Zln_1§|>kN(t,d,n,R) < 2t"e” R
O

A continuacién, veremos que esta cota es mayor que la que la obtenida en el
lema 8, (y por lo tanto, mayor que la utilizada por Turing, como vimos en la. sec-
ci6én 3). Recordemos la cota del Lema 8:

Sea t € N, t > 1. Sea d un digito en base t. Para todo R € N,e € R tales
que % <e<L %:
> N(t,dnR) < 2 (1—et/3)lR/2 R,
]n——}f|>eR
Si tomamos k = eR, estamos sumando los mismos términos, y podemos ver que:
2k2

2
2 (1 —et/3) B2 4R < 9tRe="R & (1 —et/3)R/H < 7R

Luego, usando que ((1+ y/z)* < e¥, Vz > 0, vemos que:

2
(1 — et/3)5R/2 < =S IeR/2) o == 7
Como k = R, vemos que:
2Rt—2¢ k2 e2Rt—2¢ EZRt — 2¢t 2t
e <R et 6 e B RGEIN T o p R >

6 t—12
Y como la cota del lema 8, vale para e > 6/R, esta cota es mejor para todo t tal que:

6 > o sea,Vt > 18

t
t—12°

20



Por lo tanto, para la mayor parte de los casos, la cota del Lema 8 se comporta
mejor que la dada aqui.
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6. Conclusiones

El interés del Teorema 1 es el hecho de que da una construccién recursiva para
demostrar que el conjunto de niimeros normales tiene medida de Lebesgue igual a 1.

A pesar de que no hemos conseguido reconstruir la demostracién del teorema con
la estrategia original de Turing, nuestra estrategia también da una construccién
recursiva.

Cabe senalar que las notas del editor ([11], pp. 263-365) sobre el manuscrito origi-
nal son insuficientes para la comprensién del trabajo, inclusive, hay algunas notas
incorrectas.

Con esta tesis, hemos conseguido identificar las herramientas utilizadas por Turing
en la demostracién del Teorema 1. Creemos que es posible dar una demostracién
del Misterioso Lema en su versién basada en palabras, cambiando levemente la co-
ta dada por Turing. Y por supuesto, queda por estudiar el Teorema 2, el algoritmo
para generar numeros normales, que utiliza la construccién del Teorema 1.
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7. Apéndice 1
Manuscritos Originales de A.M.Turing
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of steps. ¥hen this figure hﬁa been caleulated and writien down as

the RIN) th rigure of /5!' ', the N th section is finished. Hence 9

is circle-free. :

Now let K be the DN of & . VWhat does ¢& do in the § th section

“of“1t8 motion? It must test whether K is satisfactory giving a ver-
gict ‘o' or ‘w''. Since K 4s ‘nh&&ﬁ,fﬁ"ﬁfﬂ&*ﬂﬂ& a%ﬁu‘e*@y* is sircle-
free, the verdict camnot be L « on theg éithar hend the verdict cannot
be 's'. For ir it were, then in the X th section of its motion AL
would be bmmé to compute the i‘irst Wf 1)4; ﬁ[k’)figurea of the se-
guence computaﬁ b;tﬁe r@@hxne with K as its 3“3 H snd to write down the
"ﬂ[/{)ﬁ- as 'a figure of the segquence computed by q,é", The compu-
tation of the first ﬁ(/{)*f figures would be carried out 211 right, but
the instructions for calculating the ??[A’ ) would ‘mount to "ealculate
the first ﬁ’[ﬂ figurea c&imtea by ﬂ&m wr?&;e &s:;mi the W(K)ﬁh“

‘Thi‘a “R{k)re tigude would never be found,  ‘i.e., M ie circulsr con-
trary both to that we have fou{zd in the last ;:saragraph am to the verdict
‘ g™ . Thub 'both ?;rdicts are impossible anziwé“t there

can be no machine 2

¥e can show further that 5& e gg ;E no machine E whieh,

We will first shmr that if there is a machine S then there is
a general process m detex-ninin; whether a given mhinc ﬁ%pmts o
infinitely often. Let 04%1 be & machine which printa the same seguence
as &, except that in the position where the first O printed by

stands, ML’ grints 0. f’%z is to have the first two symbols O re-
placed by U, and so on. Thus if e/, were to print

&BlﬂiA&BOG?OAB =




”W
\

£50C4 b g R) = E5EQ) 1R BTV 0
! -n el . i-e»s‘l S faald g"“{( {; ?f 4 MA+..,,L( %—’
ad It tond .é, 4 Hlbk 4 B ¥ 1=

%‘j‘} N n b b Al Tl g& 4;;—;3%..%_ ? R ¥ i Sl

liabendd (“”“"f"l lg o TG AR d, e W - r ~~

AR A A . . . AR S— U W . S SN SSmEm—— (TS oOMP— , O ———————— -
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figure 18 @, (%) . ’

Let us Buppose that tawre is Buch & ;m;wwa,g that is to say that
we can invent a machine s%wh.‘tch, when suptx}.ie?’ uith the 8.D of any
computing machine gf‘%wi}i test this 8.D. a,?/if efh 16 oivonlar will
mark the 8.D. with s’,mbol ‘“«’ ‘and iv At is whatews circle free
will mark it with |
construct a mach ecﬁ to compute Beguernce The machine 09

I:s* ¥e may :ngpaj haet 1t J the E-squares beyond
P-sqn&rea, =nd th?( when it has reached its verdict all

- By w@;ﬁmm *iyﬂ, manhiznea 4@ and f}%@ we oould

may reqguire s
all synbols
" the rough work ﬁm& by & 1 aﬁs«\‘ B v

‘ The chimﬁ has its xg‘oticn divided into aecticmg; In the first

N-| segtions smongst othgr things the integers / 2 4 -1 nave

tten down &nd tested by the mechine £ .
of them have bgén found to be the D.N. ‘a gT eircle-free machines,

In the iv th sectioc 7?6 @chine g@ tests the ; er N . ir N is
it is the DK, of n cirle free machine, then

certaln nurber say

satiafsctory i.e.,:
f the sequence of which a

RIN)= l—s’R{iH) /ana the rirst R(N) figures £
D.R, is N amﬁ calculeted, %ﬁ R{ﬁf}th 4 13&% of this sequence is
.' sequence /5 computed Tbyu"f';
Rf&'*t) a,ﬁd the machingg"

written dmgae ane of tha rigzx,res of
1r N s no,t Batisfactory, then "?tf &
goes on tq‘ the (U-l- ;)H. section of 1

d motion,
[ the construction ot.ff" ye can see that ﬁf“ is siraﬁie Tree.

* 88 to whether
steps, If N is
if N ie satis-

N is satiefactory ie resoled in & finite number of
not satisfactory then the N th secticn is finished,
fastory this means that the mechine M Nwhosed. 5. 1s Nicirels free,

and therefore its ?{N) th figure can be ¢ealculated in a finite number
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(vi) Ifx Bnd are computable and «& ¢/3 end t{("}f- 0« CP{
where c{[at') is a computable increasing continuous :‘unetibn, then

there is & unique computable number A/ = aatiarying o & A’ <A
i

and C'-F(&’) s S \ 1&;

Ve will say ﬂmi & anihee ;@k Q; computable nuabera canvcrhea
computebly 1f there 1s & computable m\egral valued function NV sf')
of the computable m’gle;* , such th&t we can show that\if & >
and'. " > N(%) ana M%}N(s) , than {&3 .‘,l{. £

‘!a can then shew \ .

A

% \& ‘331,%
(v&t) A power series whpse coefficients form & computable
seqn:&nce or computable numbers. ia computably convergent in the

of its intedgal of convargenee.
% 5 ‘3,\/

% % %
(vitii) he limit of s eouputi)gly convergent seguence is com-
putable,. And f;,‘... the obvious ésf:&gltim of “mitamlﬁpmmtahly

conmmt"

(ix) The limit of & uniformly conﬁqtably convergent c&pyntable

sequence of computable " ctions is a co-pﬁtg'ble function. Whence

(x) The sum of a spr peries whose me{ticienta form &
computable aagmea is 8 com ahla function in 'N;w interior of its

interval of convergence. \

From (viii) WAk~ _§‘ ? B ) we deduce that # is comput-
5 \ able.
From € =<1« L.« L. we deduce that € is comput-

27 b able.
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(iv) Ir CP(k) is a computable function whose value is
always O or 1, then the seguence whose #u’h figure 18 P(n) is
computable.

Dedekind's . theorem does not hold in the ordinary form if we
replace "real" throughout by "computable". But it bolds in the
following form

(v) Ir &'(&) is a propositional function of the computable
numbers and

@ @aXap{aE +(-&(M)}
(1) e i) ¥ L ::i(}a)) o {_ug)

and there is a general process for determining the [3ufh value of
T {a&) then there is & computable number § such that

o~
G(x) —> #<§

=Gl e
In other words the theorem holds for any section of the“com~
putables such that there is a general process for determining to which

class a given number belongs.

Owing to this restriction of Dedekind's Theorem we cannot say
that & computable bounded incresasing seguence of computable numbers
has a computable limit. This may possibly be understood by con-
smerigg & seguence such as,

E ¢

e ot )
Foxk gt 9 gt

On the other hand (v) ensbles us to prove
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and = :
ﬁ-qy & F (M) ﬂj’ o {«k ("-l{ : {'s.)) e Fle ‘ -.)) h(‘,fr-f)}}

o f{{(“(k}, i (x?{(ér-i}?’ i (7 fn-))) o L4 [ U‘*)’ v {“HJ‘*));)

Vhence

&

1

i

Also

; > () {mi®);
Ay et s (v <)

=

Hence for each /. some formula of 7o%

Ty IH ™ {n

Kleo it Mo aafl’'z s and  m ()

is provable.

. rit
then ‘?;/9{;’ o F_{ )

i

~ o Il e fu ™ “
G ¢ L‘t“?f}}] L {h‘,} V- ;}“‘? )»

o~

S 5.9 r 7 &) (g }) Y
‘! {1 [ A (i (&) b ) LTV
e {ffal“y ¢« F H) —3 {\T (f‘*@’k)); £ ,;) VigE X Bis :
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Proof of (11).

Let H(xy) mean ® 7{&.‘)—,3", and let X(™%,zZ) mean

"(f{"lif):z i A g is the axiom for P(a,4) . Ve take ‘i?’yjf

ﬁL E S 7)“1‘“ Lf(“‘:‘g'} = &, 3))'4'-: QJ‘;&"&")% G(3,2) -2 G~ ))
¥ L F‘?ﬂj—a f-_{(h! q€r})*LF(QU)¢HZW}x)¢k[¢x ) — Mo &)‘)

F B

%

o

I shall not give the proof of coneistency of jf‘:?,} » Buch &
proof may be consiructed by the methods used in Eilbert and Bernays
Grundlagen Aen Mathematik (Berlin 1934), p.209 et seg. The con~
eistency 18 also clear from the meaning.

Suppose that for some » , IV we have shewn

W ove B i 9 D)
then for some M
¢ = P {w)
,f% Y- FLH) — /{(u() \7{ ?)? 7 ))

s e Cq(x=)) )
A R oy Bl S T

£

w &) u‘(ﬁ[’k-;) . 5‘:{*))}
7 }




klihcush it is known that slmost all numbers are normel 1) no

example of a normal number has ever been given , I propose to shew
how normal numbers may be constructed and to prove that almost all
numbers are normal c’oﬁstruntiuly

Consider the R -figure integers in the scele of £ ( £32).
It X is any sequence of figures in that scale we denote by N(i;rl “
the number of thesein which y oceurs exactly s times, Then 1t can
be Mﬁ without dirfieulty that

ML,
u% &W{ b ) : R-~vrs1 —r
> Mopan .
o

where f(() * ¥ is the lenght of the seguence X : it is also
mihle"}to pmove that

-2 i N(",hn‘ﬁ) (.jZfﬁc” N /4R e
}mﬂ-"‘} >K “ded L
Jre ? <8

let o be a real number and S'Zo;l‘, ¥, ﬂ) the number of occurrences
of y in the fimst R figures after the dedimsl point in the
expression of X in the scale of ¢ ., o is said to be normal if

{2 S/v, £y, ﬂ) - 7Y

! as A for each y, [

N  wnere b= £/y) .
low consider sums of & finite number of open intervals with

mm end points., These can be enumeraffed constructively. We

sﬁh a partioulsr mﬁn emumeration: let £, be the A th
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A NOTE ON NORMAL NUMBERS

- D
Although it is known that almost all numbers are normaltno cxample
of a normal number has ever been given. | propose to show how normal

numbers may be constructed and to prove that almest all numbers are nor-
mal constructively.

Consider thc—RwIEmtegers in the scale of £, £22. If y is any sequence,/

of figures in that scale we denote by N{1,y,n, R) the number of these in
which y occurs exactly »n times. Then it can be proved without difficulty

that _ R

o s -—-\

.
v -
(ngi nN(t, y,n, R))/(n N({ v, n, R) b(/(R r+ 1y

where /{y)=r is the length of thc sequence ¥: it is also posstble"to prove
that

-~

L N y.n, Ry< 2R ~K/4R ") -

jn - RO~ >k

provided kt'/R <0.3.

Let a be a real number and S(a, 1, y, R) the number of occurrences of y
in the first R figures after the decimal point in the expression of « in the
scale of 7. a is said to be normal if R™'S(a,1,y. R) =t~ as R — « for each
y, {, where r=1/(y).

Now consider sums of a finite number of open intervals with raticnai
cnd points. These can be enumerated constructively. We take a particuiar
constructive enumeration: let £, be the nth set of intervals in the enumera-
tion. Then we have the next theorem.

: A : - ;
Theorem 1. We can find a constructive® function c(x,n) of iwe integral
variables siich that E.y p.1y<Ecx.m and mE . ,w>1-1/k for each k, n
and E(kY=T11, ., E.x.n consists entirelv of normal numbers for each k.

Let B(A4,y,!, R) be the set of numbers a (0<a < 1) for which
| R R
<K=-——-—>, 4=—. 2)
at’ Kt

r A "‘
mBA,y, t, RI>1--2¢" % 7 f 4<0.3.

: = R
ISta, 1.y, R) - Rt ™" < —,

Then by (1)
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fel

Let A(4,T, L, R) be the set of those a for which (2) holds whenever 2<t T
and /(y)<L, i.e.,
. 7
AQTLRY=]] [l B@»uR.
(=2 lysL

The number of factors in the product is at most 75! so that

mAA,T.L,R)> | - TLtle-RT H/aa®
Let

Ay = A(K"), (e85}, [iog k — 1], k),
A, = Ak, (/%% (flog k- 1],4%. 7"

Then, if k21000, we shall have

mA>1—ke V¥ S —1/k(k-1).

R e

c(k, n) (k= 1000) is to be defined as follows. c(k,0) is (0,1). c(k,n+ 1) is
the intersection of an interval (8,,1) (0<8,<1) with A, ., and c(k, n),
B, being chosen so that the measure of c(k,n+1)is 1 = Vk+(k+n+1)"".
This is possible since the measure of c(k,n) is 1 — 17k + 1/(k + n) and that
of Ay, n4) is at least 1 - 1/((k + n)(k + n + 1)). Consequently the measure of
clk,n) N Ay, pyy is at least 1—1/k+1/(k+n+1). If k<1000 we define
c(k,n) to be ¢(1000, n). c(k,n) is a finite sum of intervals for each k, n.
When we remove the boundary points we obtain a set of the form £, ,
of measure 1-1/k+1/(k+n) (k>1000). The intervals of which E , ,
is composed may be found by a mechanical process and so the function
c(k,n) is constructive. The set E(k)=[],., Ecx.n consists of normal
numbers for if ae E(k), then aeA, (all kx>K, £>1000). If y is a
sequence of length r in the scale of ¢ and if &y be such that

[eV5%] > and [ylogkol>r+1,

then for k> k,

AS(B. 4, p. k) = ke~ <k (K],
where £ is in A4, (by the definition of A,). Hence k~'S(a, ,y,k) = ™" as
k tends to infinity, i.e., a is normal.

Theorem 2. There is a rule whereby given an integer k and an infinite
sequence of figures O and | (the pth figure in the sequence being 6( p)) we
can find a normal number a(k, ) in the interval (0,1) and in such a way
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that for fixed k these numbers form a set of measure at least 1 —2/k and
so that the first n figures of 8 determine a(k,8) to within 27".
With each integer n we associate an interval of the torm (m,/2",

(m,+1)/2") whose intersection with E(k) is of positive measure, and
given m, we obtain m,,, as follows. Put

m, 2m,+1
m Ecye,m N = dnm>

2n ’ 2n+l
2m,+1 m,+1
mEC(k.n) n ( vl ' on = bn-m'

and let r, be the smallest m for which either a,,.,,,<k“2‘2" or b, n<
k~'27% or both a,,,>1/k(k+n+1) and b, ,,>1/k(k+n+1). There
exists such an r, for a, ,, and b, ,, decrease either to 0 or to some positive
number. In the case where a,.,',n<k"2‘2" we put m, =2m,+1; if
@n, 2k”27% but b, <k~'27%, we put m,,,=2n,, and in the third
case we put m,,,=2m, or m,,,=2m,+ | according as 8(n)=0 or 1.

For each n the interval (m,/2", (m,+ 1)/2"*') includes normal numbers
in positive measure. The intersection of these intervals contains only one
number which must be normal.

Now consider the set A(k,n) consisting of all possible intervals
(m,/2",(m,+1)/2"), i.e., the sum of all these intervals as we allow the
first n figures of @ to run through all possibilities. Then

mEMKYNAk,n+1)=mE(k) N A(k,n)
-1

m m+1
- }: mE(k)ﬂ(A(k,n)—A(k,n+l))ﬂ(—, ~ >
m=0 2” 2
But
+1
m(A(k.n)—A(k,n+1))0('2—';,'"2" ><2‘2"k",
so that ‘ &

mE(K)NAKk,n+ 1)>mEWK)NAk,n)—2""" "k
2
>mE(k)-k°'>l-;{-.
The set of all possible numbers a(K, 8) is therefore of measure at least

1 -2/k.

By taking particular sequences 0 (e.g., 6(n) =0 for all n) we obtain par-
ticular normal numbers.
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and that the
solvable (H

b eq on the work of Davis, PurNam and Rosinson (1961).

A Note on Normal Number.a

Notes

;‘; {1} In fact, CHAMPERNOWNE (1933) gave an example of a normal number..
A [2] More accurately, yis u,,...,u, where 0 u;<¢,i=1,...,r,and uy, ..., u,
Ef' are all different. - ’ :
[3] The second summation should be from 0 to R. The right-hand side
should be (R~r+ 1)¢t™"; however this formula is not needed in the sequel.
{4} Fix R, T and r and simplify the notation to N(y, n), S(a, y). Let J be the
set of all R-figure integers in scale f and for a € (0, 1) let ¢(a) € J be the first
R figures after the decimal point in the expansion of a in scale ¢.

If £eJ, let S'(&, ¥) be the number of occurrences of y in £. We have
. N(y,n) = number of elements of J in which y occurs exactly n times. Now

number of pairs (£, y) such that $'(§,y) =x
=} (number of pairs (¢, ) such that S’(¢, y) =x)
v

e ——l———————— o ST T

-—

)
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= Y, (number of & such that y occurs x times in &)
4

=3 N X).
) 4

Let 4<0.3. The number of pairs such that |S'({,y)-Rt™"|>R/t’4
equals ¥ N(y,x) over y and x where x satisfies |x—Rt™"| > R/t’A. This
sum is less than 2¢® exp(~k2¢t‘/4R). The set of all a such that ¢(a) is a
given £ is an interval of length ¢~ %. Also, S(a, y) = S’(¢(a), y). Hence the
measure of the set of all a in (0, 1) such that lS(a, Y)-Rt™"|>R/t'A is less
than 2 exp(—k%t“/4R), that is, 2 exp(—Rt~"/44* ) The required inequality
follows.

I51 Replace TL*! by 2T *!.
{61 A, ., is a finite sum (i.e., union) of intervals since each B(4, y, t, R) is;

this is essentially because in the notation of note [4], ¢ ~'(£) is an interval
for each ¢ in J.

Moreover the end-points of these intervals amxauonal«\
71 The proof of this theorem that is given is ccrtamly inadequate. Indeed
I suspect that the theorem is false.

In the theorem let 8(p) =0 for all p or, more generally, let 8 be recursive.
Then in the notation of the proof we can recursively enumerate m,, m,, ...,
so the intervals I, =(m,/2", (m,+1)/2") are recursively enumerable. As-
suming that the intersection of these intervals is a single point x and noting
that m(/,)=2"" we see that x is not Martin-L6f random (see CHAITIN
(1987)).

18] There seems.to be a serious gap in the argument gwmg the construction
of these intervals. It is trivial to find such intervals nonconstructively but
we have to proceed constructively. '

Note that if m and n are given we can calculate a, , and b, ,, (see note
{91). Suppressing n, we have that (a,,) is a decreasing sequence with limijt -
a >0 (unknown) and similarly b,, = b (unknown). Let c=a+ b; then ¢>0."
Assume that 0< ¢’<c<c”, where ¢’ and ¢* are known and ¢*<2¢’. Choos¢
x and y such that 0<x<¢’, 0< y<c’, ¢*<x+y. Then some a,, <X or some
b,,<x or for some m both a, <y and b,, < y; otherwise, for all m, a,,
b,Z2x+ysoc2x+y>c". 14

In the first case a<x so b>c—x>c¢'—x>0; similarly in the third’ case
a<y, b<y so a>c’-y>0 and b>c’—-y>0. (This analysis shows ‘thaf
perhaps * > 1/k(k+n+1)" should be <l/k(k +n+ l)’ )

AW e

)

left one and in the third case we make a choice dclermmed by 6. ¥
If something of the form above is what the author had in mde‘orp
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taining /,,, from /,, 1 see no way of defining x, y,¢’, ¢” as functions of n
which would allow the construction of all the intervals /,.

191 The symbol ‘m’ on the left clearly denotes the measure of the inter-
section of the two sets. The right-hand side depends on n and another
variable, unfortunately called m, so evidently c(k, n) should be c(k, m).
{10] What is to exclude the case when, from some point onwards, always
the left half-interval is chosen? In this case the intersection of the intervals
is empty. (However, if the intersection is empty, then the point in common
to all the corresponding closed intervals is- rational.)

Assuming the intersection is nonempty, why is the number normal? '
(Consider the analogous situation: I,=({-4/n,4+4/n), E=(0,$)U(}, 1).
Then I,N E has positive measure, [/, = {4} but { is not in E.)
f11] Replace 27"~! by 27" (and replace 1= 2/k by | —3/k)?
f12] There are three reference numbers in the text but there are no cor-
responding references.

For further information on normal numbers, see Kuirers and
NIEDERREITER (1974). :
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