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Resumen

Esta tesis está basada en el manuscrito no publicado de Alan Turing titulado
"A note on normal numbers". El manuscrito de Turing tiene tiene por obje-
tivo dar dos teoremas. El primero es una demostración constructiva de que
la mayoría (en el sentido de la medida de Lebesgue) de los números reales
son absolutamente normales. Este teorema fue probado con anterioridad por
Borel en 1909, pero de una manera no constructiva. El segundo teorema es
un algoritmo para generar instancias de números absolutamente normales.
En el manuscrito de Turing ninguna de las dos demostraciones están comple-
tamente desarrolladas. En esta tesis damos una reconstrución completa del
Teorema 1 de Turing.

El interés de este trabajo es conocer las técnicas que utilizó Turing en relación
a los números normales, especialmente porque actualmente no se cuenta con
métodos que permitan demostrar la normalidad de números reales, ni se
conocen algoritmos rápidos para dar instancias de números normales.
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1. Introducción
En este trabajo hacemos una revisión del manuscrito de Alan M. Turing titu-

lado "A note on normal numbers", trabajo que ha permanecido inédito hasta su
reciente aparición en las obras completas de Alan Turing en la colección "Collected
Works of A.M.Turing", editada por J.L.Britton (1992) [11], pp. 117-119, con notas
del editor en pp. 263-265 1. Britton destaca las dificultades para la transcripción
del manuscrito de Turing debido a que los originales son bastante ilegibles y están
incompletos.

Hay una versión "scaneada" del manuscrito original de Turing que puede verse
en la dirección de internet http://www .turingarchi ve. org 2.

Nuestra motivación para abordar este trabajo fue conocer las técnicas que uti-
lizó Turing en relación a los números normales, especialmente porque actualmente
no se cuenta con métodos que permitan demostrar la normalidad de números
reales. Por ejemplo es aún una conjetura que la constante 7f es normal en base 10.
Tampoco se conocen algoritmo s rápidos para construir números absolutamente
normales ([3, 4, 5]).

En su manuscrito, Turing enuncia dos resultados, con insuficientes detalles de de-
mostración. El primero, su Teorema 1, es una demostración constructiva efectiva
de que que casi todos los números reales son absolutamente normales.

Teorema 1 (Turíng). Podemos dar una función recursiua e : N x N ~ P(lR) Y
un ko E N tales que, para k 2 ko: c(k, n + 1) ~ c(k, n) y

E(k) = n c(k, n)
n~l

tiene medida 1 -l/k Y contiene únicamente reales absolutamente normales.

El segundo resultado es un método para generar constructivamente números
absolutamente normales particulares. Es decir, un algoritmo para producir números
absolutamente normales. Este Teorema 2 utiliza el Teorema 1.

Nuestro trabajo ha sido reconstruir el Teorema 1 de Turing y dar todos los de-
talles de su demostración. Naturalmente nuestro interés en el Teorema 1 es indagar
qué herramientas utiliza Turing, ya que el resultado de que los números normales

lObservamos que las notas [1] y [2] del editor no son correctas
2Este archivo digital contiene principalmente papeles personales no publicados y fo-

tografías de Alan Turing de 1923 a 1972. Los originales se encuentran en el archivo Turing
en King's College Cambridge.
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tienen medida 1, se debe a Émil Borel y data del año 1909 [2J,mediante una de-
mostración no constructiva. Una demostración constructiva pero no recursiva del
mismo resultado se debe a Sierpinski [9J. Aunque toman como punto de partida
distintas -pero equivalentes- definiciones de normalidad, la demostración de Tur-
ing y la de Sierpinski tienen un espíritu similar; y por otro lado, la construcción
de Turing tiene cotas más ajustadas que las de Sierpinski.

El trabajo está organizado de la siguiente manera. En la Seccion 2 damos las
distintas definiciones equivalentes de normalidad. En la sección 3 hacemos una
reconstrucción completa del Teorema 1 de Turing. En la sección 4 desarrollamos
la demostración del Teorema 1 de Turing siguiendo fielmente la demostración que
figura en el manuscrito. Lamentablemente hay un lema central que no pudimos
demostrar. Por último, en la sección 5, damos una cota alternativa que utilizamos
en nuestra reconstrucción del Teorema 1 de Turing.

En los apéndices 1 y 2, incluimos las páginas "scaneadas"de los manuscritos orig-
inales y la versión transcripta por Britton.
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2. La definición de normalidad
Sea t un entero mayor o igual que 2. Una palabra en base t de longitud R

es una secuencia de R símbolos en el afabeto {O,... , t - 1}. La longitud de una
palabra w la denotamos: ¡w¡. Indistintamente, en diferentes partes de nuestro tra-
bajo, utilizaremos el término dígito (en base t) o bien para nombrar a una palabra
en base t de longitud 1, o bien, para referimos a un símbolo del afabeto {O,... , t-1}.

Todo número real a > ° tiene una expansión fraccionaria única en base t de
la forma

00

a = [a] + ¿ancn
n=l

donde [ ] denota parte entera, ° ~ an < t Y an < t - 1 para infinitos valores de n.
Esta última condición sobre an se introduce para asegurar la representación única
de ciertos racionales.

Definición 2. Sea a un número real en (0,1), y, una palabra en base t. Definimos
S(a, t", R) como el número de ocurrencias de, en los primeros R dígitos después
del punto decimal, en la expansión de a en base t.

La definición de la propiedad de normalidad para números reales es de Borel,
del año 1909 [2].

Definición 3. Sean a un número real en (0,1), t E N, t > 1, Y dígito d en base t.
a is simplemente normal en base t si

1
, S(a,t,d,R) 1
im

R-+oo R t

a es absolutamente normal si es simplemente normal en toda base t ~ 2.

Borel indica que los números absolutamente normales tienen una propiedad que
los caracteriza: la propiedad de que todos los bloques de igual tamaño aparecen con
la misma frecuencia, en cada base posible. Esta propiedad da lugar a la Definición 4
que tiene la apariencia de ser más exigente que la definición de absoluta normalidad
dada por la Definicion 3. Las dos definiciones son equivalentes. La demostración
de la equivalencia se puede ver en el libro de Harman. [7] (Teorema 1.3, pag 7).

Definición 4. Sea a un número real en (0,1).
a es normal si para toda base t, y para cada palabra, en base t, Vt > 1,

lím S(a, t", R) = Ch'l
R-+oo R

En su manuscrito Turing utiliza esta Definición 4 de normalidad basada en
bloques de dígitos. Nuestra reconstrucción del Teorema 1 utiliza la Definición 3,
en el sentido que la construcciones están basadas en dígitos.
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3. Reconstrucción del Teorema 1 de Turing
En su demostración del Teorema 1 Turing utiliza una cota superior de la can-

tidad de palabras de una longitud dada en las que un bloque de dígitos dado tiene
demasiadas, o demasiado pocas ocurrencias con respecto a su valor esperado. Tur-
ing no demuestra esta cota .

Nosotros reformulamos la demostración del Teorema 1 de Turing y evitamos así el
resultado faltante. En vez de basamos en la Definición 4 de normalidad lo hacemos
en la Definición 3, por lo que requerimos una cota para la cantidad de palabras de
una longitud dada en la que un dígito dado aparece en defecto o en exceso respecto
de la cantidad de veces esperada. Esta cota se prueba en el Lema 8 de esta sección.
Observaremos que la cota obtenida en el Lema 8 es apenas mayor que la utilizada
por Turing instanciada para dígitos (bloques de longitud 1).

Definición 5. Sea t E N, t > 1, n E No, R E N y 'Y una palabra en base t.
Definimos N(t, 'Y,n, R) como el número de palabras en base t de longitud R, en
las que 'Yocurre exactamente n veces (incluyendo superposiciones, si las hubiera).

A modo de ejemplo, las siguientes tablas muestran la cantidad de apariciones
del dígito O y la palabra 11 para cada cadena binaria de longitud 3 y los valores
de N(t = 2, 'Y= O, n, R = 3) Y N(t = 2, 'Y= 11, n, R = 3), respectivamente.

Palabra 'Y=O 'Y= 11
000 3 O
001 2 O
010 2 O
011 1 1
100 2 O
101 1 O
110 1 1
111 O 2

n N(2,0,n,3) N(2, 11,n, 3)
O 1 5
1 3 2
2 3 1
3 1 O

Como ya dijimos, Turing da una cota para la cantidad de palabras de una
longitud dada en las que un bloque de dígitos dado aparece en exceso o en de-
fecto respecto de la cantidad esperada. En particular, la cota de Turing se puede
instanciar para bloques de longitud 1, es decir, para un dígito. Se puede ver fácil-
mente, que la cantidad media de apariciones de cualquier dígito d en una palabra
de longitud R en base t es Rf t, La cota de Turing instanciada para dígitos, es la
siguiente:
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Misterioso Lema 6 (Turing). Sea t E N, t > 1 Y Vd dígito en base t. VR E
N, k E lR tales que: ~ < 0.3:

k2t¿ N(t, d, n, R) < 2tRe- 4R

n:ln-R/tl>k

Damos ahora el siguiente Lema 8 que usaremos en lugar del no demostrado
Misterioso Lema 6. Este Lema surgió de completar los detalles faltantes y expresar
convenientemente el Lema 1.1 de Harman [7] .

Observación 7. Por un argumento elemental de combinatoria,

N(t,d,n,R) = ( ~ ) (t _l)R-n

Lema 8. Sea t E N, t > 1. Sea d un dígito en base t. Para todo R E N, E: E lR tales
que .Q. < E: < 1.:

R - - t

¿ N(t,d,n,R) < 2 (1_ctj3)LeR/2JtR.
In-R/tl>eR

Demostración.

¿ N(t,d,n,R) <
In-~I>eR

L ~-eRJ R
¿ N(t,d,n,R)+ ¿ N(t,d,n,R)
n=O n=L ~+eRJ

S Y - "L ~-eRJ N( d R) _ "L ~-eRJ ( R ) ( l)R-nea - L.m=O t, ,n, - L.m=O n t - .

Claramente, VR : ¿~=o ( ~ ) (t - 1)R-n = tR.

Sea an = ( ~ ) (t - l)R-n los términos en la suma Y. Sabemos que para todo

n menor que l~J, los términos son estrictamente crecientes. Esto es, an < an+l o
~<1.
an+l
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( R ) (t _ l)R-n-l
n+1

y reemplazando n = l~-ej, con e > o

(n + l)(t - 1)
R-n

<

(t-1)(l~-ej+1)
R-l~-ej

(t-1)(~-e+1)
R- s :»
te - t + 1

1- -~:---
R-E+et

1_ t(e - 1)+ 1
R(l - l/t) + e

para e:::; ~
< 1 _ t(e - 1)

R
para e::::: éR/2

d t
< 1-2+ R

Usando las hipótesis: i :::;e :::;t tenemos que para cada n tal que O :::;n < ~ -éR/2

an et--<1--<1
an+l - 3

Damos ahora una cota superior para Y "desplazando la suma hacia la derecha" léR/2 j
posiciones. Usamos que para cada O:::; n :::;~ - eli,

_ ~ an+l an+LéR/2J ( _ ét)LéR/2Jan - . . . an+LéR/2J+l < 1 an+LéR/2J+1
an+l an+2 an+LéR/2J+l 3

L ~-éRJ
Y= L an <

n=O

L ~-éRJ
,,( et LéR/2J
L 1- 3) a LéR/2J+n+l
n=O

L ~-éRJ
( ét)LéR/2J"1- 3 L aLéR/2J+n+l

n=O
R

< (1 - ~)LéR/2ltR (porque L an = tR)
n=O
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La misma cota se obtiene para Z = ¿~=LcR+~J N(t,d,n,R) de la siguente

manera. Sean an los términos en esa suma. Sabemos que \In > l~j + 1, an > an+l,
o sea que los términos son estrictamente decrecientes, y an+2 < an+1. Demos una

an+l an
cota para estos cocientes:

( R ) (t _ l)R-n-l
an+l n + 1

an ( ~ ) (t _ l)R-n

y reemplazando n = l~+ ej, con e > o

R-n
(n + l)(t - 1)·

R-l~+ej
(t-1)(l~+ej+1)
R-E-e+1t<
(t-1)(~+e)

(t-1)(~+e)-te+1
(t - 1)(~ + e)

1- (te -1)
(t-1)(~+e)

e< 1---
E+et

El mayor de los cocientes de la forma a~~l, cuando n >= l~+ ej, y con
a R

éR/2 ::;:e ::;:R - ~ es: lT+
9
+
1

J para e = e:. Por lo tanto, usando la hipótesis
al~+9J

e ::;:t obtenemos:

e éR/2 e et1---=1- =1- <1--
~+ e ~ + éR/2 2/t + e - 3

Ahora damos una cota superior para Z desplazando la suma a la izquierda léR/2 j
posiciones.

_ ~ an-l an-LcR/2J+l (1- ét)LcR/2Jan - ... an-lcR/2J < 3 an-LcR/2J
an-l an-2 an-LcR/2J
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R

Z= L an

n=L ~+eRj

R
'" et LeR/2j< e: (1 - 3) an-LeR/2j

n=L ~+eRj

R
et LeR/2j '"(1 - 3) Z:: an-LeR/2j

n=L ~+eRj

R

< (1 - ~) LeR/2JtR (porque L an = tR)

n=O

D

Ahora definiremos una serie de conjuntos que capturarán los números reales
del intervalo (0,1) candidatos a ser absolutamente normales, y veremos algunas
proposiciones que acotan las medidas de dichos conjuntos.

Recordemos la Def. 2, pero instanciada para dígitos en lugar de palabras. Sea
a un real del intervalo (0,1), d un dígito en base t. S(a, t, d, R) es el número de
ocurrencias de d en los primeros R dígitos después del punto decimal, en la expre-
sión de a en base t.

Diremos que s es candidata a ser absolutamente normal cuando la cantidad de
apariciones de d en s (denotada con n) está "cerca" de la media.

Para probar que casi todos los reales en el intervalo [O,1] son absolutamente nor-
males, probaremos que hay "pocos" reales, en el sentido de la teoría de la medida,
que son candidatos a no ser absolutamente normales. Toda vez que nos refiramos
a la medida de un conjunto X, estaremos hablando de la medida de Lebesgue, y
lo notaremos J.L (X).

El resultado dado en el lema 8 muestra que podemos acotar superiormente la
cantidad de palabras en base t de longitud R, que son candidatas a no ser absolu-
tamente normales.

Definición 9. Sea t E N, t > 1, d un dígito en base t, R E N, e E IR.
Llamaremos B(c, d, t, R) al conjunto de reales a E (0,1) tales que

R
IS(a, t, d, R) - TI < cR

Informalmente, los reales del conjunto Bie, "(,t, R) serán los candidatos a ser nor-
males en base t. La siguiente Proposición acota inferiormente la medida de tales
candidatos.
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Proposición 10. Sea t E N, t > 1, Y sea d un dígito en base t. Para todo R E
N,é E IR tales que: ~ < e < t:

et LR<JIL(B(é,d,t,R)) >1-2(1-"3) 2

Demostración. La medida de los o E (0,1) tales que sus primeros R dígitos de su
expresión fraccionaria en base t corresponden a una secuencia dada, es t:".

Luego,

IL ({o E (0,1): IS(o,t,d,R) - ~I ~ éR}) = r:" l: N(t,d,n,R)
In-~I~éR

y por el Lema 8, tenemos:

IL(B(é, d, t, R)) IL ({o E (0,1): IS(o, t, d, R) - ~I < éR})

él LR<J> 1- 2(1-"3) 2

o
Definimos A(é, T, R) como el conjunto de reales o E (0,1) que son candidatos

a ser normales en toda base t tal que 2 ~ t ~ T:

Definición 11. Sea T E N, T> 1. Para todo R E N, é E IR :

T

A(é,T,R) = n n B(é,d,t,R)
t=2 dE{O, ... ,t-l}

En la siguiente Proposición acotamos inferiormente la medida de A(é, T, R):

Proposición 12. Para todo R E N, T E N, T > 1, é E IR tales que: ~ ~ é ~ +:
(A(é T R)) > 1 _ T(T + 1) - 2

IL " R<2_2<
e 3

Demostración. Tomando complemento, obtenemos las siguientes desigualdades:

p ((O, 1) \ A(é, T, R)) ~ p (~dE{O~'-') (O, 1) \ B(€,d, t, R))

T

< l: l: IL ((0,1) \ ei«, d, t, R))
t=2 dE{O, ... ,t-l}

2é LR<J< (T(T+ 1)- 2)(1- 3) 2

Re2-2e< (T(T+1)-2)e- 3
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La anteúltima desigualdad surge de la Proposición 10 y de la observación de que
el número de conjuntos Bie, d, t, R) que se intersecan es -¿;=2 t = T(T~1)-2. La
última proviene del hecho que "Ix> ° yVy: (1 + y/x)X < eY. O

Turing define los conjuntos Ak, especializando los conjuntos A para ciertos
valores de é, T Y R. En esta sección, hacemos una variación a esas asignaciones,
dado que estamos trabajando con otra cota inicial.

Definición 13. Ak es el conjunto A(é, T, R) especializando e = lk11/4J' T = lk1/4J
y R = k. Es decir,

_ _1_ 1/4
Ak - A( lk1/4J' lk J, k)

Proposición 14. 3ko tal que, Vk :::::ko tenemos

1
f.L (Ak) ::::: 1 - k(k _ 1)

Demostración. De la definición de Ak y por la Proposición 12, tenemos

(A ) = H (A(_l_ lk1/4J k)) > 1 _ lk1
/
4J(lk1

/
4J + 1) - 2

f.L k r: lk1/4J " k( 1 )2 2 1
lkl/4 J - lkl/4 J

e 3

Se puede ver con facilidad que 3k1 E N tal que, Vk :::::k1

Vemos ahora que 3ko E N que cumple que Vk :::::ko:

2-!k 1-- < ----,----,-
e~-2-k(k-1)

concluímos que: 3ko tal que, Vk :::::ko, f.L (Ak) :::::1 - k(L1)

Desde aquí, ko será el determinado en la Proposición 14

Definición 15. Para cualquier natural k :::::ko Y n :::::0, c(k,n) ~ (0,1) se define
de la siguiente manera:

o

(k ) {
(0,1) sin=O

e ,n+1 =
Ak+n+1 n c(k, n) n (f3n, 1) si no

donde f3n es un número racional, elegido de forma tal que la medida de c(k, n+ 1)
1 1 1

es - k + k+n+ 1.

Si k < ko, definimos c(k, n) = c(ko, n).

De esta manera, c(k, n) es una intersección finita de intervalos con extremos
racionales, para cada k y n.
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Observación 16. Para n 2':0, siempre es posible encontrar fin, pues

1 1
J.l (Ak+n+ 1n c( k, n)) 2': 1 - k + k + n + 1

para k 2': ko· En efecto, si n = 0, J.l (Ak+n+1 n c(k, n)) = J.l (Ak+n+l) 2': 1 - k(k~1)
la propiedad claramente vale. Para n > 0,

J.l ((0,1) \ (Ak+n+1 n c(k, n))) 11, (( (0,1) \ Ak+n+l) U ((0,1) \ c(k, n)))
< J.l (((O, 1) \ Ak+n+l)) + J.l (((0,1) \ c(k, n)))

1 1 1< +----
(k+n+1)(k+n) k k+n
1 1
k k+n+1

de modo que
1 1

J.l (Ak+n+1 n c( k, n)) 2': 1 - k + k + n + 1

Definición 17. Definimos Ec(k,n) como el conjunto c(k, n) habiendo removido los
puntos extremos de cada intervalo.

Terminamos esta sección con la prueba del teorema principal, el Teorema 1 de
Turing. Reescribimos el Teorema 1 con la función Ec(k,n) introducida en la defini-
ción anterior. Aunque no es necesaria, la incluímos ya que Turing la utiliza en su
demostración.

Demostración del Teorema 1 de Turing . Tenemos que ver que para k 2':ko,
el conjunto

E(k) = n Ec(k,n)
n;:::l

tiene medida 1 - l/k y contiene únicamente reales absolutamente normales.

La función c(k, n) es recursiva, de modo que los conjuntos Ec(k,n) también lo son.
Observemos que J.l (Ec(k,n)) = 1 - fe + k+;'+l' para k 2':ko· Ec(k,n+l) <:;;; Ec(k,n),

de modo que

J.l (E(k)) J~~J.l(Ec(k,n))

1
, 1 1
1m 1- - + c:-----

n->OQ k k + n + 1
1- l/k

Para ver que E(k) sólo tiene reales absolutamente normales, vamos a ver que
cualquier ex E E(k)(k > ko) es simplemente normal para toda base t (ver nota al
pie en la Definición 3).
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Sea o E E(k) Y d E {O,... , t - 1}.
Probaremos que:

lím S(o,t,d,q) 1
q--->oo q t

o E E(k) ::::} o E Ec(k,n)Vn E N,n > O
::::}o E c(k, n), Vn(n > O)

::::}o E Ak+n+1Vn > O
1 1/4::::} OEA(lq1/4j'lq J,q),Vq~k+2

Por la Definición 11, Vd (O:::; d:::; t - 1);Vt(2:::; t:::; lq1/4J) :
(Notar que q > k¿ ::::}~ :::;e = lq¡1/4J

1
o E B( lJQJ ,d,t,q)

Por la Definición 9, Vd (O:::; d:::; t -1);Vt(2:::; t:::; lq1/4J):

q q
IS(o, t, d, q) - ti < lq1/4J

::::}IS(o,t,d,q) _ ~I< _1_
q t lq1/4J

::::}lím IS(o,t,d,q) - ~I=0
q-eco q t

::::}o es simplemente normal en toda base t : (2:::; t :::;lq1/4J), Vq ~ k + 2
::::}o es absolutamente normal (definición 3).

Con esto queda demostrado el Teorema 1 de Thring.

3.1. Comparando las cotas
Nos interesa comparar las cotas del Misterioso Lema 6 y la obtenida en el Lema

8. Repetimos el Lema 8:

Sea t E N, t > 1. Sea d un dígito en base t. Para todo R E N, é E lR tales
que .Q. < e < 1.:

R - - t

L N(t, d, n, R) < 2 (1 - ét/3)leR/2J tR.
In-~I>eR

Usando que Vy y Vx > O : ((1 + y/xy < eY , vemos que:

13



La cota de Turíng, es apenas menor que la cota obtenida del Lema 8, ya que:

si tomamos k = éR, porque

Turing da su cota para 1< 0.3. Tomando k = eR, dice e < 0/, mientras que
nuestra cota, pide i~e < r

14



4. Versión fiel del Teorema 1 de Turing
En su manuscrito original Turing utiliza el siguiente resultado en la demostración

del Teorema 1, y menciona que es posible probarlo, pero no da la demostración.

Misterioso Lema 18. Sea t E N, t > 1. Sea v una palabra en base t, con 1 "t 1= T.

Si k¡; < 0.3:

k2trL N(t, "t, n, R) < 2tRe- 4R

In-Rt-rl>k

Dado que no pudimos reconstruir esta demostración, la asumiremos como
hipótesis en esta sección.

Daremos ahora una versión extendida para palabras de cualquier longitud, de
la Definición 9.

Definición 19. Sea t E N, t > 1, "t una palabra en base t con longitud T, R E
N, ~ E lR.
Llamaremos B(~, "t, t, R) al conjunto de reales o: E (0,1) tales que

1 S(o:,t,"t,R) - ur: 1< ~~r

El primer paso en dirección a la demostración del Teorema 1 de Turing, es la
siguiente proposición, análoga a la Proposición 10.

Proposición 20. Sea t E N, t > 1, "t una palabra en base t con longitud T,

R E N, ~ E lR. Si ~ -1 < 0.3:

Rt-r
m B(~,"t,t,R) > 1- 2e- 4602

Demostración. Siguiendo la misma idea que en la demostración de la Proposición
10, sabemos que:

JL(B(~, "t, t, R)) = 1- rR N(t,"t,n, R)

Como ~ -1 < 0.3, por la Proposición 18 tenemos

JL(B(~,"t,t,R)) >

o
La definición de A cambia levemente con respecto a la Definición 11

15



Definición 21. Sea T E N, t > 1, L E N, R E N,~ E R

T

A(~,T,L,R) = n n B(~",t,R)
t=2 l~::lyl::óL

Proposición 22. La cantidad de conjuntos B(~", L, R) que aparecen en la defini-
ción de A(~, T, L, R) es a lo sumo TL+1.

Demostración. No es difícil de ver que el número de conjuntos B(~", L, R) que
aparece en nh'I::óL B(~", t, R) es

L . tL+l _ 1"'e ---~ - t-1 .
i=l

Por lo tanto, el número de estos conjuntos en A(~, T, L, R) = n;=2 nh'I::óL B(~", t, R)
es

T L+l 1
'" t - < TL+l
~ t-1 -
t=2

(la última desigualdad sale sin problemas usando inducción en T). o
Probamos ahora un resultado similar a la Proposición 12:

Proposición 23. Sea T E N, t > 1, L E N, R E N,~ E lR.
Si ~-1 < 0.3:

Demostración. Tal como hicimos en la demostación de la Proposición 12, tomamos
complemento, y obtenemos las siguientes desigualdades:

/-L ((O, 1) \ A(~, T, L, R)) = /-L (Ú U (0,1) \ B(~", t, R))
t=21::óbl::óL

T

< I: I: /-L ((O, 1) \ B(~", t, R))
t=2 l::óI'T'I::óL

RT-L
< 2TL+1e- 4a2 •

La última desigualdad sale de las proposiciones 20 y 22. o
Tal como hicimos en la Definición 13, asignamos valores para las variables ~,

T, L Y R en A(~,T,L,R). Turing utiliza otras asignaciones, (~ = lk1/4J,T =
ley'ln kJ ,L = lvrz:n¡c - 1J ,R = k) que comprobamos que no son apropiadas. Sin
embargo, las asignaciones que utilizamos respetan que todos los parámetros crecen
con k y recorren todos los valores posibles, al igual que las utilizadas por Turing:

16



Definición 24. Ak es el conjunto A(.6., T, L, R) especializando .6. = lk1/8 J, T =
l(ln k)1/4J, L = l(ln k)1/4 - 1J Y R = k. Es decir,

Ak = A(lk~ J, l(lnk)1/4J, l(lnk)1/4 - 1J, k)

Con estas especializaciones de .6., T, L Y R, podemos probar un resultado
similar a la Proposición 14.

Proposición 25. Existe un ko tal que Vk 2 ko

Demostración. De la Definición 24 y por la Proposición 23, tenemos que para k
suficientemente grande

/L(Ak) /L (A(lk~ J, l(lnk)1/4J, l(lnk)1/4 -lJ,k))

2l(ln k)1/4J l(lnk)I/4-1J+l
> 1- k

1 2 /e4lkl!J l(lnk)I/4Jl(lnk)1 4-1J

2v'k
> 1 - --;;174

e 4

También se puede ver que para k suficientemente grande,

2v'k 1
1 - e kIt > 1 - k(k - 1)"

o
Las definiciones 15 y 17 Y la observación 16 se siguen cumpliendo.

Demostración del teorema 1 de Turing. Tenemos que ver que para k 2 ko,
el conjunto

E(k) = n EC(k,n)
n~l

tiene medida 1-1/ k Ycontiene únicamente reales normales (de acuerdo a la Defini-
ción 4 que usa Turing).

Para ver que este conjunto tiene medida 1 - l/k, usamos los mismos argumen-
tos que vimos en la sección anterior.

Para ver que E(k) sólo tiene reales normales, vamos a ver que cualquier a E
E(k)(k > ko) es normal para toda base t.

17



Sea a E E(k) y"( una palabra en base t, con 1"( 1= r, Probaremos que

lím S(a, t, "(,q) = 2.
q->oo q tr

a E E(k) =} a E EC(k,n)Vn E N, n > O
=} a E c(k, n), Vn(n > O)
=} a E Ak+n+lVn > O

=} a E A(lq~ j, l(lnq)1/4j, l(lnq)1/4 -lj,q), Vq 2 k + 2

Por la Definición 21,
Vt(2::; t s: l(lnq)1/4j);V,,( palabra en base t con 1"( 1= r y r::; l(lnq)1/4 -lj:
(Notar que q > ko =} i ::;0.3)

Por la Definición 19,
Vt(2::; t::; l(lnq)1/4j);V"( palabra en base t con 1"( 1= r :

q q q
IS(a,t,"(,q) - trl < lql/8jtr < lql/8j

=} IS(a,t,"(,q) _ 2.
1

< _1_
q tr lql/8j

=} lím 1 S(a, t, "(,q) _ 2.
1

= O
q->oo q tr

=} a es normal (Definición 4) en toda base t: (2::; t::; l(lnq)1/4j), Vq 2 k + 2.

Queda demostrado el Teorema 1 de Thring.
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5. Una cota alternativa
En esta sección, presentaremos una cota alternativa a la dada en el Lema 8.

Este camino, fue propuesto por la Dra. Mariela Sued, a quien le agradecemos
enormemente su aporte.

Si bien la cota que daremos aquí, no es más fina que la que utilizamos en la
Sección 3, la incluiremos para dar otro enfoque al mismo problema y que también
nos permite hacer la reconstrucción del Teorema 1 deTuring, en una manera simi-
lar a la realizada en la sección 3.

La notación utilizada en esta seccíon, es la siguiente: P(x) es la función de Prob-
abilidad, E(x) es la esperanza matemática, y B(n,p) representa la función de dis-
tribución binomial, donde n representa el número de pruebas y p la probabilidad
de éxito en cada prueba.

Para desarrollar esta cota, utilizaremos el siguiente resultado, cuya demostración
se encuentra en el libro de D.Pollard [8J (Hoeffding's Inequality y Corollary 3, pag
191/192):

Proposición 26 (Desigualdad de Hoeffding). Sean Y1, Y2, ... , YR variables
aleatorias independientes, con media O y rangos acotados: ai ::; Yi ::; b., Para
cada k real, k > O

Corolario 27. Bajo las mismas condiciones que la Proposición anterior, se cumple
que:

La siguiente proposición, demuestra la cota alternativa, que presentamos en
esta sección:

Proposición 28. Sea t E N, t > 1. Sea d un dígito en base t.

2k2L N(t,d,n,R) < 2tRe- R

In-~I>k

D t . 'S d N(t d n R) ti di trib . 'B· . 1 d 'emos racwn. e pue e ver que: 'tR ' lene IS ri UClOn momia e para-
metros: B(R, l/t). En este modelo, cada prueba representa la ocurrencia o no de
d, en cada uno de los R dígitos de cada palabra. De esta manera, las pruebas
son independientes, (el hecho que aparezca d en una posición dada, no afecta la
probabilidad de que aparezca en las siguientes) y la probabilidad de éxito de cada
prueba es l/t.

19



Sean X, variables aleatorias independientes, con distribución Binomial de paráme-
tras: B(l, lit). De esta manera, vemos que: 2:!1 X¡ = n y E(Xi) = lit
Cada X, representa a cada una de las R pruebas involucradas en N(t';it,R)
Ahora definimos: Yi variables aleatorias independientes, de la siguiente manera:
Yi = X, - lit
Observemos que:
ai = -lit:::; Yi :::;b; = tt1 y E(Yi) = (-1/t)tt1 + 1/tttl = O

Vemos que: 2:f=l Yi = 2:!1 (X, - lit) = n - ~ y también que: E(2:!l Yi)
2:f=l E(Yi) = OY 2:!1 (bi - ai? = R

Usando el Corolario 27 (que se deduce la desigualdad de Hoeffding, Prap.26),
obtenemos:

R _2k2
P(I n - t 1> k) :::;2e R

2k2
con lo que: 2:ln_~I>kN(t,d,n,R) < 2tRe- R

o
A continuación, veremos que esta cota es mayor que la que la obtenida en el

lema 8, (y por lo tanto, mayor que la utilizada por Turing, como vimos en la sec-
ción 3). Recordemos la cota del Lema 8:

Sea t E N, t > 1. Sea d un dígito en base t. Para todo R E N, € E lR. tales
que..§. < € < 1:

R - - t

L N(t, d, n, R) < 2 (1 - €t/3) LéR/2J tR.
In-~I>éR

Si tomamos k = €R, estamos sumando los mismos términos, y podemos ver que:

Luego, usando que ((1 + ylx)X < eY, \:Ix > O, vemos que:

(1 - ct/3) LéR/2J < e-"i LéR/2J < e_"2R~-2,,t

Como k = €R, vemos que:

-2é2R €2Rt - Zet 2 2R R 2t<e {:} > € {:}€ >--
6 t - 12

Y como la cota del lema 8, vale para e ~ 61R, esta cota es mejor para todo t tal que:

e
e2 Rt-2et

6 <e

2t
6 > --, o sea,\:It > 18

t - 12
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Por lo tanto, para la mayor parte de los casos, la cota del Lema 8 se comporta
mejor que la dada aquí.
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6. Conclusiones
El interés del Teorema 1 es el hecho de que da una construcción recursiva para

demostrar que el conjunto de números normales tiene medida de Lebesgue igual a 1.

A pesar de que no hemos conseguido reconstruir la demostración del teorema con
la estrategia original de Turing, nuestra estrategia también da una construcción
recursiva.

Cabe señalar que las notas del editor ([11]' pp. 263-365) sobre el manuscrito origi-
nal son insuficientes para la comprensión del trabajo, inclusive, hay algunas notas
incorrectas.

Con esta tesis, hemos conseguido identificar las herramientas utilizadas por Turing
en la demostración del Teorema 1. Creemos que es posible dar una demostración
del Misterioso Lema en su versión basada en palabras, cambiando levemente la co-
ta dada por Turing. Y por supuesto, queda por estudiar el Teorema 2, el algoritmo
para generar números normales, que utiliza la construcción del Teorema 1.
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7. Apéndice 1
Manuscritos Originales de A.M. Turing
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8. Apéndice 2
Versión transcripta por J.L.Britton
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A NOTE ON NORl\1AL NUivlBERS

r.
Although it is known that alrnost all nurnbcrs are norrnal--uo cxample,r-::"\

of a normal number has cver been given. I propase to show how normal n l ~ .1,.....:./
numbers may be construcred and lO prove that almost all numbers are nor- f ["~ .

mal co~structively.. .. . f-'/ ~<~:{..-.
Consider the~mtegers m (he scale of t, f~2. If)' 15 any scquence./ \. -::f !'..'

of figures in that scale we denote by N{!, y, n, R) the number of these in u2D-
which y occurs exactly n times. Then it can be preved without dif'Iiculty
that - R

(

R \ /(¡-¡¡-o.__. -, ._0_' ~ ~_/,

II~I "":":") 1I~'XN(t,Y.ll,R») = :;,X.(R-r~ 1)/-
1,?!

o .~
whcre I(y) = r is the Icngth of the sequence };: it is also possiblé=to prove
that

il3fi

,-

. L. N(J,y,n,R)<2tRc-k1/'/4R, !T:
In - R(~'I »k

(1)

provided kt'/R<0.3.
Let a be a real number and Sta, 1,y, R) the number of occurrenccs of y

in the first R figures after the decimal point in the expression of a in the
scale of t. a is said to be normal if R-1S(a, 1,y, R) -+ 1-' as R -+ 00 for each
y, 1, where r=/(y).

Now consider sums of a finite number of open intervals with rational
cnd points. These can be enumerated constructively. \Vc takc a particular
constructive cnumeration: let En be the nth set of iruervals in thc enumera-
tion. Then we have the next theorem.

Theorem 1. We can find a conslrueliv§ function ctk, n) o/ two integral
variables surh IIJat Ec(k.n+I)~Ec(k.,,) and m EC1k•lI) > 1-1/k /01' each k, n
and E(k) = rr.I 1:.(,(.1;.,,) consists entirely of normal numbers [or each k.

Let 8(.1, y, 1, R) be the ser of numbers a (O< a < 1) for which

R
\5(a ( )! R)·- Rr-'11 <-, " , ~,r '

R
.1 = --o

Kt'
(2)

Then by (1)
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Let A (Ll, T. L, R) be the set of those a for which (2) holds whenever 2 ~ t ~ T
and 1(}')~Lt Le.•

_ t
A (Ll. T. L. R) = Il Il B(Ll. v,t, R).

(:=2 l(y)~L

The number of factors in the product is at most TL + I so that

[58 mA(Ll,T.L,R» l_TL+le-RT-l/4dl.

Let

Ak ~ A «(kl/41. [ey108''], [y'logk - 1J. k).

Ak = A (k. [eVI08k), [Ylogk - 1], k4~. -:;0
Then, ir k~ 1000, we shall have

m Ak> 1- ke-l/2kuí > l-l/k(k-H ..
•-cik, n) (k~ 1000) is to be defined as follows. cik, O) is (0,1). ctk, n + 1) is

the intersection of an interval (Pn,l) (O~Pn< 1) with Ak .•.II+ I and c(k,n),
Pn being chosenso that the measure of cik, n + 1) is 1- 11k + (k + n + 1)-l.
This is possiblesince the measure of ctk.n¡ is l-l/k+ l/(k+n) and that
of Ak+n+ lis at least 1-1/«k+ n)(k+ n + 1». Consequently the measure of

R6B c(k,n)lIAk+n+1 is at least 1-1/k+l/(k+n+l). lf k<lOOO we define
cik, n) to be c(lOOO.n). c(k,n) is a finite sum of intervals for each k. n.
When we remove the boundary points we obtain a set of the form EC(k.n)

of measure l-l/k+l/(k+n) (k~lOOO). The intervals of which Ec(k.n)

is composed may be found by a mechanical process and so the funetion
cik, n) is eonstruetive. The set E(k) = n;...1 EC(k,n) consísts of normal
numbers for if a E E(k), then a EAk (all k> K. k ~ 1000). Ir )' is a
sequence of length r in the seale of t and if «« be sueh that

(eylolkú]>t and [Ylogko»r+ 1,

then for k> ko

.JS(P. t, )',k) - kl-TI <k[k1/41-1
t

where P is in Ak (by the definition of Ak). Henee k-a S(a, 1,)'. k) _ r: a."
k tends to infinity, i.e., a is normaL

Theorem 2. There is a rule whereby given an integer k and an infinite
sequence of figures O and 1 (the pth figure in the sequence being 8(p» wC'
can find a normal number a(k, 8) in (he interval (0,1) and in such a way
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that for fixed k these numbers [orrn a ser of measure al least 1 - 2/k and
so that [he first n figures 01 {}determine atk, B) lO within 2 "", «7 U

With each integer n we associate an iruerval of the Iorrn (m¡/21!,
(m" + 1)/2n) whose intersection with E(k) is 01' positive rneasure, and
given rn, we obtain "'n+l as follows. Put QSB

(
"m" 2m 11 + 1 )

m EC(k, 11) n 2'" 2" + 1 = a",m •

(
2m n + 1 m" + 1 )

m EC(k,11) n 2n + 1 • 2" = b",m.

and let rn be the smallest m for which either a".m<k-12-2n or b¡.,m<
k-12-ln or both an•m>1/k(k+Il+1) and bn,m> l/k(k+n+ 1). There
exists such an rn Ior an,m and bn,m decrease either to O or ro so me positive
number. In the case where a".F/t<k-12-2n we put m"+1=2m,,+1; ir

.......k-¡2-2" b b k-12-21¡ 2 d i th thi "an.r.~ ut n.r¿ < . we put m,,+ 1 = m", an m e Ira
case we put mn+ 1 = Lm; or mn+ 1 =2mn + 1 according as B(n) = O or 1.

For each n the interval (m,,/2". (m" + 1)/2" + 1) includes normal numbers
in positive measure. The intersection of these intervals contains only one
number which must be normal.

Now consider the set A (k, n) consisting of a11 possible intervals
(m,,/2n, (mn + 1)12"), l.e., the sum of all these intervals as we allow the
first n figures of {}to run through all possibilities. Then

UO»

mE(k) nA(k,n+ 1) = mE{k) nA(k.ll)

2
111

-1 (ni m+ 1)- L m E(k) n (A (k.ll) - A (k, n + 1»n n' n .
m-O 2 2

But

so that

m E(k) n A(k, n + 1»m E(k) n A(k,n) - 2-1
.-

lk--1

..,
I ••>m E (k) - k - > 1 - - . a 11 n

k

The set of all possible numbers a(K,8) is therefore of measure at least
1- 2/k.

By taking particular sequences O (e.g., O(n) = O for all n) we obtain par-
ticular normal numbers. U2B

. ~;
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arbitrary matrix wi h integral entries hether or not it is a pr
each factor one the given matri s (MARKOV (1951 ».
(161 A speciali tion of this is th foltowing. As mentionc
there is a finit y presented gro whose word problern is
raises the qu tion: is there an lgorithm which will deci of a given finite
presentati whether or not . s word problem is unsol ble? That no such
algorith exists was show by AOYAN (1957).
(17) M kov has show that there is no algorit for deciding of two
4-ma folds whether or ot they are homeomorp c. The proof is by red -
tion o the unsolvabi y of the isomorphism oblem for groups, th
to e result that the is no algorithm for deci ing of any two finite esen-
t tions of groups ether or not the group re isornorphic (ÁDYA (1957);

ARKOV (1958); DIN U958».
(18) (a) Hemio has shown that the de ision problem for kno is solvable
and that the meomorphisrn probl for a large dass of -manifolds is
solvable (H ON (1979» ..

(b) An er decisión proble which Turing migh
Hilbert' Oth problem: is ther an algorithm which
nomial p(x" ..• ,x,,) over the ntegers whether or
al •... a" such that pea,. ... Ir) = 01

T is was shown to be soívable by MATlJASE e (1970); his pro
b ed on the work of AVIS. PUTNAM and Ro NSON (1961).~ .. ,

ave included is
cides for any poly-

t there exist intege

A Note on Normal Numbers

Notes

11) In fact, CHAMPERNOWNE (1933) gave an exarnple of a normal number ..
(21 More accurately, y is Ul •••• , u, where O~ U¡ < t, i = 1, •.•• r, and UI •••• , u,
are all different. . . -_
(3) The second summation should be from O to R. The right-hand side
should be (R - r+ l)r'; however this formula is not needed in the sequel,
141 Fix R. tand r and simplify the notation to N(y, n), Sea, y). Let J be the
set of all R-figure integers in scale I and for a E (0,1) let q1(a) E J be the first
R figures after the decimal point in the expansión of a in scale t.

Ir ~ E J, Jet S'{c!, y) be the number of occurrences of y in ~. We have
N(y, n) = number of elements of J in which y occurs exactly n times. Now

number of pairs (~. y) such that S'(~, y) = x

= 1: (number of pairs (~, y) such that S'({, y) =x).,
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= E (number of ~ such that y occurs x limes in ~)
'1

= E N(y,x) .
r

Let Ll<O.3. The number of pairs such that IS'(~.y)-Rr'I>R/t'L1
equals E N(y, x) over y and x where x satisfies Ix- Rt -'1> R/t' .1. This
sum is less than 2tR exp(-k2t' /4R). The set of all a such that ~(a) is a
given ~ is an interval of length r". Also, S{o,y)=S'(~(o)_ y). Hence the
measure of the set of all a in (0,1) such that IS(o, y) - Rr'l > R/I' L1is less
than 2exp(-k2t'/4R), that is, 2exp{-Rr'/4L12). The required inequality
follows.
(51 Replace TL + I by 2TL + l.

(61 Ak+" is a finite sum (i.e., union) of intervals since each B(.1, y, t,R) is;
this is essentially because in the notation of note «41. q1-I{~) is an interval
for each ~ in J.

Moreover the end-points ct.tbese, intc~ls .are..ratiQJ.!.ah. ---~. .. . ._o\--- _'.,..' ~
-r (7) The proof of this theorem that is given is certainly inadequate. Indeed
~ I suspect that the theorern is falseo

In the theorem Jet 8(p) = O for all p or, more generally _let f) be recursive.
Then in the notation of the proof we can recursively enumerate mi. m2_ .•••
so the intervals 1"= (mn/2~. (m" + 1)/2") are recursively enumerable. As-
suming that the intersectien of these intervals is a single point x and noting
that m(l,,) =2-n we see that x is not Martin-Lóf random (see CHAITIN

(1987».
m81 There seems.to be a serious gap in the argument giviog the construction
of these intervals. It is trivial to find such íntervals nonconstructively but
we have to proceed constructively. .;1.",,1': ' _

Note that ir m and n are given we can calculate a. m and bit ", (see note ':t~~~~¡"'l. t f.:f".,':,)' '" .
(9». Suppressing n, we have thar (om) is a decreasing sequence with limit: ::/~"~. o'

..• , :yt

o~O (unknown) and similarly bm - b (unknown). Let c=a+ b: then c>O~·:::::~fé.,~ .
Assume that O<c'~c~c·. where e' and e" are known and ¿<2e'. ChoO~fr-:·
x and y such that O<x<c', O<y<c', c·<x+ y. Then some 0m<x or som~!(;j
b", <x or for some m both 0m<Y and b", <y; otherwise, for all m•.~•.~f~~:'
b",~x+ y so c~x+ y z-c". .:.

In the first case O<X so b>c-x~c'-x>O; similarly in the third~CUe,~
., ,,~.

a-e y, b<y so o>c'-y>O and b>c'-y>O. (Thís analysis showsJ:hI ...
perhaps '>l/k(k+n+ 1)' should be '<l/k(k+n+ 1)'.) ':"::}i

In the first case we choose the right half-interval, in the second case~~e
left one and in (he third case we make a choice determined by (J~,:~~'

lf sornething of the form above is what the author had in mindJo~g,'
, :>.;f.~":,.; ~ft'i-,

.: ~ "/4"·~U
:~'"

•

i
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taining In+1 from 1",1 see no way of defining x.y, e', e" as functions of 11

which would allow the construction of all the intervals In'

R9D The symbol 'm' on the left clearly denotes the measure of the inter-
section of the two sets. The right-hand side depends on n and another
variable, unfortunately called m, so evidently cik, n) should be ctk, m).
(IOn What is to exclude the case when, from some point onwards, always
the left half-interval is chosen? In this case the intersection of the intervals
is ernpty. (However, if the intersection is empty, then the point in common
to all the corresponding closed intervals is- rational.)

Assuming the intersection is nonernpty, why is the number normal?
(Consider the analogous situation: I,,=(t-t/n,t+t/n), E=(O,t)U(l.l).
Then Inn E has positive measure, nIn = {t} but t is not in E.)
U 1D Replace 2-n -1 by 2-n (and replace 1-- 2/ k by 1- 3/ k)?
(l2D There are three reference numbers in the text but there are no cor-
responding references.

For further information on normal nurnbers, see KUIPERS and
. NIEDERREITER (1974) .

,

•

Notes

L be the Iirst-order 1 uage with equalityhavin one binary reía-
symbol < and the b' ry function symbols - a x. A sentence A o

L is said to be true jj if it is true Ior the real mbers when =. <.
have their usu eanings. Tarski's theore may be expressed b aying
that there i n algorithm which given a sentence A deterrni whether
or not is true for IR.

e for later that we can ex ess y=O in L as y- y

expresses y = 1, Z = - «x - x) - y) expresses and the formula
~=x and not y. y=y expresses Z=xy-I.

:' 121 For proe ure (a) to make sense, the oup G must be given in term
of gener rs and defining relations, t set of generators must be r r-
sivel~ numerable and the set of defi mg relations must also be re rsively
e merable. In particular G mus e countable; this rules out, r example,

e unitary group U(n).
(3B Before 'matrices' inse 'cornplex nonsingular".
. 'order r' means of e rse that the matrices are x r.
·(41 This means lhat . the statement in quotatj n marks is denoted by S
then there is a se nce A, in the first-order nguage in note U g suc iat
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