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.De qué sirve ganar, si no ganan conmigo los que vienen detras?

ROQUE NARVAJA en Para llegar
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LEONARDO DE PiISA en FEl libro de los nimeros cuadrados
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Resumen

En la década de 1960 Gregory Chaitin desarrollé una teoria de compleji-
dad (teorfa de largo de programa, intimamente emparentada con la nocién de
complejidad ideada por Andrei Kolmogorov) para las palabras, y demostré que
esta nocién puede ser interpretada como una medida de cantidad de informa-
cién o entropia algoritmica. El sentido de entropia al que se refiere Chaitin es
precisamente el dado por Claude Shannon en 1948 que, motivado por el proble-
ma de transmitir informacién eficientemente sobre un canal de comunicacion,
cre6 una nueva manera probabilistica de pensar las comunicaciones y creo una
teoria matematica de la entropia.

Esta tesis tiene tres aportes fundamentales. En primer lugar ha sido un estu-
dio detallado de uno de los trabajos menos conocidos y menos citados de Gregory
Chaitin [2]. En este trabajo Chaitin define y estudia la entropia de conjuntos
recursivamente enumerables. En esta tesis hemos conseguido una reescritura de
sus teoremas fundamentales.

El segundo aporte se vincula con la pregunta jhasta qué punto podemos
hablar de la funcién de complejidad como medida de entropia en universos arbi-
trarios? El Teorema 5 da condiciones suficientes para esto: pide que exista una
funcién que mapea palabras con elementos de un universo dado, y da condiciones
suficientes sobre este mapeo para que la funcién de complejidad sobre este uni-
verso coincida con la de entropia. Y en particular, el Teorema 27 demuestra que
el universo de los conjuntos finitos de ntimeros naturales (bajo cémputos finitos)
admite esta nocion de complejidad. Justamente la estrategia usada en esta tesis
para demostrarlo se basa en la existencia de un mapeo entre las palabras y los
conjuntos finitos que cumple con las condiciones suficientes dadas en el Teorema
5.

En el citado trabajo de Chaitin se demuestra que, en general, la nocién
de complejidad no coincide con la de entropia para conjuntos recursivamente
enumerables, excepto para clases particulares de conjuntos. El tercer aporte de
esta tesis son dos nuevos teoremas que extienden los de Chaitin, para otra clases
de conjuntos. Son los Teoremas 58 y 75.

El primero es un resultado positivo y considera la clase de los conjuntos
de la misma cardinalidad (finita). Afirma que si conocemos la cardinalidad,
entonces la complejidad de cada conjunto de su clase coincide con su entropia.
Ademés, presentamos una extensién de este teorema (Teorema 6) que nos mues-
tra las condiciones suficientes que debe cumplir una clase de conjuntos para que
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VIII RESUMEN

se verifique la mencionada relacién entre la entropia y la complejidad de sus
miembros.

El Teorema 75 considera ciertas clases de conjuntos (entre las que se encuen-
tra la de los conjuntos consecutivos, es decir, segmentos iniciales de nimeros
naturales) y demuestra que, para los conjuntos en estas clases, la complejidad
no coincide con su entropfia.



Introduccion

No debo buscar mi dignidad en el espacio, sino en el gobierno de mi
pensamiento. No tendré mas aunque posea mundos. Si fuera por el
espacio, el universo me rodearia y se me tragaria como a un dtomo;
pero por el pensamiento yo abrazo el mundo.

BLAS PASCAL en Pensées

El razonamiento es un proceso que llama nuestra atencién desde hace tiem-
po. La capacidad de procesar la informacién de la que disponemos gracias a
nuestros sentidos, y que nos permitié diferenciarnos del resto del reino animal,
ha despertado nuestra curiosidad.

En ese sentido, (algunos) han tratado de empezar por poco y sélo concen-
trarse en cierto tipo de pensamiento.

Podemos comparar a un hombre [en el proceso de realizar una tarea
rutinaria] con una méquina que sélo es capaz de un ndmero finito
de estados [...]

A. M. TURING en [1]

Asi se han definido diferentes artefactos imaginarios que parecerian dispo-
ner de (algunas de) las cualidades y mecanismos del pensamiento humano, al
menos de las que utilizamos para llevar a cabo labores simples, como preparar
la lista de las compras o calcular cuanto dinero necesitamos llevar al mercado
(y ciertamente algunas un tanto mds complejas, pero por ahora dejémoslas de
lado).

Una vez identificado el objeto de estudio, las preguntas salieron impetuosas
al encuentro de aquellos que se acercaron a él y, de acuerdo a desde qué lado
se acercaba el explorador, distinta era la cara que se mostraba del problema y
distinta la manera en que se materializaban las preguntas.

Informacién
La senda que guiard nuestro acercamiento puede descubrirse como la que

nos pide ver a este artefacto, a esta maquina imaginaria que computa, como
un procesador de informacién. Un dispositivo que toma un objeto y, aplicando

IX



X INTRODUCCION

cierto proceso, lo transforma en otro. Estos artefactos se comportan como una
funcién: por cada objeto que le brindemos nos devolvera sélo uno.

Por ejemplo, podriamos tener una maquina que dada una tira de nimeros
nos devuelva otra con los mismos nimeros pero ordenados de mayor a menor.
O bien, podriamos tener una maquina que dada una jugada de “ta-te-ti” nos
diga si el juego termind.

Podemos pensar que cada objeto (en general: una tira de letras, un conjun-
to de nimeros, vos, yo, etc.) contiene cierta informacién. Pero, jcudnta? ;De
qué manera podemos medirla?

Una forma de hacerlo es aprovechar las computadoras de las que hablabamos
para realizar estas mediciones. Asi, la informacién de un objeto o tiene que ver
con ciertas propiedades de aquellos objetos p que brindados a alguna maquina
M provocan que su proceso resulte en o.

Podemos definir la probabilidad de obtener o en una méquina M (notada
Pps(0)) como la probabilidad de que un proceso de cémputo de M resulte en
o si se le brinda a la computadora un programa p escogido “al azar”. Ligada a
esta definicién, hallamos la nocién de entropia de un objeto o bajo la maquina
M, definida como Hps(0) = —log Pps(0).

Paralelamente, podemos definir la longitud del programa minimo para un
objeto r en la maquina M, notada I (r).

Un resultado en el que centraremos nuestra atencién especialmente en el
transcurso de este trabajo es aquel que une las nociones de programa minimo
para un objeto con su entropia, usualmente llamado Teorema de codificacion.

Los trabajos realizados tomando como objeto de estudio maquinas como
las que mencionamos anteriormente, por lo general trabajan con un modelo en
particular de estos aparatos. Si bien definiremos estos artefactos en detalle més
adelante, nos interesara por ahora mencionar que los datos con los que trabajan
son tiras de simbolos; en particular, palabras escritas con ceros y unos.

Chaitin [3] brinda una versién de este Teorema para el caso de las cadenas
de ceros y unos, cuya demostracién repasaremos en el capitulo 2.

Antes de continuar, veamos un poco de notacién que nos acompanard a
lo largo de todo el trabajo. Dadas dos funciones f y g, notaremos f(z) =
g(x) + O(1) cuando exista una constante c¢ tal que, para todo z, g(z) — ¢ <

fx) < g(z) +ec.
Teorema 1 (Chaitin) Para toda palabra s (es decir, para toda s € 2*)
I(s)=H(s)+ 0O(1)

Este resultado nos permite inferir que I(s), la longitud del largo de programa
para una palabra s, es una buena medida de la informacién que s contiene, ya
que es “muy parecida” a su entropfa (H(s)).

Nuestra mirada

Podemos pensar a la informaciéon como uuna entidad abstracta, pura, in-
corporea, a la que sélo podemos acceder a través de representaciones.
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Estas representaciones se diferencian entre si por su estructura. Por ejemplo,
tenemos por un lado palabras: agrupaciones ordenadas de simbolos, donde el
orden juega un papel determinante (los entusiastas de los anagramas se divierten
con esta propiedad). Por otro lado, tenemos conjuntos: colecciones de objetos
donde no existe un orden entre ellos.

Cada una de estas estructuras (cuya diversidad obviamente no se agota en
el par de ejemplos que vimos) define lo que llamaremos un tipo de dato.

Esta existencia de distintos tipos de datos no es caprichosa, ya que no
cualquier tipo de dato es adecuado para expresar cualquier tipo de informa-
cién. Por ejemplo, para una receta de cocina es mucho més ttil tener los pasos
que la conformen ordenados en una lista, ya que si estuvieran dispuestos en un
conjunto (donde no habria una relacién de orden entre ellos) podriamos estar
echando los fideos a la olla antes de calentar el agua.

Dada esta diversidad de tipos de datos podriamos preguntarnos, jcémo cam-
bian las teorias desarrolladas para palabras, cuando trabajamos con otros tipos
de datos? Y, acaso antes que la anterior, ;jpodemos utilizar esta maquinaria
(intrinsecamente relacionada con las palabras) para movernos en otros mundos,
donde habiten otros tipos de datos?

Estas preguntas condensan la luz del faro que guia este trabajo: extender
las teorias que versan sobre palabras hacia otras més generales que se apliquen
sobre otros objetos. En particular, buscaremos una nocién de programa minimo
para un objeto y la relaciéon con su entropia, expuesta por el Teorema de la
codificacién.

Un primer paso en esa direccién fue dado por Chaitin en [2], cuando extiende
su teoria de largo de programa para palabras en una que versa sobre conjuntos
de naturales.

Un mundo nuevo

De pronto parecieron estallar burbujas bajo mis parpados cerrados
y mis manos se aferraron como garras a los obenques. Volvi a la vida
con un estremecimiento. Y, a sotavento, a mucho menos de cuarenta
brazas, flotaba un gigantesco cachalote, como el casco volcado de una
fragata, resplandeciendo al sol como un espejo su ancho lomo. La
ballena, ondulando perezosamente en el mar, y lanzando de cuando
en cuando su surtidor, parecia un honrado burgués fumando su pipa.

HERMAN MELVILLE en Moby Dick

Melville no podia (me atrevo a suponer) poner una ballena en un libro, pero
si podia escribir palabras; y las usé, en su libro “Moby Dick”, para ponernos
frente a un animal que pocos tendremos la oportunidad de ver realmente. Ha
fabricado, y lo sigue haciendo, en la cabeza de quienes leemos sus palabras la
imagen de una ballena colosal.

Similarmente, nosotros no podriamos poner cualquier objeto en manos de
nuestras maquinas, pero como la imposibilidad de Melville de poner ballenas en
los libros no nos impide pensar en ballenas, que no podamos poner (por ejemplo)
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conjuntos en las computadoras, no nos va a impedir que nuestras maquinas
trabajen con ellos.

Nosotros también vamos a utilizar descripciones para los objetos que nos
interese estudiar con estas maquinas. Estaremos representando los objetos que
necesitemos a través de una funcién de representacion.

Esta funcién serd la encargada de unir dos mundos: el de los objetos concretos
que nuestras maquinas pueden manipular (por ejemplo palabras escritas con
ceros y unos) al que llamaremos Z y al de los objetos abstractos que estan fuera
de su alcance, al que llamaremos &'.

Definicién 2 (Funcién de representacién)
0:9—0

En nuestro ejemplo, v no es otra cosa que la pericia de Melville que nos
permite obtener la imagen de la ballena (que vive en ¢') dada una sucesién de
palabras escritas en un libro (que viven en el mundo concreto ).

Atn a esta altura, temprana hora del desarrollo de este trabajo, uno puede
comenzar a intuir que la eleccién de la funcién de representacién, es decir las
caracteristicas de la fucién que uno elija, van a tener un peso determinante en
los resultados que puedan alcanzarse.

Pero, jcémo saber qué tan buena (o tan mala) es una funcién de repre-
sentacion?; En qué propiedades deberiamos fijarnos?

Para tratar de orientar las respuestas a estas preguntas vamos a propon-
er enfocar la atencion sobre ciertas cualidades de las funciones de este tipo de
las que hablan Heintz et al. en [4]. Como ellos trabajan sobre el problema de
buscar codificaciones de clases continuas de objetos matemadticos (en particular:
funciones polinomiales) y nosotros lo haremos sobre clases discretas, debere-
mos modificar levemente estas cualidades para que se adapten mejor a nuestros
propositos.

Definicién 3 (Representacién inyectiva) Diremos que un conjunto de ob-
jetos 2, via una funcién de representacion v : 9 — O, representa inyectiva-
mente a un conjunto de objetos O si, por cada objeto abstracto o € O, existe
solo un elemento concreto d € Z tal que

v(d) =0

Definicién 4 (Identidad) Sea v una funcidn de representacion. Llamaremos
idy : 9 X 2 al predicado tal que, dadas dos representaciones di,ds € 2, cumple
que

idy(dy, dz) es verdadero sii v(d1) = v(dz)

Por lo pronto, la tnica restriccion que pondremos sobre las funciones de
representacién es que su dominio esté incluido en el codominio de nuestros dis-
positivos de computo (decidimos, quizés en un acto de miopia, no brindar interés
a la interpretacién de palabras que no podemos escribir).
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Un mundo distinto

Ya en la extension mencionada que realiza Chaitin en [2], comienzan a
plantearse diferencias. No todos los resultados que valian en el caso de las pala-
bras siguen valiendo cuando se trabaja con conjuntos de naturales.

Uno de los resultados que deja de valer es el Teorema de codificacion. Sobre
él centraremos principalmente nuestra atencién a lo largo del presente trabajo,
tomandolo como referencia de los cambios que pueden ocurrir cuando traba-
jamos con distintos modelos de cémputo (cémputos finitos y eternos) y distintos
tipos de datos.

En la primera parte nos ocuparemos de las maquinas de computo finito
y veremos un ejemplo de representacién no trivial (trabajando con conjuntos
finitos de naturales) en el que se verifica el Teorema de codificacién.

Luego mostraremos condiciones suficientes para la validez del Teorema de
invarianza en este modelo de computo.

Teorema 5 Sea una funcion de representacion v : 9 — O y su predicado de
identidad asociado idy, : D X 9. Bajo el modelo de computo determinado por las
maquinas de computos finitos, si se cumple cualquiera de estos items

1. v parcial, id, recursivo y total
2. v parcial con dominio recursivo, idy, recursivo parcial

para todo d € 9, tal que d € Dom(v),
I(v(d)) = H(v(d)) + O(1)

En la segunda parte nos ocuparemos de las maquinas que son capaces de
realizar cémputos eternos y daremos una pequena extension a algunos resultados
que Chaitin muestra en [2] y que nos permiten ver cémo se ve afectado el
Teorema de la codificacién al trabajar con conjuntos de naturales.

Ademis daremos condiciones suficientes sobre &7, una clase de conjuntos de
naturales, para la validez del mencionado Teorema bajo este modelo de cémputo.
Para ello utilizaremos tres funciones: una funcién de representaciones canonicas
e : &/ — 2* una funcién ce : 2* — 2* que nos permita adivinar una repre-
sentacién candnica de un conjunto dada una parte (finita) de cualquiera de sus
representaciones (via v), y una funcién a : 2* — 2¢ que dada una representacién
canonica nos indique el conjunto codificado por ella.

Teorema 6 Sea o/ una clase de conjuntos de naturales para la cual puedan
definirse

e: @ — 2* una funcidon inyectiva total
Ce 1 2% — 2* una funcion tal que, para todos s,t € 2%, si ce(s) = e(A),

ce(st) € Img(e) = ceo(st) = e(A)



XTIV INTRODUCCION

a:2* — 2% una funcion tal que, para todo A € o7 ,0(a(e(A4))) =A
Si ce y € son recursivas, existe un natural cg tal que, para todo A € o,

I°(A) < H*(A) 4 ¢



Parte 1

Computos finitos



Capitulo 1

Notas previas y definiciones

Todos los procesos que permitiremos sobre los objetos (secuencias®, conjun-

tos) con los que trabajaremos a lo largo de este trabajo no podrdn cruzar la
frontera de disponer sélo de medios finitos. Siguiendo a Turing[l], enarbolare-
mos la justificacion de esta restriccién en el hecho de que la memoria humana
es necesariamente limitada.

En particular, para las maquinas que describiremos en esta seccién, también
exigiremos que el tiempo que tarden en realizar su tarea sea, a su vez, finito.

1.1. Maquinas para cadenas
Podemos entender a nuestras maquinas como dispositivos (obviamente) ima-

ginarios a los que le entregamos datos y nos devuelve cierta informacién?
plemente una méquina procesadora de datos.

: sim-

Como estamos tratando de capturar el mecanismo mental que permite a un
ser humano realizar una tarea mondétona, le brindaremos a estas maquinas la
capacidad de mantener sélo un estado interno por vez, pero también la de ir
mutando entre una cantidad finita de ellos. Serdn estos estados internos los que
que determinardn su comportamiento.

Asi como nosotros nos ayudamos en nuestras tareas leyendo y escribiendo de
y en papeles, por ejemplo, dotaremos a nuestras maquinas con cintas divididas
en cuadros, donde cada uno de ellos s6lo podra contener un 1, un 0, o bien estar
vacio.

Leerd los datos de entrada para su proceso de una cinta que llamaremos
fuente, pero no le sera posible escribir sobre ella. Esta cinta no contendrd espa-
cios en blanco. Escribird sus resultados sobre una cinta que llamaremos destino,

ISiempre que digamos secuencia, nos estaremos refiriendo a una sucesién infinita, general-
mente de simbolos.

2De hecho, se suele pensar a estas maquinas [3] como dispositivos decodificadores: dado un
mensaje, éste es decodificado a una forma que sea facil de interpretar por el receptor.
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de la cual no podré borrar lo escrito. También contard con una cinta de trabajo,
en la que si permitiremos escribir y borrar libremente.

Estas cintas tienen un comienzo, pero no tienen fin. En el inicio del proceso,
nuestra maquina se encuentra leyendo el comienzo (es decir, el primer cuadro)
de cada una de las cintas.

Como ya mencionamos, la cualidad que mas nos interesara de estas maquinas
es su capacidad de “avisar” cuando han terminado su trabajo, al alcanzar alguno
de sus estados finales, estados internos particulares.

Para considerar que ha realizado una computacion exitosa, requeriremos que
alcance alguno de sus estados finales. En ese momento, podremos leer el resul-
tado de su operacién desde su cinta de resultados. En ese caso, diremos que la
computacién estd definida. En caso contrario diremos que estd indefinida.

Asi, para obtener un cémputo exitoso con estas méquinas, el tiempo que
lleve este proceso debe ser finito. Es evidente, entonces, que nunca leerd todo el
contenido de la cinta fuente.

Definicién 7 (Chaitin > Programa) A la cadena formada por los digitos
de la cinta de entrada que lee la computadora durante un proceso de computo
ezitoso la llamaremos programa.

A través de los programas estas maquinas reciben los datos necesarios para
realizar sus procesos de computo. En este sentido, los programas conforman la
entrada de datos de estos dispositivos.

Siguiendo el modelo que presenta Chaitin en [3], incluiremos una restriccién
mas a estas computadoras: el conjunto de programas para cada maquina debe
ser libre de prefijos. En otras palabras: si p es un programa, ninguno de sus
prefijos puede serlo.

Definicién 8 (Chaitin > Méaquinas de computos finitos para cadenas)
Llamaremos maquina de computo finito para cadenas a las mdquinas descriptas
en esta seccion, y nos referiremos a ellas utilizando letras mayiusculas cursivas
(como por ejemplo M ).

Notaremos . (p) = s para indicar que, ante una computacién exitosa, una
computadora .Z lee un programa p y emite una cadena s como resultado. Como
habiamos mencionados, estos aparatos pueden verse como funciones de 2* en
2%,

1.2. MaAquinas para conjuntos

Las cadenas impresas por las méquinas que acabamos de definir pueden
verse como la representaciones de conjuntos finitos, por ejemplo de la manera
que describimos a continuacién.

Definicién 9 (Chaitin > Representacién de conjuntos sobre cadenas)
Para representar conjuntos finitos de naturales con cadenas de ceros y unos uti-
lizaremos la funcién v : 2* — Py (No) tal que, para todo s € 2* y para todo
natural a, a € v(s) sii hay a ceros entre dos unos en s.
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Tal como puede verse, la falta de inyectividad de esta funcién provoca que
cada conjunto finito tenga infinitas cadenas que lo representan.

No deberia resultar extrana la presencia de esta propiedad, ya que no seria
esperable que puediéramos escapar a este hecho al tratar de interpretar un tipo
de dato evidentemente ordenado (como las cadenas de simbolos) en objetos
donde el orden deja de importar, como en los conjuntos.

Definicién 10 (Méaquinas de cémputos finitos para conjuntos) Nos in-
teresard, entonces, interpretar los resultados de las mdquinas definidas en la
seccion anterior, como conjuntos de naturales. Lo haremos aplicando la funcion
de representacion v sobre el resultado de una mdquina para cadenas.

Al referirnos a este tipo de mdquinas utilizaremos letras gdticas mayisculas
(como por ejemplo M ).

Notemos que, asi como hemos observado que las maquinas de computos
finitos para palabras .# pueden verse como funciones .#Z : 2* — 2* las maquinas
para conjuntos 9t pueden verse como funciones M : 2* — Fr(Np) conformadas
por la composicién entre la funcién de representacién y una computadora para
palabras, es decir

M=vo. A

Asi, por cada maquina para conjuntos 9t tenemos una computadora para
palabras .# subyacente a ella. Con este espiritu, nos tomaremos la licencia de
decir que 9T imprime un conjunto cada vez que su méaquina subyacente .#
imprima una representacién (via v) para él.

1.3. Maquinas universales

En esta y en proximas secciones nos interesara referirnos a maquinas de
céomputo finito sin que nos interese el tipo de resultado que emitan. En esos
casos, las nombraremos con letras mayusculas de imprenta (como por ejemplo

Definicién 11 (Chaitin > Maquina universal) Una mdquina universal de
cémputo finito es una mdquina de computo finito U tal que para cada mdquina
de cdmputo finito M existe una constante cpr que cumple que si M (p) estd defini-
da, hay un programa q tal que U(q) = M(p) v |q] < |p| + car-

Teorema 12 (Chaitin) FEzxiste una mdquina universal de cdmputos finitos.

Demostracion. Hemos marcado més arriba que cada méquina puede (gracias
a tener una cantidad finita de estados internos y manejar conjuntos finitos de
simbolos de lectura y escritura) resumir su comportamiento en una tabla (finita)
que indique, por cada estado posible de la maquina, la accién que debe realizar
y el estado interno al que evoluciona.

La cantidad de tablas de este tipo que pueden construirse, y por lo tan-
to la cantidad de comportamientos distintos, es numerable. Luego, dada una
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enumeracion de estas tablas que pueda ser confeccionada por una maquina de
cémputo finito, veamos como podemos usarla para determinar una maquina
universal.

Sea una méaquina que lee su cinta de entrada hasta hallar el primer 1. Si
ha leido i ceros, simula el comportamiento de la maquina determinada por la
i-ésima tabla en la enumeracién mencionada.

Entonces, el resultado que emitird su computacién coincidira con el que se
consigue de la i-ésima computadora, escribiendo en su cinta de entrada el pro-
grama que resulta de quitar los primeros ¢+ 1 digitos del programa original. Esto
indica que la maquina descripta es una maquina universal, donde la constante
de la que habldbamos en las definiciones es ¢ + 1 para la i-ésima computadora.

Esta manera de indicar qué computadora debe ejecutarse nos asegura un
dominio libre de prefijos para nuestra maquina universal. Q.E.D.

En adelante, a menos que se indique expresamente lo contrario, cuando
hablemos de méaquinas universales de computos finitos nos estaremos refiriendo
a cualquiera de estas maquinas, que reconocen qué maquina particular deben
imitar inspeccionando los prefijos de forma 0?1 de sus programas.

1.4. Definiciones fundamentales

En esta seccion presentaremos una bateria de definiciones establecidas por
Chaitin en [3] para mdquinas sobre palabras y que extenderemos para el caso
de los cémputos sobre conjuntos.

Programas minimales

Definicién 13 (Chaitin > Programas minimales) A los programas de me-
nor longitud que provoquen que la mdaquina de cdmputo finito M imprima una
palabra (repectivamente un conjunto) o como resultado los llamaremos progra-
mas minimales para o en M los notaremos o},.

Es claro que esta definicién, asi como ocurrird con las siguientes, sélo tiene
sentido para los casos en los que exista un programa para el elemento corre-
spondiente en la maquina en cuestion.

Notemos que 0}, podria denotar més de un programa. Sin embargo, en breve
aparecerd en lugares donde esperariamos que haya sélo un programa. En esos
casos sé6lo importara hacer referencia a la cualidad de minimal de los progra-
mas, por lo que nos bastard con tomar cualquier representante (por ejemplo, el
primero en orden lexicogrifico y longitud).

Informacion algoritmica

Definicién 14 (Chaitin > Informacién algoritmica) A la longitud de los
programas minimales para una palabra (repectivamente un conjunto) o en M la
llamaremos informacién algoritmica de o en M. La notaremos I (o).
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Notemos que el programa minimal para un conjunto A es menor o igual, en
tamano, a los programas minimales de cualesquiera de sus representaciones.

Proposicién 15 Para todo s, si v(s) = A, entonces
Im(A) < La(s)

A menudo nos estaremos refiriendo a propiedades que valen sobre computa-
doras universales. En esos casos notaremos I(0), omitiendo el subindice.

Probabilidad algoritmica

La siguiente definiciéon puede verse intuitivamente como la probabilidad de
obtener cierta palabra (o conjunto) como resultado de un proceso de cémputo
en el cual la cinta fuente posee simbolos que se obtienen aleatoriamente.

Definicién 16 (Chaitin > Probabilidad algoritmica) Sea o una palabra
(respectivamente un conjunto),

Py(o) = Z 9—Ipl

M(p)=o

De esta definicién, podemos deducir trivialmente la siguiente Proposicién,
que nos muestra que la probabilidad de imprimir un conjunto es la probabilidad
de imprimir cualquiera de sus representaciones.

Proposicién 17 Para todo A € Pun(Np),

Py (A) = Z Py(s)

slo(s)=A

Para ver que esta definicién cumple las propiedades de una probabilidad nos
basta con lo siguiente: Chaitin muestra en [3] que, para toda palabra s € 2*,0 <
P4(s) <1y que el mismo resultado puede demostrarse para cémputos sobre
conjuntos utilizando la propiedad anterior y que ) ... Pg(s) <1 (ver [3]).

Igual que antes, utilizaremos P(0) para los casos en los que intervengan
maquinas universales.

Entropia algoritmica

Definicién 18 (Chaitin > Entropia algoritmica) Sea una palabra (respec-
tivamente un conjunto) o,

Hys(0) = —log Pys(0)

Escribiremos H (o) cuando trabajemos con maquinas universales.
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Cota superior para la entropia

Un resultado obvio, ya que la longitud de los programas minimales es el
aporte méas grande para el cdlculo de la probabilidad, nos muestra una cota
superior para la entropia de los objetos que estamos estudiando.

Proposicién 19 (Chaitin) Para toda cadena (respectivamente conjunto) o,
vale que
H(o) < I(0)

Optimalidad de las maquinas universales

Las méaquinas universales son particularmente interesantes, y de hecho, son
las que mas usaremos en el transcurso de este trabajo, gracias a la cualidad de
optimalidad que ostentan.

Esta cualidad se pone de manifiesto en los siguientes resultados que suelen
engoblarse bajo el nombre de Teorema de invarianza.

Teorema 20 (Chaitin > Teorema de invarianza) Para toda computadora
de cdmputos finitos M existe un natural cps tal que, para toda cadena (respec-
tivamente conjunto) o, vale que

1. IU(O) SIM(O>+CM
2. PM(O) S27eMm < PU(O)
3. HU(O) < H]\/[(O) —+cpm

Demostracion. En [3, Teorema 2.3 (pdg. 8)], Chaitin nos muestra que

Iy (s) < Ly(s) +cu

Si tenemos un programa minimal para un conjunto A, tenemos un programa
minimal para alguna de sus representaciones. Llamémosle s4. Usando el resul-
tado que acabamos de ver, sabemos que Iy (s4) < Iz(s4)+ ¢z y, como hemos
notado més arriba (Proposicién 15), Iy (A) < Iz (sa). Luego,

Iu(A) S Igm(A) + com

Asi completamos la demostracién del item 1.
Con respecto al item 2 notemos que, estemos trabajando con palabras o con
conjuntos, definimos la probabilidad de que una méaquina M imprima o como

Pul)= Y 2
p|M(p)=o

Por la definicién que vimos de méquina universal, sabemos que existe un
natural cy; tal que, por cada uno de esos programas p, existe un programa qZIJVI
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tal que U(q)") = M(p) y |¢)"| < |p|+car. Entonces, si multiplicamos la ecuacién
anterior por 27 M

Py(o) 27 = N arllmen < N o-la]

p|M(p)=o p|M (p)=o0

Como acabamos de ver, cada uno de estos programas q;,\/[ provocan que
U imprima o, pero podria haber otros programas ¢ que provocasen el mismo
resultado en los cémputos de U. Entonces

PM(O) .QTeM S Z 2_|Q| = PU(O)
qlU(q)=o0

Asi se completa la demostracién del inciso 2.
Finalmente, aplicando la definicién de entropia que hemos establecido maés
arriba en el resultado anterior podemos obtener el item que faltaba.

HU(O) < HM(O) —+cm

Es importante notar que en estas dos tltimas observaciones no tiene impor-
tancia el tipo de dato de nuestro resultado. Q.E.D.



Capitulo 2

Teorema de la codificacion

Uno de los principales resultados que muestra Chaitin en su teoria de largo
de programa [3], es aquel que nos indica que la compresibilidad de una cadena
(es decir, la diferencia entre la longitud de la cadena y la longitud de un pro-
grama minimo para la cadena) es una buena medida de la informacién que la
cadena contiene, en cuanto se corresponde con el concepto de informacién que
estableciera Shannon.

Toda esta teoria de Chaitin se construye utilizando méquinas de computo
finito. Al tratar de extenderla, migrando hacia las maquinas de cémputo eterno
que emiten conjuntos de naturales, este resultado no se verifica para cualquier
tipo de conjuntos.

Pero, ;qué ocurrird en medio de estos dos mundos?;Podra una teoria que
se contruya sobre maquinas de cémputo finito pero que emitan conjuntos, ser
idéntica (formalmente) a la teorfa de la informacién de Shannon?

En este capitulo veremos que si existe una teoria de este estilo. Previamente
repasaremos el resultado mencionado para palabras.

2.1. Teorema de la codificacion para palabras

Teorema 21 (Chaitin > Teorema de la codificacién para palabras)
Sea una mdquina de cdmputos finitos sobre palabras # . Para toda cadena s €
2%,

I(s) = Ha(s) +O(1)

Demostracion. La demostracion de este Teorema se basa en la Proposicion 19, y
en el Teorema siguiente, presentado por Chaitin en [3] y del cual presentaremos
una versién reorganizada de la demostracién que alli puede encontrarse.

Teorema 22 (Chaitin) Para cada computadora 4, existe una constante m
tal que, para toda cadena s € 2*,

I(s) < —log Py (s) +m
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Demostracion. Vamos a mostrar que, para cada computadora .#, existe una
maquina .#Zt que cumple que, para todo s € 2*,

Lar(s) = [—logPy(s)] +1 (2.1)

Si existiese una maquina asi, nos bastaria con utilizar el Teorema de inva-
rianza (20) para ver que

Iy (8) < Ly (8)+ e = [—10g Py(8)| + 1+ e < —logPy(s) + 2+ cpr

que es lo que queremos demostrar (con m = 2+ ¢_z.).

Una computadora a medida

Para demostrar la existencia de esta maquina . necesitamos ver que somos
capaces de construirnos una maquina que cumpla ciertos requerimientos.

En lugar de exigir directamente que esta maquina cumpla determinadas
propiedades en cuanto a los tamanos minimos de los programas para cada re-
sultado, y sus probabilidades, impondremos requisitos un tanto més detallados:
daremos una lista de parejas T = {(sx,ny)} v exigiremos que, por cada una de
ellas, exista un programa de tamano nj que provoque que la maquina emita el
resultado sg.

Obviamente, la mdquina que cumpla estos requerimientos (llamémosla .#t)
provocard que P (s) =3, 27" y L. (s) = ming—s, ng.

Pero no cualquier lista de requerimientos de este estilo podra ser satisfecha.
Sélo podran serlo aquellas que cumplan con la restricciéon que enuncia el siguien-
te Teorema (cuya demostracién puede verse en [3]).

Teorema 23 (Kraft-Chaitin) Dado un conjunto recursivamente enumerable
de parejas T = {(sp,ng)} posiblemente infinito, tal que )", 27" <1 (en cuyo
caso lo llamaremos consistente), existe una mdquina de cémputo finito Mt tal
que hay tantos programas de longitud n que provocan que Mx(p) = s como pares
(s,n) haya en T y el conjunto de tales programas es libre de prefijos.

Aun més, si estos requerimientos son emitidos uno a uno, se puede simular
una computadora que los satisface.

Requeriendo requerimientos

Veamos cémo podemos utilizar lo que acabamos de aprender para completar
la demostracion del Teorema 22.

En principio, le pediremos a .Zt que construya una lista de requerimientos T
y que simule la computadora que ellos determinen. Pero, ;cémo deben ser estos
requerimientos para que dicha maquina nos garantice las propiedades enunciadas
més arriba (2.1)?

Naturalmente, por cada cadena s en la imagen de .#, (s, [—log P4(s)] +1)
debe estar entre nuestros requerimientos.
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Seria ideal que sélo esos fueran nuestros requerimientos, pero nuestra com-
putadora .#Zt no sera capaz de construir una lista de requerimientos de este tipo,
ya que una maquina de computo finito no puede conocer las probabilidades de
otra, aunque si puede aproximarlas.

Para que (s, [—log P4 (s)]+1) esté en nuestra lista de requerimientos T, nos
basta con que T contenga s6lo una pareja (s,n) por cada s y n que verifiquen
que n > [—log P 4(s)] + 1 y ninguna para aquellas que no lo hagan. Entonces,

(s,n+1)eT sii n>[-logPy(s)]
sit. n>—log P y(s)
sii. 27" < Py(s)

Y esta lista de requerimientos si puede producirla .Zt, tal como lo dice el
siguiente Lema, que es una consecuencia obvia del hecho de que el dominio de
M sea recursivamente enumerable’.

Lema 24 (Chaitin) FEl conjunto de proposiciones verdaderas de la forma
“Puy(s)>r”

es recursivamente enumerable.

Requerimientos de buena cuna

Sélo nos resta verificar que estos requerimientos son consistentes de acuerdo
al Teorema 23. Para ello, definamos los siguientes conjuntos.

Img 4. al conjunto de resultados que queremos que imprima .#r,
Dom?,,— al conjunto de cadenas que queremos asignar al resultado s, y

— s
Dom//fT - USEI/’TLg_//{T Domk/flr'

Observemos lo siguiente:

o= Y 27kl B > ol (2.2)

(t,n)eT pEDom _g.p. s€elmg. peDomz/ﬂT

Luego, gracias a que, como vimos antes, (s, m) es tomado como requerimiento
si y sélo si m > [—log Py(s)] + 1, la cantidad de programas p de longitud m
tal que A1 (p) = s es 1 si m es mayor o igual que [—log P4(s)] + 1, y cero en
otro caso. Justamente el objetivo de esta construccién es que haya exactamente
un programa minimo para cada resultado s de . y a lo sumo un programa de
cada longitud mayor a la del minimo que también imprima s.

Entonces, para cada s en I'mg_ 4., vale que

IRecordemos que un conjunto es recursivamente enumerable cuando existe un procedi-
miento que lista sus elementos.
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Z 9~ Ipl — 9—[—log P.4(s)] < Pyl(s) (2.3)

pGDomiﬂT
Utilizando (2.2), (2.3), que Img_ 4z, C Img(#), conseguimos
Yo2m< Y Pus)< D Puls)
(s,n)eT s€Img g, s€Img(A)

Finalmente, nos apoyaremos en el siguiente Lema.

Lema 25 (Chaitin) Sea .# una mdquina de cdmputo finito. Para toda palabra
s en 2%
Y Puls)<1
seImg(A)

Uniéndolo con la inecuacién anterior concluimos la verificacién de la con-
sistencia de los requerimientos T, y con ella la demostraciéon del Teorema 22.
Q.E.D.

2.2. Teorema de la codificaciéon para conjuntos

Teorema 26 (Teorema de la codificacién para conjuntos) Sea una md-
quina de cdmputos finitos sobre conjuntos M. Para todo conjunto A € Pun(Np),

I(A) = Hom(A) + O(1)

Demostracion. Basaremos la demostracion de este Teorema en la Proposicion 19
y en una version de la desigualdad enunciada en el Teorema 22 pero para el caso
en que los resultados de nuestras maquinas de cémputo finito sean interpretados
como conjuntos de naturales.

Teorema 27 Para cada computadora M existe una constante m tal que, para
todo A € Pyun(Nop)
I(A) < —log Pm(A) +m

Demostracion. Usaremos la misma estrategia que en el Teorema 22, para veri-
ficar que, por cada computadora I, existe una computadora M, tal que

I, (A) = [—log P (A)] +1 (2.4)

Como antes, de obtener una maquina con estas caracteristicas, podriamos
deducir, utilizando el Teorema de invarianza (Teorema 20)

Iu(A) < Igm,rn (A)—|—Cngn = |_— log Pgm(Aﬂ-i—l-i—Cngn < —log Pgm(A)—l—Q—l—Cngb

que es lo que queremos demostrar (con m = 2 + Comp, ).
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Los requerimientos

Nuevamente, 9, construird una lista de requerimientos T, y simulard la
maquina que ellos determinan.

Esta vez necesitamos que, por cada conjunto A en la imagen de 9, T,
contenga a una (y sélo una) pareja (s, [Hon(0(s))] + 1) tal que v(s) = A.

Nos basta, entonces, con que T, contenga, por cada conjunto finito de na-
turales A en el dominio de 9, s6lo una pareja (s,n) por cada s y n tales que
v(s) = Ayn>[Hm(v(s))] + 1y ninguna para aquellas que no lo cumplan.

Llamemos IT$}(T,) al conjunto de palabras s tales que v(s) = A y existe un
natural n que forma una pareja (s,n) que pertenece a T,. Dicho de otro modo,
I1{(T,) es un filtro sobre T, que nos permite quedarnos con todas las cadenas
que participan en requerimientos que refiren al conjunto A.

Entonces,

(s,n+1) €T, sii n>[Hum(v(s)] y Il "<S (
sii n> Hop(o(s)) y H
sii 27" < Pyp(o(s)) y II

v) = {s}
= {s}
( o) = {s}
Esta lista de requerimientos puede ser producida por una méaquina de cém-
putos finitos ya que el dominio de 90T es recursivamente enumerable y para
aplicar el filtro II{(T,) sélo necesitamos poder determinar (recursivamente) si

dos representaciones refieren a un mismo objeto; lo que es trivial para la funciéon
de representacién con la que estamos trabajando (v).

Consistencia

La verificacién de la consistencia de los requerimientos en T, es muy similar
a la de los requerimientos en T. Los tnicos detalles dignos de mencion son los
siguientes.

En primer lugar, en la ecuacién (2.3), lo que nos permite decir que, para
cada A € Imgom, , vale que

Z 9—Ipl — 9—[—1log Pam(A)] < Pyp(A)

A
pGDommT

es la forma en la que armamos nuestra lista de requerimientos, entre cuyas
caracteristicas no podemos despreciar el filtro IT{.

En segundo lugar, el Lema 25 es facilmente extensible a conjuntos como se
muestra a continuacion.

Lema 28 Sea .# una mdquina de computo finito cualquiera.

Z P(A) <1

Ae Zrin(No)
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Demostracion. Como 3 4z« ng) Pon(A) = 2 4c mom (o) (Dsjo(s)=a Lo (8)), ¥
va que el dominio de v estd incluido en 2*, la sumatoria del enunciado de este

Lema no puede ser mayor que ) ... P.z(s). Finalmente, sabemos que dicha
cantidad (por Lema 25) no es mayor a uno.Q.E.D.

Esto concluye la demostracion del Teorema 27. Q).E.D.

El del estribo

FEl siguiente corolario nos muestra que el aporte mas significativo a la pro-
babilidad de imprimir un conjunto lo brinda el programa mas corto que genera
alguna de sus representaciones.

Corolario 29 Llamemos sa a alguna de las representacions mds cortas de A.
Eriste una constante r € Q tal que, para todo A € Ppn(No),

P(A) =rP(sa).

Demostracion. Observemos que 2-1(4) = 2-1(s4) Por ¢l Teorema de codifi-
cacién para conjuntos, sabemos que existe una constante ¢ tal que ¢ - P(A) =
2-1(4) Entonces, ¢ - P(A) = 27 1(s4),

Por otro lado, por Teorema de invarianza (20), 277(*4) = d . P(s4) donde d
es una constante.

Uniendo lo anterior, ¢c- P(A) = d- P(s4), lo que nos conduce trivialmente al
resultado que buscdbamos, con r = ¢/d. Q.E.D.



Capitulo 3

Condiciones abstractas para
el Teorema de la
codificacion

Como mencionamos en la introduccién, el que acabamos de ver es un mero
ejemplo de trabajo con objetos abstractos: el caso particular de los conjuntos
finitos de naturales.

Sin embargo, asi como teniamos una funcién de representacién

0: 2" - Zen(Nop)

que une el mundo de las cadenas con el de los conjuntos finitos, podriamos
utilizar otras funciones para trabajar con otros objetos.

El contraste entre las cualidades de estos objetos y la estructura de repre-
sentacién que utilicemos (por ejemplo el que hemos enfrentado entre conjuntos
y cadenas en el capitulo anterior), determinard en la funcién de representacién
ciertas propiedades.

Estas propiedades, surgidas de la brecha a la que sirve de puente nuestra
funcion de representacion, pueden ser utilizardas para dar condiciones suficientes
sobre la validez del Teorema de la codificacién.

En la presente seccién utilizaremos las definiciones y notaciones establecidas
en secciones anteriores para el trabajo sobre conjuntos, pero para referirnos a ob-
jetos abstractos cualesquiera. Asi, por ejemplo, dada una maquina de computos
finitos .# llamaremos M al dispositivo que resulta de aplicar la funcién de rep-
resentacién v sobre ., es decir, 9 es la composicién entre v y .#; para todo
programa p de .Z,

M(p) = (0o .4)(p)

Sélo haremos explicitas aquellas definiciones o caracteristicas que sean rele-
vantes.

15
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En los ejemplos que hemos visto en capitulos anteriores, las funciones de
representacion utilizadas eran totales. Comencemos por este tipo de funciones,
y dejemos para la préoxima seccién el estudio del caso en el que no lo sean.

3.1. Representaciones totales

Teorema 30 Sea una funcion total de representacion v : 9 — O y su predicado
de identidad asociado idy, : P X P. Bajo el modelo de cdmputo que determinan
las mdquinas de computo finito, si id, es recursiva se cumple que, para todo

de 9,
I(v(d)) = H(v(d)) + O(1)

Demostracion. En principio, debemos notar que como el universo que queremos
utilizar (es decir, los objetos abstractos sobre los que queremos predicar) es
la imagen de nuestra funcién de representacién v, y gracias a que su dominio
debe estar incluido en la imagen de las méquinas que estamos utilizando, para
cada objeto que queremos representar, habra una representaciéon que puede ser
producida por una computacién generada en base a un determinado programa.

Asi, facilmente llegamos a demostrar la primera de las desigualdades que
completaran la demostracién del Teorema. Notemos que esta parte es un re-
sultado que ya hemos visto para el caso particular de los conjuntos finitos de
naturales (Proposicién 19).

Proposicién 31 Para todo o € O
H(0) < I(0)

Ahora, demostremos la otra desigualdad. Para ello vamos a utilizar el si-
guiente Teorema.

Teorema 32 Sea una funcion total de representacion v : 9 — O y su predicado
de identidad asociado id, : 9 X 9. Si id, es recursivo, para cada mdquina 9
existe una constante m tal que, para todo o € O,

I(0) < —log Pom(o) + m

Demostracion. Esta demostracion es casi idéntica a la del Teorema 27, ya que
la estrategia seguida en dicha demostracién es una especializacién (en la que no
se pierde generalidad) de otra mas general, con la que se puede demostrar este
Teorema.

Sélo se debe reemplazar Py (Np) por €y, donde se habla de conjuntos de
nameros, pensar en objetos abstractos cualesquiera. Q. F.D.

Con este Teorema se completa la demostracién del Teorema 30.Q.E.D.
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3.2. Representaciones parciales

Hasta ahora hemos trabajado sélo con funciones de representacion totales.
Como era de esperarse, si liberamos esta restriccién (es decir, si utilizamos una
funcién de representacién v : 2* — & tal que existe una cadena s € 2* que no
representa ningin objeto en ), deberemos preocuparnos por ciertos detalles
que antes no nos molestaban.

En principo, las maquinas 91 sufren un cambio. Ahora no cualquier resultado
de .4 podra ser interpretado como un valor del universo abstracto &, y por
tanto, podemos pensar que M tiene dos tipos de resultado: resultados vdlidos
que son objetos en O, y residuos, es decir, elementos que no pertenecen a &. En
ese sentido, definamos

Definicién 33 (Imagen de M) Sea .# una mdquina de cdmputos finitos
Img(M) = {o(4(p)) : 4 (p) € Dom(v)}
Definicién 34 (Residuo de M) Sea .# una mdquina de cémputos finitos

Res(M) = {4 (p) : # (p) ¢ Dom(v)}

Teorema 5 Sea una funcion de representacion v : 9 — O y su predicado de
identidad asociado idy, : 9 X 9. Bajo el modelo de computo determinado por las
maquinas de computos finitos, si se cumple cualquiera de estos items

1. v parcial, id, recursiva y total
2. v parcial con dominio recursivo, idy, recursiva parcial

Entonces, para todo d € 2, tal que d € Dom(v),

I(o(d)) = H(v(d)) + O(1)

Demostracion. Utilizaremos nuevamente la Proposicién 31 para mostrar una de
las desigualdades de este Teorema.
Para la otra, demostraremos el siguiente Teorema.

Teorema 35 Sea una funcidn parcial de representacion v : 9 — O y su predi-
cado de identidad asociado idy, 1 P X 2. Si se cumple cualquiera de estos items

1. id, es recursiva y total
2. idy es recursiva parcial y v tiene dominio recursivo

entonces, para todo d € 2, tal que d € Dom(v),

I(o(d)) < H(v(d)) +0O(1)
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Demostracion. Seguiremos la estrategia del Teorema 32, pero esta vez debemos
tener cuidado con los residuos de 9.

Vamos a mostrar que, para cada computadora ./, existe una maquina .#g,
que cumple que, para todo s € Dom(v),

Imtg, (0(s)) = [—log Pon(v(s))] + 1 (3.1)
Para ello utilizaremos la siguiente lista de requerimientos:
s ¢ Dom(v), P y4(s) > 27"
RU - <57 n> —-n v(s) —
s € Dom(v), Pop(v(s)) > 27" y II; ' (Ry) = {s}

donde H;’(S) es el filtro que ya utilizamos en el Teorema 27.

Factibilidad

Veamos, primero, que esta lista de requerimientos puede ser generada por
una méquina de cémputos finitos.

En primer lugar, el dominio de .# es recursivamente enumerable.

Luego, si id, es total, sélo nos dard wverdadero si ambas representaciones
(sus argumentos) pertenecen al dominio de v y representan al mismo elemento,
por tanto cada residuo distinto serd acumulado como un nuevo requerimiento.
Por otro lado, si v tiene dominio recursivo, nuestra méaquina puede hacer por
si misma el trabajo de dividir los resultados entre residuos y representaciones
véalidas.

En tercer lugar, para aplicar el filtro H;(S), tenemos el predicado id,.

Estos tres detalles nos muestran que R, puede ser generada por una maquina
de cémputos finitos.

Consistencia
Para ver la consistencia de estos requerimientos, definamos:
I'mg_ 4y, al conjunto de palabras que queremos que imprima .#R,
Dom?,, ~ al conjunto de cadenas que queremos asignar al resultado s, y
v

S
Dom g, Dom/ﬂm .

= UsEImg/”Rn

y veamos que
E 9N — § o—Ipl — § E 9—Ipl
(s,n)ERy pEDom/;(Ru sEInLg.%RU pED()’mfﬂRl1

Como b es parcial, tiene sentido separar la suma de las longitudes de los
requerimientos de la siguiente manera:
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Z Z o-lpl | 4 Z Z 9—Ipl

se(Img/ﬂRu —Dom(v)) pGDomfﬂRu se(Img//[Ru NDom(v)) pEDomfﬂRU

Por otro lado, debido a la manera en la que armamos nuestra lista de re-
querimientos, obtenemos que para cada s € I'mg. 4y , vale que

s ¢ Dom(v) = ZpeDomfﬂR 2-Ipl = 9=T-log Pu()l < P ,(s)
s € Dom(v) = ZpGDOmiﬂR 2-Ipl = 9=T=log Pm(v()1 < Pyp(v(s))

Juntdndolo con lo anterior vemos que

> o2n< > Py(s)+ > Pon(v(s))

(s,n)ER, SG(Img/;RU —Dom(v)) SG(Im,g\,ﬂRn NDom(v))
Pero, como I'mg 4, estd incluida en la imagen de .#,
o(Img.gs, N Dom(v)) C Img(IN)

Entonces, y ya que por la forma en que armamos la lista de requerimientos por
cada o distinto en Img(91) sélo hay un s en I'mg.z,, N Dom(v) ,

Y o2n< 3 Pu(s)+ >  Pm(o)
(s,n)€T s€(Img(M)—Dom(v)) o€Img ()

Finalmente, para completar la demostracion, utilizaremos la siguiente exten-
sion trivial del Lema 28.

Lema 36 Sea .# una mdquina de computo finito.

S Puls)+ Y. Pm(v(s) <1

s¢ Dom(v) s€Dom(v)

.Y todo esto para qué?

Ahora que sabemos que R, es un conjunto consistente de requerimientos,
que puede ser construido por una maquina de cémputos finitos, veamos que la
computadora que ellos determinan es la que necesitabamos.

Para ello nos basta con notar que, si s € Dom(uv)

(s;n+1)€R, sii 27" < Py(b(s)) y INW(R,) = {s}
sl n > Hop(o(s)) y 7 (Ry) = {s}
S n > (Han(o(s))] y O (R) = (5}

Lo que nos lleva trivialmente a comprobar que la maquina determinada por
R, cumple con (3.1).Q.E.D.
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Corolario 37 Sea una funcion total de representacion v : 9 — O y su predi-
cado de identidad asociado id, : 9 X 9. Bajo el modelo de computo que deter-
minan las mdquinas de computo finito, si v es inyectiva, se cumple que, para
todo d € 2,

I(v(d)) = H(v(d)) + O(1)

Este corolario es una consecuencia trivial del Teorema 5, ya que si la funcién
de representacién es inyectiva, el predicado asociado a ella id, es obviamente
recursivo, pues sélo consiste en la comparacion sintdtica de sus argumentos.

Asi como, obviamente, el Teorema de codificacién para conjuntos (Teorema
27) era un ejemplo de la aplicacién del Teorema 5, el Teorema 22 puede verse
como un caso particular del corolario anterior.



Parte 11

Coémputos eternos
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Capitulo 4

Notas previas y definiciones

El otro tipo de méquina con el que trabajaremos es aquel en que no existe
restriccién en la cantidad de tiempo que tarde el proceso de computo. Esto no
solo implica que puede ser arbitrariamente grande, es decir, tardar tanto cuanto
quiera, sino que también puede no detenerse nunca.

4.1. Maquinas sobre cadenas

Estas maquinas sélo diferirdn de las anteriores en el tiempo que le permi-
tiremos tomar en computar. Como aquellas, estas maquinas leen de su cinta de
entrada de izquierda a derecha (sin retroceder) y no pueden borrar su cinta de
resultados.

Contrariamente a lo que definfamos en la seccién anterior, para que un pro-
ceso de cémputo sea considerado una computacion exitosa no es necesario que
éste se detenga.

Definicién 38 (Programa) Igual que antes, llamaremos programa a la se-
cuencia formada por los digitos de la cinta fuente que lee la computadora durante
un proceso de computacion exitosa.

Observacion. En este caso los programas pueden ser secuencias infinitas, ya
que las maquinas que definiremos en esta seccién si pueden leer todo el contenido
de su cinta fuente (aunque no tienen que hacerlo necesariamente).

Si una secuencia p provoca una computacion exitosa sobre la computadora
A al ser escrita en su cinta de entrada, notaremos al resultado que se obtiene
de ese proceso como .Z (p). En este sentido, nombraremos p al programa cor-
respondiente a la secuencia p, es decir, al prefijo de p (posiblemente toda ella)
que lea .#°° durante ese proceso de computo exitoso.

Definicién 39 (Chaitin > Mdaquinas eternas para cadenas) A las com-
putadoras descriptas anteriormente, las llamaremos méquinas de cémputos eter-
nos (o infinitos) para cadenas.

22
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Usualmente las nombraremos con letras cursivas mayusculas, a las que le agre-
garemos un simbolo de infinito (como por ejemplo M) para diferenciarlas de
las mdquinas de computo finito.

Asi como podifamos pensar a las maquinas de computos finitos .# como
funciones .#Z : 2* — 2*, podemos pensar a las maquinas de computos eternos
A como funciones 4> : 25 — 2% es decir, estas maquinas pueden leer y
escribir secuencias tanto finitas como infinitas.

4.2. Maquinas sobre conjuntos

Similarmente a lo que vimos antes, tendremos un tipo de maquina de com-
puto infinito que emite secuencias y otro que emite conjuntos de naturales via
una funcién de interpretacion v.

Gracias a su capacidad de computar para siempre, estas maquinas pueden
escribir infinitamente, entonces deberemos utilizar una funcién de representacion
que contemple esta particularidad.

Definicién 40 (Chaitin > Representaciéon de conjuntos en secuencias)
Para representar conjuntos de naturales con secuencias (finitas o infinitas) de
ceros y unos utilizaremos la funcién v : 2<% — P(Ny) tal que, para todo 5 € 9sw
y para todo natural a, a € v(s) sit hay a ceros entre dos unos en s.

Definicién 41 (Chaitin > Computadoras eternas sobre conjuntos)

A las mdquinas de cémputos eternos las llamaremos maquinas de computos
eternos para conjuntos cuando sus resultados sean interpretados como conjun-
tos de naturales (utilizando la funcidn de representacion v presentada en la
definicion 40).

Usualmente las nombraremos con letras goticas mayusculas junto con un simbolo
de infinito (como por ejemplo M ).

Escribiremos 9> (p) = A (respectivamente .#*°(p) = s) para indicar que la
computadora M (resp. .#>°) escribe como resultado una representacién del
conjunto de naturales A (resp. una secuencia s) en su cinta destino, si su cinta
de entrada contiene al programa p.

Del mismo modo que en el caso de computos finitos, cada méaquina sobre
conjuntos puede verse como la funcién resultante de componer la funcién de
representaciéon con una maquina sobre secuencias.

M>® =vo ™

Otra vez, nos tomaremos la licencia de decir que una maquina 91 imprime
un conjunto si su mdquina subyacente . imprime alguna de sus representa-
ciones (via v).

También impondremos sobre estas maquinas la restriccién de que su conjunto
de programas sea libre de prefijos.
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4.3. Maquinas universales

Como declaramos antes, cuando no nos interese el tipo de resultado de estas
maquinas, las nombraremos con letras mayusculas de imprenta junto con el
sfmbolo de infinito (como por ejemplo M°).

Definicién 42 (Méaquina Universal) Una méquina universal de cémputo in-
finito es una mdquina de computo infinito U tal que para cada mdquina de
computo infinito M existe una constante cpre que cumple que: si M (p)
estd definida, hay un programa q tal que U (q) = M>=(p) y |q] < |p| + cpree

Notemos que la demostracién del Teorema 12 puede replicarse sin modifi-
caciones para el caso de computos eternos, ya que la posibilidad de enumerar
recursivamente estas maquinas es consecuencia directa de la existencia de una
enumeracion recursiva de todas las tablas de instrucciones.

Teorema 43 (Chaitin) FEriste una mdquina universal de cémputos eternos.

En adelante, a menos que se indique expresamente lo contrario, cuando
hablemos de maquinas universales de computos eternos nos estaremos refiriendo
a la maquina que reconoce qué maquina particular deben imitar inspeccionan-
do los prefijos de forma 0’1 de sus programas. Es decir, cuando esta maquina
reciba en su cinta de entrada una secuencia de forma 071p, el cémputo que ésta
provoque serd igual al que provoca la secuencia p en la i-ésima maquina de la
enumeracion que la computadora universal maneja.

4.4. Definiciones fundamentales

En esta seccién presentaremos definiciones establecidas por Chaitin en [2]
para maquinas sobre conjuntos y que particularizaremos para el caso de los
céomputos sobre palabras.

Programas minimales

Definicién 44 (Chaitin > Programas minimales) Entre todos los progra-
mas que provocan que una mdquina de computo infinito M imprima una se-
cuencia finita o infinita (respectivamente un conjunto) o, llamaremos programas
minimales para o en M a aquellos de los cuales M lee menos digitos para
completar su computo. Los notaremos 0} o .

Informacion algoritmica

Definicién 45 (Chaitin > Informacién algoritmica) A la longitud de los
programas minimales para una palabra (repectivamente un conjunto) o en M
la llamaremos informacién algoritmica de o en M. Esta definicion sdlo ten-
dra sentido si existe un programa minimal para o de longitud finita.

La notaremos Ipe(0).
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Cuando nos estemos refiriendo a propiedades sobre computadores univer-
sales, escribiremos simplemente I°°(0).

Probabilidad algoritmica

Definicién 46 (Probabilidad algoritmica) Para toda secuencia (respectiva-
mente conjunto) o definimos

PMoo (0) = Z 2™ ‘pl
Mo (p)=o0 Y |p|<oo
También utilizaremos P°°(0) para los casos en los que intervengan maquinas
universales.
Entropia algoritmica

Definicién 47 (Chaitin > Entropia algoritmica) Para toda secuencia (res-
pectivamente conjunto) o definimos

Hjye(0) = —log Py (0)

H*®(0) nos bastara para los casos en los que intervengan maquinas univer-
sales.

Los siguientes resultados se verifican de manera analoga al caso finito que
vimos en capitulos anteriores.

Cota superior para la entropia

Proposicién 48 (Chaitin) Para toda secuencia finita o infinita (respectiva-
mente conjunto) o, vale que

H*(0) < I*(0)

Optimalidad de las maquinas universales

Teorema 49 (Chaitin > Teorema de invarianza) Para toda computadora
de computos infinitos M existe un natural cpr tal que, para toda secuencia
finita o infinita (respectivamente conjunto) o, vale que

1. IUao(O) S I]\/[oo(O)—‘rC]\/[oo
2. P]\/[oo (O) - 2T CMee < PUoc (0)

3. Hye(0) < Hpree (0) + eppoo



Capitulo 5

Teorema de la codificacion

Un programa para un objeto debe poseer la informacion suficiente para iden-
tificar dicho objeto del resto de los objetos que comparten una clase con él. Asi,
una computadora podra utilizar esta informacién para imprimir este elemento
y no otro.

En ese sentido, podemos pensar a los programas como buscadores de objetos
dentro de una clase; como un investigador privado buscando a una persona en
una ciudad. Siguiendo con este juego, el largo de un programa puede verse como
la cantidad de dinero que deberiamos pagarle al investigador para que encuentre
a la persona. Asi mismo, cudnto més chica sea la ciudad, o més faciles de seguir
sean los pasos del buscado, menos trabajo tendra el investigador en cumplir
su tarea y por lo tanto (asumiendo que tratamos con detectives justos) menos
serd lo que nos cobre.

Del mismo modo, podriamos preguntarnos si las cualidades de los elementos
de una clase particular tienen alguna incidencia en la longitud de los programas
minimos para ellos. Por ejemplo: si fijamos de antemano la cantidad de elementos
de los conjuntos que nos interesan, ;jpodremos utilizar esta informacién para
armarnos un programa que sea mas corto que si no contasemos tal informacién?
En este capitulo veremos que la respuesta a tal pregunta es afirmativa mostrando
una clase de conjuntos para los cuales se materializa esta diferencia. Antes de
eso, repasaremos algunas ideas que nos ayudaran a vislumbrar dénde pueden
hallarse estas discrepancias.

Luego buscaremos cotas superiores para el tamano de programas minimos
para ciertas familias de conjuntos.

En nuestro camino hallaremos familias para las cuales estas cotas son lo
suficientemente ajustadas como para poder determinar que el Teorema de la
codificacién se verifica para sus miembros.

También veremos otras familias para las cuales demostraremos que no puede
existir una cota lo suficientemente ajustada como para permitirnos semejante
declaracién.

26



5.1. NOMBRES 27

5.1. Nombres

“Pero, ;cudl era su nombre?;Cudl era el nombre de la rosa?”
UMBERTO Eco en El nombre de la rosa.

Al discutir la longitud de programas minimos para ciertas clases de conjun-
tos, Chaitin [2] nos habla de especificaciones de naturales. Notemos que nos
habla de especificar porque podemos pensar al proceso de imprimir cierto con-
junto como una forma de especificar un natural. En este sentido, podemos ver
a los programas como especificaciones, o nombres si se quiere, de los naturales.

Por ejemplo, una manera de especificar el natural n es imprimir el unitario
que sélo contiene a aquel ntmero (ie, {n}).

Una opcién es siempre la descripcién explicita: en la cinta de entrada es-
cribimos una representacion de n y dejamos que la maquina la copie en la cinta
destino.

Para aplicar esta estrategia en nuestras maquinas que imprimen conjuntos,
deberiamos utilizar la representacion de n que impone nuestra funciéon de rep-
resentacién v, es decir, su nombre en notacién unaria: 10™1.

Como vemos, este nombre para n ocupa n+ 2 bits; podemos intuir que debe
haber otros nombres mds cortos para n porque nuestra méquina (casi) no hace
ningun esfuerzo durante el proceso que propone esta estrategia.

Podemos hacerla sudar un poco y darle una representacién mas econémica
de n, y que ella se ocupe de traducirla al formato que le impusimos al definirla.

Definicién 50 (Representacién autodelimitante) Una forma conocida de
especificar un natural a es utilizando su representacién autodelimitante, que
notaremos o(a). Esta representacion consta de la longitud de la representacion
binaria del numero sequida por dicha representacion del nimero.

Para saber donde termina la longitud y comienza el nimero, escribiremos
la longitud intercalando ceros en las posiciones impares de la cinta. El primer
uno que encontremos (que encuentre la mdquina al leer su cinta fuente) en esas
posiciones determinard el final de la longitud y el comienzo del nimero, del que
ya conocemos la longitud de su representacion.

Esta nombre del natural a, ocupa log(a) + 2 - log(log(a)) bits. El primer
término es lo que cuesta la representacion binaria de a, y el segundo, lo que
cuesta la representacion binaria de la longitud de la representacién binaria de a
con la modificacién mencionada.

Proposicién 51 (Chaitin) Para todo n € N
I ({n}) <logn+2-loglogn + ¢,

Este tipo de especificacién estd intimamente relacionado con un método
directo de calcular n, pues ése es el Gnico nimero (més alli de repeticiones del
mismo nimero) que nuestra maquina podrd imprimir en su cinta destino, ya
que imprimird un unitario.
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En otras palabras, este cdlculo encierra un cémputo finito, ya que en un
cierto tiempo, nuestra maquina deberd haber sido capaz de calcular el nimero
que deseamos e imprimir su representacion en la cinta destino.

Como vemos, al utilizar estos nombres no estamos aprovechando la capaci-
dad de computar eternamente que tienen las maquinas que estudiamos en esta
parte del trabajo. Para tratar de hacerlo deberiamos buscar especificaciones que
puedan ser rectificadas a medida que avanzamos en el proceso de computo.

Por ejemplo, podriamos entender que un nombre para n es un programa
que emita un conjunto de n elementos. Esta manera de especificar n es més
indirecta que la anterior ya que nos estamos acercando asintéticamente a n, de
manera que no existe un tiempo determinado en el cual podamos estar seguros
de qué ntimero representa nuestro programa, pues en algin momento posterior
podria emitir un nuevo elemento.

Sélo podremos saber qué numero estd representando el programa en el fin de
los tiempos, pero si nuestro programa emite un conjunto finito, estard represen-
tando un numero en particular, mas alla de que nosotros, por nuestro caracter
de mortales, no lleguemos nunca a saber cudl es.

Observacién. Al tomar un programa para cualquier conjunto de n elemen-
tos como representaciéon de un nimero n, estamos permitiendo que mas de un
conjunto sea nombre (intermedio) vélido para un mismo nimero.

Esta falta de inyectividad s6lo entorpeceria nuestros préximos pasos teniendo
que preocuparnos por detalles que no son relevantes a esta altura. Es por ello que
en las proximas péaginas tomaremos un conjunto en particular de n elementos
como nombre de n: aquel que tiene los naturales {0;...;n—1} y nos referiremos
a él como el consecutivo n.

Este nuevo nombre no puede ser mas largo que el anterior. Veamos por qué:
es muy facil hallar una maquina que dado un programa que imprima un unitario
simule su ejecucion hasta obtener el nico niimero que contiene ese conjunto y
luego imprima todos los naturales menores a él.

Entonces, imprimir un consecutivo no puede ser mas caro que imprimir su
correspondiente unitario.

Proposicién 52 (Chaitin) Para todo n € N,

I®({0;...;n—1}) <I*({n})+ 0O(1)

Observacion. En relacién a lo que notdbamos mas arriba, fijémonos que la
cualidad de acercamiento asintético que menciondbamos es intrinseca al con-
junto consecutivo, y es una caracteristica que una maquina de cémputo finito
no es capaz de aprovechar, porque nunca puede “saber” cuando se ha concluido
de imprimir el conjunto. Si lo pudiera hacer la Proposicién 52 enunciaria una
igualdad, pero la imposibilidad que comentdbamos nos lleva a pensar que la
otra desigualdad no deberia existir. De hecho, en pocas paginas mas adelante
veremos que esta intuicién es correcta.
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Una manera bien conocida de “acortar programas”, es decir, que nuestra
maquina necesite menos datos para realizar sus tareas es darle mayor poder de
céomputo brindandole la posibilidad de consultar un ordculo.

Definicién 53 (Maquina con ordculo) Ampliaremos el poder de computo de
las mdquinas que venimos utilizando permitiendo que consulten un oraculo capaz
de responder fehacientemente preguntas de detencion.

En otras palabras, las mdquinas que cuenten con este dispositivo podrdn saber
si cierto proceso de computo finito estard definido o no.

Agregaremos un apdstrofe a las notaciones referentes a este tipo de mdquinas
(por ejemplo: %', W, I', H',I®', H®', etc.)

Sea una maquina como la que se muestra en el esquema de la figura 5.1.

Simula la ejecucian

del programa o, Cada iYaa . Si o imprime el
o . s no ; imnid =i i
¥ez que provocaria imprimir otro Imprirmid un consecutivo
que se imprimiese un natural? consecutivo? {0; ..; n-1},
nuevo natural, Q imprimo {n}.
pregunto al ordculo:

- e

Me woy
a daormir.

Figura 5.1: Descripcién de la mdquina con ordculo que nos permite hallar un consec-
utivo dado el unitario correspondiente.

El programa minimo para un unitario sobre computos con oraculo no puede
ser mayor, entonces, que el programa minimo para un consecutivo (sobre cém-
putos sin ordculo) méds alguna constante.

Proposicién 54 (Chaitin) Para todo n € N,
I°'({n}) < I°({0;...;n —1}) + O(1)

Asi, imprimir un consecutivo sin utilizar el oraculo es un método més directo
(en cuanto necesita menos trabajo de la méquina) y méds costoso (en cantidad
de bits) que imprimir el unitario para el mismo natural utilizando el ordculo.

Similarmente a lo que hicimos para verificar la Proposicién 52, si permitimos
que nuestra maquina consulte un oraculo al realizar sus computos, imprimir
el unitario {n} seguird siendo una manera méas directa de especificar n que
imprimir el consecutivo {0;...;n — 1}.

Proposicién 55 (Chaitin)
I°({0;...5n = 1}) < I°'({n}) + O(1)
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5.1.1. Descubriendo diferencias

Si bien hemos podido escalonar los nombres para n de manera de saber
cudl no puede ser mas grande que cudl, en esta seccion descubriremos que hay
nameros para los cuales unos nombres son realmente mas cortos que otros. Para
ello nos dedicaremos a demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 56 (Chaitin)
1. Dado k, el menor n tal que n > 2% y I°({n}) > k, cumple que

a) n <2kt
b) I*({n}) =k + O(logk)
c) I*°({0;...;n—1}) <logk + O(loglog k)

2. Dado k, el menor n tal que n > 2 y 1°°({0;...;n —1}) > k, cumple que

a) n<2kt!
b) I°{0;...;n—1}) =k + O(logk)
c) I*®'({n}) <logk + O(loglog k)

8. Dado k, el menor n tal que n > 2F y I®'({n}) > k, cumple que

a) n<2kt!
b) I*'({n}) =k + O(logk)
c) I™'({0;...;n —1}) <logk + O(loglog k)

Como podemos apreciar, este Teorema nos muestra que, para los nimeros
por él considerados, se hacen estrictas las desigualdades que vimos en la seccion
anterior.

Parte a

Tomemos todos los programas de tamano a lo sumo k—1. Si con cada uno de
ellos pudiéramos especificar (de la manera que nos interesa) un natural distinto,
podriamos especificar, a lo sumo, 2¥~1 naturales (ya que esa es la cardinalidad
del conjunto libre de prefijos mas grande formado por palabras de tamano, a lo
sumo, k — 1).

Aunque todos estos programas se utilizaran para especificar naturales en el
segmento [2¥;25+1) sélo nos alcanzarfa para la mitad de dichos naturales. Por
lo tanto, hay por lo menos 2¥~! naturales en el segmento [2¥; 2*1) que son mas
caros de especificar que k, es decir, mds caros que (la parte entera por abajo)
de su logaritmo.
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Parte b

Sea cual fuere el tipo de especificacion que escojamos, hemos elegido nuestros
n de manera tal que el precio de esa especificacién no es menor que |logn|; pero,
jcudnto més cara podra ser?

Hemos seleccionado a cada nj de modo que sea mayor o igual a 2%. En-
tonces, podemos escribir a nj como la suma entre 2¥ y un resto no negativo
rk. Aprovechando esta cualidad de nj podriamos utilizar una maquina 991 tal
que, dada una codificacién de k seguida por una codificacién de ry, efectie la
suma que menciondbamos anteriormente y consiga asi el valor ng, de forma tal
de poder imprimir la especificacion que deseemos. Luego, la especificaciéon de ny
en esta maquina no serd mas cara que lo que nos cueste codificar k y rg.

Para ello, podemos utilizar la representaciéon auto-delimitante que ya uti-
lizamos para la cota superior de estos nombres (Proposicién 51). Utilizando esta
estrategia podriamos codificar k utilizando log(k) 4+ 2 -log(log(k)) bits. Ademas,
como ya hemos visto, ny, es menor que 271, lo que nos permite inferir que 7, es
menor que 2¥. Entonces, su representacién auto-delimitante no serd mayor que
k+2-log(k).

Asi, hallamos que la especificacion de ny en 9°°, y por lo tanto en cualquier
méquina universal, no es mayor que k + O(log(k)); o, dicho de otro modo,

[logn] + O(log(|logn])).

Parte ¢

Hablabamos anteriormente de métodos més indirectos de especificacién. Es-
tos métodos podrian tener la ventaja de ser més econémicos que los directos,
ya que aprovechan caracteristicas que las especificaciones directas no utilizan.
Esta vez estudiaremos las diferencias caso por caso.

Unitarios vs. consecutivos

Si tomamos como la especificacién directa de n al programa que imprime
su unitario correspondiente, veremos a continuacién que, para los nimeros que
escogimos como candidatos, el programa que imprime su consecutivo no es mas
caro que log(k) + O(log(log(k))).

Sea MTe una maquina de cémputos eternos que simula el comportamiento de
la maquina universal 4°>° hasta que dicha médquina imprima el primer natural,
en ese momento imprime el mencionado nimero y se va a “dormir” (es decir,
deja de leer su cinta de entrada), provocando como resultado de su proceso de
cémputo al unitario correspondiente al natural que imprimiria £(*°.

Gracias al Teorema de invarianza podemos deducir que existe un natural
Comes tal que, para todo a € N,

I°({a}) < It ({a}) + comss

Sea, ahora, 91°° una méaquina de cémputo infinito tal que, al recibir cierto
valor k en su cinta de entrada, busca el menor n > 2* tal que I°°({n}) > k.
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Para ello, tomaré como primer candidato ¢ a 2F e imprimira todos los natura-
les menores a él, imprimiendo as{ el consecutivo {0;...; ¢ — 1}. Luego de hacerlo,
M simulard la maquina universal °>° realizando un proceso de dovetailing
sobre los programas de longitud menor a k — cops .

Si en este proceso encuentra un programa que imprima el unitario {c}, este
programa provocaria en la maquina 9135 un proceso que resultaria en ese uni-
tario. Como, ademads, el programa en cuestién no mide méas de k — comes — 1
digitos de largo,

Igtes ({c}) <k —comeg — 1

Entonces, por lo que habiamos visto mas arriba,
I*{a}) <k

Esto quiere decir que nuestro candidato ¢ no es el natural n que estdbamos
buscando (ya que no cumple que el programa minimo para el unitario n es més
caro que k). En ese caso, 9> tomard como candidato al siguiente nimero (c+1)
y repetird el proceso.

Notemos que la maquina nunca sabe cudndo ha impreso el candidato ¢ que
cumple que I*°({c}) > k, pero una vez que lo ha impreso es seguro que nunca
mas imprimira nuevos nimeros en su cinta de salida.

Esta aproximacién a n es mas indirecta respecto de imprimir el unitario n;
como puede verse en el proceso descripto mas arriba, la aproximacion al valor
final es asintdtica.

Asi, podemos ver que simplemente brindando & podemos obtener el menor
n > 2k tal que I°({n}) > k; y, para brindar k sélo necesitamos tantos bits
como el logaritmo de £ més un término del orden del doble logaritmo de k.

De esta manera hemos llegado a demostrar el Teorema 56.1, descubriendo
la primera de las brechas que estuvimos buscando: el nombre en consecutivos
para este tipo de naturales es necesariamente mas pequeno que el nombre en
unitarios.

Notemos que en la discusién precendente nunca nos fijamos si durante el
proceso de computo nuestra maquina consulta a un ordculo para cumplir sus
tareas. Luego, de la misma manera podemos obtener los resultados anilogos
para cémputos con oriculo que se enuncian en el Teorema 56.3.

Consecutivos vs. unitarios

Sea, ahora, una maquina 91>’ de cémputo infinito con ordculo tal que al
recibir cierto valor k en su cinta de entrada, busca el menor n > 2* tal que
I*°({0;...;n —1}) > k, e imprime el unitario {n}.

Para ello, realizard el proceso que muestra el esquema de la figura 5.2, en
el cual, con el objetivo de determinar cuales programas de longitud menor a k
imprimen consecutivos y cudles no lo hacen, vamos a quedarnos con los progra-
mas que nos interesa y descartar al resto. Finalmente sélo debemos calcular el
n que deseamos basandonos en los resultados de los programas seleccionados.

Asi se completa la demostracién del Teorema 56. Q). E.D.
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Comienza un proceso de “dovstaiing”

sobre todos los programas candidatos.,

Cuando un programa o provoca que se
irprirna un nuevo natural...
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Figura 5.2: Descripcién de la mdquina que nos permite hallar un unitario dado el
consecutivo correspondiente.

5.2. Familias uniformes

Las primeras familias que visitaremos en este viaje son aquellas que nos
deparan pocas sorpresas. Aquellas cuyos miembros tienen una particularidad
comun que los identifica tan fuertemente que vamos a poder encontrar una cota
lo suficientemente ajustada para la longitud de sus programas minimos como
para poder verificar el Teorema de la codificacién.

Veamos a qué familias nos estamos refiriendo.

Definicién 57 (Familias A) Llamaremos A; a la familia de conjuntos de car-
dinal i. Asi mismo, llamaremos A; a los miembros de la familia A;.

En esta seccién demostraremos una versién debilitada del Teorema de la
codificacién para computos eternos, en la que sélo contemplaremos familias uni-
formes.

Teorema 58 Dada una familia uniforme A;, para todo conjunto de naturales
Ai S Ai,
I*(A;)) = H*(A;) + 0(1)
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Para ello, utilizaremos la cota para la entropia H>(A) < I*°(A) que vimos
anteriormente (propiedad 48) y el siguiente Teorema que nos dard una cota
superior para el tamano de los programas minimos de las familias uniformes.
Para su demostracién utilizaremos las definiciones establecidas a continuacién.

Definicién 59 (Tupla) Tomemos una biyeccion ¢ : 2* x 2% — 2% y defi-
namos: (s) como la misma cadena s y, paran > 2, (s1,...,8,) como la cadena
({81, -+, Sn—1), Sn)-

Definicién 60 (Conjunto subyacente) Si ¢ es una tupla (s1,...,8n), en-
tonces llamaremos conjunto subyacente de t (notado ~ t) al conjunto de los
elementos de t, i.e. ~t = {s1,...,8,}.

Definicién 61 (Tupla candnica) Dado un conjunto de naturales A, llamare-
mos tupla canénica de A (notada (A)) a la tupla formada por los elementos de
A (sin repeticiones) dispuestos en orden creciente.

Teorema 62 Dada una familia uniforme A;, existe un natural ca, tal que, para
todo conjunto de naturales A; € A;,

I*(A4;) < HOO(AZ) + ca,

Demostracion. Sea #; una computadora de cémputos finitos que, al recibir al
programa p en su cinta de entrada, simula a una maquina universal de cémputos
eternos 1°° cuya cinta de entrada comienza con p.

Cuando U escribe i elementos distintos, si leyé exactamente a p (es decir,
ni un digito mas ni uno menos), .#; imprime la tupla canénica formada por esos
1 elementos y termina; en otro caso, se indefine.

Luego, por cada programa p tal que $°°(p) = A;, existe un prefijo ¢ de p tal
que #;(q) = (A;).

Notemos, sin embargo, que también existen programas q tales que si bien
AM;(q) = (A;), ninguna de sus extensiones provocan que tal mdquina imprima
miembros de A;.

Entonces

P>(A;) < P, ((Ai))
Ademés, por el Teorema de invarianza (20), podemos afirmar que
Py, ((Ai)) < P((Ay)) - 254
Luego, por el Teorema 22, existe una constante m; tal que
P>¥(A;) < P((4;)) - 264 < 2~ 1A Fmite,
Notemos, ahora, la siguiente propiedad.

Proposicion 63 Eziste una constante c~, tal que para toda tupla t

I (~ 1) < I(t) + cn
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Demostracion. En primer lugar, notemos que existe una maquina 9 tal que
para todo programa p simula una méquina universal % y si Z (p) = (s1,...,8n)
entonces M (p) =~ (s1,..., Sn). Luego, el Teorema de invarianza (Teorema 49)
nos lleva a comprobar que, para toda tupla t,

que es el resultado que querfamos obtener (con ¢ = ¢y ).Q.E.D.
Juntando esta Proposicién con la inecuacién anterior llegamos a

Po(Ay) < 2T (A abee
y finalmente
I°(Ar) < H®(Ap) +mi + g, + co

que es lo querfamos demostrar (con ca, = m; + ¢z, +c~). Q.E.D.

5.3. Familias consecutivas
Ampliemos, ahora, nuestros horizontes hacia familias mas complejas.

Definicién 64 (Familias consecutivas) Sea C un conjunto infinito recursi-
vamente enumerable, y llamemos Pe a un procedimiento que lista sus elementos.
Llamaremos ®p, a la familia de conjuntos finitos definida de la siguiente man-
era:

Ae®p, sii A estd formado por los |A| primeros elementos que lista Pe

Resulta claro que, por cada natural n, hay exactamente un conjunto de
cardinal n en ®p. Llamaremos, entonces, ®p[n] al conjunto en ®p que tiene n
elementos.

5.3.1. Una cota superior para programas minimos

Teorema 65 Sea ®p una familia consecutiva. Para todo A € p,
I (A) < H*®(A) + O(log H*(A))

Demostracion. Como s6lo hay un conjunto de cada cardinalidad en ®p, para
armarnos un programa minimo que imprima a un miembro de esta familia,
nos basta con conocer la cantidad de elementos del conjunto en cuestion. Pero,
Jhabréa alguna forma de deducir esta informacién de un conjunto en funcién de
su entropia?

En principio, notemos que cada familiar de una familia ® p pertenece a una
familia A distinta. Entonces, si pudiésemos encontrar una manera de indicar a
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qué familia A pertenece el conjunto que queremos imprimir, estariamos identi-
ficando univocamente a dicho conjunto.

Para ver cémo aprovechar esta particularidad veamos de qué manera se van
formando los conjuntos de programas definidos a continuacién.

Definicién 66 Liamemos R, al conjunto de las cadenas que, escritas al prin-
cipio de la cinta de entrada de una mdquina universal U°°, provocan que dicha
maquina tmprima un conjunto perteneciente a la familia A, si se ejecutan t
pasos de computacion.

FEs decir, cada palabra en Rt imprime un conjunto de exactamente n elementos
en t pasos de computo de una maquina universal de computos eternos.

Hablamos de conjuntos de cadenas (y no de secuencias) pues en una com-
putacion de t pasos, U puede leer a lo sumo t caracteres de su cinta de entrada.

Notemos que, si fijamos n, #R! va fluctuando a medida que aumenta ¢.
Esta fluctuacion se debe a que si en t pasos de computo un proceso imprimia
un conjunto de n elementos, en el siguiente paso puede imprimir un elemento
nuevo (con lo que migrarfa su aporte a Rf;fl) o se puede indefinir.

En cualquiera de estos casos, el programa quitarfa su aporte de RY, pero esto
no nos autoriza a pensar que #R!, sélo decrece a medida que aumenta ¢, pues en
ese mismo momento (mientras R, pierde aportes por las causas mencionadas)
puede ganar nuevos aportes por la impresién de nuevos elementos por parte de
programas en RY_ ;.

Por ello, no podemos saber si, fijando n, cada Rf serd més grande o mds
pequeno en la préxima generaciéon. Sin embargo, podemos aprovechar que cada
programa de U sélo puede migrar su aporte hacia conjuntos Rf, con n mds
grande a medida que pasa el tiempo, para hallar conjuntos de cadenas que
pueden armarse incrementalmente generacién por generacién.

Definicién 67 (Familias incrementales) Llamemos 'y, a la familia de con-
juntos tal que todos sus miembros tienen menos de n elementos.

Obviamente, las familias incrementales no son mas que agrupaciones de fa-
milias uniformes.

n—1
r=J A
i=0

Como hicimos con las familias uniformes, veamos cémo se van conformando
los conjuntos de cadenas que imprimen a los miembros de las familias incremen-
tales.

Definicién 68 Liamemos QY al conjunto de las cadenas que, escritas al comien-
zo de la cinta fuente de una mdquina universal 31°°, provocan que dicha mdquina
imprima un conjunto perteneciente a la familia 'y, si se ejecutan t pasos de com-
putacion.

FEs decir, cada palabra en Q imprime un conjunto de menos de n elementos en
t pasos de computo de una mdquina universal de computos eternos.
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Observacion. La relaciéon que guardan las familias incrementales y las familias
uniformes se conserva entre los conjuntos Rt y QF.

n—1
o - U=
=0

La n-ésima carrera

Propongamonos un juego: que todas las secuencias binarias corran una car-
rera, “la n-ésima carrera”. Esta carrera se corre sobre un camino de baldosas y,
como en cualquier carrera, todas las corredoras deberan comenzar en la primer
baldosa del camino. Pero deberan avanzar por turnos y siguiendo la siguiente
regla: de las secuencias que estan en la t-ésima baldosa sélo podran avanzar a
la siguiente casilla aquellas que, escritas en la cinta de entrada de 4°°, provocan
que dicha méquina imprima un conjunto de cardinal menor a n en ¢ + 1 pasos
de cémputo.

Para referirnos a una baldosa, deberiamos utilizar un nombre, pero no gaste-
mos demasiado tiempo en buscar uno: simplemente llamemos Q!, a la baldosa
i.

Ahora bien, en el turno ¢, jcuantas secuencias habra en cada baldosa? Para
tener una idea de esta cantidad, llamemos Q*(n) a la probabilidad de que una
secuencia formada por tiradas de monedas esté en la baldosa Q!; o de otro
modo:

Definicién 69 Liamemos Q'(n) a la probabilidad de que una secuencia cons-
truida a partir de tiradas de monedas provoque que 3 imprima un conjunto de
menos de n elementos (ie, perteneciente a Ty, ) si se ejecutan t pasos de cdmputo.

Como ya habiamos dicho, todas las secuencias comenzaran en la casilla ini-
cial. De hecho, si no permitimos ningin paso de cémputo, U no puede leer
siquiera un caracter de su cinta de entrada, ni escribir alguno. Lo que indica
que todas las competidoras, al menos hasta el minuto cero, imprimen al conjunto
vacio. Entonces:

-2 = Q-1

A medida que avancen los turnos, cada secuencia tendré la posibilidad de
imprimir méas naturales distintos, ya que la maquina tendra cada vez més tiempo
para realizar sus cémputos.

Aquellas secuencias que provoquen la impresion de un conjunto de cardinal
mayor a n, o aquella que provoque que el cémputo se detenga, serd descalificada
inmediatamente, y no podra avanzar a la siguiente casilla. Luego, la cantidad
de secuencias sélo puede disminuir a medida que avanzan los turnos. Es decir:

L= QL (5.1)
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Asi, cémo habiamos establecido, s6lo seguiran avanzando aquellas secuen-
cias que no impriman mas de n elementos, y serdn sélo éstas las que seguiran
corriendo indefinidamente.

Definiciéon 70 Llamemos Q,, al conjunto de las secuencias que, escritas en la
cinta de entrada de una mdquina universal 4°°, provocan que dicha mdquina
imprima un conjunto de menos de n elementos (ie, perteneciente a la familia

r,).
Como antes, definamos la nocién de probabilidad asociada a Q,,.

Definicién 71 Llamemos Q> (n) a la probabilidad de que una secuencia cons-
truida a partir de tiradas de monedas provoque que U imprima un conjunto
de menos de n elementos (ie, perteneciente a T'y,).

Ahora que podemos, pasemos en limpio lo que acabamos de observar.

tlﬁn sz =Qn (5.2)

Podemos ver que este limite converge gracias a que la maquina no puede
borrar su cinta de resultados.

Notemos que, para una carrera n, no es dificil calcular cudntas secuencias
hay en cada baldosa t. Como > sélo puede leer, a lo sumo, los ¢ primeros
digitos de cada secuencia, y sélo puede ejecutar ¢ pasos de computacién, para
calcular Q! (o Q'(n)) nos basta con simular los ¢ primeros pasos de > con
cada uno de los 2¢ comienzos de cinta posibles.
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Sin embargo lo que nos interesaba realmente es identificar un n, entonces
deberfamos ver qué relaciéon cumplen estas cantidades en funcién de los naturales
a los que se refieren.

En principio notemos que, dada la intima relaciéon que existe entre los con-
juntos de secuencias Q,, y las familias incrementales I';,, resulta claro que la
inclusién entre familias incrementales sucesivas provoca el mismo efecto sobre
conjuntos Q. Es decir:

Fn g Fn+1 = Qn g Qn+1
Lo que, su vez, implica que
Q*(n) <Q™(n+1)

Como habfamos dicho, @°°(n) puede interpretarse como la probabilidad de
imprimir un conjunto de menos de n elementos. Entonces, si A es un conjunto

finito, vale que Q> (#A4) = > ppcypa P> (B). Luego,

QF#A+1) = Q¥ H#A) = D pup<pal7(B) = X pupcypa P> (B)
= B|#B=#A *(B)
> P>(4)

Lo que da fundamento al siguiente Lema.

Lema 72 (Chaitin) Sea A un conjunto finito de naturales. Si P> (A) > 27",
existe un racional x (de forma k/2™) en el intervalo (Q™° (#A); Q°(#A + 1)).

Entonces, si conociéramos Q°°(n) para cada n, seria muy facil conseguir el n
que buscamos, ya que simplemente deberfamos recorrer la sucesion {Q>(n)}2,
comenzando desde el cero y esperando al valor de n que provoque que Q@ (n) < x.

Sin embargo, para una méquina sin oraculo no es sencillo conseguir los val-
ores de Q°°(n), ya que esto implicaria conocer los resultados la maquina uni-
versal para cada programa posible (lo que incluye al comportamiento de esta
misma maquina).

Pero veamos cémo van formandose generacionalmente los conjuntos Qf, con
respecto a n.

Que comience la “multicarrera”

., Qué ocurriria si todas las n-ésimas carreras se corrieran simultdneamente,
por andariveles paralelos, uno por cada n?

Al principio, en cada camino veriamos avanzar a todas las secuencias jun-
tas. Cuando alguna de ellas fuera descalificada por detener el computo de L,
desapareceria de todos los caminos. Sin embargo, si fuera descalificada de algin
camino por haber provocado la impresion de un conjunto de cardinal mayor al
nimero que identifica el andarivel correspondiente, dicha secuencia sélo desa-
pareceria de ese camino, pero no de los caminos mayores (es decir, con n mds
grandes).
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Esto se debe a que, si una secuencia imprime (o al menos estd imprimendo
en un momento t) un conjunto de menos de n elementos, también imprime
(estd imprimiendo) un conjunto de menos de n + 1 elementos, y de menos de
n+ 2,y de n+ 3, etc. Luego

QL C Q. vy, equivalentemente, Q'(n) < Q'(n+1) (5.3)

Bien, ahora deberiamos preguntarnos cémo podemos utilizar todo esto para
identificar a una familia I',, particular.

Ocupen sus localidades

Imaginemos la sala de un teatro. Una sala grande. Lo suficientemente grande
(y densa) como para que haya una silla por cada racional diddico (es decir, de
la forma k/2!).

Nuestro teatro también tiene una sala de espera espaciosa. Tanto es asi que
estan alli, esperando por entrar a la sala, una persona por cada natural. Como
se trata de una velada de gala, la asistencia requiere rigurosa etiqueta. Aun
cumpliendo con los formalismos de la ocasién, cada una de estas personas tiene
(los caballeros en sus smokings y las damas en sus largos vestidos) una inscrip-
cién Q> (n) distinta (con n = 0;1;...).

Habfamos visto mds arriba que, para calcular cada valor Q*(n), nos bastaba
con ejecutar los ¢ primeros pasos de computo sobre todas las posibles cadenas,
que tienen tamaifio t. De todas ellas, que son 2! palabras, sélo una cantidad k
imprimirdn conjuntos de cardinal menor a n. Luego, Q*(n) serd un racional de
la forma k/2¢, con k < 2™.

Aprovecharemos este hecho para ubicar a las personas en la sala. En cada
minuto ¢, permitiremos a la persona Q°°(n) que ocupe la localidad correspondi-
ente a Q%(n). (Es posible que mas de una persona le toque el mismo lugar en un
minuto dado, pero no importa porque las sillas son lo suficientemente cémodas,
lo que es suficientemente oportuno, por supuesto.)

Por (5.3), sabemos que en ningin minuto ¢ ocurrird que una persona Q°°(m)
se siente a la izquierda de otra con identificacién Q°°(n) si m es mds grande que
n.

A su vez, por lo visto en (5.1) sabemos que cada persona se ird acomodando
en sillas a su izquierda a medida que avanzan los minutos.

Entonces, si sabemos que la persona que estamos buscando es aquella que
tiene el mayor ntimero de asiento menor que cierto racional r (de la forma k/2¢),
nos basta con quedarnos en el escenario mirando esa silla y esperar a que las
personas se acomoden.

Tal vez debamos esperar bastante. Mds o menos toda la eternidad, ya que
nunca podremos estar seguros que alguien a la derecha de la silla no vaya a
abandonar su asiento y a ocupar uno a la izquierda (convirtiéndose asi en nuestro
nuevo candidato, por lo comentado en los péarrafos precedentes).

Pero atin asi, podemos estar seguros que siempre nos iremos acercando desde
“abajo”, ya que si nuestro candidato actual es el de saco @*°(n) s6lo podra ser
reemplazado por una persona con saco Q°°(m) con m mayor a n.
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De este modo, si nuestro candidato es el de saco Q*°(n), la familia que
estamos buscando es I';,. Luego, sélo nos resta hallar una manera econémica de
representar un racional r de la forma k/2°.

Definicién 73 (Representacién asintética de un racional) Sea r un ra-
cional de la forma j/2", con j < 2™. Llamaremos representacién asintética
de r (notada a(r)) al programa formado por la representacion binaria de r
apropiadamente intercalada con un programa minimo para un conjunto de n
elementos.

Hay un grupo de mdaquinas 9M2° para las cuales es muy féacil, dada una
representacién como las que acabamos de definir, conseguir el valor codificado
por ella.

Para eso, dado «(r), sélo deben simular la computadora universal 4 con el
programa que tienen escrito en su cinta de entrada y, cada vez que °° imprimiria
un nuevo natural, la maquina leerd el siguiente bit de su cinta de entrada, que
serd el proximo digito de la representacién binaria de 7.

Como r es de la forma j/2™, con j < 2™, r se representa con una expansion
fraccionaria finita, ya que la representacién binaria! de 7 sélo ocupa n bits. En-
tonces, por cada nuevo elemento del conjunto que imprima el programa inscripto
en a(r), hay un digito de la representacién binaria de 7.

Observacion. No deberfamos seguir avanzando sin prestar atencién a dos pun-
tos. Primero, dada una representacién asintética a(r), estas maquinas 93 nun-
ca saben cuando han terminado de leer la representacién de r. Es por ello que
se puede pensar que, mas que llegar a determinar quién es r, estas M2 hallan
una sucesion finita y creciente de racionales que converge a r. Este también es
buen argumento para intuir que esta representacién es més econémica que la
autodelimitante, ya que dada ésta tiltima facilmente obtenemos la anterior, pero
no parece que ocurriera lo mismo en el caso contrario.

En segundo lugar, y relacionado con lo que acabamos de remarcar, armar
una representacion como estas no parece tarea trivial (para una maquina) pero,
iqué importa? Es decir, armar la representacién parece demandar algunas go-
tas de sudor, un precedente necesario para una representacién econdémica en
longitud.

Lema 74 Sea ®p una familia consecutiva y x un racional de la forma j/2™,
con j < 2". Existe una constante ce, tal que

1% (@p[max{m : Q(m) < z}]) < I ({0:...s [z x| — 1}) + |ze)| + cop

donde x (3 es la representacion binaria de x (cuya longitud no se extiende mds
alld de los n digitos).

Demostracion. Sea I, una maquina que cumple que

Lque corresponde a la cola de ceros.
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o pla(z)) = @pméx{m : Q*(m) < z}]

Es decir, esta maquina serd la encargada de decirnos qué familiar de ®p
estd sentado mas cerca, por izquierda, a la butaca x.

Para ello, y si llamamos z¢ al prefijo de tamaiio ¢ de la representacién binaria
de x, a medida que se llena la sala de nuestro teatro ird mirando, en cada minuto
t, la butaca z! e ird arriesgando candidatos de acuerdo a lo que “ve” en ese
minuto.

Nunca sabra (y nunca sabremos) cudndo realmente hall6 al familiar indica-
do, pero como los valores z! van creciendo a medida que se acercan a x (es decir,
va revisando la sala de izquierda a derecha) y los valores de Q%(n) no pueden
incrementarse a medida que avanza t (es decir, la sala se llena de derecha a
izquierda) nunca va a presentarnos un candidato mayor al buscado. Y como
la familia que estamos revisando es incremental, en el sentido que cada miem-
bro puede construirse como el anterior y algo mads, nuestra maquina siempre
podra rectificarse al notar su error.

Asi, por Teorema de invarianza, esta maquina nos muestra que

1% (@p[méx{m : Q% (m) < z}]) < I ({0;...; |z — 1}) + [z@)] + cmz,
que es lo que querfamos demostrar (con ce, = camee ). Q.E.D.

Recordemos que si A € ®p, Pp[#A] = A. Por otro lado, por Lema 72,
sabemos que, si A es finito y P®(A4) > 27", existe un racional x4 de la forma
k/2™ en el intervalo (Q°(#A); Q™ (#A + 1)).

Entonces, si A € ®p, Pp[max{m : Q°(m) < z4}] = A. Luego, podriamos
utilizar ese racional x4 en nuestra maquina 93, para obtener el conjunto A.

Como la representacion binaria de este x4 s6lo ocupa n bits, podemos con-
cluir que:

I°(A) <n+1*°{0;...;n—1}) + comeo

La Proposicién 51 nos mostré que I*° ({0;...;n — 1}) = O(logn). Podemos,
entonces reescribir lo anterior como:

I (A) <n+ O(logn)
Pero decir que P*(A) > 27" es lo mismo que decir que H*®(4) < n.
Entonces, tomando n = H*(A) + 1, obtenemos que:
1 (4) < H=(4) + O(log H™(4))

que es lo que queriamos demostrar. Q). E.D.
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5.3.2. Sobre la codificacién en las familias consecutivas

Dedicaremos esta seccion a mostrar que el Teorema de codificaciéon que pudi-
mos verificar para las familias uniformes, no vale para familias consecutivas.

Teorema 75 Para toda familia incremental ®p, NO es cierto que si A € ®p,
I°(A)=H>(A)+0(1)

Demostracion. Supongamos que el Teorema de la codificacién se cumple sobre
las familias consecutivas. Entonces deberia valer que, para todo A € ®p,

I°(A) < H®(A) + ¢

donde ¢ es un valor que no depende del conjunto.

Luego, para cada uno de estos conjuntos que tuviera su entropia menor a
un natural n, deberia existir un programa minimal de menos de n + ¢ bits. Esto
implica que

#{AcOp, : H®(A) <n} <#{A e ®p, : I*°(4) <n+c} (5.4)

Veamos los siguientes resultados, cuyas demostraciones presentaremos mas
adelante.

Corolario 76 (Chaitin)
#{A € Dp, : I°(A) <n} < on—I%({0;...;n=1})+0(log I ({0;...;n—1}))
Teorema 77
#{A € ®p, : H°(A) < n} > 2717 {nh+oM)
Utilizando estos resultados junto con (5.4), deberfa cumplirse que
n—I°"({n})+0(1) < nt+e—I12({0;...;n+c—1})+0og(I*°({0;. .. ;n+c—1})))

Sabemos (ver [2, teo. 7(a)]) que el tamano de las especificaciones de dos
naturales no pueden tener una diferencia de tamano mayor que el logaritmo de
la diferencia entre los naturales que especifican. Por ello, la desigualdad anterior
puede agrandarse, a lo sumo, a

n—I%"{n})+0(1) <n—-I°{0;...;n—1}) + O(log(I®({0;...;n—1}))) +c

Resumiendo: si valiera el Teorema de la codificaciéon para familias consecu-
tivas, deberia valer, para todo n natural, que

n+I%°{0;...;n =1} +0(1) < n+I1%"({n}) + O(log(I®({0;...;n—1}))) +c

Sin embargo, por Teorema 56.2 sabemos que, dado un natural k, el menor
m tal que m > 2% y I°({0;...;m — 1}) > k, cumple que I>=({0;...;m —1}) <
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k+O(logk) y I*°'({m}) < log k+ O(loglog k). Entonces, ese m deberfa cumplir
que

m+k+ O(1) <m+logk+ O(loglog k) + O(log(k + log k))

Teniendo en mente que, por el Teorema 56.2, k no es otra cosa que |logm],
notemos que debe existir un mg a partir del cual la desigualdad anterior deja
de valer, ya que el miembro izquierdo crece mas rapidamente que el derecho a
medida que incrementamos m.

Este absurdo ha surgido de suponer que el Teorema de la codificacion se
verificaba sobre las familias consecutivas. Q.F.D.

Demostracién del corolario 76

Demostraremos el corolario 76 utilizando que dicho resultado es un caso
particular del siguiente Teorema.

Teorema 78 (Chaitin)
#{A:T®(A) <n} < on—1I%({0;...;n—=1})+0(log I*” ({0;...;n—1}))

Demostracion. Para ver cuantos conjuntos tienen programas minimos de menos
de n digitos, nuestra atencion debe volcarse hacia la cantidad de bits que lee
nuestra maquina universal 4 con cada programa.
Lema 79 (Chaitin) Eziste una constante ¢ tal que
#{A:I°(A) =m} < P({0;...;m —1}) - 2™+

Sea ‘)ﬁﬁfput la maquina que simula el comportamiento de nuestra maquina
universal °>° pero, en vez de imprimir lo que ella imprimiria, cuando lee el
i-ésimo digito de su cinta fuente, imprime el natural 7 en su cinta destino.

Asi, si p es un programa para U™,

Miepue(P) = {055 [p[ — 1}

Por otro lado, cada programa minimal de tamano m, provoca que se lean
m de sus bits. Luego, por cada conjunto que tiene un programa minimal de
tamano m, hay un aporte de 27™ en la probabilidad de obtener el consecutivo
{0;...;m — 1} en nuestra maquina M

input*

H{A:I®(A) =m} 27" < Py

input

({0;...5m —1})
Finalmente, por Teorema de invarianza (Teorema 49)
#{A: I®(A) =m} < P({0;...;m —1}) - 2"

Esto completa la demostracién de nuestro Lema (con ¢ = cgpeo ). Q.E.D.

input
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Asi hemos hallado una cota para la cantidad de conjuntos que tienen progra-
mas minimos de una longitud dada. Parece un buen primer paso, pero nuestro
objetivo es hallar una cota para la cantidad de conjuntos que tengan programas
minimales menores a cierta longitud.

Dado nuestro primer paso, arriesguemos el segundo paso de forma obvia:

#{AI®(A) <n} = T #H{AI(4) =i}
< Y PR({0;.. i — 1)) 20

Para formar esta cota estamos sumando probabilidades de obtener consec-
utivos que guardan una relacién bastante fuerte: son todos los consecutivos
“menores a n”. ;De qué forma podremos aprovechar esta relacién?

En ese sentido si n es un natural cualquiera, y [ otro natural menor a n,
jcudnto més grande que la probabilidad de obtener el consecutivo {0;...;n—1}
podré ser la probabilidad de obtener el consecutivo {0;...;1 —1}?

El siguiente Lema respondera nuestra pregunta.

Lema 80 (Chaitin) FEuiste una constante d tal que, para todo par de naturales
n yl tal que n > 1, se cumple que

P*({0;...;n—1}) - (n—D?-d > P>({0;...;1 - 1})

Demostracion. Para la demostracién de este Lema necesitaremos la definicién
que presentamos a continuacion.

Definicién 81 (Join) Sean A y B dos conjuntos de naturales. Llamaremos
A& B al conjunto formado de la siguiente manera:

A®B={2a:a€ A}U{20+1:b€ B}

Llamemos Mg a la mdquina tal que por cada programa p que provocarfa
que U imprima el conjunto A@ B, imprime el consecutivo {0;...;c—1} donde
c= (méx{a:a € A} + mix{b: b e B}).

Para que Mg pueda llevar a cabo esta tarea, basta con que, cada vez que
$1°° imprimiria un elemento de uno de los conjuntos, nuestra maquina imprima
todos los valores menores a la suma entre el mencionado elemento y el ultimo
elemento del otro conjunto que > hubiese imprimido.

Entonces

Ponee ({05...sn = 1}) =2 P({0;.. .51 =1} @ {0;...;n — 1 = 1})
Y, luego, por Teorema de invarianza (Teorema 49),
P*({0;...;n—1})- 28 > P®°({0;...;1 -1} ®{0;...;n—1—1})
Por otro lado, por [2, Teo 3(f), pdg. 6], sabemos que

P=(A@® B) = P(A)- P>(B)
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Lo que implica que

P®({0;...;n—1})-28 > P({0;...;1—1}) - P®({0;...;n—1—1}) (5.5)

Por otro lado, como vimos en la Proposicién 19, P> (A) > 2-17(4) Ademss,
gracias a la representacién autodelimitante de un nimero (Proposicién 51) sabe-
mos que 2—[“’({0;4..;m—1}) > 2—(10gm+210g10g m+c<,). Entonces

P>=({0 s 2
©({0;...;m—1}) >
(0 im = 1p) > 2o
Finalmente,
({0;...;m—1}) > T (5.6)

Juntando (5.5) y reemplazando m en (5.6) por n — [, obtenemos
PR({0;.. s —1})(n—1)2 - 2F Tt S peorho 1 — 1))
Que es lo que querfamos demostrar, con d = 209ﬁ3§+c”+1.Q.E.D.

El Lema que acabamos de ver nos puede servir para tener una idea de la
cota que venfamos manejando.

Yty PR({0;.. i1} < X0 (n =) PR({0;...in—1}) - d
= d-P{0;...5n—1}) 30 (n —j)*

Como vemos, si bien la suma de las probabilidades de los consecutivos
menores a n podria crecer mas alld de la probabilidad de obtener el consec-
utivo n-ésimo, este crecimiento es sélo polinomial respecto de n. Veamos cémo
encaja esto con la cota que nos interesa.

S 2ite . ({05 i — 1))
d-20-P2({0;...5n —1}) 320 2(n —i)?

#{A:I°(A) <n} <
<

Si bien este resultado no parece muy prometedor, ya que el factor que acom-
pana a la probabilidad de obtener el consecutivo n-ésimo es ahora mas grande
que antes (su crecimiento es exponencial respecto de n), notemos lo siguiente:
tener una potencia de 2 en cada término de esa sumatoria es lo mismo que
multiplicar toda la suma por la mayor de ellas y dividir cada sumando por la
potencia correspondiente a ese término de la suma. Podemos lograr esto sim-
plemente aplicando el cambio de variable: k = n — 1.

#HAT®A) <n) < d-2 PR(0; . n— 1)) S, 200k
= -2t Po({0;..n— 1)) S, 2 kE?

Pero la serie Y oo, 27%k2 converge. Entonces, existe una constante ¢ tal que
¢>d-2¢- > ,_ 2%k, Por lo tanto,
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#{A:I®(A) <n} <& 27 P¥({0;...;n—1}) (5.7)

Por otro lado, por Teorema 65 y como los consecutivos de forma {0; - - -;n—1}
son una familia consecutiva, sabemos que:

I°({0;...;mn—1}) < H®{0;...;n—1}) + O(log H*®({0;...;n — 1}))

Lo que, aprovechando que H>(A) < I°°(A), facilmente puede llevarse a

yoeeey

Poo({o n— 1}) < Q*Im({o;...;nfl})%»O(logI°°({O;...;n71}))

Utilizando este ultimo resultado junto con (5.7), obtenemos la cota que
estabamos buscando:

#{A . Ioo(A) < ’Il} < 2n7]°°({0;..‘;n71})+0(10gI“({O;...;nfl}))

Se completa asi la demostracion del Teorema 78.Q.F.D.

Demostracién del Teorema 77

Para demostrar el Teorema 77 comenzaremos por ver el siguiente resultado.

Teorema 82 Sea ®p, una familia consecutiva. Existe una mdquina M, tal
que, por cada programa p que provoca que W imprima el conjunto {k}, toda
secuencia que comience con esa cadena p, escrita en la cinta de entrada de

I, , provoca como resultado el consecutivo
Dp, 2" + K]

donde t es el mdzimo entre el niimero de pasos que le toma a W (p) imprimir
{k} y, de todos los programas por los que W' consulta al ordculo y se detienen,
el nidmero de pasos que tarda en detenerse el que se detiene wltimo.

Demostracion. Con este Teorema trataremos de ver como podemos utilizar el
poder de cémputo de las maquinas sin ordculo para interpretar la informacién
condensada en un programa para computadoras con oraculo.

Si el tiempo es un camino, con una baldosa por instante, el ordculo es un
viejo con ojos de lince que llega a ver el final de ese camino. Pero, ain miopes
de tiempo como son las maquinas sin oraculo, nos pueden brindar el resultado
que enuncia este Teorema.

Si bien las maquinas convencionales no pueden resolver exactamente los
problemas que pueden resolver las que disponen de un oraculo, pueden simular
su trabajo utilizando un oraculo “a cuerda”. Mediante un proceso de “dovetail-
ing” podemos confeccionar un ordculo restringido que, dado un programa, nos
diga si el computo que éste provoca se detiene en ¢ 0 menos pasos.

Dicho oraculo restringido siempre va a asumir que los procesos de cémputo
no se detienen hasta que pueda demostrarse lo contrario.
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Debido a esta particularidad, consultado por un programa p, el oraculo res-
tringido podria contestar “no” cuando el ordculo verdadero responderia “si”;
pero debemos tener en cuenta que no estamos formulando la misma pregunta,
y es por eso que no obtenemos la misma respuesta. Al ordculo restringido le
estamos preguntando si p provoca un cémputo que se detiene en ¢ 0 menos pa-
sos, mientras que al oraculo verdadero le estamos preguntando directamente si
p provoca un cémputo que se detiene en algiin momento, es decir, sin restringir
el tiempo.

Podriamos, entonces, construir una maquina de computos eternos 9M>°, que
simule el comportamiento de una méaquina universal con ordculo 4’ de manera
que cada vez que ésta consultase a su ordculo, 91°°, consultard a un ordculo
restringido.

Al hallar una secuencia p en su cinta de entrada, 91°°, ira simulando pasos de
cémputo de ™. Cuando se simulen ¢ pasos de cémputo de L', se utilizara el
oraculo restringido al tiempo t¢.

Asi, en algiin momento (llamémoslo t), M, podria estar dispuesta a im-
primir un ndmero (llamémoslo k) en su cinta de salida; pero, jqué relacién
guardara este nimero con el resultado que se obtiene al escribir p en la cinta de
entrada de {'°°?

Si, durante la simulacién que resulté en la impresién de k, $'° no usé su
oraculo, o los procesos generados por los programas por los que consultd al
oraculo se detuvieron antes de los t pasos de cémputo o bien no se van a detener
nunca, el oraculo restringido a ¢ pasos habrda dado las mismas respuestas que
el ordculo verdadero y entonces k € U'°°(p). Pero si alguno de ellos fuera a
detenerse mas alla de los primeros t pasos, el resultado de la simulacién no
tendrfa por qué guardar relacién alguna con U™ (p).

A pesar de que el ordculo restringido no tiene el poder de un ordculo ver-
dadero, ya que con el primero debemos esperar (toda la eternidad) por respues-
tas que el segundo puede darnos instantdaneamente, una similitud de compor-
tamiento une los destinos de ambos dispositivos. Esta similitud se materializa en
la siguiente caracteristica: a medida que tomamos ¢t més grandes, las repuestas
del oraculo restringido van a ser mas acordes a las del verdadero.

En este sentido, méas tarde o més temprano alcanzaremos un ¢ lo suficiente-
mente grande como para obtener las repuestas “correctas” del oraculo restrin-
gido.

Deberiamos, entonces, hallar una manera de imprimir k£ de alguna manera
que nos permita rectificarnos mas adelante si, con el paso del tiempo, descubri-
mos que k no formaba parte de t'(p).

Una forma que ya hemos utilizado anteriormente en maquinas de computos
eternos para rectificar errores es imprimir consecutivos. Pero esta manera sélo
permite rectificarnos hacia resultados mayores, es decir, si en el momento ¢
imprimiéramos ®p, [k] y luego descubriéramos que k no era parte del resultado
real, s6lo podriamos subsanar el error si el verdadero niimero fuera mayor que
k.

Pero notemos lo siguiente: cuando nuestra simulacién indica que debe im-
primirse k, no podemos saber si ese k serfa imprimido o no por '™ pero, si la
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simulacion tardo t pasos en obtener este resultado, k no puede ser mayor a t — 1.
Recordemos que, para imprimir k, estas méquinas deben imprimir 1, mover la
cinta k lugares hacia la izquierda e imprimir otro 1.

Luego, si bien no nos va a servir de mucho imprimir el consecutivo ® p, [k]
podemos aprovechar la caracteristica que acabamos de ver e imprimir un con-
sectivo que tenga que ver con k y con el momento en el que nuestra simulacién
obtuvo aquel nimero, de manera tal que que si el verdadero k era ma&s chico
que algun k que hayamos encontrado antes, ain asi lo que imprimamos sea mas
grande que lo que ya hayamos impreso.

Entonces, si nuestra simulacion descubre el nimero k£ en el momento ¢, nece-
sitamos imprimir el consecutivo ®p,[f(k,t)] donde f(k,t) debe cumplir que,
cualquiera sea k, f(k,t) < f(0,t+1).

Como ya vimos que si 9°°, imprime k en el momento ¢, k es menor o igual
a t, nos basta con

>

Flet)=2"+k

Finalmente, si p es un programa que provoca que {'° imprima el unitario
{k}, cualquier secuencia que comience con la cadena p escrita en la cinta de
entrada de 91°°, provocaré que dicha maquina genere el consecutivo @ p, [2f + k]
donde ¢ es el maximo entre el ntiimero de pasos que le toma a 4'°°(p) imprimir
{k} y, de todos los programas por los que 4'* consulta al ordculo y se detienen,
el nimero de pasos que tarda en detenerse el que se detiene tltimo.Q.E.D.

Corolario 83 Sea ®p, una familia consecutiva. Por cada conjunto unitario
{k} existe un ly, diferente tal que

Pe(@p[l]) = P'({k})

Demostracion. Gracias a la optimalidad de las maquinas universales, podemos
ver que, por cada programa p tal que M, (p) = ®p.[2" + k], existe un programa
q tal que U>°(q) = ®p.[2" + k.

Luego, por el Teorema 82, la probabilidad de que un programa generado por
tiradas de monedas provoque que 4> enumere el conjunto ®p,[2! + k| es, por
lo menos, como la probabilidad de que un programa generado por tiradas de
monedas provoque que 4'° enumere al conjunto {k}, que es lo que querfamos
demostrar con I, = 2! + k.Q.E.D.

Antes de seguir, recordemos que los programas ¢ de los que habldbamos més
arriba, son de la forma r-p donde 7 es un prefijo 091 que provoca que la maquina
$°° se comporte como M, .

Luego, por cada unitario {k} tal que I*®’({k}) < n—e¢,dondec = |r| = g+
1, y por lo tanto ¢ > 0, resulta que,

I

9- {k}) > 9¢—n 5, 9—n

Uniendo esto con el resultado del corolario anterior y utilizando que, por el
Teorema de invarianza sabemos que Py ({k}) > 2717 (¥} obtenemos que el
I correspondiente es tal que
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PX(®p,[l]) > P'({k}) > 2717 WFD) 5 9n

Lo que nos conduce trivialmente, utilizando la definicién de H*°(A), al si-
guiente resultado.

Corolario 84 Sea ®p, una familia consecutiva.
#{C € dp, : H>®(C) < n} > #{unitarios U : I°°'(U) < n —c}

Para completar la demostracion del Teorema 77 necesitamos una cota inferior
para la cantidad de conjuntos que tengan programas minimos mas cortos que
cierta longitud.

Teorema 85 (Chaitin) FEziste una constante ¢ tal que
#{unitarios U : I®°(U) < n—c} > gn—c=I=({n-c})+0(1)

Demostracion. Sea M la maquina que dado un programa p hace lo siguiente:
simula el comportamiento de 4°°(p) hasta que dicha mdquina imprimirfa el
primer natural n, en ese momento lee todos los digitos de su cinta de entrada
que faltan leer para que sélo n — 1 bits sean leidos. Finalmente, interpreta estos
dltimos bits leidos (1llamémoslos s) como la representaciéon binaria de un natural
k, imprime el unitario {k} y se va a dormir.

Podria ocurrir que, para imprimir el primer natural, se deban leer mas de
n—1 digitos. En ese caso M se va a dormir sin imprimir nada (en penitencia).
Pero, si la primer parte de p es un programa minimal para el unitario {n},
con todos sus bits superfluos eliminados, seguramente nos quedara espacio para
escribir s, la representacién binaria de un natural k.

Entonces, por cada elecciéon de s habra un programa de longitud menor a n
que imprime un unitario distinto. Luego, la cantidad de unitarios con 1> menor
a n debe ser mayor que la cantidad de elecciones posibles para s.

La cantidad de elecciones posibles para s es

glsl — glbsl _ glpl > gn—1-1=({n})
Entonces:

#{k : I;e ({k}) < m} > 2m~I7{mh-1
Como I®(A) < Ipeo(A) + cops, todos los conjuntos que cumplan que

Ippos (A) < m cumplirdn también que I*°(A) < m + copoo. Llamando n =
m + Copoo.

#{k: I°({k}) < n—cme} > 2n~emx—IT{n—cmx}h)+00)

que es el resultado que buscdbamos (tomando ¢ = cone ). Q.E.D.
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Notemos que podemos reescribir el resultado anterior para el caso en el que
trabajemos con maquinas con oraculo, de la siguiente manera:

#{unitarios U : I**'(U) < n—c} > gn—c—I1%'({n=c})+0(1)

Finalmente, existe un prefijo de la forma 0"1 que provoca que, para cada
programa p, se cumpla que U>°(0"1-p) = sub.(U®(p)), donde sub. es una
funciéon que toma un conjunto de naturales y le resta ¢ a cada uno de sus
elementos (es una funcién total —de modo que si a un nimero se le resta otro
mayor, la operacién da cero—, lo que impide que sea inyectiva).

Entonces, el programa minimo que enumera {n — ¢} debe ser a lo sumo
tan grande como el que enumera a {n} mas el largo del prefijo 0"1. Es decir,
I°'({n}) +h+1> I°®'({n —c}), o dicho de otro modo,

—I®'({n—c}) = —I*'({n}) +0(1)

Finalmente, juntando el corolario 84 con el equivalente para cémputos con
oraculos del Teorema 85, obtenemos que

#{consecutivos C': H*®(C) < n} 22"*1°°'({n})+0(1)

Con lo que completamos la demostracion del Teorema 77.

5.3.3. Un intento fallido

Dado que hemos visto que los programas de longitud minimal para conjuntos
consecutivos no crece mas alld del valor de su entropia mas el logaritmo de ese
valor, podriamos arriesgarnos a pensar que para otras familias de conjuntos
finitos estructuralmente m&s complejas que las que acabamos de estudiar esta
brecha se agranda atn mas.

Podriamos, en ese sentido, tratar de aplicar una estrategia idéntica a la que
aplicamos recién para conseguir un absurdo que nos indique que debe haber
algun tipo de conjunto finito para el cual la mencionada brecha se incrementa
mas que para los consecutivos.

Deberiamos suponer, entonces, que para todo conjunto finito A vale que
I°(A) < H*(A) + O(log H>*(A)). Luego

#{finitos A : H*(A) < n} < #{finitos A: I*°(4) < n+ O(logn)}
Usando que
gm=I="({mH+0() < wffinitos A: H*(A) < m}
y que

#{finitos A : I*°(A) < m} #{A:I>*(A) <m}
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obtenemos que

n—I%"{n})+0(1) < n+O0(ogn)—I°({0;...;n+O(logn) —1})+
+O0(log I ({0; ...;n+ O(logn) — 1}))

Que es lo mismo que

n+I°{0;...;n+0O®logn) —1}) + O(1) <
<n+O(logn)+I®'({n}) + O(log I**({0;...;n + O(logn) — 1}))

Ya sabemos que la diferencia entre las especificaciones de dos naturales no
puede ser mayor que el logaritmo de la diferencia de esos valores. Luego, debe
valer que

I°({0;...;n —1}) < I*({0;...;n+ O(logn) — 1}) + O(loglog n)
y que
I°({0;...;n 4+ O(logn) — 1}) < I*°({0;...;n — 1}) + O(loglog n)

Entonces si se cumple la inecuaciéon con que veniamos trabajando, debe
cumplirse que

n+I°({0;...;n—1}) — O(loglogn) + O(1) <
<n+O(logn) + I*'({n}) + O(log(I°°({0;...;n + —1}) + O(loglog n)))

Usando, como antes, que, dado k, el menor m > 2* tal que I°°({0;...;m —
1}) > k cumple que I*°({0;...;m — 1}) < k+ O(logk) y que I°*°*'({m}) <
log k + O(loglog k), la inecuacién anterior implica que

n+k+0(1) < n+O(logn)+logk+ O(loglogk)+
O(log(k + O(log k) + O(loglogn))) + O(loglog n)

Pero el sumando O(logn) que aparece en el segundo término tiene tanto
peso como el k (que no es otra cosa que [logn|) del otro miembro. Por ello no
podemos conseguir el absurdo que conseguimos para los consecutivos.

Atn mas, con lo unico que podemos “jugar” es con la diferencia entre una
especificacién de m y una de m + O(logm) que no puede ser més grande que
O(loglogm), por lo que parece ser que esta estrategia ya nos brindé todo lo que
nos podia dar.



Capitulo 6

Condiciones para la validez
del Teorema de invarianza

En este capitulo nos dedicaremos a establecer condiciones sobre familias
de conjuntos de naturales, que sean suficientes para determinar la validez del
Teorema de codificacion.

Estas condiciones surgiran de extender la version del Teorema de codificacion
para familias uniformes que vimos en el capitulo anterior.

6.1. Destilando la estrategia

En principio, notemos que la estrategia utilizada en la demostracion del
Teorema de codificacién para familias uniformes utiliza el resultado del mismo
Teorema para el caso de maquinas de computos finitos.

La clave de esta estrategia es poder hallar una conexién entre los objetos que
estamos manejando con las maquinas de computos eternos y los que manejamos
con las computadoras de computos finitos.

El descubrimiento de esta conexién puede verse como el surgimiento de un
escalafén entre las familias de conjuntos de naturales. Aquellas que respondan a
este requerimiento, sobre las que pueda establecerse esta conexién, son familias
que no “aprovechan” el poder de cémputo de las maquinas eternas, ya que
pueden ser manejadas por computadoras finitas.

Esta conexién se materializa en tres hechos. Primero, la posibilidad de asig-
nar una palabra a cada familiar de la familia en cuestién.

Definicién 86 (Representaciones candnicas finitarias) Sea o/ una famil-
1a de conjuntos finitos de naturales, y e : & — 2* una funcién inyectiva total.
Por cada conjunto A € &, llamaremos representacién candnica de A a la ca-
dena e(A).

En segundo lugar, debemos poder “adivinar” a qué conjunto codifica una
representacién sélo con ver una parte finita de ella y, en el caso de que esta

53
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prediccién sea errénea, que el conjunto realmente representado no pertenezca a
la familia.

Definicién 87 (Adivinas) Sea & una familia de conjuntos finitos de natu-
rales, y e : & — 2* una funcidn inyectiva total. LLamaremos adivinas a las
fuciones ce : 2¢ — 2* tales que, para todo d € 2*, si ce(d) = e(A) no existe
¢ € 2* tal que ce(d-¢) = e(B) con A # B.

Estas capacidades “proféticas” que nos brinda el trabajo con este tipo de
familias (sobre las que se pueden definir funciones adivinas) nos revelardn que
la probabilidad de obtener alguno de sus familiares en una mé&quina eterna
no es mayor que la probabilidad de obtener su correspondiente representaciéon
candnica en una computadora finita.

Lema 88 Sean o7 una familia de conjuntos de naturales, e : &/ — 2* su funcion
de representacion canonica y Ce : 2° — 2* la funcion adivina correspondiente.
Si ce es recursiva, existe un natural c tal que, para todo A € o,

P®(A4) < P(e(A)) - 2°

Demostracion. Sea ., una maquina finita que, alimentada con el programa p,
simula el comportamiento de la maquina eterna universal > al ser alimentada
con el mismo programa. Cuando ésta ultima imprimiria un elemento, llamémoslo
s, del dominio de ce, .#._ imprime cq(s) y termina.

Asi, por cada programa p tal que U™ (p) = A, existe un prefijo ¢ C p tal que
M (q) = e(A). Entonces, para todo A € &7,

P=(A) < P, (e(4))

Luego, por Teorema de invarianza (20), existe un natural c_»,_ tal que

P=(4) < P(e(A)) - 2
que es lo que querfamos demostrar con ¢ = c 4, . Q-E.D.

Finalmente, debemos ser capaces, dada una representacién candnica, de
obtener el conjunto representado por ella. En verdad, nos alcanzara con obtener
su representacion correspondiente a la funcion v.

Definicién 89 (Intérpretes) Sean o/ una familia de conjuntos de naturales
ye: o — 2* su funcion de representacion canonica. Llamaremos intérpretes a
las funciones a : 2% — 2% tales que, para todo A € <,

a(e(A)) =da

donde v(da) = A.
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Lema 90 Sean & una familia de conjuntos de naturales, e : &/ — 2* su funcion
de representacion candnica y a : 2* — 2% su funcion intérprete asociada. Si a
es recursiva, eriste un natural me tal que, para todo t € Dom(a),

I®(Ay) < I(t)+ma
donde Ay = v(a(t)), es decir, t es la representacion candnica de A.

Demostracion. Sea M una maquina eterna que, al ser alimentada con el pro-
grama p, simula el comportamiento de % (p), una maquina finita universal, y si
esta imprimiera la cadena ¢, 9S° imprimiria a(t). Entonces,

I (v(a(t))) < I(t)
Por Teorema de invarianza, sabemos que existe un natural m, tal que
I%(A) < I35 (A) + ma
Juntando ambos resultados obtenemos
I*(v(a(t)) < I(t) + ma

que es lo que queriamos demostrar.Q.E.D.

6.2. Aplicando la estrategia
Teorema 6 Sea o/ una clase de conjuntos de naturales para la cual puedan
definirse
e: o/ — 2* una funcion de representacion candnica
Co : 2% — 2% una funcion adivina
a: 2" — 2¥ una funcion intérprete
Si ce y € son recursivas, existe un natural coy tal que, para todo A € o,

I°(A) < H®(A) + cw

Demostracion. Por el Lema 88, sabemos para todo A € &7,
P=(4) < P(e(4)) - 2°
Luego, por el Teorema 22, existe una constante m tal que

Poo(A) < 2—I(e(A))+m+c
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Finalmente, por el Lema 90, sabemos que existe una constante me tal que
P=(A) < 2717 (W tmctme
Que es lo mismo que decir que
I®(A) < H®(A)+m+c+me

Q.E.D.
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