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4.1.3. Evolución de los casos ĺımites . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2. Casos intermedios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.1. El caso gravitoconvectivo dominante . . . . . . . . . . 49
4.2.2. El caso electroconvectivo dominante . . . . . . . . . . 49
4.2.3. El caso mixto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3. Simulaciones de un experimento real . . . . . . . . . . . . . . 54

5. Conclusiones 63
5.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.2. Trabajo futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

1



A. Transformación de las ecuaciones de Navier-Stokes 65
A.1. Algunas propiedades del cálculo vectorial . . . . . . . . . . . 65
A.2. Convirtiendo las ecuaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

B. Adimensionalización del sistema 68
B.1. Propiedades necesarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
B.2. Trabajando con el sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

C. Implementación 71
C.1. Configuración del programa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
C.2. Diseño del programa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

C.2.1. Soporte de datos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
C.2.2. Modo general de operación . . . . . . . . . . . . . . . 74
C.2.3. Rutinas de cálculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

D. Graficación 76
D.1. Formato de los archivos de salida . . . . . . . . . . . . . . . . 76

D.1.1. Formato original . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Resumen

La electrodeposición ramificada en celdas delgadas (ECD) es un modelo
paradigmático para el estudio de la formación de patrones de crecimiento
(GPF), es decir, el crecimiento inestable de interfases. El estudio del GPF
puede ser encuadrado dentro de los aśı llamados sistemas complejos, tema
considerado como uno de los grandes desaf́ıos cient́ıficos de este siglo por la
Academia de Ciencias de USA.

En los fenómenos de ECD se producen geometŕıas complejas de carac-
teŕısticas dendŕıticas o fractales. Subyacente al crecimiento dendŕıtico existe
un complejo proceso fisicoqúımico hidrodinámico de transporte de iones que
determina el patrón de crecimiento.

En este trabajo se presenta un modelo computacional de transporte ióni-
co en donde se elucida la naturaleza tridimensional del fenómeno a través de
la simulación numérica y la utilización de técnicas avanzadas de visualización
espacio-temporal.

Los resultados obtenidos predicen complejas estructuras internas al flujo
hidrodinámico tales como anillos vorticosos de origen eléctrico, tubos de tor-
bellino de origen gravitatorio, domos de concentración y de campo eléctrico,
y su interacción con las dendritas. Dichas estructuras han sido observadas
experimentalmente.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Consideraciones generales

En electrodeposición en celda delga la celda electroĺıtica consiste en dos
placas planas de vidrio entre las cuales se colocan dos electrodos (que pueden
ser alambres de zinc o cobre) en forma paralela separados por una solución
acuosa de un electrolito. Generalmente se utiliza Sulfato de Zinc (ZnSO4)
o Sulfato de Cobre (CuSO4) con concentraciones que vaŕıan desde 0,01
a 0,5M/l). Una diferencia de potencial aplicada entre electrodos produce
un depósito ramificado por reducción de los iones metálicos. Las variables
principales que controlan el crecimiento son la concentración de la solución,
el voltaje aplicado y el espesor de la celda. La literatura muestra que cuando
estos parámetros vaŕıan se obtienen depósitos con morfoloǵıas dendŕıticas o
fractales.

Desde la decada del 80, la electrodeposición en celda delgada (ECD1) se
ha popularizado como paradigma del fenómeno de formación de patrones de
crecimiento lejos del estado de equilibrio (GPF2). Bajo ciertas condiciones,
los patrones que se forman mediante la ECD tienen carácter fractal y fueron
analizadas asumiendo que la difusión es el modo dominante en el transporte
qúımico.

Si bien las ecuaciones generales que gobiernan a la ECD con electro-
dos fijos se conocen desde hace mucho tiempo, el estudio y la simulación
de ECD teniendo en cuenta el crecimiento del depósito (electrodos móviles)
comenzó en la década del 80 estimulado por el desarrollo de la geometŕıa
fractal. Los trabajos pioneros de esa época dieron lugar a los modelos de un
solo campo, los aśı llamados modelos de crecimiento fractal Laplaciano, tales
como DLA3 y el DBM4. Sin embargo, los modelos de un solo campo no pue-
den describir procesos generales de ECD, en donde subyacen al crecimiento
ramificado, los efectos combinados de varios campos no lineales.

El transporte iónico esta gobernado principalmente por la difusión, mi-
gración y la convección. Experimentos recientes demuestran la relevancia
de la convección frente a la difusión y migración en el transporte iónico.
Es precisamente el análisis combinado de estos tres factores el objetivo del
presente estudio.

1ECD=ElectroChemical Deposition
2GPF=Growth Pattern Formation
3DLA=Diffusion Limited Aggregation
4DBM=Dielectric Breakdown Model
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1.2. Patrones de crecimiento

1.2.1. Configuración genérica de los experimentos

En la figura 1.1 se presenta el esquema de un experimento habitual de
electrodeposición con las placas de vidrio y los electrodos.

Figura 1.1: Diagrama del sistema experimental utilizado en electrodeposición. S
es la fuente de luz, M es el microscopio y CCD es la cámara de v́ıdeo.

A la distancia entre placas se la denomina d, a la que existe entre ánodo
y cátodo L, y al largo de estos w (L y w suelen ser mucho más grandes que
d, a veces dos órdenes de magnitud mayores). A este sistema se lo denomina
celda electroĺıtica.

El resto del equipamiento se utiliza para realizar las mediciones: un mi-
croscopio con una cámara de v́ıdeo (CCD5), una fuente de luz, y un video-
grabador o una placa digitalizadora para exportar las imágenes directamente
a una PC. Los parámetros de control de este experimento son:

d, distancia entre placas.

F , tensión o corriente entregada por la fuente de alimentación.

L, separación entre ánodo y cátodo.

C0, concentración de la solución.

Finalmente, si aplicamos una diferencia de potencial entre los electrodos,
una corriente eléctrica comienza a fluir entre ellos, y podemos decir que
ocurre un proceso electroĺıtico.

1.2.2. Proceso electroĺıtico

Los experimentos de electrodeposición se pueden realizar utilizando una
fuente de tensión constante, caso que se denomina potenciostático (existe un
contraelectrodo de control).

5CCD = Charge -Coupled Device.
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También pueden llevarse a cabo usando una fuente de corriente constan-
te, entonces el experimento se denomina galvanostático. En este último caso
se obtiene una densidad de corriente6 y una tasa de deposición constantes.

Figura 1.2: Inicio del experimento, los cationes (Cu2+) se mueven hacia el cátodo,
mientras que los aniones (SO2−

4 ) lo hacen hacia el ánodo.

A continuación vamos a describir un proceso t́ıpico de electrodeposición
con una solución acuosa de sulfato de cobre (CuSO4) y electrodos de cobre,
aunque esta descripción es generalizable.

Inicialmente, la fuente de tensión o corriente constante está cerrada y la
solución electroĺıtica se encuentra en reposo. Los cationes Cu2+ y los aniones
SO2−

4 están distribuidos uniformemente y solo se mueven por difusión7 .
Cuando la fuente comienza a entregar enerǵıa, las cargas empiezan a

moverse por convección8 eléctrica (migración) debido al campo eléctrico
impuesto, además del movimiento difusivo que ya experimentaban. Los ca-
tiones se desplazan hacia el cátodo9 y los aniones hacia el ánodo. El esquema
1.2 muestra gráficamente este proceso.

Simultáneamente, en la celda se produce una reacción redox 10. En el
cátodo se produce la reducción de los cationes cobre: Cu2+(aq) + 2e− →
Cu(s), y en el ánodo la oxidación de los cationes cobre: Cu(s) → Cu2+(aq)+
2e−. Esto determina que los cationes se depositen sobre el cátodo y que el
ánodo se vaya disolviendo durante la reacción.

Entonces, en los primeros instantes se produce una ausencia de iones
cerca del cátodo debido a la deposición de cationes y a la migración de
aniones hacia el ánodo. Al mismo tiempo, encontramos un aumento de iones
en la zona cercana al ánodo, ya que los aniones se acumulan y los cationes
penetran en la solución debido a su disolución.

6Se llama densidad de corriente a la cantidad de corriente que circula por unidad de
superficie.

7Difusión: Un proceso en el cual las part́ıculas se dispersan, moviéndose de regiones
de mayor densidad a regiones de menor densidad [Academic Press Dictionary of Science
Technology].

8Convección: Una transferencia de calor o masa que ocurre cuando un fluido fluye sobre
un cuerpo sólido o dentro de un canal mientras las temperaturas o concentraciones dentro
del fluido y de la capa limite del mismo son distintas. Entonces ocurre esta transferencia
dentro del fluido como consecuencia del movimiento interno del fluido con respecto a la
capa exterior [Academic Press Dictionary of Science Technology].

9Recordemos que el cátodo tiene potencial negativo, mientras que el ánodo positivo.
10Redox es una reacción del tipo reducción-oxidación.
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Figura 1.3: Instantes después de iniciado el experimento, se desarrollan tubos
vorticosos debido a la acción gravitatoria.

Esta situación inestable hace desarrollar zonas de bajas concentraciones
de iones cerca del cátodo y de altas cerca del ánodo, lo que se traduce
directamente en variaciones en la densidad de la solución en dichos lugares.
Aqúı la gravedad juega un papel importante, ya que debido a su acción se
generan movimientos de fluido que intentan equilibrar esta situación. Por un
lado tenemos una circulación del fluido hacia la parte superior de la celda
cerca del cátodo, mientras que en el ánodo la diferencia de peso hace que la
circulación sea hacia el piso de la misma.

Estas corrientes producen tubos vorticosos rotando en el mismo sentido,
y a medida que pasa el tiempo, acercándose uno a otro. Este fenómeno se
puede apreciar en el esquema 1.3 que corresponde a una vista de costado
del experimento en sus instantes iniciales.

Simultáneamente, en una región muy cercana al cátodo se desarrolla
una zona eléctricamente cargada, dando lugar a fuerzas de Coulomb que
inicialmente apuntan hacia el cátodo.

Luego de pasados algunos segundos, esta situación dispara el crecimiento
del depósito sobre el cátodo, que comienza sólo como unas pequeñas rugo-
sidades, pero que con el correr de los segundos toman forma de filamentos
metálicos tridimensionales o dendritas. En la punta de estos dedos se con-
centran fuerzas de Coulomb, cada filamento permite al fluido penetrar por
las puntas y ser empujando por los lados, formando un anillo vorticoso ali-
mentado por estas fuerzas eléctricas.

La figura 1.4 (b) muestra un corte de este fenómeno. Debido a la natu-
raleza bidimensional de la medición efectuada, solo se puede apreciar un par
de vórtices contrarotantes, pero la existencia de anillos tridimensionales y
su visualización mediante simulación es uno de los resultados obtenidos en
el presente trabajo.

El experimento se visualiza mediante el agregado de part́ıculas trazado-
ras no ionizadas a la solución de 1-3µm diámetro11. En la figura 1.4 podemos
ver el resultado del seguimiento de las trayectorias de part́ıculas trazadoras
en un experimento, cuyas condiciones son [25]:

(a) t ≈ 15s, las dimensiones de la celda son 17 x 1 x 0.25mm3, solución
11Pueden considerarse neutras en cuanto a la densidad y aporte de cargas.
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Figura 1.4: Movimiento convectivo visualizado con una cámara de v́ıdeo y part́ıcu-
las trazadoras. En (a) tenemos una vista de costado (plano vertical perpendicular
a los electrodos) en la que se pueden observar las trayectorias debido a la acción de
la gravedad y a la diferencia de densidades. En (b) hay una vista desde arriba, en
la que el movimiento se debe, principalmente, al campo eléctrico [25].

de Sulfato de Zinc (ZnSO4) a 0.2M y corriente constante con una
densidad de 40 mA/cm2.

(b) t ≈ 840s, las dimensiones de la celda son 25 x 25 x 0.1mm3, solución
de Sulfato de Cobre (CuSO4) a 0.01M y corriente constante con una
densidad de 4 mA/cm2.12

1.3. Resultados experimentales

En la figura 1.5 se puede apreciar una serie de imágenes de un experi-
mento en el que el crecimiento del depósito es poco denso, para tomarlas
se ha utilizado una técnica de contraste diferencial denominada Schlieren13.
Las zonas claras que se observan tanto cerca del ánodo como del cátodo
representan valores mayores en el módulo del gradiente de la concentración
de la solución y en [34] se demuestra que coinciden con los rollos anódi-
cos y catódicos respectivamente. Las zonas oscuras que se ven en el centro
de la celda corresponden a valores de concentración que son esencialmente
constantes.

Al comienzo, los frentes de concentración se desarrollan rápidamente
tanto en el ánodo como en el cátodo, de forma paralela a los electrodos, ver

12(a)Experimento gravitoconvectivo dominante y (b) electroconvectivo dominante.
13Detalle de esta técnica se puede encontrar en [47]. Los puntos más claros corresponden

a valores positivos mayores de dc/dx.
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Figura 1.5: Vista superior de una pequeña sección de la celda con concentración
1.0M. A la izquierda se encuentra el cátodo y a la derecha el ánodo. La distancia
entre los electrodos es de 12mm, el ancho es de 20mm, el alto es de 0.1mm, y el
tiempo se incrementa hacia abajo: 20, 40, 65, 90, 115 y 135 segundos [34].

figuras 1.5 (a) y (b). Cuando se dispara el crecimiento ramificado, el frente
catódico se deforma para envolver las ramas del depósito, como se observa
claramente en las figuras 1.5 (c) y (d).

Momentos después las ramas que se desarrollan más rápido se aproxi-
man al frente, deformándolo y comprimiéndolo localmente, pero sin llegar
a superarlo. La distancia entre el frente de concentración y el depósito es
variable y depende de las condiciones experimentales impuestas, las figuras
1.5 (e) y (f) muestran el comienzo de este fenómeno.

La figura 1.6 es una secuencia similar de imágenes de Schlieren, pero
con una concentración inicial de la solución de 0.3M. Las cuatro últimas
imágenes de esta secuencia demuestran el proceso descripto anteriormente.

En este caso el experimento se lleva a cabo hasta que el depósito y el fren-
te de concentración catódica se encuentran con el frente ánodico. Se puede
observar un cambio en la morfoloǵıa del depósito cuando ha llegado aproxi-
madamente a las 3/4 partes de la distancia ánodo-cátodo. Esta transición,

10



Figura 1.6: Similar a la figura 1.5, pero con concentración 0.3M, y con tiempos:
10, 30, 80, 130, 190, 250, 330, 350 y 390 segundos [34].

en la cual el depósito de vuelve mucho más denso, es acompañado por un
cambio en la tasa de deposición y resulta a partir de un cambio del ambiente
qúımico alrededor de los dedos debido al choque con el frente anódico [25],
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[9] y [24].

Figura 1.7: Una representación espacio-tiempo de un experimento de electrode-
posición con las mismas condiciones de la figura 1.6. Se muestra la evolución del
depósito y de los frentes de concentración. El cambio en la tasa de crecimiento se
produce debido al encuentro con el frente anódico [34].

Figura 1.8: Desarrollo del depósito en un experimento a baja viscosidad (0 % de
glyrecol). Se puede apreciar la distancia que existe entre las ramas.

La evolución de los frentes de concentración y del depósito se puede
observar en la figura 1.7. Esta figura se obtiene promediando cada una de
las imágenes en un pequeño rango de x que contiene las ramas de crecimiento
más rápido. Cuando la gravitoconvección es la que prevalece, las ramas se
separan considerablemente y solo unas pocas (a veces una sola) se desarrolla
más allá de los primeros instantes, realizando un efecto de apantallamiento
sobre el resto [37]. La secuencia resultante de las imágenes unidimensionales
se apila para formar un diagrama espacio-tiempo. El frente catódico crece
casi linealmente durante los primeros instantes, luego levemente más rápido
que en forma lineal una vez que ha sido confinado por el depósito [34].

Otro aspecto importante es el cambio en la morfoloǵıa del depósito con la
viscosidad del fluido. En [35] se estudia este problema mediante el agregado
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de glycerol, produciendo variaciones en la parte hidrodinámica y en el campo
eléctrico (debido al cambio en la movilidad) y efectos secundarios tales como
variaciones en la constante dieléctrica (que disminuye con el aumento del
glycerol) y la posibilidad de un cambio en la cinética electroqúımica de la
interfase depósito/solución.

Figura 1.9: Desarrollo del depósito en un experimento con un aumento de la vis-
cosidad (40 % de glicerol), el crecimiento es mucho más compacto.

Para lograr esto, se utiliza una solución 0.1M de ZnSO4 junto con
0.001M de H2SO4 (Ácido Sulfúrico) para poder visualizar directamente los
distintos modos de transporte utilizando un indicador ácido-base [25] y [23].
A esto se agrega glycerol en cantidades que fueron desde 0 a 40 % y que co-
rresponde a una variación desde ν0 a 3.75 ν0 (ν0 corresponde a la viscosidad
del agua pura). Los experimentos bajo condiciones galvanostáticas revela-
ron que incrementar la viscosidad induce un decremento en la convección,
los gradientes de concentración se hacen más pronunciados, en tanto que la
resistencia eléctrica y el voltaje aumentan.

En [36] se compara el peso relativo de la gravito y la electroconvección
frente a una variación en la viscosidad, obteniéndose que, bajo condicio-
nes galvanostáticas, un aumento en la viscosidad promueve un aumento en
la parte eléctrica, pero no aśı en la gravitatoria. Las figuras 1.8 y 1.9 son
imágenes de dos experimentos de similares caracteŕısticas, pero con diferen-
tes viscosidades, se puede apreciar una clara diferencia en la morfoloǵıa del
depósito, siendo mucho más compacto el más viscoso. En estas figuras tam-
bién se puede observar los frentes tanto anódico como catódico y la forma en
que las ramas lo pinchan y lo deforman. En la figura 2 de [36] se muestran
varias imágenes de diferentes tipos de experimentos y esta caracteŕıstica se
mantiene.

A pesar de que no se han realizado mediciones experimentales tridimen-
sionales, ya en [18], [19] y [20] se han reportado observaciones de anillos
vorticosos, donde se muestra que pueden formar tubos capilares. Estas ob-
servaciones permitieron la formulación heuŕıstica de un modelo tridimensio-
nal para fluidos electroconvectivo dominantes en el cual se conjetura acerca
de la existencia de los anillos vorticosos en la cercańıas de las ramas en
crecimiento y que los frentes de concentración tienen forma de domos.

La interacción de todos los modos de transporte y el depósito es un pro-
blema tridimensional realmente complejo. De hecho, para atacar este pro-
blema, es necesario un modelo tridimensional generalizado, el cual será pre-
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sentado a partir del siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Consideraciones Teóricas

2.1. Modelo fenomenológico

En esta sección se propone un modelo fenomenológico tridimensional
general, es decir, que incluye tanto a los reǵımenes electro como a los gravi-
toconvectivos.

Como se explicó en el caṕıtulo anterior, las diferencias de densidades
generan tubos vorticosos debido a la acción de la gravedad tanto en el cátodo
(o en el frente del depósito cuando se forma) como en el ánodo. Estos tubos
o rollos son cilindros que se achican hacia los lados debido al efecto de las
paredes sobre los mismos.

El rollo catódico queda atado al frente del depósito, mientras que fuerzas
de Coulomb se concentran en los dedos del depósito generando anillos vorti-
cosos a su alrededor, ver figura 1.4 en la página 9. El frente de concentración
envuelve las puntas de los dedos, formando cápsulas semiesféricas.

Los dedos quedan conectados por estas cápsulas o domos que envuelven
a cada uno, formando una superficie de separación entre la zona de alta con-
centración de solución de la zona en la que la solución ha sido parcialmente
consumida.

Cuando el depósito crece, interactúa con estos rollos: los rollos y las
cápsulas de concentración forman una especie de sobre tridimensional que
eventualmente es deformado por los filamentos que crecen.

La influencia de la convección en la morfoloǵıa de las dendritas todav́ıa
no ha sido del todo entendida. Bajo el predominio de la electroconvección,
la estructura del anillo vorticoso favorece el crecimiento del dedo, atrayendo
solución altamente concentrada. Al mismo tiempo, al dejar la solución con
baja concentración, los dedos a su alrededor encuentran menos material
para su propio crecimiento. Con estas condiciones, en [18] se sugiere que un
aumento en la electroconvección o una disminución en el espesor de la celda,
provoca una disminución en la distancia entre dendritas.

La razón principal para la ocurrencia de este fenónemo es que incremen-
tar el espesor de la celda induce un comportamiento más gravitoconvectivo,
lo que tiende a producir una solución más homogénea en el frente catódi-
co (si visualizáramos el campo eléctrico, veŕıamos que las lineas están más
homogéneamente distribuidas).

En resumen, la composición de los anillos y rollos vorticosos es altamente
relevante en la morfoloǵıa del depósito resultante y en la ECD en general,
por esta causa es necesario contar con un modelo que pueda predecir su
interacción y nos permita profundizar en su conocimiento.
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2.2. Modelo matemático

De aqúı en adelante delinearemos un modelo matemático que capture el
comportamiento descripto en la sección anterior. Luego realizaremos varias
operaciones con el mismo hasta obtener el sistema de ecuaciones que se
resuelve en el programa (el mecanismo de resolución se explica con detalle
en el próximo caṕıtulo). Nos centraremos, principalmente, en los siguientes
puntos:

Ecuaciones que componen el sistema original: se explicará los alcances
de cada una y las limitaciones que surgen con su utilización o aproxi-
maciones elegidas.

Números adimensionales y sistema final a resolver: se darán con detalle
las operaciones aplicadas a cada ecuación para obtener el sistema final
con lo que también se dejará bien en claro la definición de los números
adimensionales.

Desde el punto de vista hidrodinámico, básicamente existen dos mane-
ras de obtener las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido. Uno
de estos métodos aproxima el problema desde el punto de vista molecular,
lo que significa que se trata al fluido como consistente de moléculas cuyo
movimiento se gobierna por las leyes de la dinámica.

La otra alternativa es usar el concepto de continuo. En esta aproxi-
mación, las moléculas individuales se ignoran y se asume que el fluido es
continuo. En cada punto de este fluido continuo se supone que hay valores
únicos de velocidad, presión, densidad, etc. (a estas variables se denominan
campos). Este fluido continuo debe obedecer varias leyes, entre ellas la de
conservación de la masa, el momento y la enerǵıa, las cuales dan lugar a un
conjunto de ecuaciones diferenciales que gobiernan los distintos campos. La
solución a estas ecuaciones diferenciales define la variación de cada campo.
Cada uno de estos corresponde a un valor promedio de la magnitud molecu-
lar en cada posición y tiempo. No está de más aclarar que en este trabajo,
hemos elegido la aproximación de fluido continuo.

Otro aspecto importante, es la elección del sistema de coordenadas a
utilizar. Hay dos formas básicas de trabajar:

Coordenadas Lagrangianas: se trata de rastrear cada part́ıcula indi-
vidual con su posición y propiedades termodinámicas como variables
dependientes (fijas en la part́ıcula).

Coordenadas Eulerianas: En este caso las variables independientes son
las posición y el tiempo, y se enfoca en el fluido que pasa a través de
un volumen fijo de control en el espacio (fijas en el espacio). Este es el
sistema más popular y el que se ha elegido.

La viscosidad dinámica de un fluido describe la habilidad de transmitir
fuerzas de fricción. Si se puede representar como una constante de propor-
cionalidad entre el estrés viscoso y el gradiente de velocidad, cumpliendo
con la aśı llamada Ley de Newton de la viscosidad, se dice que estamos ante
un fluido Newtoniano. Si esta constante se hace cero, estamos ante lo que
se denomina como un fluido ideal , que solo tiene un propósito de estudio
teórico. Finalmente, cuando la relación no es lineal, se dice que el fluido es
No-Newtoniano. En el presente trabajo utilizaremos fluidos newtonianos.
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Entonces, el transporte iónico en una ECD en celda delgada puede ser
descripto con un modelo matemático macróscopico basado en primeros prin-
cipios. Este incluye a las ecuaciones de Nernst-Planck para el transporte de
iones, la de Poisson para el potencial eléctrico y las de Navier-Stokes para el
fluido. En [32] y [33] se han presentado modelos bidimensionales. En este mo-
delo no se tienen en cuenta reacciones qúımicas secundarias o transferencia
de calor. Entonces, el sistema puede escribirse como:

∂Ci
∂t

= −∇ · ji (2.1)

ji = −µiCi∇φ−Di∇Ci + Civ (2.2)

∇2φ =
F

ε

∑
i

ziCi (2.3)

∂v
∂t

+ v · ∇v = − 1
ρ0
∇P + ν∇2v +

fe
ρ0

+
fg
ρ0

(2.4)

∇ · v = 0 (2.5)

En la tabla 2.1 se da el significado de los śımbolos que aparecen en estas
ecuaciones. Aquellos que contienen el sub́ındice i corresponden a las distintas
especies iónicas que intervienen en el experimento.

La ecuación (2.2) describe el proceso de transporte electroqúımico que
está constituido por tres modos simultáneos:

Difusión: Es el movimiento de las especies debido al gradiente de su
concentración respectiva (está representado por el término −Di∇Ci).

Migración : Es el movimiento de las especies con carga debido a la pre-
sencia de un campo eléctrico (representado por el término −µiCi∇φ).

Convección : Movimiento debido al flujo hidrodinámico (representado
por Civ).

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) se conocen como las ecuaciones de Nernst-
Planck para el transporte iónico, la (2.3) como la de Poisson, la (2.4) y la
(2.5) constituyen las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresi-
bles.

Los forzantes debido a las fuerzas de Coulomb y gravitatorias están dados
por:

fe = eE
∑
i

ziCi (2.6)

fg = −ρg (2.7)

Vamos a asumir un sistema constituido por dos especies (i = 2), lo que
habitualmente se conoce como electrolito binario sin soporte. A partir de
ahora llamaremos C1 = C (cationes) y C2 = A (aniones). Si bien tanto en el
caso del sulfato de zinc como en el de cobre las soluciones son un poco ácidas
y debeŕıa considerarse otra especie eléctricamente activa (H+), asumimos
que contamos con un electrolito aproximadamente neutro.

Para cerrar el modelo, utilizaremos para la densidad ρ una aproximación
de tipo Boussinesq:

ρ = ρ0(1 + α∆C + β∆A) = ρ0(1 + α(C − C0) + β(A−A0)) (2.8)
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Donde α y β son coeficientes de expansión que se definen formalmente de la
siguiente manera:

α =
1
ρ0

∂ρ

∂C
, β =

1
ρ0

∂ρ

∂A
(2.9)

Cuadro 2.1: Descripción de los śımbolos que aparecen en las ecuaciones (2.1)-(2.7)

Śımbolo Significado
Ci Concentración
ji Flujo
zi Número de cargas por ion
µi Constante de movilidad
Di Constante de difusión
C0 Concentración de referencia de cationes
A0 Concentración de referencia de aniones
F Constante de Faraday
φ Potencial electroestático
e Carga electrónica
ε Permitividad del medio
v Velocidad del fluido
P Presión
ν Viscosidad cinématica
ρ Densidad del fluido
ρ0 Densidad de referencia del fluido
E Campo eléctrico
g Campo gravitatorio
t Tiempo

El sistema formado por las ecuaciones (2.1)-(2.5) junto con condiciones
iniciales y de contorno apropiadas es válido en un dominio espacio-temporal
definido por G = [Ω(t)x(0, t)] donde Ω es una región tridimensional con
frontera Γ(t), que vaŕıa a una velocidad proporcional a la norma del flujo ji.

A los efectos de llegar al sistema definitivo que utilizaremos, comencemos
aplicando la definición de divergencia1 a la ecuación 2.1:

∂Ci
∂t

= −∂jix
∂x

−
∂jiy
∂y

− ∂jiz
∂z

(2.10)

Veamos cómo quedan los componentes del flujo:

jix = −µiCi
∂φ

∂x
−Di

∂Ci
∂x

+ uCi ⇒
∂jix
∂x

= −µi
∂

∂x

(
Ci
∂φ

∂x

)
−Di

∂2Ci
∂x2

+
∂

∂x
(uCi)

jiy = −µiCi
∂φ

∂y
−Di

∂Ci
∂y

+ vCi ⇒
∂jiy
∂y

= −µi
∂

∂y

(
Ci
∂φ

∂y

)
−Di

∂2Ci
∂y2

+
∂

∂y
(vCi)

jiz = −µiCi
∂φ

∂z
−Di

∂Ci
∂z

+ wCi ⇒
∂jiz
∂z

= −µi
∂

∂z

(
Ci
∂φ

∂z

)
−Di

∂2Ci
∂z2

+
∂

∂z
(wCi)

1Para un campo vectorial V en coordenadas cartesianas, ∇ ·V = ∂Vx
∂x

+
∂Vy

∂y
+ ∂Vz

∂z
=

divV
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Donde u, v y w son las componentes de la velocidad del fluido v. Si reem-
plazamos en la ecuación (2.10), llegamos a:

∂Ci
∂t

=µi

[
∂

∂x

(
Ci
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ci
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
Ci
∂φ

∂z

)]
+Di

∂2Ci
∂x2

+Di
∂2Ci
∂y2

+Di
∂2Ci
∂z2︸ ︷︷ ︸

Di∇2Ci

− ∂

∂x
(uCi)−

∂

∂y
(vCi)−

∂

∂z
(wCi)

A continuación obtenemos las ecuaciones correspondientes a las dos es-
pecies (cationes y aniones):

∂C

∂t
=µC

[
∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
C
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
C
∂φ

∂z

)]
+DC∇2C

− ∂

∂x
(uC)− ∂

∂y
(vC)− ∂

∂z
(wC)

(2.11)

∂A

∂t
=− µA

[
∂

∂x

(
A
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
A
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
A
∂φ

∂z

)]
+DA∇2A

− ∂

∂x
(uA)− ∂

∂y
(vA)− ∂

∂z
(wA)

(2.12)

La ecuación de Poisson (2.3) para el potencial electrostático deviene en:

∇2φ =
F

ε
(zAA− zCC) (2.13)

A continuación escribimos el sistema (2.4)-(2.5) en la forma “función de
corriente-vorticidad”para lo que tomamos el rotor e introducimos la función
de vorticidad ω y el vector potencial de velocidades ψ:

∂ω

∂t
+ v · ∇ω =ω · ∇v + ν∆ω +

zCe

ρ0
(∇C · ∇φ) +

zAe

ρ0
(∇A · ∇φ)

− α∇× (g · C)− β∇× (g ·A) (2.14)
ω =∇× v (2.15)
ω =−∆ψ (2.16)

De esta manera logramos eliminar la presión p. En el apéndice A se
muestra el proceso completo de transformación. El sistema final a resolver
consiste en las ecuaciones (2.11)-(2.16) con condiciones iniciales y de con-
torno que se discuten más abajo.

2.3. Análisis dimensional

A continuación se presenta un análisis dimensional del sistema (2.11)-
(2.16) por medio de una transformación algebraica [48]-[50].

El objetivo es reducir la parametrización f́ısica a un conjunto de números
adimensionales. Para ello, introducimos las siguientes variables:

x′ = x/x0; y′ = y/x0; z′ = z/x0;
u′ = u/u0; v′ = v/v0; w′ = w/w0;
C ′ = C/C0; A′ = A/C0; φ′ = φ/φ0;

t′ = t0 = x0/u0;
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En donde las variables con sub́ındice son valores de referencia que se expli-
citan más abajo. El valor de estas referencias es arbitrario y las conclusiones
obtenidas no debeŕıan depender de la elección efectuada.

El detalle de las operaciones efectuadas al sistema se encuentra en el
apéndice B. El sistema queda transformado en:

∂C ′

∂t′
=
µCφ0

x0u0

[
∂

∂x′

(
C ′∂φ

′

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
C ′∂φ

′

∂y′

)
+

∂

∂z′

(
C ′∂φ

′

∂z′

)]
+

DC

x0u0
∇2C ′

− ∂

∂x′
(
u′C ′)− ∂

∂y′
(
v′C ′)− ∂

∂z′
(
w′C ′)

(2.17)

∂A′

∂t′
=− µAφ0

x0u0

[
∂

∂x′

(
A′∂φ

′

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
A′∂φ

′

∂y′

)
+

∂

∂z′

(
A′∂φ

′

∂z′

)]
+

DA

x0u0
∇2A′

− ∂

∂x′
(
u′A′)− ∂

∂y′
(
v′A′)− ∂

∂z′
(
w′A′)

(2.18)

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
=
φ0

x2
0

(
∂2φ′

∂x′2
+
∂2φ′

∂y′2
+
∂2φ′

∂z′2

)
=

φ0

x2
0

∇2φ′ =
F

ε

(
zAA

′ · C0 − zCC
′ · C0

)
⇒

∇2φ′ =︸︷︷︸
F=e/ε0

(
e · x2

0 · C0 · zA
ε0 · ε · φ0

)
A′ −

(
e · x2

0 · C0 · zC
ε0 · ε · φ0

)
C ′ (2.19)

∂ω′

∂t′
= −v′ · ∇ω′ + ω′ · ∇v′ +

ν

u0 · x0
∆ω′ +

zC · e · φ0 · C0

ρ0 · u2
0

(∇C ′ ×∇φ′)

+
zA · e · C0 · φ0

ρ0 · u2
0

(∇A′ ×∇φ′)− C0 · x0 · α
u2

0

∇× (g · C ′)− C0 · x0 · β
u2

0

∇× (g ·A′)

(2.20)

ω′ = ∇× v′ (2.21)
ω′ = −∆ψ′ (2.22)

Durante el proceso de adimensionalización de las ecuaciones, quedan
definidos varios números adimensionales, los cuales gobiernan el compor-
tamiento del experimento numérico. En la tabla 2.2 se muestran todos los
números adimensionales que quedaron definidos, junto con el śımbolo que lo
identifica y su definición.

Entre ellos encontramos varios que son conocidos de la mecánica de flui-
dos en general y otros que aparecen en esta aplicación:

Reynolds: es uno de los números adimensionales básicos en la dinámica
de fluidos, su significado f́ısico es que puede interpretarse como la razón
entre las fuerzas inerciales y las viscosas. En muchos casos, la magnitud
del número de Reynolds sirve para caracterizar el fluido (turbulento
vs laminar). Un incremento en este número dejando el resto constante,
provoca un incremento en la convección del fluido2.

2Bajo Reynolds→fluido laminar, alto Reynolds→fluido turbulento.
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Número Adimensional Śımbolo Definición Ecuación

Número de Poisson eléctrico cationes PoC
e·x2

0·C0·zC

ε0·ε·φ0
(2.19)

Aniones PoA
e·x2

0·C0·zA

ε0·ε·φ0
(2.19)

Número de Peclet cationes PeC
x0·u0
DC

(2.17)
Aniones PeA

x0·u0
DA

(2.18)
Número de Migración cationes MC

µC ·φ0

x0·u0
(2.17)

Aniones MA
µA·φ0

x0·u0
(2.18)

Número de Reynolds Re u0·x0
ν (2.20)

Número de Grashof gravitatorio cationes GgC
C0·x0·α·|g|

u2
0

(2.20)

Aniones GgA
C0·x0·β·|g|

u2
0

(2.20)

Número de Grashof eléctrico cationes GeC
zC ·e·φ0·C0

ρ0·u2
0

(2.20)

Aniones GeA
zA·e·φ0·C0

ρ0·u2
0

(2.20)

Cuadro 2.2: Definición de los números adimensionales en las ecuaciones (2.19)-
(2.20)

Grashof gravitatorio: representa la relación entre las fuerzas gravita-
torias y las viscosas.

Grashof eléctrico: Relaciona la viscosidad al potencial electroéstatico
y concentración. Un incremento únicamente en este número incremen-
ta la electroconvección (se incrementan la densidad y la viscosidad
dinámica).

Migración: Relaciona el movimiento en respuesta a la imposición del
campo eléctrico, un incremento en este número incrementa el trans-
porte por migración.

Poisson: Gobierna el acoplamiento entre el potencial eléctrico y el
transporte. Un aumento en este número incrementa la curvatura del
potencial eléctrico, reduciendo el ancho de la capa ĺımite. Este número
es extremadamente importante dado que gobierna la naturaleza de la
pertubarción de todo el sistema.

Si rescribimos las ecuaciones (2.19) - (2.20) con los números adimensio-
nales descriptos arriba y omitimos los tildes, nos queda 3 4:

∂C

∂t
=MC

[
∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
C
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
C
∂φ

∂z

)]
+

1
PeC

[
∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
+
∂2C

∂z2

]
− ∂

∂x
(uC)− ∂

∂y
(vC)− ∂

∂z
(wC)

(2.23)

3El campo gravitatorio tiene componente distinto de cero solo sobre el eje z.
4En nuestro caso, el módulo del número de Grashof eléctrico de aniones es igual al de

cationes, el signo debido a la carga de cada especie se tiene en cuenta directamente en el
sistema. (|GeA| = |GeC | = Ge).
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∂A

∂t
=−MA

[
∂

∂x

(
A
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
A
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
A
∂φ

∂z

)]
+

1
PeA

[
∂2A

∂x2
+
∂2A

∂y2
+
∂2A

∂z2

]
− ∂

∂x
(uA)− ∂

∂y
(vA)− ∂

∂z
(wA)

(2.24)

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= PoA ·A− PoC · C (2.25)

∂ωx
∂t

= −∂(u · ωx)
∂x

− ∂(v · ωx)
∂y

− ∂(w · ωx)
∂z

+ ωx ·
∂u

∂x
+ ωy ·

∂u

∂y
+ ωz ·

∂u

∂z

+
1
Re

(
∂2ωx
∂x2

+
∂2ωx
∂y2

+
∂2ωx
∂z2

)
+GeC

(
∂C

∂y

∂φ

∂z
− ∂C

∂z

∂φ

∂y

)
+GeA

(
∂A

∂y

∂φ

∂z
− ∂A

∂z

∂φ

∂y

)
−GgC

∂C

∂y
−GgA

∂A

∂y
(2.26)

∂ωy
∂t

= −∂(u · ωy)
∂x

− ∂(v · ωy)
∂y

− ∂(w · ωy)
∂z

+ ωx ·
∂v

∂x
+ ωy ·

∂v

∂y
+ ωz ·

∂v

∂z

+
1
Re

(
∂2ωy
∂x2

+
∂2ωy
∂y2

+
∂2ωy
∂z2

)
+GeC

(
∂C

∂z

∂φ

∂x
− ∂C

∂x

∂φ

∂z

)
+GeA

(
∂A

∂z

∂φ

∂x
− ∂A

∂x

∂φ

∂z

)
+GgC

∂C

∂x
+GgA

∂A

∂x
(2.27)

∂ωz
∂t

= −∂(u · ωz)
∂x

− ∂(v · ωz)
∂y

− ∂(w · ωz)
∂z

+ ωx ·
∂w

∂x
+ ωy ·

∂w

∂y
+ ωz ·

∂w

∂z

+
1
Re

(
∂2ωz
∂x2

+
∂2ωz
∂y2

+
∂2ωz
∂z2

)
+GeC

(
∂C

∂x

∂φ

∂y
− ∂C

∂y

∂φ

∂x

)
+GeA

(
∂A

∂x

∂φ

∂y
− ∂A

∂y

∂φ

∂x

)
(2.28)

ωx = −
(
∂2ψx
∂x2

+
∂2ψx
∂y2

+
∂2ψx
∂z2

)
(2.29)

ωy = −
(
∂2ψy
∂x2

+
∂2ψy
∂y2

+
∂2ψy
∂z2

)
(2.30)

ωz = −
(
∂2ψz
∂x2

+
∂2ψz
∂y2

+
∂2ψz
∂z2

)
(2.31)

u =
∂ψz
∂y

− ∂ψy
∂z

(2.32)

v =
∂ψx
∂z

− ∂ψz
∂x

(2.33)

w =
∂ψy
∂x

− ∂ψx
∂y

(2.34)

Las ecuaciones (2.23)-(2.34) constituyen el sistema que debe ser resuelto.
El método de resolución se presenta en detalle en el caṕıtulo siguiente, en
tanto que la estructura del programa resultante se explica en el apéndice C.
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2.4. Condiciones iniciales y de contorno

Para finalizar de especificar el sistema, debemos elegir condiciones de
borde adecuadas. En la tabla 2.3 se detallan todas las condiciones utilizadas,
pero podemos resumirlas como:

Potencial eléctrico: Se asume que los electrodos se comportan según la
ley de Nernst, por lo tanto como condición de contorno utilizaremos la
fórmula de potencial de equilibrio de Nernst. Tanto sobre las paredes
como en el piso y techo, debe satisfacer que la derivada normal sea
nula.

Concentración de aniones: Hay que tener en cuenta que los aniones
se conservan en la celda, no se producen ni se consumen, por lo tanto
sobre los bordes deberemos pedir que su flujo sea nulo. También se
debe satisfacer que la derivada normal sea nula sobre las paredes, piso
y techo.

Concentración de cationes: Los cationes se producen en el ánodo y
se consume (depositan) en el cátodo, por lo tanto podemos pedir que
en el ánodo se cumpla la condición de electroneutralidad, aśı que su
concentración debe ser igual a la de cationes. En tanto en el cátodo se
complica la situación, ya que se produce un efecto de capa ĺımite con
un campo eléctrico muy elevado. Una condición razonable es suponer
que la difusión es despreciable[13]. Esta misma condición la pediremos
sobre las paredes laterales, piso, techo, frente y fondo.

Figura 2.1: El sistema de referencia que utilizaremos en el resto del trabajo.

Si existiera interfase entre la solución y la agregación, el crecimiento se toma
como parte del cátodo para el potencial y como una pared impermeable para
el fluido. Esta es una simplificación de lo que ocurre en la realidad, ya que
la estructura de la agregación es porosa y permitiŕıa pasar cierta cantidad
de fluido por su estructura.

La figura 2.1 muestra el sistema de referencia utilizado y el resumen de
las condiciones de borde utilizadas se encuentra detallado en el cuadro 2.3.

En este cuadro, el śımbolo U representa el potencial eléctrico aplicado
entre ánodo y cátodo durante el experimento. En la resolución numérica,
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Borde φ C A ψ

Cátodo − kT
zce

ln( zcC
C0

) ∂C
∂y = 0 jA = 0 ψx = ψz = 0 y ∂ψy

∂y = 0

Ánodo U − kT
zce

ln( zcC
C0

) C = A jA = 0 ψx = ψz = 0 y ∂ψy

∂y = 0
Pared Izquierda ∂φ

∂x = 0 ∂C
∂x = 0 ∂A

∂x = 0 ψy = ψz = 0 y ∂ψx

∂x = 0
Pared Derecha ∂φ

∂x = 0 ∂C
∂x = 0 ∂A

∂x = 0 ψy = ψz = 0 y ∂ψx

∂x = 0
Piso ∂φ

∂z = 0 ∂C
∂z = 0 ∂A

∂z = 0 ψx = ψy = 0 y ∂ψ
∂z = 0

Techo ∂φ
∂z = 0 ∂C

∂z = 0 ∂A
∂z = 0 ψx = ψy = 0 y ∂ψz

∂z = 0

Cuadro 2.3: Las condiciones de contorno

cuando se discreticen las condiciones de contorno, elegiremos como potencial
de referencia (φ0) al potencial aplicado U .

Para poder utilizar las condiciones sobre φ tanto en el ánodo como en el
cátodo deberemos adimensionalizarlas, comencemos con el ánodo:

φ = φ0 −
kT

zce
ln(

zcC

C0
) ⇒ φ′ = 1− kT

φ0zce
ln(zcC ′) (2.35)

De manera similar, llegamos a la condición de borde adimensionalizada
para el potencial eléctrico sobre el cátodo:

φ = − kT

φ0zce
ln(zcC ′) (2.36)
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Caṕıtulo 3

Modelo Numérico

La naturaleza altamente no lineal del problema de ECD representada
por las ecuaciones (2.23) a (2.34) excluye una solución exacta, esto nos obli-
ga a encontrar una solución aproximada para ellas. Existen diversas técnicas
numéricas tales como el método de las diferencias finitas, el método de los
elementos finitos o los métodos espectrales. En el presente trabajo utilizare-
mos el método de las diferencias finitas.

3.1. El método de las diferencias finitas

La idea básica del método de las diferencias finitas [16], [51], [55], [56]
consiste en aproximar las derivadas de una función en un punto por cocientes
en diferencias sobre un intervalo pequeño, transformando aśı el problema
diferencial en un problema algebraico.

3.1.1. Aproximación de derivadas de funciones de una
variable

Para aproximar por diferencias finitas la derivada f ′ de una función f(x),
aproximamos la tangente por una secante como se muestra en la figura 3.1.

Definiendo el paso o intérvalo h = x2 − x1, en cualquier punto del intérva-
lo x1 ≤ x ≤ x2, f ′(x) se aproxima por

f ′(x) =
f(x2)− f(x1)

h
, x1 ≤ x ≤ x2 (3.1)

Para casi todos los puntos, la expresión (3.1) es una aproximación, pero
por lo menos para un punto la igualdad es estricta por el teorema de Rolle.

Si establecemos que

f ′(x1) =
f(x2)− f(x1)

h
(3.2)

la expresión (3.2) es una diferencia en adelanto. En cambio, si estable-
cemos que

f ′(x2) =
f(x2)− f(x1)

h
(3.3)

la expresión (3.3) se conoce como diferencia en atraso.
Un esquema en diferencias centrado para la aproximación de f ′(x) en un

punto x0 = (x1 + x2)/2 resulta en
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Figura 3.1: Aproximación de la derivada primera

f ′(x0) =
f(x2)− f(x1)

h
(3.4)

Por consideraciones geométricas, se puede ver que la fórmula (3.4) es una
mejor aproximación que las fórmulas (3.2) ó (3.3) ya que está más alineada
la secante con la tangente.

Para poder demostrar la aseveración precedente es preciso realizar un
estudio de la precisión de la aproximación en diferencias. Esto consiste en
analizar el error que se comete al reemplazar una expresión diferencial por
su aproximación en diferencias y de qué depende dicho error. Comenzamos
analizando la aproximación de f ′(x) con un esquema centrado. En la figura
3.1 por su definición x0 es el punto medio entre x1 y x2. Desarrollando f(x1)
y f(x2) alrededor de f(x0) por la formula de Taylor

f(x1) = f(x0)−
h

2
f ′(x0)+

1
2!

(
h

2

)2

f ′′(x0)−
1
3!

(
h

2

)3

f ′′′(ξ1), x1 ≤ ξ1 ≤ x2

(3.5)
Para x2 tendremos

f(x2) = f(x0)+
h

2
f ′(x0)+

1
2!

(
h

2

)2

f ′′(x0)+
1
3!

(
h

2

)3

f ′′′(ξ2), x1 ≤ ξ2 ≤ x2

(3.6)
Restando f(x2) de f(x1) y dividiendo por h resulta

1
h

(f(x2)− f(x1)) = f ′(x0) +
1
3!

(
1
2

)3

h2(f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)) (3.7)

Si tomamos módulos y reemplazamos f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2) por 2 máx |f ′′′(x)|
se obtiene finalmente
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∣∣∣∣1h(f(x2)− f(x1))− f ′(x0)
∣∣∣∣ ≤ 1

24
h2 máx |f ′′′(x)| (3.8)

Si f ′′′(x) está acotada entre los puntos x1 y x2 el error del reemplazo
de f ′(x0) por el esquema en diferencias centradas está acotado por una
constante multiplicada por h2, o se dice que es de orden h2 y se escribe
O(h2). Reduciendo h a la mitad, la cota del error del reemplazo de f ′(x) por
diferencias centradas se reduce en un factor de 4.

Como ya lo vimos en forma geométrica, los esquemas en adelanto o en
atraso que aproximan f ′(x) son menos precisos que el esquema centrado.
Refiriéndonos a la figura 3.1 y en el caso en que (f(x2)− f(x1))/h aproxime
a f ′(x1), desarrollando la serie de Taylor alrededor de f(x1)

f(x2) = f(x1) + hf ′(x1) +
1
2!
h2f ′′(ξ), x1 ≤ ξ ≤ x2 (3.9)

en consecuencia∣∣∣∣1h(f(x2)− f(x1))− f ′(x1)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
hmáx |f ′′(x)| (3.10)

Entonces el esquema en adelanto (3.2) es de orden O(h) siempre que
f ′′(x) esté acotada entre x1 y x2. Reduciendo h a la mitad, se reduce la cota
del error en un factor de 2. Idéntico resultado se obtiene con el análisis de
la precisión del esquema en atraso (3.3).

Hasta ahora hemos visto como se pueden construir aproximaciones de
f ′(x) de O(h) y O(h2), mediante consideraciones de tipo geométrico. Vamos
a presentar un método que permite obtener, en forma sistemática, aproxi-
maciones de f ′(x1), escribiéndolas de la siguiente manera

f ′(x1) = αf(x1) + βf(x2) (3.11)

Donde α y β son coeficientes a ser determinados. Desarrollando f(x2) en
serie de Taylor alrededor de f(x1), reemplazando en (3.11) y reordenando
se tiene

f ′(x1) = (α+ β)f(x1) + βhf ′(x1) +
βh2

2
f ′′(ξ) (3.12)

Igualando los coeficientes correspondientes de (3.12) resulta α+ β = 0 y
βh = 1 de donde β = 1/h u α = −1/h. Reemplazando en (3.11) se obtiene
nuevamente (3.2). Con estos valores de α y β la precisión del esquema en
adelanto es de O(h), esto quiere decir, además, que con dichos valores se
requiere que f ′(x1) en (3.12) sea exacta para el término constante y lineal
en f . Entonces, cualquier esquema en diferencias se puede construir de esta
manera. En el método de los coeficientes indeterminados la aproximación
de la derivada f ′(x) se escribe como una suma ponderada de los f(xi) con
coeficientes de ponderación a determinar con la condición de que el esquema
sea exacto para el polinomio de mayor grado posible en f(xi).

Dado que haremos uso de ella, es instructivo presentar una aproximación
en adelanto por tres puntos para f ′(x1) utilizando el método de los coefi-
cientes indeterminados. Suponiendo conocidos f(x1), f(x2) y f(x3) en los
puntos x1, x2 = x1 + h y x3 = x2 + h la aproximación de f ′(x1), se escribe

f ′(x1) = αf(x1) + βf(x2) + γf(x3) (3.13)
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Desarrollando f(x2) y f(x3) en serie de Taylor alrededor de f(x1), reem-
plazando en (3.13) y reordenando

f ′(x1) = (α+ β + γ)f(x1) + (βh+ 2γh)f ′(x1) +
(
βh2

2
+ 2γh2

)
f ′′(x1)

+
(
βh3

3!

)
f ′′′(ξ1) +

(
4
3
γh3

)
f ′′′(ξ2)

(3.14)

donde x1 ≤ ξ1 ≤ x2 y x1 ≤ ξ2 ≤ x3. Igualando los coeficientes correspon-
dientes de (3.14) resulta α+ β + γ = 0, β + 2γ = 1/h y β + 4γ = 0 lo que
implica exigir que f ′(x1) en (3.14) sea exacta para los términos constantes,
lineal y cuadrático. La solución del sistema anterior resulta en α = −3/2h,
β = 2/h y γ = −1/2h. Reemplazando en (3.13) se obtiene

f ′(x1) =
1
2h

(−3f(x1) + 4f(x2)− f(x3)) (3.15)

que es una aproximación en adelanto de tres puntos de O(h2).
Si quisiéramos construir una aproximación en diferencias centradas por

cuatro puntos del mayor orden posible para f ′(x0) utilizando las posiciones
x0 = 0, x1 = −2h, x2 = −h, x3 = h y x4 = 2h y los valores f(x1), f(x2),
f(x3) y f(x4), tendŕıamos que la aproximación de f ′(x0) se escribe

f ′(x0) = αf(x1) + βf(x2) + γf(x3) + δf(x4) (3.16)

desarrollando f(x1), f(x2), f(x3) y f(x4) en serie de Taylor alrededor
de f(x0), reemplazando en (3.16) e igualando los coeficientes correspon-
dientes obtenemos un sistema de 4 ecuaciones con las cuatro incógnitas α,
β, γ y δ cuya solución es: α = (12h)−1, β = −(2/3)h−1, γ = (2/3h)−1 y
δ = −(12h)−1. Reemplazando en (3.16) se obtiene

f ′(x0) = (12h)−1(f(x1)− 8f(x2) + 8f(x3)− f(x4)) (3.17)

que es una aproximación por cuatro puntos centrada de O(h4).
Para obtener una aproximación en diferencias para una derivada segunda

f ′′(x) hacemos una diferencia sucesiva de una derivada primera, es decir
(f ′(x))′. Naturalmente necesitamos, por lo menos, tres valores de f , por
ejemplo, en los puntos x1, x2 y x3, según se muestra en la figura 3.2.

Llamando f ′(xm1) y f ′(xm2) a los valores aproximados de la derivada
primera f ′(x) en los puntos xm1 y xm2, donde estos son dos valores en el
punto medio entre x1 y x2 y entre x2 y x3, respectivamente, tenemos que

f ′(xm1) =
f(x2)− f(x1)

h
(3.18)

f ′(xm2) =
f(x3)− f(x2)

h
(3.19)

entonces

f ′′(x) = (f ′(x))′ =
f ′(xm2)− f ′(xm1)

h
(3.20)
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Figura 3.2: Aproximación de la derivada segunda

quedando

f ′′(x) =
f(x3)−f(x2)

h − f(x2)−f(x1)
h

h
(3.21)

o, lo que es lo mismo

f ′′(x) =
f(x1)− 2f(x2) + f(x3)

h2
(3.22)

Nuevamente aqúı, dependiendo del punto elegido para que la ecuación
(3.22) aproxime a f ′′(x) tendremos aproximación en adelanto, en atraso o
centrada, respectivamente.

El análisis de la precisión del esquema centrado que aproxima a f ′′(x)
es análogo al de f ′(x). Refiriéndonos a la figura 3.2, para el análisis de
la aproximación de f ′′(x2), expandimos f(x1) y f(x3) alrededor de f(x2)
mediante la formula de Taylor

f(x1) = f(x2)− hf ′(x2) +
1
2!
h2f ′′(x2)

− 1
3!
h3f ′′(x2) +

1
4!
h4f iv(ξ1) x1 ≤ ξ1 ≤ x2

(3.23)

f(x3) = f(x2) + hf ′(x2) +
1
2!
h2f ′′(x2)

+
1
3!
h3f ′′(x2) +

1
4!
h4f iv(ξ2) x2 ≤ ξ2 ≤ x3

(3.24)

Sumando ambas ecuaciones y reordenando

1
h2

(f(x1)− 2f(x2) + f(x3)) = f ′′(x2) +
1
4!
h2(f iv(ξ1)− f iv(ξ2)) (3.25)
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o

∣∣∣∣ 1
h2

(f(x1)− 2f(x2) + f(x3))− f ′′(x2)
∣∣∣∣ ≤M (3.26)

donde M = 1
12h

2 máx |f iv(x)|
La ecuación (3.26) indica que el esquema centrado que aproxima f ′′(x)

es de O(h2) si f iv(x) está acotada. Si utilizáramos el esquema centrado que
aproxima f ′′(x) en la modalidad en adelanto o en atraso el orden se reduciŕıa
a O(h).

3.1.2. Aproximación de derivadas de una función de varias
variables

Supongamos una función f(x, y) que satisface la ecuación de Laplace

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0 (3.27)

donde f = f(x, y) está definida en un dominio Ω acotado del plano (x, y)
con condiciones de borde apropiadas. Para aproximar por diferencias finitas
las derivadas parciales de f(x, y) en un punto, aproximamos el dominio Ω
por un dominio discreto Ωh consistente en una grilla de celdas cuadradas de
longitud h, como se indica en la figura 3.3. Si establecemos que las coorde-
nadas de un punto genérico P , como el indicado en dicha figura, están dadas
por x = ih e y = jh y denominamos al valor de la función f(x, y) en P por
fP = f(ih, jh) = fi,j , teniendo en cuanta lo visto en las secciones anteriores,
la aproximación de la ecuación de Laplace en un nodo genérico de la malla
por un esquema de segundo orden resulta en

fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

h2
+
fi,j+1 − 2fi,j + fi,j−1

h2
= 0 (3.28)

3.1.3. Resolución numérica por diferencias finitas de la
ecuación de Laplace

Si quisiéramos resolver numéricamente la ecuación (3.28), aplicaŕıamos
la misma a todos los nodos internos del dominio discreto que, junto con las
condiciones de borde, genera un sistema algebraico lineal del tipo AW = F ,
donde A es la matriz de coeficientes (cuyos términos contienen parámetros
de la discretización), F es el término independiente (cuyos elementos contie-
nen parámetros de la discretización y las condiciones de borde) y W es un
vector incognita (cuyos elementos contienen la solución aproximada en los
nodos internos de la malla). La solución del sistema algebraico por métodos
directos, tipo Gauss o métodos iterativos tipo Gauss-Seidel o SOR, permite
obtener la solución aproximada buscada.

3.2. Discretización del problema tridimensional de
ECD

A continuación presentamos la discretización de las ecuaciones (2.23) a
(2.34) en el dominio de la figura 2.1.
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Figura 3.3: Grilla de discretización para diferencias finitas (dos dimensiones)

Llamemos a dicho dominio Ω , y al borde del mismo Γ, y definamos a
nuestras tres coordenadas como x, y, z, de igual manera que en la figura 2.1.
Consideremos a la región a estudiar comprendida entre:

x = (0, XX), y = (0, Y Y ), z = (0, ZZ)

De acuerdo a la visto anteriormente, tomaremos un intervalo h entre
puntos de la grilla igual para los tres ejes coordenados, de esta manera ob-
tendremos una determinada cantidad de puntos (ii, jj, kk) para cada eje
coordenado siendo:

ii = XX/h, jj = Y Y/h, kk = ZZ/h

Hemos elegido el mismo intervalo para los tres ejes de manera tal de
poder realizar algunas simplificaciones a la hora de resolver el problema.

Los puntos interiores de la grilla estarán dados por (ih, jh, kh) donde
i = 1..ii− 1, j = 1..jj − 1, k = 1..kk − 1

En un nodo genérico de la malla tridimensional una aproximación de
O(h2) de la ecuación de Poisson (2.25), resulta en

φ(i+1,j,k) − 2φ(i,j,k) + φ(i−1,j,k)

h2

+
φ(i,j+1,k) − 2φ(i,j,k) + φ(i,j−1,k)

h2

+
φ(i,j,k+1) − 2φ(i,j,k) + φ(i,j,k−1)

h2
=

PoA ·A− PoC · C
(3.29)

Esta ecuación es válida para los puntos interiores del dominio, esto es:
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i = 1..ii− 1, j = 1..jj − 1, k = 1..kk − 1.
Para completar el conjunto de ecuaciones que utilizaremos necesitamos

tomar en cuanta las condiciones de borde. Como se puede observar en la
tabla 2.3, página 24, se define:

Cátodo: j = 0

φ(i,0,k) =
−kT
φ0zce

Ln
(
zcC(x,0,z)

)
(3.30)

Ánodo: j = jj

φ(i,jj,k) = 1− −kT
φ0zce

Ln
(
zcC(x,J,z)

)
(3.31)

Continuando con los siguientes bordes:
En la pared izquierda: x = 0 se debe cumplir ∂φ

∂x = 0
De acuerdo a lo visto anteriormente:

∂φ(0,y,z)

∂x
' 1

2h
(−3φ(0,j,k) + 4φ(1,j,k) − φ(2,j,k)) = 0 (3.32)

de donde se obtiene

φ(0,j,k) =
4φ(1,j,k) − φ(2,j,k)

3
(3.33)

Ecuaciones similares se obtienen para la pared derecha, el techo y el piso,
quedando

Pared derecha: x = ii se debe cumplir ∂φ
∂x = 0

φ(ii,j,k) =
4φ(ii−1,j,k) − φ(ii−2,j,k)

3
(3.34)

Piso: z = 0 se debe cumplir ∂φ
∂z = 0

φ(i,j,0) =
4φ(i,j,1) − φ(i,j,2)

3
(3.35)

Techo: z = kk se debe cumplir ∂φ
∂z = 0

φ(i,j,kk) =
4φ(i,j,kk−1) − φ(i,j,kk−2)

3
(3.36)

Las ecuaciones antes vistas para los bordes y las ecuaciones definidas
para los puntos interiores del dominio definen un conjunto de ecuaciones
que da lugar a un sistema algebraico que resolvemos utilizando el método
iterativo de sobre-relajación SOR (Successive Over-Relaxation). Detalles de
este método se pueden obtener en [56]

Si definimos a n al ı́ndice temporal y a k como el ı́ndice de iteración
interno 1 el método de Gauss-Seidel deviene en

1Conviene hacer notar que k como supráındice indica nivel iterativo y como sub́ındice
indica nivel espacial.
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φk+1
(i,j,k) =

φk(i+1,j,k) + φk+1
(i−1,j,k)

6

+
φk(i,j+1,k) + φk+1

(i,j−1,k)

6

+
φk(i,j,k+1) + φk+1

(i,j,k−1)

6

+
h2Cn+1PoC

6
− h2An+1PoA

6
(3.37)

Las ecuaciones sobre los bordes, por ejemplo el izquierdo, quedan expre-
sadas como:

φk+1
(0,j,k) =

4φk(1,j,k) − φk(2,j,k)

3
(3.38)

La aplicación del método SOR a la ecuación (3.37) resulta:

φk+1
(i,j,k) = (1− ω)φk(i,j,k) + ωφk+1

(i,j,k) (3.39)

Donde ω es el término de relajación. Una expresión similar se utiliza
para la ecuación (3.38).

A continuación analizamos la discretización de la ecuación (2.23), que
reproducimos por conveniencia

∂C

∂t
=MC

[
∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
C
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
C
∂φ

∂z

)]
+

1
PeC

[
∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
+
∂2C

∂z2

]
− ∂

∂x
(uC)− ∂

∂y
(vC)− ∂

∂z
(wC)

(3.40)

Comenzaremos la discretización por los operadores espaciales, en par-
ticular el primer término de la derecha de la ecuación (2.23).

∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
'

(C ∂φ
∂x )(i+1/2,j,k) − (C ∂φ

∂x )(i−1/2,j,k)

h
(3.41)

donde se han utilizado los puntos auxiliares (i+ 1/2) y (i− 1/2). Recor-
dando que

∂φ

∂x
'
φ(i+1,j,k) − φ(i−1,j,k)

2h
(3.42)

podemos reemplazar la ecuación (3.42) en (3.41) y obtendremos

∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
'

(
C(i+1/2,j,k)

(
φ(i+1,j,k)−φ(i,j,k)

h

))
−
(
C(i−1/2,j,k)

(
φ(i,j,k)−φ(i−1,j,k)

h

))
h

(3.43)
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quedando luego

∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
'

(C(i+1/2,j,k)(φ(i+1,j,k) − φ(i,j,k)))
h2

−
(C(i−1/2,j,k)(φ(i,j,k) − φ(i−1,j,k)))

h2

(3.44)

Para aproximar los términos en los ı́ndices auxiliares se utilizan los pro-
medios, como se muestra a continuación

C(i+1/2,j,k) =
C(i+1,j,k) + C(i,j,k)

2
(3.45)

y

C(i−1/2,j,k) =
C(i,j,k) + C(i−1,j,k)

2
(3.46)

Luego reemplazamos (3.45) y (3.46) en (3.44) quedando

∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
'

(
C(i+1,j,k)+C(i,j,k)

2

)
(φ(i+1,j,k) − φ(i,j,k))

h2

−

(
C(i,j,k)+C(i−1,j,k)

2

)
(φ(i,j,k) − φ(i−1,j,k))

h2

(3.47)

o

∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
'

(C(i+1,j,k) + C(i,j,k))(φ(i+1,j,k) − φ(i,j,k))
2h2

−
(C(i,j,k) + C(i−1,j,k))(φ(i,j,k) − φ(i−1,j,k))

2h2

(3.48)

Este mismo procedimiento se aplica para los otros operadores autoad-
juntos en la ecuación (3.40). Pasemos ahora al segundo término de la misma
ecuación y de acuerdo a lo visto anteriormente. obtenemos:

∂2C

∂x2
'
C(i+1,j,k) − 2C(i,j,k) + C(i−1,j,k)

h2
(3.49)

De igual modo se tratan los términos en y y z.
Ahora pasemos al último termino de la ecuación de transporte (2.23),

que representa el movimiento del fluido debido al flujo hidrodinámico. El
término en cuestión es:

− ∂

∂x
(uC)− ∂

∂y
(vC)− ∂

∂z
(wC) (3.50)

Comenzaremos con el primero de los tres términos y le aplicaremos apro-
ximaciones similares a las ya usadas.
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∂

∂x
(uC) '

(uC)(i+1,j,k) − (uC)(i−1,j,k)

2h

=
u(i+1,j,k)C(i+1,j,k)

2h
−
u(i−1,j,k)C(i−1,j,k)

2h

(3.51)

Recordando que u está definida como ecuación (2.32)

u =
∂ψz
∂y

− ∂ψy
∂z

(3.52)

Por lo tanto vamos a aproximar u por

u(i+1,j,k) '
ψz(i+1,j+1,k) − ψz(i+1,j−1,k)

2h

−
ψy(i+1,j,k+1) − ψy(i+1,j,k−1)

2h

(3.53)

Análogamente

u(i−1,j,k) '
ψz(i−1,j+1,k) − ψz(i−1,j−1,k)

2h

−
ψy(i−1,j,k+1) − ψy(i−1,j,k−1)

2h

(3.54)

Si combinamos la ecuación (3.53) y (3.54) en (3.51) obtendremos:

∂

∂x
(uC) '

(
ψz(i+1,j+1,k)−ψz(i+1,j−1,k)

2h − ψy(i+1,j,k+1)−ψy(i+1,j,k−1)

2h

)
C(i+1,j,k)

2h

−

(
ψz(i−1,j+1,k)−ψz(i−1,j−1,k)

2h − ψy(i−1,j,k+1)−ψy(i−1,j,k−1)

2h

)
C(i−1,j,k)

2h
(3.55)

Observando los otros dos términos del (3.50), y recordando (2.33) y (2.34)
podemos aproximarlos por:

∂

∂y
(vC) '

(
ψx(i,j+1,k+1)−ψx(i,j+1,k−1)

2h − ψz(i+1,j+1,k)−ψz(i−1,j+1,k)

2h

)
C(i,j+1,k)

2h

−

(
ψx(i,j−1,k+1)−ψx(i,j−1,k−1)

2h − ψz(i+1,j−1,k)−ψz(i−1,j−1,k)

2h

)
C(i,j−1,k)

2h
(3.56)

y

∂

∂z
(wC) '

(
ψy(i+1,j,k+1)−ψy(i−1,j,k+1)

2h − ψx(i,j+1,k+1)−ψx(i,j−1,k+1)

2h

)
C(i,j,k+1)

2h

−

(
ψy(i+1,j,k−1)−ψy(i−1,j,k−1)

2h − ψx(i,j+1,k−1)−ψx(i,j−1,k−1)

2h

)
C(i,j,k−1)

2h
(3.57)
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A continuación analizaremos la discretización del operador diferencial
temporal. Dado que estamos en presencia de un problema no lineal con
aproximación de tipo impĺıcita (el operador espacial se aproxima en el nivel
temporal n + 1), esto da lugar a un sistema algebraico para cada paso de
tiempo. Para resolver el sistema algebraico en cada paso de tiempo se utiliza
un método iterativo, es decir que para obtener la solución en el paso temporal
n + 1 a partir de la solución en el paso temporal n se deben realizar kk
iteraciones.

De acuerdo a lo anterior, llamando B a todo el término a la derecha de
la igualdad, la aproximación final de la ecuación (3.40) se escribe:

∂C

∂t
=
∂C(i,j,k)

∂t
'
Cn+1,k

(i,j,k) − Cn,k−1
(i,j,k)

k
= Bn+1,k−1 (3.58)

La aplicación de la ecuación (3.58) a todos los nodos de la grilla genera
un sistema algebraico entre los niveles n y n + 1 que se resuelve en forma
iterativa para obtener Cn+1

i,j,k . Los criterios de convergencia se discuten más
adelante.

3.2.1. Aproximación de las condiciones de borde

Lo hecho hasta ahora con la ecuación de transporte nos permite obtener
los valores para los nodos interiores del dominio del problema, lo que estu-
diaremos a continuación son las condiciones de borde del dominio para las
concentraciones de cationes C y de aniones A, que aún no han sido defini-
das. Las condiciones sobre el potencial φ ya fueron discutidas al discretizar
la ecuación de Poisson.

Como se expresa en la tabla 2.3, página 24, se definen, para la concen-
tración de cationes las siguientes condiciones de borde:

Cátodo: y = 0 se debe cumplir ∂C
∂y = 0 y obtenemos

C(i,0,k) =
4C(i,1,k) − C(i,2,k)

3
(3.59)

Ánodo: y = jj se debe cumplir C = A entonces

C(i,jj,k) = A(i,jj,k) (3.60)

Pared izquierda: x = 0 se debe cumplir ∂C
∂x = 0 y obtenemos

C(0,j,k) =
4C(1,j,k) − C(2,j,k)

3
(3.61)

Pared derecha: x = ii se debe cumplir ∂C
∂x = 0 y obtenemos

C(ii,j,k) =
4C(ii−1,j,k) − C(ii−2,j,k)

3
(3.62)

Piso: z = 0 se debe cumplir ∂C
∂z = 0 y obtenemos

C(i,j,0) =
4C(i,j,1) − C(i,j,2)

3
(3.63)

Techo: z = kk se debe cumplir ∂C
∂z = 0 y obtenemos

C(i,j,kk) =
4C(i,j,kk−1) − C(i,j,kk−2)

3
(3.64)
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En la misma tabla 2.3, página 24, están expresadas las condiciones de
borde para la concentración de aniones A.

Cátodo: JA = 0
Ánodo: JA
Pared izquierda: x = 0 se debe cumplir ∂A

∂x = 0 y obtenemos

A(0,y,z) =
4A(1,j,k) −A(2,i,j)

3
(3.65)

Pared derecha: x = ii se debe cumplir ∂A
∂x = 0 y obtenemos

A(ii,j,k) =
4A(ii−1,j,k) −A(ii−2,j,k)

3
(3.66)

Piso: z = 0 se debe cumplir ∂A
∂z = 0 y obtenemos

A(i,j,0) =
4A(i,j,1) −A(i,j,2)

3
(3.67)

Techo: z = kk se debe cumplir ∂A
∂z = 0 y obtenemos

A(i,j,kk) =
4A(i,j,kk−1) −A(i,j,kk−2)

3
(3.68)

Las condiciones de borde de las ecuaciones de Navier-Stokes se tratan de
una manera similar.

3.2.2. Criterios de convergencia

Para cada paso interno de iteración k se chequea la condición de conver-
gencia . Esta debe cumplir con:

resint = max(i,j,k)[u
n+1,k
(i,j,k) − un+1,k−1

(i,j,k) ] < 10−5;u = A,C, φ, ω, ξ (3.69)

Cuando se cumple esta condición se dice que el sistema a convergido. El
valor 10−5 fue obtenido en forma emṕırica.

Si el algoritmo no converge después de las 30000 iteraciones 2 se inte-
rrumpe la ejecución del mismo.

La condición de convergencia al estado estacionario exige que se cumpla
la condición.,

resconv = max(i,j,k)[u
n+1
(i,j,k) − un(i,j,k)] < 10−7;u = A,C, φ, ω, ξ (3.70)

2El total de 30000 iteraciones surge de la experiencia.
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo discutimos las simulaciones numéricas del modelo tridi-
mensional presentado y su comparación con mediciones experimentales.

Comenzaremos con un modelo de dimensiones reducidas (celda de 60×
120×40 nodos), estudiando los casos ĺımites gravitoconvectivo y electrocon-
vectivo dominantes, para luego estudiar los casos intermedios con el objeto
de obtener conclusiones acerca de la importancia de cada aporte en el com-
portamiento global. Finalmente nos centraremos en una simulación que toma
como base un experimento f́ısico realizado en nuestro laboratorio, en el que
se simulará una ECD en la que ha surgido una estructura compleja.

En el cuadro 4.1 se dan los valores de los parámetros f́ısicos reales, ha-
biéndose elegido el sistema de unidades m-k-s.

Params Simb. Descripción Unidad Valor
mua µA Movilidad de aniones m2

V ·s 8,29−8

muc µC Movilidad de cationes m2

V ·s 5,5× 10−8

za zA Nro. de cargas de aniones - 2
zc zC Nro. de cargas de cationes - 2
e e Carga de un electrón C 1,60218× 10−19

kb K Constante de Boltzmann N ·m
K 1,38066× 10−23

rho ρ Densidad del agua kg/m3 1× 103

nu ν Viscosidad del fluido m2/seg 1× 10−6

g |g| Aceleración gravitatoria m/seg2 9,80665
Na Na Número de Avogadro 1/M 6,0221367×1023

t T Temperatura de referencia K 293
ALPHA A α Coef. de compres. aniones (Boussinesq) m3/M 90× 10−6

BETA C β Coef. de compres. cationes (Boussinesq) m3/M 60× 10−6

epsilon ε Constante dieléctrica relativa del agua - 78
epsilon 0 ε0 Constante de permisividad del vaćıo C/(N ·m2) 8,8541878×10−12

x 0 x0 Longitud de referencia m 1× 10−2

u 0 u0 Velocidad de referencia m/seg 100× 10−6

C 0 C0 Concentración de referencia M/m3 200
phi 0 φ0 Potencial de referencia V 1,0

Cuadro 4.1: Definición, valores y unidades para los parámetros f́ısicos reales.

En la simulación numérica se utilizan algunos números adimensionales
que por problemas de estabilidad numérica corresponden a parámetros f́ısi-
cos distintos de los presentados en el cuadro 4.1.
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Para analizar los distintos casos, dejaremos fijos todos los números adi-
mensionales salvo el Grashof gravitatorio (Gg) y el Grashof eléctrico (Ge).
A continuación, en el cuadro 4.2, damos los valores de los números adimen-
sionales utilizados que permanecen fijos para todas las simulaciones de este
caṕıtulo:

Parámetro Śımbolo Valor
Reynolds Re 2,5× 10−3

Migración MA 0,625
Migración MC 0,42
Poisson PoA 18,9
Peclet PeA 2,4
Peclet PeC 3,6

Cuadro 4.2: Números adimensionales que permanecen fijos en las simulaciones
correspondientes al estudio de los casos ĺımites e intermedios.

4.1. Casos ĺımites

En estas experiencias, se simula una ECD en la que el efecto de uno de
los forzantes ha sido eliminado, esta situación es f́ısicamente imposible de
obtener, pero nos aportará un conocimiento profundo de la naturaleza de
los fenómenos que ocurren durante un experimento real.

En todas las simulaciones efectuadas en esta sección, se ha utilizado una
celda de 60×120×40 nodos. El crecimiento se ha simulado como una punta
delgada ubicada en el centro del cátodo con una profundidad de un 25 % de
la distancia ánodo-cátodo.

4.1.1. El caso gravitoconvectivo puro

Parámetro Śımbolo Valor
Grashof eléctrico Ge 0

Grashof gravitatorio GgA 1× 104

Grashof gravitatorio GgC 6,66× 103

Cuadro 4.3: Números adimensionales utilizados en la simulación del experimento
gravitoconvectivo puro. La relación entre GgA y GgC respeta la relación de coefi-
cientes de compresibilidad de cada especie.

En las figuras 4.1 y 4.2 se ven los primeros instantes de una simulación
numérica en régimen gravitoconvectivo puro. El rollo anódico y el catódico
generados por la acción gravitatoria se representan mediante la isosuperficie
del módulo del vector potencial de velocidades.

La figura 4.2 muestra un corte en el plano yz (cátodo-ánodo) de las ĺıneas
de contorno del módulo del vector potencial de velocidades (en problemas
bidimensionales se lo llama función de corriente). Como ya se ha discutido
en la sección 1.2.2 (página 6) la diferencia en la densidad del fluido genera
rollos que consisten en cilindros horizontales que se achican hacia los bordes
debido a los efectos de las paredes. Puede notarse el efecto del depósito sobre
el fluido actuando como un obstáculo.
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Figura 4.1: Caso ĺımite gravitoconvectivo: Vista desde el cátodo de los rollos
generados por la acción de la gravedad representados por el módulo del vector
potencial de velocidades.

Figura 4.2: Caso ĺımite gravitoconvectivo: Vista desde el cátodo de un corte
con ĺıneas de contorno del módulo del vector potencial de velocidades, se observan
los rollos generados por la acción de la gravedad.
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Figura 4.3: Caso ĺımite gravitoconvectivo: Vista desde el cátodo de un corte
de la velocidad del fluido y una isosuperficie de la concentración de aniones.

Figura 4.4: Caso ĺımite gravitoconvectivo: Trayectorias de part́ıculas arroja-
das en la celda con el campo de velocidades fijo en los primeros instantes de la
simulación.
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En la figura 4.3 se ve un corte de la velocidad junto con una isosuperficie
de la concentración de aniones. La forma que toma el campo de velocidades
coincide con lo dicho anteriormente, tanto cerca del ánodo como del cátodo
vemos los vórtices que se forman debido a la acción de la gravedad.

Si colocáramos part́ıculas virtuales en puntos estratégicos de la celda
podŕıamos observar su trayectoria determinada por el campo de velocidades
fijo en un instante de la simulación. Esto se hace en la figura 4.4 en la
cual las part́ıculas quedan atrapadas en los rollos antes descriptos formando
trayectorias semiciĺındricas con muy poco movimiento lateral sobre el ánodo,
en tanto que en el cátodo el efecto producido por el crecimiento deforma
notablemente el rollo.

Figura 4.5: Caso ĺımite gravitoconvectivo: Vista desde el cátodo de las ĺıneas
de campo junto con una isosuperficie del módulo del campo eléctrico.

En la figura 4.5 se muestran las ĺıneas de campo correspondientes a
un corte horizontal del campo eléctrico y una isosuperficie del módulo de
este campo (con la transparencia aumentada para poder observar lo que
sucede por detrás). Esta figura revela la existencia de una “gota” casi esférica
alrededor del depósito, su forma se debe a que el campo es constante en
casi toda la celda y se concentra en la punta del “dedo” incrementádose su
módulo cerca de la punta. La posición de esta gota indica aproximandamente
la zona espacial en donde la solución deja de ser eléctricamente neutra.
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Parámetro Śımbolo Valor
Grashof eléctrico Ge 1× 104

Grashof gravitatorio GgA 0
Grashof gravitatorio GgC 0

Cuadro 4.4: Números adimensionales utilizados en la simulación del experimento
electroconvectivo puro.

4.1.2. El caso electroconvectivo puro

En las figuras 4.6 y 4.7 se muestra uno de los primeros instantes de una
simulación numérica de una ECD en la que el efecto de la gravedad se ha
eliminado. La figura 4.6 revela la existencia de un anillo vorticoso encerrando
la punta del dedo, en este caso representado por una isosuperficie del módulo
del vector potencial de velocidades.

La figura 4.7 muestra un corte vertical con las ĺıneas de contorno del
módulo vector potencial de velocidades.

La figura 4.8 muestra un corte horizontal del campo de velocidades junto
con una isosuperficie de la concentración de aniones donde se puede apreciar
el patrón caracteŕıstico de un dipolo bidimensional, pudiéndose comparar
con la figura 1.4(b) de la página 9 correspondiente a un experimento real
[25].

La forma que toma la concentración es bastante diferente al caso anterior,
siendo mucho más cerrada. También se ve este patrón en la figura 4.9 en
la que se aprecia la forma “circular”de las trayectorias de las part́ıculas
arrojadas cerca de la punta del dedo. Es de notar la falta de actividad cerca
del ánodo, tanto en los cortes del campo velocidad como en las trayectorias,
lo que nos confirma la localidad del fenómeno electroconvectivo.

La forma del campo eléctrico no muestra un cambio significativo, como
se observa en las figuras 4.5 y 4.10 en donde se han tomado los mismos
valores de módulo del campo para la isosuperficie y el mismo intervalo para
las ĺıneas de campo, por lo tanto pueden compararse visualmente. Durante
los primeros segundos de simulación no se observa diferencias significativas
entre las dos simulaciones.

4.1.3. Evolución de los casos ĺımites

En las figuras 4.11 y 4.12 vemos una serie de imágenes tomadas tanto
del caso gravitoconvectivo puro (columna derecha) como electroconvectivo
puro (columna izquierda) correspondientes a unas decenas de segundos de
la simulación numérica. Se intentó mantener en todos los casos uniformidad
en la presentación de las imágenes para poder realizar una comparación
visual entre ellas. Las figuras a y b muestran ĺıneas de contorno del campo
potencial de velocidades para un corte longitudinal (cátodo-ánodo). En el
caso gravitoconvectivo, los dos rollos ya se han unido (comparar frente a lo
observado en la figura 4.2 que corresponde a los primeros instantes de la
misma simulación).

Las figuras c y d muestran una isosuperficie del módulo del campo po-
tencial de velocidades. En el caso electroconvectivo, la influencia del techo
y piso hacen que el anillo no sea completo (se puede comprobar este efecto
observando cómo se deforma el anillo en la figura a). En tanto que la figura d
representa los rollos anódico y catódico cuando ya se han fusionado, aunque
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Figura 4.6: Caso electroconvectivo puro: Vista desde el cátodo del anillo gene-
rado por la acción de las fuerzas de Coulomb representado por el módulo del vector
potencial de velocidades.

Figura 4.7: Caso ĺımite de electroconvectivo puro: Vista desde el cátodo de
un corte con ĺıneas de contorno del módulo del vector potencial de velocidades, se
observa el anillo vorticoso.

44



Figura 4.8: Caso electroconvectivo puro: Vista desde el cátodo de un corte
horizontal de la velocidad del fluido y una isosuperficie de la concentración de
aniones.

Figura 4.9: Caso electroconvectivo puro: Trayectorias de part́ıculas arrojadas
en la celda cerca de la punta del dedo con el campo de velocidades fijo en los
primeros instantes del experimento.
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Figura 4.10: Caso electroconvectivo puro: Vista desde el cátodo de las ĺıneas
de campo junto con una isosuperficie del módulo del campo eléctrico.
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todav́ıa la celda no esta enteramente ocupada por un solo rollo.
Las figuras e y f muestran cortes del campo de velocidades junto con la

superposición de una isosuperficie de la concentración de aniones. En ambos
casos, la comparación contra las figuras 4.8 y 4.3 revela cómo la isosuperficie
de la concentración se ha trasladado hacia el ánodo, siguiendo el efecto que
se describe en la figura 3 de [25].

En las figuras 4.12 g y h vemos trayectorias correspondientes a part́ıculas
que han sido arrojadas en las mismas posiciones que en las figuras 4.4 y 4.9.
Se nota claramente como el recorrido es mucho más extenso en el caso de la
figura g y como incluye toda la celda en el caso de la figura h.

Finalmente, las figuras i y j muestran las ĺıneas de campo eléctrico y una
isosuperficie del módulo del mismo. No se aprecian diferencias sustanciales
entre ambas.

Figura 4.11: Comparación de la evolución de los dos casos ĺımites, la columna
izquierda corresponde a la evolución del caso electroconvectivo, en tanto la derecha
corresponde al gravitoconvectivo. Las figuras a y b muestran un corte longitudinal
con ĺıneas de contorno del módulo del campo potencial de velocidades, mientras que
las figuras c y d muestran una isosuperficie del mismo. Las figuras e y f muestran
cortes del campo velocidades junto con la superposición de una isosuperficie de la
concentración de aniones.
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Figura 4.12: Segunda parte de la comparación de la evolución de los dos casos
ĺımites. Las figuras g y h corresponden a trayectorias de part́ıculas, en tanto que
las figuras i y j muestran las ĺıneas de campo eléctrico con la superposición de una
isosuperficie del módulo del mismo.
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4.2. Casos intermedios

En esta sección presentaremos experimentos que vaŕıan desde ser fuer-
temente gravitoconvectivos a fuertemente electroconvectivos. El objetivo es
poder entender los casos intermedios por los que pasa el sistema entre los
dos extremos.

La variación la logramos mediante la definición de una constante que
servirá para expresar la importancia relativa de la gravitoconvección frente
electroconvección:

λi =
Ggi
Gei

Tomaremos a los aniones (λA) como referencia para comparar los distintos
casos, por lo tanto a partir de ahora nos referiremos simplemente a λ.

4.2.1. El caso gravitoconvectivo dominante

Para el caso gravitoconvectivo dominante utilizamos los siguientes valo-
res de los números adimensionales:

Parámetro Śımbolo Valor
Grashof eléctrico Ge 1× 104

Grashof gravitatorio GgA 2× 104

Grashof gravitatorio GgC 1,33× 104

Cuadro 4.5: Números adimensionales utilizados en la simulación del experimento
gravitoconvectivo dominante, en este caso λ = 2.

En la figura 4.13 podemos ver una isosuperficie del módulo del vector
potencial de velocidades, que revela la existencia de un rollo anódico aśı como
de uno catódico.

En la figura 4.14 se muestra una isosuperficie de la concentración que
marca la zona de separación entre la solución con alta y baja concentración y
superpuesto un corte vertical del campo de velocidades. También es posible
comparar esta figura con la 4.3 y observar como el centroide del rollo que
empuja el dedo se encuentra levemente desplazado hacia arriba debido a la
acción de la electroconvección, que si bien es débil, sus efectos son visibles.

La figura 4.15 muestra las trayectorias de part́ıculas. Es interesante notar
como las arrojadas cerca del ánodo tienen un recorrido parecido a las de la
figura 4.9, mientras que las arrojadas cerca del cátodo sufren la influencia
de la electroconvección.

Las figuras 4.16 y 4.5, que muestran las ĺıneas de campo eléctrico y una
isosuperfice del módulo del mismo, no presentan diferencias notables.

4.2.2. El caso electroconvectivo dominante

La figura 4.17 revela la existencia de un rollo anódico, que si lo compara-
mos con la figura 4.13 es mucho más débil. Cerca del cátodo observamos la
interacción entre el rollo catódico y el anillo vorticoso, que resulta en una dis-
minución de la parte inferior del anillo, aśı como en un aumento de las zonas
laterales. Nuevamente, en la figura 4.18 la isosuperficie de la concentración
muestra la zona de separación entre las zonas de alta y baja concentración.
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Figura 4.13: Caso gravitoconvectivo dominante: Interacción entre el rollo
catódico y el anillo vorticoso, también se puede observar el rollo anódico represen-
tados por una isosuperficie del vector potencial de velocidades.

Figura 4.14: Caso gravitoconvectivo dominante: Vista desde el cátodo de un
corte horizontal de la velocidad del fluido y la isosuperficie de la concentración de
aniones.
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Figura 4.15: Caso gravitoconvectivo dominante: Trayectorias de part́ıculas
arrojadas en la celda cerca de la punta del dedo con el campo de velocidades fijo
en los primeros instantes del experimento.

Parámetro Śımbolo Valor
Grashof eléctrico Ge 2× 105

Grashof gravitatorio GgA 1× 104

Grashof gravitatorio GgC 6,66× 103

Cuadro 4.6: Números adimensionales utilizados en la simulación del experimento
electroconvectivo dominante, en este caso λ = 0,2.

La figura 4.19 muestra la forma “anillada”de las trayectorias de las
part́ıculas arrojadas cerca del la punta del dedo, en tanto que las arroja-
das cerca del ánodo tiene el patrón caracteŕıstico que ya hemos observado
tanto en la figura 4.15 como en la 4.4, aunque con un recorrido de menor
longitud (debido a la menor influencia de la gravitoconvección).

4.2.3. El caso mixto

En el caso mixto, tanto la convección eléctrica como la gravitatoria tie-
nen la misma relevancia. La configuración utilizada en esta simulación se
encuentra en la tabla 4.7.

Parámetro Śımbolo Valor
Grashof eléctrico Ge 1× 104

Grashof gravitatorio GgA 1× 104

Grashof gravitatorio GgC 6,66× 103

Cuadro 4.7: Números adimensionales utilizados en la simulación del experimento
mixto, en este caso λ = 1.

51



Figura 4.16: Caso gravitoconvectivo dominante: Vista desde el cátodo de las
ĺıneas de campo junto con una isosuperficie del módulo del campo eléctrico.
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Figura 4.17: Caso electroconvectivo dominante: Interacción entre el rollo
catódico y el anillo vorticoso, también se puede observar el rollo anódico, ambos
representados por el vector potencial de velocidades

Figura 4.18: Caso electroconvectivo dominante: Vista desde el cátodo de un
corte horizontal de la velocidad del fluido y la isosuperficie de la concentración de
aniones.
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Figura 4.19: Caso electroconvectivo dominante: Trayectorias de part́ıculas
arrojadas en la celda cerca de la punta del dedo con el campo de velocidades fijo
en los primeros instantes del experimento.

La figura 4.21 presenta la simulación de la interacción entre el rollo y el
anillo vorticoso, esta figura muestra el rollo anódico y el catódico interac-
tuando con el anillo, cada uno representado por la isosuperficie del módulo
del vector potencial de velocidades. La parte inferior del anillo pierde im-
portancia, en tanto que la superior es alimentada por el rollo, en la figura
4.22 se puede apreciar claramente este efecto mediante un corte vertical de
dicha función.

La figura 4.23 muestra un corte horizontal del campo de velocidades don-
de los vectores muestran una inclinación debido al efecto del anillo vorticoso.
En esta figura se superpone una isosuperficie de la concentración de aniones.

Las trayectorias de la figura 4.24 muestran como las part́ıculas arrojadas
cerca del ánodo realizan el movimiento circular sin interferencias, en tanto
que las arrojadas cerca del cátodo tienen un movimiento más complejo,
debido a la interacción antes citada.

4.3. Simulaciones de un experimento real

En esta sección mostraremos algunos resultados numéricos que pretenden
simular experimentos reales. El objetivo es mostrar la similitud entre la
realidad f́ısica y nuestras simulaciones numéricas. Observaremos la evolución
de un experimento gravitoconvectivo dominante, cómo avanzan los frentes
en el tiempo y como interactúan con una estructura de depósito compleja.

Nos basaremos en resultados obtenidos en nuestro laboratorio por Silvina
Dengra y Graciela Gonzalez. De este experimento se han tomado varias
capturas de v́ıdeo, de las cuales hemos elegido la que presentamos en la
figura 4.26 para realizar su simulación numérica.

El mecanismo para configurar el escenario de la simulación fue el si-
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Figura 4.20: Caso electroconvectivo dominante: Vista desde el cátodo de las
ĺıneas de campo junto con una isosuperficie del módulo del campo eléctrico.
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Figura 4.21: Caso mixto: Una isosuperficie del vector potencial de velocidades
muestra la interacción entre el rollo catódico y el anillo vorticoso. También puede
observarse el rollo anódico.

Figura 4.22: Caso ĺımite de electroconvectivo puro: Vista desde el cátodo de
un corte con ĺıneas de contorno del módulo del vector potencial de velocidades, se
observa la interacción entre el anillo vorticoso y el rollo catódico.

56



Figura 4.23: Caso mixto: Vista desde el cátodo de un corte horizontal de la
velocidad del fluido y la isosuperficie de la concentración de aniones.

Figura 4.24: Caso mixto: trayectorias de part́ıculas arrojadas en la celda cerca
de la punta del dedo con el campo velocidades fijo en los primeros instantes del
experimento.
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Figura 4.25: Caso mixto: Vista desde el cátodo de las ĺıneas de campo junto con
una isosuperficie del módulo del campo eléctrico.

Figura 4.26: Imagen tipo Schlieren de un depósito dendŕıtico parcialmente desa-
rrollado. Corresponde a 300 segundos del inicio del experimento, la parte inferior
(recuadrada) se usa como escenario para una simulación.
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guiente: mediante un programa de manejo gráfico llamado The Gimp [61]
medimos la cantidad de pixels de cada parte de la estructura de la imagen
capturada, la escala de la malla tuvo una correspondencia fija entre nodos
y pixels, por lo que resultó relativamente sencillo determinar el tamaño de
cada dendrita. Debido a restricciones en cuanto a la capacidad de alma-
cenamiento y cantidad de memoria f́ısica, nos centramos solo en la parte
inferior de la imagen capturada del experimento (en la imagen 4.26 aparece
recuadrada).

Las figuras 4.27 - 4.31 corresponden a la simulación luego de unas decenas
de segundos del inicio del experimento antes citado. La figura 4.27 es una
isosuperficie del módulo del vector potencial de velocidades, es de notar
como las puntas de los dedos lo pinchan. Aqúı ya se registra la coalescencia
de los vórtices catódicos y ánodicos en un único vórtice que ocupa el espacio
libre entre el frente de los dedos y el ánodo.

La figura 4.28 muestra dos cortes verticales con ĺıneas de contorno del
módulo del vector potencial de velocidades. Aqúı también se puede observar
que hay un solo rollo que ocupa todo el espacio útil de la celda.

También en la figura 4.29 es posible observar la existencia de un único
rollo. Esta figura muestra dos cortes verticales del campo velocidades con la
superposición de una isosuperfice de la concentración de aniones.

En la figura 4.30, las part́ıculas arrojadas cerca del ánodo presentan
un movimiento helicoidal notable. Finalmente, la figura 4.31 muestra las
ĺıneas de campo eléctrico junto con una isosuperficie del módulo del mismo,
es interesante notar el efecto de apantallamiento que realizan los dedos más
desarrollados sobre el más corto, lo que produce su estancamiento y “muerte”
natural.
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Figura 4.27: Isosuperficie del módulo del vector potencial de velocidades.

Figura 4.28: Ĺıneas de contorno del módulo del vector potencial de velocidades.
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Figura 4.29: Superposición de una vista desde el cátodo del campo velocidades y
una isosuperficie de la concentración de aniones.

Figura 4.30: Seguimiento de part́ıculas arrojadas cerca de las puntas de los dedos.
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Figura 4.31: Isosuperficie del módulo del campo eléctrico y ĺıneas de campo. Se
observa como el dedo de menor longitud presenta un efecto de apantallamiento.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

Cuando las dendritas crecen en una ECD en celda angosta aparece un
fenómeno complejo de transporte iónico tridimensional. En el presente traba-
jo hemos introducido un modelo generalizado tridimensional macroscópico
que contempla la interacción de los distintos modos de transporte de cargas
en la presencia de dendritas, en particular cuando la convección prevalece.
Se ha mostrado como los números adimensionales de Grashof gravitatorio y
Grashof eléctrico gobiernan el proceso.

Cuando predomina la gravitoconvección, el modelo predice la existencia
de domos de concentración y rollos convectivos cerca de cada eléctrodo, cada
uno expandiéndose hacia el otro, y la interacción con el depósito: la capa y
el rollo rodean los filamentos formando una especie de sobre tridimensional
presionado por la punta del dedo y deformado por el frente del depósito.

Cuando prevalece la electroconvección, el modelo predice la existencia de
anillos vorticosos y esferas eléctricas debido a la acción de fuerzas eléctricas
sobre las cargas que se acumulan cerca de la punta del dedo.

Cuando ambos modos tienen el mismo peso, el tranporte iónico cerca
de la punta de los dedos es el resultado de la acción combinada de anillos
vorticosos, esferas eléctricas, capas y rollos de concentración. En los casos
en los que se cuenta con experimentos realizados, los resultados confirman
la validez de nuestro modelo.

Más aun, nuestro modelo permite probar numéricamente, a partir de
primeros principios, la existencia de estructuras tridimensionales que lle-
van a una formulación fenómelogica más completa y su evolución espacio-
temporal. Es decir, nuestro modelo no sólo predice cualitativamente las me-
diciones bidimensionales que se encuentran en la literatura, sino que también
revela nuevas facetas del problema f́ısico.

5.2. Trabajo futuro

Modelar la estructura del depósito como porosa y elástica, para esto
seŕıa necesario implementar un método numérico que permita el uso
de una malla adaptativa dinámica.

Modelar el crecimiento del depósito de manera más real, comenzando
por un modelo tipo DBM, siguiendo por un modelo de crecimiento
cristalino.
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Agregar al modelo el transporte de protones.

Realizar experiencias con mallas más finas y tiempos más largos que
describan con mayor precisión la riqueza del problema f́ısico y la diver-
sidad de escalas. Para ello es necesario paralelizar el código y utilizar
un cluster tipo Beowulf con capacidades de cálculo y almacenamiento
adecuadas [57].

Extender el programa para manejar electrodeposición bipolar (actual-
mente solo existen soluciones para el problema bidimensional).

Realizar una análisis de estabilidad numérica del método.

Extender la solución para problemas en otras configuraciones, por
ejemplo mediante la colocación de los electrodos en el techo y piso
de la celda (con lo que se podŕıa lograr un problema parecido al de
Benard [29]). En dicho problema se producen plumas de convección
térmica debido a diferencias de temperatura entre el piso (más calien-
te) y el techo (más fŕıo) en un recipiente cerrado conteniendo un fluido
viscoso. En el caso de ECD inestable (ánodo arriba y cátodo abajo),
existen plumas de zonas de fluido más liviano ascendiendo desde el
cátodo y plumas de zonas de fluido más pesado que descienden desde
el ánodo (por disolución del mismo).
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Apéndice A

Formulación de las
ecuaciones de Navier-Stokes
en la forma transporte de
vorticidad y función vector
potencial de velocidades

Mostramos aqúı la transformación de las ecuaciones de Navier-Stokes
escritas en variables primitivas (u, v, ω, P ) a las ecuaciones de Navier-Stokes
escritas en función del vector potencial de velocidades ψ y de la vorticidad
ω.

A.1. Algunas propiedades del cálculo vectorial

Comencemos recordando la definición del rotor de un campo vectorial y
algunas propiedades interesantes. Sean V, V1 y V2 campos vectoriales, U
un campo escalar y c una constante, entonces:

1. ∇ ×V = i
(
∂Vz
∂y − ∂Vy

∂z

)
+ j
(
∂Vx
∂z − ∂Vz

∂x

)
+ k

(
∂Vy

∂x − ∂Vx
∂y

)
= rotV

en coordenadas cartesianas.

2. ∇× (V1 + V2) = (∇×V1) + (∇×V2)

3. ∇× (cV) = c(∇×V)

4. ∇ · (∇×V) = div(rot V) = 0

5. ∇ × (∇V) = rot(grad V) = 0, en este caso V puede ser cualquier
campo.

6. ∇ · (∇V) = div(grad V) = ∇2V = ∆V , ∆ se conoce como el
operador de Laplace.

7. ∇(∇ ·V)−∇× (∇×V) = ∆V

8. ∇× (U ·V) = U(∇×V) +∇U ×V

9. ∇× (V1 ·V2) = V2 · ∇V1 −V1 · ∇V2 + V1(∇ ·V2)−V2(∇ ·V1)

10. ∇× (V · ∇V) = V · ∇(∇×V)− (∇×V) · ∇V + (∇ ·V) · (∇×V)
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A.2. Convirtiendo las ecuaciones

Definamos la vorticidad como ω = ∇ × v, esta magnitud representa la
velocidad de rotación local en el fluido. Si aplicamos el rotor a ambos lados
de la ecuación 2.4 (página 17) obtenemos:

∇×
(
∂v
∂t

+ v · ∇v
)

= ∇×
(
− 1
ρ0
∇P + ν∇2v +

fe
ρ0

+
fg
ρ0

)
Utilizando la propiedad 2, podemos analizar cada componente de la ecuación
por separado:

∇×
(
∂v
∂t

)
=︸︷︷︸

por prop. 1

i

(
∂

∂y

(
∂v
∂t

)
z

− ∂

∂z

(
∂v
∂t

)
y

)
+ j
(
∂

∂z

(
∂v
∂t

)
x

− ∂

∂x

(
∂v
∂t

)
z

)

+ k

(
∂

∂x

(
∂v
∂t

)
y

− ∂

∂y

(
∂v
∂t

)
x

)
= i
(
∂

∂t

(
∂w

∂y

)
− ∂

∂t

(
∂v

∂z

))

+ j
(
∂

∂t

(
∂u

∂z

)
− ∂

∂t

(
∂w

∂x

))
+ k

(
∂

∂t

(
∂v

∂x

)
y

− ∂

∂t

(
∂u

∂y

)
x

)

=
∂

∂t
(∇× v) =

∂ω

∂t
∇× (v · ∇v) =︸︷︷︸

por prop. 10

v · ∇(∇× v)− (∇× v) · ∇v + (∇ · v) · (∇× v)

=︸︷︷︸
por ec. 2.5 y def. de ω

v · ∇ω − ω · ∇v

A continuación eliminamos el término que contiene a la presión P .

∇×
(
− 1
ρ0
∇P

)
=︸︷︷︸

por prop. 3

− 1
ρ0

(∇×∇P ) =︸︷︷︸
por prop. 5

0

∇× (ν∇2v) =︸︷︷︸
por props. 3 y 7

ν · ∇ × [∇(∇ · v)−∇× (∇× v)] =︸︷︷︸
por ec. 2.5

−ν · ∇ ×∇× ω

=︸︷︷︸
por prop. 7

− ν(∇(∇ · ω)−∆ω) =︸︷︷︸
por def. ω

−ν [∇(∇ · (∇× v))] + ν∆ω

=︸︷︷︸
por prop. 4

ν∆ω

Finalmente los términos que contienen a los forzantes eléctrico y gravi-
tatorio:
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∇×
(

fe
ρ0

)
=︸︷︷︸

por ec. 2.6

∇×
(
zCe · C∇φ

ρ0
− zAe ·A∇φ

ρ0

)
=︸︷︷︸

por props. 2 y 3

zCe

ρ0
∇× (C∇φ)− zAe

ρ0
∇× (A∇φ)

=︸︷︷︸
por prop. 8

zAe

ρ0
(C∇× (∇φ) +∇C ×∇φ) +

zAe

ρ0
(A∇× (∇φ) +∇A×∇φ)

=︸︷︷︸
por prop. 5

zCe

ρ0
(∇C ×∇φ) +

zAe

ρ0
(∇A×∇φ)

∇×
(

fg
ρ0

)
=︸︷︷︸

por ec. 2.7

∇×
(
ρ0(1 + α(C − C0) + β(A−A0)) · g

ρ0

)
= α∇× (g · C) + β∇× (g ·A)

Con lo que llegamos a la formulación de las ecuaciones de Navier-Stokes
en términos de la vorticidad y del vector potencial de velocidades:

∂ω

∂t
+ v · ∇ω =ω · ∇v + ν∆ω +

zCe

ρ0
(∇C ×∇φ) +

zAe

ρ0
(∇A×∇φ)

+ α∇× (g · C) + β∇× (g ·A)
ω =∇× v

ω =−∆ψ
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Apéndice B

Adimensionalización del
sistema

B.1. Propiedades necesarias

Para realizar la transformación algebraica descripta en la página 20 re-
cordemos que:

Si se cambia el argumento x por un argumento t que está ligado a x
por la fórmula x = f(t), entonces:

dy

dx
=

1
f ′(t)

dy

dt
(B.1)

d2y

dx2
=

1
[f ′(t)]3

{
f ′(t)

d2y

dt2
− f ′′(t)

dy

dt

}
(B.2)

Si se cambia la función y por una función u que está ligada con y por
la fórmula y = f(u), se tiene:

dy

dx
= f ′(u)

du

dx
(B.3)

d2y

dx2
= f ′(u)

d2u

dx2
+ f ′′(u)

(
du

dx

)2

(B.4)

Teniendo en cuenta que en nuestro caso, f(u) = c · u con c constante, las
propiedades B.1-B.4 quedan expresadas respectivamente como:

dy

dx
=

1
c

dy

du
(B.5)

d2y

dx2
=

1
c3

(
c
d2y

du2

)
=

1
c2
d2y

du2
(B.6)

dy

dx
= c

du

dx
(B.7)

d2y

dx2
= c

d2u

dx2
(B.8)

Veamos ahora como quedaŕıa la operación de adimensionalización en el si-
guiente caso:

∂2φ

∂x2
=︸︷︷︸

φ=φ′·φ0 y por B.8

φ0
∂2φ′

∂x2
=︸︷︷︸

x=x′·x0y B.6

φ0

x2
0

· ∂
2φ′

∂x′2
(B.9)
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Análogamente, podemos obtener el resto de los casos:

∂

∂x

(
C
∂φ

∂x

)
=
C0φ0

x2
0

· ∂

∂x′

(
C ′∂φ

′

∂x′

)
la definición de rotor de un campo se encuentra en el apéndice 1, página 65:

∇× C = i
(
∂C

∂y
− ∂C

∂z

)
+ j
(
∂C

∂z
− ∂C

∂x

)
+ k

(
∂C

∂x
− ∂C

∂y

)
=

i
(
C0

x0

∂C ′

∂y′
− C0

x0

∂C ′

∂z′

)
+ j
(
C0

x0

∂C ′

∂z′
− C0

x0

∂C ′

∂x′

)
+ k

(
C0

x0

∂C ′

∂x′
− C0

x0

∂C ′

∂y′

)
=

C0

x0

(
i
(
∂C ′

∂y′
− ∂C ′

∂z′

)
+ j
(
∂C ′

∂z′
− ∂C ′

∂x′

)
+ k

(
∂C ′

∂x′
− ∂C ′

∂y′

))
=
C0

x0
(∇× C)

B.2. Trabajando con el sistema

Empecemos con la ecuación 2.13 para mostrar con detalle el proceso1:

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
=
φ0

x2
0

(
∂2φ′

∂x′2
+
∂2φ′

∂y′2
+
∂2φ′

∂z′2

)
=

φ0

x2
0

∇2φ′ =
F

ε

(
zAA

′ · C0 − zCC
′ · C0

)
⇒

∇2φ′ =︸︷︷︸
F=e/ε0

(
e · x2

0 · C0 · zA
ε0 · ε · φ0

)
A′ −

(
e · x2

0 · C0 · zC
ε0 · ε · φ0

)
C ′ (B.10)

Trabajemos la ecuación 2.11 realizando el reemplazo por las nuevas va-
riables:

C0

t0

∂C ′

∂t′
=
µCC0φ0

x2
0

[
∂

∂x′

(
C ′∂φ

′

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
C ′∂φ

′

∂y′

)
+

∂

∂z′

(
C ′∂φ

′

∂z′

)]
+
DCC0

x0
2
∇2C ′

− u0C0

x0

∂

∂x′
(
u′C ′)− v0C0

x0

∂

∂y′
(
v′C ′)− w0C0

x0

∂

∂z′
(
w′C ′)⇒

despejando C0
t0

y aplicando que v0 = x0
t0

para cada componente de la veloci-
dad:

∂C ′

∂t′
=
µCφ0

x0
x0
t0

[
∂

∂x′

(
C ′∂φ

′

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
C ′∂φ

′

∂y′

)
+

∂

∂z′

(
C ′∂φ

′

∂z′

)]
+

DC

x0
x0
t0

∇2C ′

− u0
x0
t0

∂

∂x′
(
u′C ′)− v0

x0
t0

∂

∂y′
(
v′C ′)− w0

x0
t0

∂

∂z′
(
w′C ′)⇒

Llegamos a la ecuación final:

∂C ′

∂t′
=
µCφ0

x0u0

[
∂

∂x′

(
C ′∂φ

′

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
C ′∂φ

′

∂y′

)
+

∂

∂z′

(
C ′∂φ

′

∂z′

)]
+

DC

x0u0
∇2C ′

− ∂

∂x′
(
u′C ′)− ∂

∂y′
(
v′C ′)− ∂

∂z′
(
w′C ′)

(B.11)

De manera similar operamos sobre la ecuación 2.12 llegando a:

1Para un campo escalar U , ∇2U = ∂2U
∂x2 + ∂2U

∂y2 + ∂2U
∂z2 (coordenadas cartesianas)
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∂A′

∂t′
=− µAφ0

x0u0

[
∂

∂x′

(
A′∂φ

′

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
A′∂φ

′

∂y′

)
+

∂

∂z′

(
A′∂φ

′

∂z′

)]
+

DA

x0u0
∇2A′

− ∂

∂x′
(
u′A′)− ∂

∂y′
(
v′A′)− ∂

∂z′
(
w′A′)

(B.12)

Finalmente nos falta realizar este proceso en la ecuación 2.14:

u0

t0x0

∂ω′

∂t′
= −u0 · v′ · u0

x2
0

∇ω′ + u0

x0
ω′ · u0

x0
∇v′ +

u0

x3
0

ν∆ω′ +
zCe

ρ0
(
C0

x0
∇C ′ × φ0

x0
∇φ′)

+
zAe

ρ0
(
C0

x0
∇A′ × φ0

x0
∇φ′) + α

C0

x0
∇× (g · C ′) + β

C0

x0
∇× (g ·A′)

Se reemplaza t0 por x0/u0 y se despeja:

∂ω′

∂t′
= −v′ · ∇ω′ + ω′ · ∇v′ +

ν

u0 · x0
∆ω′ +

zC · e · φ0 · C0

ρ0 · u2
0

(∇C ′ ×∇φ′)

+
zA · e · C0 · φ0

ρ0 · u2
0

(∇A′ ×∇φ′)− C0 · x0 · α
u2

0

∇× (g · C ′)− C0 · x0 · β
u2

0

∇× (g ·A′)

(B.13)
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Apéndice C

Descripción del programa

En este apéndice mostramos la estructura del programa que se ha im-
plementado, haciendo hincapié en los detalles necesarios para operarlo y
encarar una modificación eventual con el fin de incorporarle nuevas funcio-
nalidades. El programa es altamente configurable, puede modificarse desde
los parámetros f́ısicos fundamentales hasta las dimensiones de la celda que
se desea simular sin necesidad de tener que recompilar. La mayoŕıa de los
parámetros f́ısicos y sus dimensiones están listados en la tabla 4.1 en la pági-
na 38, aunque todav́ıa hay algunos propios de la definición del escenario de
la simulación y cuestiones numéricas que explicaremos a continuación.

C.1. Configuración del programa

En la tabla C.1 se muestra el resto de los parámetros utilizados en la
configuración del programa, junto con una pequeña descripción y el valor
que se utilizó normalmente o el genérico en el caso en que fuera necesario.
Algunos de estos necesitan una explicación acerca de su objetivo y forma de
uso:

Inter Crece: Es el intervalo durante el cual se hace crecer el depósito.
Se debe ingresar el tiempo inicial, el final y cada cuantos pasos se
producirá el crecimiento. De esta manera se puede simular distintas
velocidades de crecimiento, siempre a partir de una perturbación inicial
que se configura mediante la variable dedos.

grabacion: La definición de los pasos de tiempos en los cuales se guarda
en almacenamiento f́ısico el estado de la simulaćıon. En este caso se
puede definir varios intervalos con frecuencia de grabación distinta
para cada uno, simplemente se debe tener cuidado de definir en forma
completa todo el segmento sin superposición entre ellos. Un ejemplo
podŕıa ser los intervalos:
{"0.0, 1.0, 0.01", "1.0, 5.0, 0.5", "5.0, 20.0, 1.0"}.

DIM I, DIM J, DIM K : La cantidad de nodos en cada dimensión. Se
debe tener en cuenta que se usa la conveción C en la que se comienza
a contar desde 0, o sea si se configura como:
DIM_I=49, DIM_J=79, DIM_Z=29; se estaŕıa simulando una celda de
50× 80× 30.

dedos: La configuración inicial del depósito, se debe ingresar la posi-
ción inicial en cada dimensión y su longitud respectiva.
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Por ejemplo
{"24, 01, 10, 01, 01, 01", "35, 01, 20, 01, 01, 01"} es la de-
finición de dos dedos con sus respectivas ubicaciones y longitudes, no-
tar que, nuevamente, se utiliza la convención C para la numeración
de los nodos y que en este caso, los dedos definidos son de longitud
unitaria.

Graba ASCII : Este parámetro de tipo bool se utiliza para configurar
si el programa genera la salida en formato de archivos de texto ASCII.
Este parámetro no tiene influencia en la salida en formato NetCDF
(formato estándar que se explica en detalle en el apéndice D, página
77). El objetivo es permitir realizar comparaciones contra datos ob-
tenidos con anterioridad, especialmente cuando se desea verificar la
corrección de modificaciones efectuadas.

Finalmente, no está de más aclarar que la configuración que se ha expli-
cado se centraliza en un archivo llamado 3d.cfg que se debe encontrar en
el mismo directorio donde se ejecuta el programa y en el caso en que no se
encuentre dicho archivo o ante la falta de alguno de los parámetros, el pro-
grama automáticamente utilizará valores por defecto dejando un mensaje
en pantalla describiendo dicha situación.

Parámetro Descripción Valor
Inter Crece Intervalo durante el que crece el depósito [t0,tfinal,tintervalo]

grabacion Definición de los momentos en los que se [t0, tfinal,
graba el estado de la simulación tintervalo], . . .

tfinal Tiempo hasta el cual se realiza la simulación 1000
TOL Tolerancia del ciclo externo (temporal) 1× 10−6

PasoInterno Tolerancia del ciclo interno (espacial) 1× 10−4

dt Definición de paso temporal 0,01
wt Coeficiente de sobre relajación 0,8

DIM I Cantidad de nodos en la dimensión x X0

DIM J Cantidad de nodos en la dimensión y Y0

DIM Z Cantidad de nodos en la dimensión z Z0

dedos Estructura inicial del depósito [x0,y0,z0,lx,ly ,lz ],...

Graba ASCII Indica si se guarda la salida en formato ASCII 0

Cuadro C.1: Los parámetros de configuración de programa, incluyen todos aquellos
que definen el escenario de la simulación.

C.2. Diseño del programa

C.2.1. Soporte de datos

En la figura C.1 se puede ver un diagrama de clases correspondiente al
diseño del programa. Se ocultan los detalles de operaciones y atributos para
poder obtener una visión más general del diseño realizado.

Más allá de las rutinas de cálculo, el núcleo del programa es la clase
template Matriz, en la cual se define la forma general de acceso a los datos
de lo que es nuestra implementación de una matriz, en ella también resol-
vimos el manejo dinámico de memoria y el almacenamiento de la salida del
programa. En la implementación de esta clase, una matriz, de dimensiones
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(ii,jj,kk) se guarda internamente en niveles. Existen tres niveles, en el in-
ferior se encuentran los valores de los elementos de la matriz, estos están
almacenados en arreglos unidimencionales de largo ii, y representan, para
un plano de la matriz, una fila de los valores para el eje X. El nivel interme-
dio nos permite agrupar todos los arreglos anteriores de forma tal de poder
representar todo un plano XY de la matriz, esto lo logramos con un arreglo
de jj elementos, que almacena punteros a los arreglos del nivel inferior. El
nivel superior nos permite acceder a los distintos planos de la matriz, por lo
cual está implementado como un arreglo de largo zz, que contiene punteros
a los distintos elementos del nivel intermedio.

El acceso a los datos se realiza mediante el operador [] que recibe una
constante de tipo Punto que se utiliza para indexar en esta estructura de
tres niveles para llegar al dato requerido. Es importante notar que al ac-
ceder mediante esta interfase, se logra independizar la forma de resolver el
almacenamiento interno de los datos.

La clase MiMask se utiliza para almacenar la estructura de la celda, in-
cluyendo los bordes y el depósito que se ha configurado por medio de la
variable dedos en el archivo de configuración. Esta matriz también forma
parte de los archivos de salida, ya que si se realiza una corrida que incluye
crecimiento del depósito, es necesario almacenar su estado.

Figura C.1: Diagrama de clases del programa. Los detalles de las operaciones de
cada clase se ocultan para dar una visión general.

73



C.2.2. Modo general de operación

A continuación explicamos las etapas que constituyen una ejecución del
programa:

1. Valores de configuración: La primera tarea que realiza el programa
es obtener la información de configuración. Para esto intenta abrir el
archivo 3d.cfg (su contenido se ha detallado anteriormente), si esto no
pudiera realizarse por algún motivo, como por ejemplo que el archivo
no existiera, el programa toma una serie de valores por defecto para
la simulación.

Esta información se almacena en una instancia de la clase entorno
que esta definida en los archivos UEntorno.h y UEntorno.cpp.

2. Alocación de memoria: Con la configuración leida, se procede a reser-
var espacio en memoria para las matrices que se utilizarán. Se crean
cuatro matrices escalares para representar las concentraciones de anio-
nes y cationes en el paso temporal anterior y en el actual. Se crea una
matriz escalar para representar la máscara que utiliza el programa,
esta máscara define la posición de las paredes, techo y piso de la cel-
da asi como la ubicación de los depositos. La última matriz escalar
que definimos es la matriz que representa el potencial. Finalmente, se
crean tres matrices para representar los campos vectoriales de veloci-
dad, vector potencial de velocidades y vorticidad. Cada una de estas
matrices está implementada, a su vez, con tres matrices escalares para
representar cada uno de sus componentes en coordenadas cartesianas.

Junto a la obtención de espacio de cada matriz se define el modo de
almacenamiento en disco que tendrá. Esto se realiza en el momento de
la inicialización de cada matriz.

3. Condiciones iniciales: Es necesario para cada matriz inicializar sus
valores de modo tal que se cumpla con las condiciones de iniciales del
sistema. Estas condiciones se detallan en 2.4.

La máscara se inicializa de acuerdo a la configuración del depósito
en el archivo 3d.cfg. Las matrices de velocidad, vorticidad y vector
potencial de velocidades se inicializan con todos sus elementos en 0. Las
matrices de concentración se inicializan con todos sus elementos en 1,
en tanto que para el potencial se utiliza una escala lineal que comienza
en el cátodo con el valor indicado por la condición de borde 2.36 y se
incrementa linealmente hasta el valor indicado por la condición de
borde 2.35 (ambas en la página 24).

C.2.3. Rutinas de cálculo

La discretización realizada en el caṕıtulo 3 se implementa principalmente
en el archivo calcula3d.cpp, en el que se concentra todo el trabajo de
cálculo del programa.

La ecuación de Poisson (3.37) y sus condiciones de borde se resuelven en
la función CalcularPotencial. Las concentraciones de Aniones y Cationes,
ecuación (3.58) se resuelven, junto con sus condiciones de borde, en las fun-
ciones ConcentracionAniones y ConcentracionCationes respectivamente.
El cuerpo principal del programa calcula3d.cpp es el encargado de resolver
las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Por último, los residuos de convergencia se calculan mediante la función
ObtenerResiduo, y son evaluados a cada ciclo del algoritmo principal.
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Apéndice D

Detalles del programa de
visualización

En este apéndice daremos una descripción del programa y del formato
del archivo de salida utilizado para realizar los gráficos con los que se ha
ilustrado el presente trabajo.

D.1. Formato de los archivos de salida

D.1.1. Formato original

Inicialmente el programa generaba su salida en una serie de archivos en
formato ASCII, uno por cada plano z de la celda con el siguiente formato
para el nombre del campo que se estaba almacenando, por ejemplo para el
potencial eléctrico quedaba:
potTxy_Z.dat donde T representa el número de grabación a la que corres-
ponde y Z el número de capa que se ha guardado en el archivo.

Las tres primeras letras se utilizaban para identificar el campo al que se
hace referencia de acuerdo a la siguiente tabla:

Campo Śımbolo Archivo
Potencial φ potTxy Z.dat

Conc. Aniones A A Txy Z.dat
Conc. Cationes C C Txy Z.dat

Vorticidad comp. x ωx etxTxy Z.dat
Vorticidad comp. y ωy etyTxy Z.dat
Vorticidad comp. z ωz etzTxy Z.dat

F. de corriente comp. x ψx psxTxy Z.dat
F. de corriente comp. y ψy psyTxy Z.dat
F. de corriente comp. z ψz pszTxy Z.dat

Velocidad comp. x u u Txy Z.dat
Velocidad comp. y v v Txy Z.dat
Velocidad comp. z w w Txy Z.dat

Máscara - mscTxy Z.dat

Cuadro D.1: Los nombres de archivos utilizados para cada capa en cada paso de
tiempo guardado.
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D.1.2. Formato estándar

El esquema de nombres utilizado originalmente daba una gran cantidad
de archivos de salida. Por ejemplo, si dejábamos correr el programa con una
celda de 30 nodos de altura (o sea treinta archivos por campo por paso de
tiempo) con treinta pasos de tiempo obtenemos la no despreciable suma de
12,600 archivos, una cantidad muy d́ıficil de manipular.

Además los programas de visualización no aceptan directamente el for-
mato ASCII, o si lo hacen, exigen tener cierta información extra que nuestro
programa no generaba. Por ejemplo, el primer paquete que utilizamos para
graficar los resultados fue el Vis5D [58], un paquete orientado a visualización
de datos meteorológicos.

Para poder introducir los datos en este programa, tuvimos que desarro-
llar una rutina de conversión que tomaba todos los archivos de datos en
formato ASCII, y mediante ciertas funciones de libreŕıa de dicho paquete,
convertirlos a un archivo de formato propio que el paquete pod́ıa interpretar.

Si bien el Vis5D nos resultó extremadamente útil para analizar los pri-
meros resultados obtenidos, sus limitaciones nos llevaron a cambiar por otro
paquete graficador llamado OpenDX [59]. Como era de esperar, los formatos
de archivos que puede aceptar este paquete no incluye ni archivos ASCII sin
información extra ni los generados para el paquete Vis5D. Ante esta nece-
sidad adoptamos un formato estándar que fuese léıdo por OpenDX y que a
su vez tuviera perspectivas de ser aceptado por otros paquetes de ser nece-
sario. Uno de los formatos que cumple con estas condiciones es el formato
NetCDF [60].

NetCDF, algunos detalles

El paquete NetCDF funciona como una libreŕıa de entrada/salida, que
puede ser llamada desde programas hechos en C, FORTRAN, C++, Perl,
etc. La libreŕıa almacena y recupera datos en archivos que son indepen-
dientes de la plataforma y que son auto-descriptivos. Cada archivo puede
contener variables multidimensionales identificadas por un nombre único, el
tipo de cada variable puede ser entero, real, carácter, byte, etc., pudiéndose
acompañar con datos auxiliares, como ser unidades, o un texto descriptivo.

Los objetivos de esta libreŕıa pueden resumirse en:

Facilitar el uso de conjunto de datos comunes entre varias aplicaciones.

Permitir que los conjuntos de datos puedan ser compartidos o trans-
portados entre computadoras de distintas plataformas.

Reducir el esfuerzo de programación gastado en interpretar distintos
formatos.

Reducir los errores que surjen de la mala interpretación de datos o
información auxiliar.

Facilitar el uso de la salida de una aplicación como entrada de otra.

El elemento básico de esta libreŕıa son los arreglos de datos, entendiéndo-
se por arreglo a una estructura rectangular n-dimensional conteniendo ele-
mentos del mismo tipo de datos. Un escalar es un arreglo 0-dimensional.

El mero uso del formato NetCDF no asegura tener conjuntos de datos que
sean autodescriptivos, y que sean fácilmente interpretables por máquinas y

77



personas. Los nombres de las variables y dimensiones deben ser significativos
y cumplir con las convenciones relevantes según cada caso.

La información auxiliar en los archivos NetCDF se introduce por medio
de atributos. Los atributos pueden estar relacionados con una variable o ser
globales a todo el archivo. Existen varias convenciones para distintos campos
de aplicación que han sido desarrollados para poder compartir información
de una manera más práctica. En nuestro caso particular, se tuvieron que
agregar ciertos atributos para que OpenDX pueda interpretar de manera
correcta los datos. El atributo que se debe incluir tiene que llamarse field
y ser de tipo character. El valor consta de varias palabras separadas por
comas:

Nombre de la variable: Es el nombre con que identificará al campo de
datos OpenDX, en general se lo hace coincidir con el nombre dado a
la variable en el archivo.

Tipo de datos: Si el campo es escalar scalar, en cambio si es vectorial
vector.

Escala temporal : Se debe agregar la palabra series si los datos a
importar tienen evolución en el tiempo. En nuestro caso almacenamos
varios pasos de tiempo.

Un ejemplo de atributo para el campo escalar Potencial y el vectorial Velo-
cidad seŕıa:
field = Potencial, scalar, series
field = Velocidad, vector, series.

Es indispendable que este atributo este bien definido para que la impor-
tación en OpenDX sea correcta. Finalmente, con esta libreŕıa agregada a
nuestro programa, se genera solo un archivo por campo (sea este escalar o
no) con todos los pasos de tiempo. Es claro que, además de la ventaja de
poder utilizar OpenDX para el análisis del resultado, la cantidad de archivos
se mantiene fija y manejable.

D.2. OpenDX, el paquete de visualización

Como ya dijimos en la sección anterior, el paquete finalmente utilizado
es el OpenDX. Este paquete se basa en el producto Open Visualization
Data Explorer de IBM, que recientemente ha sido puesto a disposición de
la comunidad cient́ıfica mediante la licencia de uso Open Source[59].

Este paquete es un ambiente de visualización que da al usuario la habi-
lidad de aplicar técnicas avanzadas de visualización y análisis a sus datos.
Estas técnicas pueden ser aplicadas para ayudar a los usuarios a obtener
nuevas perspectivas y conocimiento a partir de los datos generados por sus
aplicaciones en un amplio campo del conocimiento como, por ejemplo, cien-
cia, ingenieŕıa, medicina y el mundo de los negocios.

El núcleo de esta aplicación se denomina Data Explorer y provee un
conjunto muy completo de herramientas de manipulación, transformación,
rendering y animación que permite implementar métodos de visualización y
análisis basados en puntos, ĺıneas, áreas, volúmenes, imágenes o primitivas
geométricas en cualquier combinación.

Data Explorer es independiente del campo particular de aplicación y es
fácilmente adaptable, en especial debido a lo intuitivo y fácil de usar de su
interfase de usuario.
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OpenDX soporta estaciones de trabajo uniprocesador y multiprocesa-
dores simétricos, aśı como clusters de workstation ejecutándose en forma
distribuida. Además soporta la importación de varios tipos de formatos de
archivos, por ejemplo NetCDF, HDF, NASA-CDF, etc.

D.2.1. Algunos detalles acerca de la visualización

OpenDX no es un programa de visualización cerrado, es decir, no da una
interfase de usuario con las operaciones básicas aplicadas a un campo del
conocimiento. Por el contrario, es necesario escribir programas que realizar
la visualización de los datos dependiendo del tipo de método de análisis de
datos que se desea utilizar.

El método de programación es bastante sencillo e intuitivo, y se basa en
la conexión visual de varios módulos que tienen un comportamiento básico.
La interacción entre estos módulos es lo que da como resultado la imagen
visualizada. En la figura D.1 vemos un ejemplo. Esta es una parte del pro-
grama escrito para poder realizar la visualización de los datos generados por
nuestra aplicación, corresponde sólo a la parte de importación del archivo
en formato NetCDF y utilizado para seleccionar sólo unos pasos de tiempo
de los generados. Esto es necesario debido a una restricción de memoria de
la máquina en la cual analizamos los resultados.

Figura D.1: Interfase del usuario para programar el comportamiento de OpenDX.
Una parte del programa utilizado para generar las imágenes que ilustran el presente
trabajo.
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Los módulos a los que haćıamos referencia son los rectángulos nombrados
(por ejemplo import), en tanto que las conexiones entre ellos están represen-
tados por las ĺıneas que unen las salidas (borde inferior de cada componente)
con las entradas de los otros (parte superior). De los componentes que están
presentes en la figura, el llamado String representa una cadena de caracteres
que debe ingresar el usuario por medio de una ventana especial denominada
Control Panel, que agrupa los componentes que tienen la caracteŕıstica de
interactuar con el usuario. Finalmente, aquellos que no tienen salida conecta-
da, como por ejemplo Datos Archivo (del que solo se ve el nombre s Archivo
debido a un bug de OpenDX) son utilizados para transportar información
entre las distintas páginas que componen el programa. En la figura D.2 mos-
tramos la página que ensambla todos los datos de las distintas páginas del
programa para la visualización.

Los módulos llamados Collect son los encargados de unir la información
obtenida de las distintas páginas. Finalmente el módulo Image representa
la superficie en la que se mostrará la imagen generada.

Figura D.2: Sección del programa que ensambla los datos generados en el programa
para generar la imagen a visualizar.
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Grashof eléctrico, número de, 21
Grashof gravitatorio, número de,

21

Laplace, operador de, 65, 69
Ley de Conservación de Masa, 17
Ley de Conservación del Momen-

to, 17

Mtodo SOR, 32
Migración, 7, 17
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