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Resumen

Los grafos arco-circulares son los grafos interseccion de arcos alrededor de
un circulo, mientras que los grafos circulares son los grafos interseccién de
cuerdas dentro de un circulo. Los grafos overlap de arco-circulares (CAQO) son
una superclase de los grafos circulares que poseen una representacion overlap
en arcos alrededor del circulo. Esta clase de grafos no ha sido muy estudiada
en la literatura, siendo introducidos por primera vez a principios de la década
del "90. Algunos problemas NP-Completos tienen solucion eficiente en grafos
pertenecientes a esta clase.

En esta tesis presentamos un caracterizacion de los grafos CAO utilizando
ideas aportadas por un teorema de Jayme Szwarcfiter [35] para una caracteri-
zacion de grafos circulares. Demostramos que pidiendo condiciones similares
a las que cumplen los grafos circulares sobre sucesivas orientaciones de un
grafo, éstas son necesarias y suficientes para asegurar que el grafo es CAO.

Presentamos algunos algoritmos eficientes para la resolucién de los proble-
mas de encontrar el minimo transversal de los cliques y el maximo conjunto
de cliques disjuntos en grafos arco-circulares Helly. La idea general para es-
tos algoritmos fue presentada en la tesis doctoral de Guillermo Durédn [9] y
su implementacién de manera eficiente fue sugerida por Min Chih Lin [28].
Estos algoritmos resuelven ambos problemas con complejidad O(n.log(n))
mientras que los més eficientes conocidos en la literatura lo hacfan en O(n?)
[21].
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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacios. El grafo interseccién
de esta familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice. Dos
vértices estan conectados por una arista si y sélo si los correspondientes
conjuntos se intersecan.

Los grafos arco-circulares, de aqui en adelante llamados grafos CA, son
los grafos interseccién de arcos alrededor de un circulo, y fueron introducidos
a mediados de la década del 60, siendo Alan Tucker quien aporté los prime-
ros resultados tedricos. Tucker [37] propuso un algoritmo de reconocimiento
de complejidad O(n?), mas adelante, Spinrad [33] simplificé el algoritmo de
Tucker para el caso que el grafo dado pueda ser cubierto por dos cliques. Va-
rios anos después, Hsu [23] encontr6 un algoritmo mds eficiente (complejidad
O(n.m)). Uno de los principales problemas abiertos de esta clase es deter-
minar si existe algin algoritmo de reconocimiento lineal en m y n. En [15],
Gavril propuso algoritmos de complejidad polinomial para reconocer algunas
subclases de los grafos arco-circulares.

Ha sido probado que diversos problemas NP-Completos para la clase ge-
neral de los grafos tienen resolucién polinomial para los grafos arco-circulares.
Este es el caso de los problemas de conjunto independiente méximo ([19], [20],
[25], [29]), clique méximo ([4],[24]), particién en cliques minima ([20], [25]) ¥
conjunto dominante minimo ([8], [25]). En cambio, el nimero cromaético
permanece NP-Completo para grafos arco-circulares ([14]) y grafos arco-
circulares Helly ([16]) (de ahora en mds llamados grafos HCA). El problema
de isomorfismo en grafos, de complejidad desconocida para el caso general,
es polinomial para los arco-circulares ([23]). Los grafos arco-circulares Helly
fueron caracterizados por Gavril [16] de manera que conducen a un algoritmo
eficiente para el reconocimiento de esta subclase. Los grafos arco-circulares
y sus subclases tienen aplicaciones en genética, control del transito, diseno
de compiladores, estadistica y problemas de almacenamiento.

Los grafos circulares, de aqui en adelante llamados grafos C, son los gra-
fos interseccion de cuerdas dentro de un circulo. Fueron introducidos en [12],
donde se muestra una aplicacion para resolver un problema de reordenamien-
to de vagones de un tren propuesto por Knuth [27], usando pilas y colas. Se
pueden encontrar algoritmos de tiempo polinomial para reconocer esta clase
de grafos en [7], [13], [31] v [34]. Los problemas de clique méximo y conjunto
independiente maximo en grafos circulares pueden ser resueltos en tiempo
polinomial ([17], [24], [30], [32]), pero el problema de coloreo se mantiene
NP-Hard [14].

El grafo overlap de una familia finita de conjuntos no vacios se obtiene
representando cada conjunto por un vértice. Dos vértices estan conectados
por una arista si y sélo si los correspondientes conjuntos se intersecan pero
ninguno estd incluido en el otro. Los grafos circulares son equivalentes a los
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grafos overlap de intervalos (conocidos en la literatura como grafos overlap).
Un grafo G es overlap de intervalos si existe un modelo overlap para sus
intervalos (de aqui en adelante los llamaremos grafos 10). La prueba de la
equivalencia entre ambas clases puede encontrarse en [17].

Los grafos overlap de arcos alrededor del circulo, de aqui en adelante
llamados grafos CAQO, fueron poco estudiados en la literatura. Existe un
trabajo de T. Kashiwabara [26] que describe algoritmos para encontrar un
conjunto independiente miximo en un grafo CAO de complejidad O(n?) y
para encontrar un clique miximo de complejidad O(n®). En la tesis doc-
toral de Guillermo Durdn [9], también hay resultados sobre esta familia de
grafos, donde se caracteriza a los grafos CAO no circulares y se presentan
propiedades de estos grafos en relacion a otras familias de grafos.

El objetivo de esta tesis es continuar la linea de investigacion desarrollada
por Guillermo Durdn en su tesis doctoral [9]. Tomamos algunos de los te-
mas estudiados por Durdn y presentamos nuevos resultados sobre los grafos
pertenecientes a las clases overlap de arco-circulares y arco-circular Helly.

En este primer capitulo enumeramos los topicos de esta tesis, un conjunto
de definiciones bdsicas y las convenciones de notacién usadas a lo largo de
todo el trabajo.

En el capitulo 2, presentamos una caracterizaciéon de los grafos CAO
utilizando ideas propuestas en una caracterizaciéon para grafos cverlap de
intervalos introducidas por Jayme Szwarcfiter [35]. El problema de caracte-
rizar grafos CAO ha sido mencionado como abierto en [9]. En la primera
seccion de este capitulo se definen elementos basicos para trabajar sobre re-
presentaciones circulares, como 6rdenes circulares y propiedades asociadas.
En la segunda seccién se enuncia el teorema en si, el cual fija las condiciones
necesarias y suficientes para que un grafo sea CAQO.

El capitulo 3 estd destinado a analizar algunos algoritmos sobre grafos
arco-circulares Helly. Se presentan dos algoritmos que resuelven los proble-
mas de encontrar el minimo transversal de los cliques y el maximo conjunto
de cliques disjuntos sobre esta clase de grafos. Ambos algoritmos tienen
una complejidad de O(n.log(n)), si tomamos como datos de entraca una re-
presentacion en arcos circulares que cumple la propiedad de Helly. De esta
forma se mejora la complejidad de los algoritmos presentados en [21], que
poseen un orden de O(n?). La idea general de los algoritmos propuestos est4
planteada en [9] y las implementaciones para alcanzar el orden O(n.log(n))
fueron sugeridas por Min Chih Lin [28].

Por tltimo, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones de esta tesis y
algunas posibilidades de trabajo futuro.

1.1 Definiciones basicas y notacion

Denotamos un grafo G por un par (V(G), E(G)), donde V(G) reprasenta un
conjunto finito de vértices, y E(G), un conjunto de pares no ordenados de
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vértices de G, llamados aristas. Sean n = |[V(G)| y m = |E(G)]|.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v, w) € E(G). Decimos
que v y w son los extremos de la arista.

Un grafo orientado G est4 formado por un par (V(G), E(G)), donde V(G)
representa un conjunto finito de vértices, y E(é), un conjunto de pares or-
denados de vértices de G, llamados aristas. Un vértice v es adyacente a otro
vértice w en G si (v — w) € E(G).

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene el
mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son adya-
centes en G si y sélo si no son adyacentes en G. A

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G) y E(H) C
E(G)N(V(H) x V(H)). Si V(H) = V(G), decimos que H es un subgrafo
generador de G. Dado un conjunto de vértices X C V(G), el subgrafo de
G inducido por X es el subgrafo H de G tal que V(H) = X y E(H) es el
conjunto de aristas de G que tiene ambos extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién entre V(G) y
V(H) que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Un camino simple en un grafo G es una secuencia de vértices distintos
P = vy,...,u;, donde (v;,vi+1) € E(G), para 1 < i < k — 1. Una cuerda
en P es una arista que une dos vértices no consecutivos de . Un circuito
en un grafo G es una secuencia de vértices C' = vy, ..., Uk, DO necesariamente
distintos, donde v, = vg, v (v3,v;41) € E(G), para 1 <i < k — 1.

Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices C' = vy, ..., Uk, Uk+1,
donde vy, ..., v es un camino simple, v; es adyacente a vg, v; = Vg+1 ¥ kK > 3.
Una cuerda en C es cualquier cuerda del camino vy, ..., vg. Si los vértices que
unen la cuerda en C estan a distancia 2, decimos que la cuerda es corta. Un
ciclo es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos C}, al ciclo inducido
por k vértices (C3 es también llamado tridngulo).

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G,
existe un camino de v a w.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son
adyacentes. Llamamos K, al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el
subgrafo inducido por M es completo. Un clique es un subgrafo completo
maximal de G.

Sean G, y G dos grafos que poseen el mismo conjunto de vértices. La
union G, U G es el grafo que posee los mismos vértices que G; y Go, y las
aristas de F(G1) U E(Gy).

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad de
Helly. Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan de a pares
tiene interseccion no vacia.

Las definiciones que no fueron dadas aqui pueden encontrarse en [6], [9],
(18] 6 [22].



Capitulo 2
Grafos overlap de arco-circulares

2.1 Generalidades

Recordaremos aqui las definiciones de las clases de grafos arco-circulares y
overlap de arco-circulares, utilizadas con frecuencia a lo largo de este capitulo.

2.1.1 Grafos arco-circulares

Un grafo G es arco-circular si existe un conjunto de arcos ¢ (que llama-
mos representacion) alrededor de un circulo y una correspondencia 1-1 entre
vértices de G y arcos de p, de manera que dos vértices distintos son ad-
yacentes si y sblo si los arcos correspondientes se intersecan. Es decir, un
grafo arco-circular es el grafo interseccién de arcos alrededor de un circulo.
Supondremos en este trabajo que los arcos son abiertos. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos asumir que ningin par de arcos tiene un extremo comun
y que ningin arco cubre el perimetro total de la circunferencia. La Figura
2.1 muestra un grafo arco-circular y una representacién posible para él.

V2

V1 V3
Ve

A

Ve

V5 V4

Figura 2.1: Grafo arco-circular y una posible representacion.

2.1.2 Grafos overlap de arco-circulares

Como se menciona en la introduccion, el grafo overlap de una familia finita de
conjuntos no vacios se obtiene representando cada conjunto por un vértice.
Dos vértices estaran conectados por una arista si y sélo si los correspondientes
conjuntos se intersecan pero ninguno esta incluido en el otro.

Si llevamos este concepto a los grafos arco-circulares, vemos que un grafo
G es overlap de arco-circulares si existe un conjunto de arcos ¢ (que nueva-
mente llamamos representacion) alrededor de un circulo y una corresponden-
cia 1-1 entre vértices de G y arcos de ¢, de manera que dos vértices distintos

4



2.2. Ordenes circulares 5

son adyacentes si y solo si los arcos correspondientes se solapan. Dos arcos
se solapan cuando su interseccion es no vacia, pero ningin arco estd incluido
en el otro. La Figura 2.2 muestra un grafo overlap de arco-circular y una
representacion posible para él.

V4

V2 V3

V5 V1 \_/

V1

Figura 2.2: Grafo overlap de arco-circulares y una posible representacion.

2.2 Ordenes circulares

Las definiciones, lemas y propiedades que presentamos en esta seccién son
introducidas por primera vez en esta tesis y seran utilizados en la siguientes

secclones.
Sea ¢ una representacién arco-circular de un grafo G. Sean i, j, k extremos

distintos correspondientes a arcos de . Diremos que j estd entre i y k si
partiendo de 4, y recorriendo el circulo en sentido horario, j se encuentra

antes que k.

%\

N

Figura 2.3: En este ejemplo, el extremo j  esté entre i y k"

o 7 " = 7 "
Sea ¢ una representacién arco-circular de un grafo G. Sean [v;,v;] y
’ ” . . " B
[v;,v;] arcos de ¢ correspondientes a vértices Ui, Vj e V(G) (v; le sigue a
’ . . . / 7 .
v; en el sentido horario). Diremos que el arco [v;,v;]| corta al arco [v;,v;] si
. ’ . , . . !
partiendo de v;, y recorriendo el circulo en sentido horario, v; se encuentra
" = ™ % Gia W
antes que v; . Notemos que esta propiedad no es simétrica, dado que v; y v;
se cortan mutuamente sélo cuando ambos cubren todo el circulo.
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P r—

RN

Figura 2.4: El arco [v;,v; ] corta al arco [v},v]].

Sea G un grafo, Q e I una particién disjunta de aristas G=QUI desu
complemento Gy R;, un orden lineal vy, , ..., v,, de los vértices de G asociado
a vy € V(G). Sea v, = vy,. Para simplificar la notacién diremos que v; < or
bajo un orden Ry cuando Rj asigna a v; una numeracién menor que a Vg
Luego Ry, es llamado un orden circular asociado a v, Q e I cuando:

L. (vp,vx) ¢ E(I).
2. Si bajo Ry vale v; < vy entonces (vp,v;) ¢ E(I).
3. Bajo R, vale v, < v.

4. Si existen tres vértices tales que bajo R; vale v; < vy < vj;, bajo R; vale
v; <v; < vy (v, v5) € E(G) entonces (v, v;) ¢ E(Q).

5. Cualquier vértice distinto de v, que cumple todos los items presentados
es numerado por el orden Rj, con un nimero menor.

6. Sean R,3y Ris los 6rdenes que quedan definidos si s6lo valen las condi-
ciones 1, 2, 4 y 5. Si estos ordenes asi definidos no cumplen la condicién
3, luego:

(a) vp < v,y en R, para todo v;,, tal que bajo R,3 qued6é numerado
entre 1 y el niimero asignado a .

(b) v < i, en Ry para todo v;,, tal que bajo Ri3 quedé numerado
entre 1 y el nimero asignado a vg.

Una orientacion G_l;k de G es inducida por un orden circular Ry cuando (v; —
v;) € E (Gr,) = i < j. A fin de simplificar la notacién, para representar cl
orden de los vértices de G bajo el orden circular Ry se notard [vy, ..., Un)r,

Sean Ry = {vi,,..,Un, }, Rs = {v1,,..., U} dos érdenes circulares aso-
ciados a vg,vs € V(G). Diremos que Ry es un desplazamiento circular de
R, cuando dj,1 < j < n, tal que Ry puede definirse en funcién de R, de la
siguiente manera:

Uity sit+7J<n,

Vg, — ;
V(j+i—n)s S1 110.

Por ejemplo, [v, vs,v1,v7] es un desplazamiento circular de [vy, v7, ve, vs)].
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Sea @ una representacion arco-circular de un grafo G, donde a cada v; €
V(G) le corresponde un intervalo [v;,v; | y sea s,, una funcién asociada a v;
€ V(G) cuyo dominio es el conjunto de los extremos de los arcos de ¢ y su
imagen es N[1..2n]. Diremos que s,,; es una linealizacion candnica asociada
a v; cuando se comporta de acuerdo a la siguiente construccion:

. 7 . e ’ . .
1. Fijar el cero del circulo en la posicion de v;. El crecimiento de los
angulos se define en sentido horario.

= /4 ”n / " '3 "
2. Sea el conjunto de todos los extremos 3 = {vy, v, vy, vy, ..., 0,0, }
3. Primera etapa:

. . " . 4 "
(a) Eliminar de 3 los extremos v; tal que su arco asociado [v;,v; |
4 "
corta al arco [v;,v;].

. ’ , . .
(b) Partiendo de v;, recorrer el circulo en sentido horario, numerando
en sentido creciente y consecutivo los extremos de los arcos que
pertenecen a (3 a medida que aparecen.

4. Segunda etapa:

. " o« .
(a) Sea & el conjunto de todos los v; que se eliminaron de 3 en la
primera etapa.

(b) Partiendo de v;, recorrer el circulo en sentido horario y, continuan-
do con la numeracién de la primera etapa, numerar en sentido
creciente y consecutivo los extremos de los arcos que pertenecen
a ¢ a medida que aparecen.

: s 5 Y ¥ i ’ "
Figura 2.5: Linealizacién canénica en funcién del arco [v;,v;]

3 s . ’ ’ 4
A fin de simplificar la escritura, cuando valga s, (v;) < s,,(v;,) se notara
’ ! . . ’ .
[s(v;) < s(vy)];- Con frecuencia se trabajardn con funciones s,, donde v; es
el primer vértice en funcién de un orden circular R;, luego, nuevamente para
!

‘ . . - 5 '
simplificar la escritura, en lugar de escribir s, (v;;), se notard [s(v;)] -



2.2. Ordenes circulares 8

Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo. Diremos que Ry es un
orden circular candnico asociado a v, € V(G) cuando define una numeracién
U1, ..., Un, SObre los vértices de G tal que existe una linealizacién candnica Suy,

! ’ . . .
iobre p tal que v; < wv; < [s(v;) < 5(v)]R, ¥ V1, es elegido de la siguiente
orma:

e Sea A el conjunto de todos los arcos que cortan a [vy, vy .

ot i 2 ’ ” L,
e Eliminar de A los arcos que junto con [v,,v,] cubran todo el circulo.
e Si el conjunto A es vacio entonces vy, = .

. . / , . . .
¢ Si no, partiendo de v, recorrer el circulo en sentido anti-horario hasta
’, . /
encontrar el dltimo v; € A. Tomar v;, = v;.

Por ejemplo, si vemos la figura 2.5, el orden circular canénico R; asociado
a v; queda definido de la siguiente manera: R; = {v,, v}, Ug, Uy }.

Lema 2.2.1 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G. Si Ry y
R, son dos ordenes circulares candnicos asociados a v, v, € V(G), entonces
Ry es un desplazamiento circular de R,.

Demostracién. Sea R, = [v1,...,U)r, ¥ Rt = [v1,...,U,]g, ¥ supongamos
que R; no es un desplazamiento circular de R,. Luego existe v;, tal que
se cumple que v;, = Vj, Pero v, # v_1,. Esto significa que comenzando
del extremo v, en ¢ y recorriendo el circulo en sentido horario en algiin
2 ’ ; / . :
punto se alcanz6 a v;_,, y seguidamente a v; . Sin embargo, al construir a
% b i % 3 Y ’ s /
R;, siguiendo el mismo procedimiento artiendo de v, , se alcanzé a v,_
) 1t J—1:
. ’ .
para encontrar seguidamente a v;,. Esto en un absurdo, dado que partiendo
’ . , o > . . .
de v;_ y recorriendo el circulo en sentido anti-horario el primer comienzo de
. / . /
arco que se encuentra es o bien v;_;, o bien v;_, . Por lo tanto R; es un
desplazamiento circular de R,.O

Lema 2.2.2 Si ¢ es una representacion arco-circular de un grafo G y Ry
es el orden circular candnico asociado a vy, € V(G), entonces existe una
particion disjunta de aristas G = Q U I de su complemento G tal que Ry, es
un orden circular asociado a vy, Q e I.

Demostracién. Partimos las aristas (v;,v;) € E(G) en subgrafos @ e I de
la siguiente manera:
! " ’ 1" 7 : .
(vi,v) € E(Q) < [v;,v;] y [v;,v;] estdn uno incluido en el otro.
7 ” 4 " % .
(vi,v;) € E(I) & [v;,v;] y [v;,v;] no se intersecan.
Veamos ahora que el orden circular canénico Ry, asociado a v, Q e I cum-
ple con las condiciones necesarias para ser un orden circular. Para ello verifi-

caremos que se cumplen las condiciones (1)-(6) impuestas en la definicién de
orden circular. Sea v, = v,. Por construccién vale (1) (v,, vx) ¢ E(I), dado
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que el extremo elegido como primero en la construccién se interseca con vy.
Todos los vértices que quedaron numerados entre v, y v se intersecan con
vp, dado que v, se interseca con vy y se numeré a los vértices recorriendo el
circulo en sentido horario, partiendo de v,. Por lo tanto (2) si bajo Ry, vale
vj < vy entonces (vp,v;,) ¢ E(I). Como v, junto con vz no cubren todo
el circulo y lo mismo sucede con v, y vy, (por construccién), partiendo del
extremo 1;1 y recorriendo el circulo en sentido horario, primero se encuentra
a vp y luego a ;. Por lo tanto, (3) bajo R, vale v, < v. Para probar (4)
supongamos que valen las hipétesis pero (v;,v;) € E(Q). Como bajo R, vale
i <t < j esto significa que el arco [v;,v,] estd incluido en el arco [v],v/] v
como (v, v;) € E(G) yt < j bajo Ry, el arco [v;, v, | corta al arco [v;,w;']. Por
la pou(non de los arcos, esto significa que el arco [v;, v; | también corta al arco
[7} ] al numerar los arcos bajo el orden R; vale i < j. Esto es un absurdo
dado que por hipdtesis bajo R; vale j < i. Por lo tanto (v;, v;) ¢ E(Q).
Para probar el punto (5) se presentan dos alternativas:

Caso 1: Supongamos que no existe v, tal que vy corte a v, . Luego, por
construccion, v, es el vértice que cumple con todos los items anteriores y
numera a vy con la maxima numeracién. Bajo estas condiciones al eliminar
la condicién (3) ésta sigue valiendo, con lo cual la condicién (6) también se
cumple.

Caso 2: Supongamos que existe v, tal que v, corta a v, . Por construccién,
V. # Up. Veamos entonces que no es posible que v, cumpla las seis condiciones
impuestas. Supongamos que si y que v. = v,. Si se elimina la condicién (3),
los 6rdenes definidos son tales que v. < v bajo Rgs y v < v, bajo R.3, por lo
que no cumplen la condicién (3). Luego se deben cumplir (6a) y (6b). Pero
la condicién (6b) no se cumple dado que v, bajo Rxs quedé numerado entre
1 y el ntimero asignado a vy, y por lo tanto la condicién (6b) exige que bajo
Ry, valga v, < v y esto es imposible ya que v, = v,. Por lo tanto no se puede
elegir a un vértice v, tal que vy corte a v.. Notar que esto cubre el caso en
el que v,, junto con v, cubren todo el circulo, con lo cual el algoritmo de
numeracién presentado funciona correctamente y Ry es un orden circular. O

Corolario 2.2.1 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y
. 5 c ’ "
sea Ry, un orden circular asociado a vy € V(G). Si [u,v,] es el arco de ¢
P . g . ’ ”
asociado a vy, entonces vy, es un vértice tal que su arco asociado [U1ka7’1k]

en ¢ no es cortado por el arco [vy,, vy ).
Demostracion. Trivial, dada la demostracién del caso 2 del lema 2.2.2. O

Corolario 2.2.2 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y
A 5 5 /8 1
sea Ry un orden circular asociado a vy € V(G). Si [v,, v, es el arco de ¢
. PR . ' "
asociado a v, entonces vy, es un vértice tal que su arco asociado [vy, ,v,,]

’ "
en ¢ corta al arco [vy,v;].

Demostracién. Trivial, dado el corolario 2.2.1 y sabiendo que, dado que
Ry, es un orden circular, vale vy, v ¢ E(I). O
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Corolario 2.2.3 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y
sea Ry un orden circular asociado a vy € V(G). Sea [vy,v,] el arco de ¢
; " v e i s ron
asociado a vi. Siv; € V(G) es un vértice tal que su arco asociado [v;,v; | en

@ es cortado por el arco vy, v, ], entonces vale k < i.

Demostracién. Como [v;, v, ] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.1, v; # vy, .
Supongamos por el absurdo que i < k bajo Ry. Esto significa que partiendo
’ s 7 = B 5
de v;, y recorriendo el circulo en sentido horario primero se encuentra el
’ ! . .
extremo v; y luego v,. Esto significa que v'lk se encuentra entre 'v;g y v;.
’ ” 7 ” . . ’ 17 ’ ”
Como [v,, 1] corta a [v;,v;] esto implica que [v,, v, ] corta a [v;,,v;,]. Esto
es un absurdo dado el corolario 2.2.1. Por lo tanto bajo Ry vale k < i. O

Corolario 2.2.4 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y sea
Ry, un orden circular asociado a v, € V(G). Sea [v,,, v, el arco de o asociado
av. Siv; € V(Q),v; # v, es un vértice tal que su arco asociado [v;,v; | en
¢ corta a [v,,v,], y ambos arcos no cubren todo el circulo, entonces el arco

’

[v;,.v;, ], asociado a vy, corta a [v;,v;].

. 2 g ” ’ ”

Demostracién. Supongamos que [v;,,v;,| no corta a [v;,v;]. Dadas las
. ’ . . ’ " 4 "
hipGtesis, y por el corolario 2.2.2, sabemos que tanto [v; ,v;,] como [v;,v; ]

! 4 n ! " ’ n
cortan a [vy,v,]. Luego lo que debe suceder es que [v;,v;] corta a [v,, vy, |-
Por lo tanto v; cumple con todas las condiciones para ser el primer vértice de
Ry, y numera a v con una numeracién mayor que la asignada por v;,. Esto

’ . . ’ ”
es un absurdo dado que vy, # v;, luego la tnica alternativa es que (v, v; |

! ”n
corte a [v;,v; .
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2.3 Caracterizacién de grafos overlap de arco-
circulares

Para la formulacién y demostracién de la caracterizacién de los grafos overlap
de arco-circulares (CAO), utilizamos ideas propuestas en una caracterizacién
para grafos circulares de J. Szwarcfiter. El teorema planteado por Szwarcfiter
es el siguiente:

Teorema 2.3.1 ([35]) G es un grafo circular si y sélo si existe una particion
disjunta de aristas G = QU I de su complemento G y un orden lineal R de
sus vértices, tal que las orientaciones G, Q I inducidas por R satisfacen
para i < j <k,
(B1): (v; > v;) € E
(B,?) (’Ui — ?Jj) ekl
(B3): (v —v;) € E
(B4): (v —v;) € B
(B5): (v; »v;) € E

O QL Qi
>3 5 |

El teorema que caracteriza a la clase CAO toma las ideas bdsicas del
teorema 2.3.1 y refuerza las condiciones pedidas sobre el grafo. De esta
manera se pueden sortear las dificultades adicionales que se presentan al
trabajar con representaciones en overlap de arcos circulares.

Teorema 2.3.2 G es un grafo overlap de arco-circulares si y solo si existe
una particion disjunta de aristas G = Q U I de su complemento G y para
cada vértice v € V(G) existe un orden circular R, asociado a v, Q e I tal que
las orientaciones G;gv, Q}m, I;v ducidas por R, satisfacen
para i < j < k,
(B1): (v; = v;) € E(Ig,) = (v; — v) € E(Ig,). )
(B2): (vi — v;) € E(Qr,) A (v — w) € E(Qr,) = (vi — u) € E(Qr,)-
(Bg) ( Vi — U; ) & E(GR ) A (’UJ —% ’Uk) (& E(GR ) (Uz' — ’Uk) ¢ E(QRz)
(B4): (vi — v;) € E(GR YA (vj — vg) € E(IR) (v; — k) € E(Ig,).-
(B5): (v; — v;) € E(Qr,) A (v; — v) € E(Gr,) = (vi — v) & E(Ig,).
y R, es un desplazamiento circular de Ry para todo s, t € V(G).

Idea intuitiva sobre la demostracién.

La idea basica que utilizamos en la demostraciéon del teorema consiste en
“linealizar” la representacién en arcos circulares de G por medio de un orden
circular. Cada orden circular asociado a un vértice vy € V(G) asigna una
numeracion a los vértices del grafo, que permite “ver” a la arcos a través de
un orden total, definido por la funcién Suy, -

Si bien bajo este orden puede perderse informacién sobre algunos solapa-
mientos entre arcos, el orden R, mantiene los solapamientos entre el arco
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asociado al vértice v, con el resto de los arcos. De esta forma, la funcién Svr,
asigna a los extremos de los arcos un orden tal que respeta sus posiciones
relativas en funcién del arco asociado a vy.

Una vez fijado el orden circular, el grafo debe cumplir las condiciones
(B1)-(B5). Si esto sucede para cada vértice del grafo, el grafo es overlap de
arco-circulares

Demostracién.(=) Sea G un grafo overlap de arco-circulares, ¢ una re-
presentacién en arcos alrededor del circulo de él y sea R; el orden circular
canénico asociado a v; € V(G) para cada vértice de G. Partir las aristas
(vi,v;) € E(Q) en subgrafos @ e I de la siguiente manera:

(v:,v;) € E(Q) & (s(v) < s(v;) < s(v; )< s(4] )]RV
[s(v;) < 5(v;) < s(v) < 5(v})]r,)
(v3,v5) € E(I) & [s(v]) < s(up)lr, V [s(v;) < s(v)]r,

Como R; es un orden circular canoénico, esto define una particién disjunta
de aristas del complemento de G, donde en I estdn las aristas de G que
en la representacion sus vértices correspondientes no se intersecan, y en )
las aristas de G que en la representacién sus vértices correspondientes estdn
incluidos uno en otro. De esta forma, por el lema 2.2.2, quedan definidos n
6rdenes circulares. Sean C:;{i, Q;i, I;i las correspondientes orientaciones de
G, @ e I inducidas por R;. Veamos ahora que se cumplen (B1)-(B5).

B1: Como (v; — v;) € E(Ig,), tenemos [s(v]) < s(lr V [s(v]) <
s(v;)|r,. Ademés dado que sabemos que bajo el orden R; vale i < j, esto
implica que [s(v; ) < s(v )] r,- También sabemos que bajo R; tenemos j < k
por lo que, por construccién de s, vale [s(v;) < s(v;)]r,. Por lo tanto,
[s(v; ) < s(v,)]R, con lo cual (v;,v:) € E(I), y bajo R; esto significa (v; —
u) € E(Ig,).

B2: Dado que (v; — v;) € E(Qg,) y (v; — vk) € E(QR ) por cons-
truccién de @ sabemos que en la representacion [v;,v; | C [vj, v]] C [vg,v,] ©
bien [vy,v,] C [v},v;] C [v;,v;]. Pero como bajo el orden R, vale i < j < k,
dado que R, es un orden canénico su construccién implica que [v;,v;] C
[vj, vJ] C [vy,v;]. Por lo tanto bajo el orden R; vale i < k y eso implica que
[s(v;) < s(vy,) < s(v,) < 8(v; )]r,. Por construccién de @Q, esto significa que
(vi, ) € E(Q), y bajo el orden R, vale (v; — v;) € E(Qg, ).

B3: Tenemos que (v; — v;) € E(Gg,) y (v; — w) € E(Gg,). Como
R; es un orden canénico y vale i < j < k, tenemos que [s(v;) < s(v;) <
s(v;) < s(;)r y [s (v;) < s(v,) < s(v;) < s(vy)|r;- Esto implica que
[s(v;) < s(vp)lr; v [s(vy) > 5(;)]|R,, con lo cual, por construccién de Q,
tenemos que (v;,v) ¢ E(Q). Por lo tanto, (v; — v) ¢ E(Qg,)

B4: Sabemos que (v; — v;) € E(Gg,) y (v; — ) € E(Iz,). Como R;
es un orden canénico y vale i < j < k, tenemos que [s(v;) < s(v;) < s(v;) <
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s(v;/)]ni y [s(v;') < 5(v)|gr,. Esto implica que [s(v;) < s(v;)]r,. Luego,
por construccién de I, tenemos que (v;,vx) € E(I) y bajo el orden R; vale
(’Ui “re ’Uk) € E(IR,)

B5: Como (v; — vj) € E(Q}u), por construccion de () sabemos que un
arco estd incluido en el otro. Como ademés bajo R, vale i < j y como R, es
un orden canénico, sabemos que el arco [ v;,v; ] estd incluido en [v' v;], por
lo que vale [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s( g, Por otra parte tenemos que
(v; — ) € E(Gp,), con lo cual [s(v ) < s(v) < s(v ) < s(v,)]g,- Por lo
tanto, llegamos a que [s(v;) < s(v,,) < s(v; )]g,, es decir, que ambos arcos se
intersecan. Veamos ahora que sucede bajo el orden R;. Si los arcos [v;, v |
vy [v},v,] no cubren todo el circulo, por construccién del orden canénico R;
vale que i < j < k. Por otra parte, si [v;,v;] ¥y [v,v;] cubren todo el
circulo, significa que v, no fue tomado en cuenta como candidato para ser
el primer vértice de R;, por lo que también vale i < j < k. Por lo tanto
las desigualdades que valian para R, también valen para R;. Luego, por
construccion de I, vale (v;,vy) ¢ E(I), y esto significa que (v; — vg) ¢
E(In,).

Por 1ltimo, por el lema 2.2.1, R, es un desplazamiento circular de R, para
todo s, t € V(G).

(<) Sea G un grafo, G = Q U I una particién disjunta de aristas de
su complemento G y para cada vértice v € V(G) existe un orden circular
R, asociado a v tal que las orientaciones G;gv, Q;v, I;;U inducidas por R,
satisfacen (B1)-(B5). Ademds, R, es un desplazamiento circular de R; para
todo s, t € V(G). Probamos que G es un grafo overlap de arco-circulares. El
argumento es por induccion en n. Sin = 1 no hay nada que probar. Vamos a
probar que podemos construir una representacion de arcos [v;, '0;'] alrededor
del circulo tal que:

(CO) [s(v;) < s(v )]Rv <> i < j bajo R,

(C1) (vi,v;) € E(G) & [s(v;) < s(v;) < s(v; )< S(U RV
[( ')<8( ') s(vj) < s(v;)]r,

(C2) (vi,v;) € E(I) & [s(v}) < s(vj)]m; V [s ( v;) < 8(v)]r;

Como una consecuencia de (C1) y (C2) vale:

(C3) (vi,v) € E(Q) & [s(v;) < s(v;) < 8(’();-,) < 5(v; )R,V
[s(v;) < s(v;) < s(v;) < 8(v])]=,

Las implicaciones (B1)- 'B5) se mantienen validas cuando nos restringimos
a los snbgrafos inducidos G’ de G (y también se mantienen validas para G').
Por lo tanto, podemos aplicar la hlpotems inductiva a G - vy, donde vy, es un
vértice cualquiera de G numerado bajo el orden Ry, de forma que v, = v, para
algin ¢ entre 1 y n. Esto nos permite construir un conjunto de arcos alrededor
del circulo ¢ — v,,, con arcos correspondientes al conjunto de vértices G -
{v, } v tal que (CO0), (C1) y (C2) son satisfcchas. Lucgo obtenemos un nucve
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conjunto de arcos alrededor del circulo insertando apropiadamente en ¢ — vy,
un nuevo intervalo [v;,v, |, sin cambiar las posiciones relativas de los otros
arcos. Este nuevo intervalo corresponde al vértice v;,, v se inserta de la
siguiente manera:

\ 5 .o 7
(D1) Posicion de v, .
e Insertar inicialmente a v, entre v, 1, y v, 11, de tal forma que no exista

e Desplazar a v, . €n el sentldn anti-horario mientras exista algiin extremo

144
| I SOy R OTE 1
orepase a uulg,un extremo v; tal

(@)

de arco entre vtk ¥y v,_, , Yy Do se s
que:

1. (v;,v) € E(I).

2. Bajo Ry valga t <4

(D2) Posicion de 'n”

e Insertar inicialmente a Ut entre v;_ 1. Y Ut de tal forma que no exista

ningln extremo de arco entre vtk y vtk

4 " . -
de arco entre v, y v, y se cumplan las siguientes ¢ ndlcxones
” ey

1. No sobrepasa:f aningun v; tal que (v;,v;) € E(G) y al sobrepasarlo
f/U ’U quede incluido en [ ]

TR s L”’L’ N
2. ’\U boblepabcu a ningan U " tal que wl, Ut) € E(Q) y al sobrepasarlo
[7) v, J deje de estar mcluldo en [vt, ?)tj

I

3. No sobrepasar a ningin v; tal que (v;,v;) € E(Q) y al sobrepasarlo
/ ’/ "
[v,,v, ] deje de intersecar a [v,,v, .

Probamos que el grafo resultante de la construccion anterior satisface la
hipétesis. Las condiciones (C0), (C1) y (C2) valen para los vértices v; con
i # t por hipétesis inductiva. Mostramos que la construccidén ¢ satisface
estas condiciones en relacién al vértice v;. Estas condiciones son:

(E2) (v;,v) € E(I) < [s(v;)

A lo largo de la demostracién a los contrarreciprocos de (B1)-(B5) los
llamaremos («<=B1)-(<B5).
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Prueba para (EO0).
Por hmévw sis inductiva tenemos que [s(v;) < s(v )

]
J
con z j 7— ‘7eam0° qae esta Oropledad ta‘nulu vale p"m t ba*e By Por

[s(v;_y) < s(vy) < s(vt+1)ij y naturahnente bajo R valet —1 <t <t+ 1.
Por lo tanto [s(v;) < s(v;)|r, © @ < j bajo Rj. Analicemos ahora los que
sucede con R,, g # k Como R, es un desplazamiento circular de Ry, bajo

R, el vértice v; es el inmediato posterior a v;_; o el inmediato anterior a v,

Caso 1: v, es el inmediato posterior a v,_; bajo R,.

. ’ . !
Por construccién de s, [s(v,_ 1) < (%)Lq y por hipdtesis tené;smos [5(}%—1) >
s ( ))&, para todo i > t+1. Ademds vale P— 1 < t, luego [s(v;) < s(v;)|r, &

< j bajo R,.

Caso 2: v; es el inmediato anterior a v bajo R,.
* 2 . 7 . 2
Por construccién de s, [s(v,) < s(v, )|, ¥ por hlpotems tenemos [s(v;) <
'z 4 & g .
s(vi41)|r, Para todo i <t — 1. Luego [s(v;) < s(v )] R, €1 <j bajo R, .

Por lo tanto queda probado (EQ).

Prueba para (E1).
/ / ”
(=): Asumamos que (v;,v;) € E(G). Si [s(v;) < s(v) < s(v;) <
s(v )|r, V [s(@t) < s(v;) < s(v,) < s(v; )|g, es falso, como la construccién
4 " X% . >
de s asegura [s(v;) < s(v;)]r, ¥ [s(v;) < 5(v;)],, lo nico que podria pasar
es uno de los siguientes cuatro casos:
! 144 /3 "
1. [s(o) < 5(0) < 5(6}) < 5 I
% " / 14
2. [s(0}) < s(0) < 5() < 5(6])]
! ! I
3. [s(v;) < s(v,) < s(vy ) )R,
4. |s(v,

3 14 ! 14
Por construccién de s, sabemos que el arco [v;, v; | no corta al arco [v;, v, ].

7
’ "
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Asumamos que [v;,v, | corta a [v;, v, |.
Por construccién de s sabemos que v; # v, y que ambos arcos no cubren todo
v . ’ 7 ) A
el circulo, luego por el corolario 2.2.4, vale que [v; ,v; | corta a [v,, v, ]. Como
’ 7" o ” o 5 e F N
[v,,v,] corta a [v;,v; ], por construccién de s tenemos que [s(v,) < s(v;)]r,-
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Esto es un absurdo, dado que contradice las hipétesis. Por lo tanto, los arcos
[v;,v;] v [v;,v,] no se intersecan. )

Luego por (D2), al posicionar v, se sobrepaso a v; y los arcos dejaron de
intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (v;,v;) ¢ E(G), una contradic-

cion.

Por construccién de s, sabemos que el arco [v;, v, | no corta al dI(‘O [v;, v} ].
\ewmos que tampoco pasa lo contrario. Supongamos que fv v tu a
[v,, v, ). Luego por el corolario 2.2.3, bajo I?; vale i < t. Luego por \EO),
[s(v;) < s(v;)]r,- Esto es una contradiccién, con lo cual ambos arcos no se
intersecan en la representacion.

Luego, por (D2), al posicionar v; se sobrepasé a v; y los arcos dejaron de

intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (v;,v;) ¢ E(G), una contradic-
cion.

1 .2 2 {7

Por construccion de s fenemos que en la representacién el arco [v,, v, ]

s . .. " 7 "
est4, incluido en el arco [vz, v; Por (D2), al posicionar v, se sobrepaso a v,

y en ese momento el arco [v}, vt ] pasé a estar incluido en [v}, v;]. Por (D21)

tenemos (v;, v) ¢ E(G), una contradiccion.

Caso 4: [s(0}) < s(2}) < s(of) < ()],

=
o2 ’ 7 P .

Por construccién de s sabemos que el arco [v,, v; | estd incluido en el arco
! 4
Uy, Uy |- .

Por (D2), no se sigui6 desplazando a v, en sentido anti-horario porque

. X " " . . ;

existe un extremo de arco entre v; y v, que cumple con una de las siguientes

condiciones:
. "
1. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v,] queda

AN 4

| Lii as1
incluido en LQ/]-, 1
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2. Existe un v}' tal que (v;,v:) € E(Q) v si se lo sobrepasa, [z;,'uJJ deja
. . 7 ”

de estar incluido en [v;, ut}

3. Existe un 7);— tal que (v;,7;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v; ]| deja de

\ s
Il-l '
.J_

4
ntersecar a [v;,v

Si v; = v, estamos en la cond1c10n 2 y (v”vt ) € E'(Q) Esto 0 es

z 7

. ’ 14
Caso 4.1: Existe un v; tal que (vj,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [vts v |
queda incluido en [vj, vj Js

e

if:\\
Analicemos qué sucede bajo el orden R; en funcién de las posiciones
. ’ "
relativas de los extremos de los arcos. Sabemos que el arco [v;,v;] corta a
7"
[v;,7;]. Como v csta cnt rc v, y vt, cl arco [v;,v; ] cs mcluldo cn cl arco

i
v, ] con lo cual [v v J corta a lv v; ]. Por el cormarlo 2.2.3, baJo R- vale

o
J <t
tenemos que Ls(vj) < s(vt,, < 3\@i)JRj, y por (EO) b&_]O Rj valc j<t<i

Por otra parte, vale [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v)] Ry luego por (C3
tenemos que (v;,v;) € E(Q). Luego, (v; — v;) € (QR y (v; — v)
E(G}J) Por (<B3), (v, — v;) ¢ E(G—I}j) y como t < i vale (v;,v;) ¢ E(G).
Esto es un absurdo, por lo que este caso no puede ocurrir.

Caso 4.2: Existe un v; tal gue (v, v) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;, v;]
deja de estar incluido en [v;, v, |.

Esto significa que el arco [v;,v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v}, v;]. Por
el corolario 2.2.3, bajo R; valet < 1,3

Bajo este caso se presentan tres alternativas en funcién de la posicién del
extremo vj.

’ 4 ”
Caso 4.2.1: v; se encuentra entre v; y v;.
‘/L,—ct l\J\'

X
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14 n .
[v;,v;] no se intersecan. Por

-’ ’ ”
Como en la representacion los arcos [v;, v, ] v
) . Luego, por (C2),

construccién de s vale [s(v; ) < s(-v;-)]y_i \% [s(-v;'
(’l)i,?}j) & E(I) )

Bajo R; tenemos que ¢ < i,j. Por la posicion relativa de v;, sabemos que
[s(v;) < s(v;)]R, y por (E0), esto implica que t < i < j. Luego, (v; — v;) €
E(Iz) y (v — v;) € E(Qg,). Por (<B4), (v, — v;) ¢ E(Gg,) y como t < i
vale (v; — v,) ¢ E(G). Esto es una contradiccién.

’ ’ "
Caso 4.2.2: v; se encuentra entre v; y v; .

En la representacién los arcos [v;,v;] y [v;,v;] se solapan. Como [v], ;]
corta a {1/;,1/;'], por el corolario 2.2.3 bajo R; vale ¢ < j y esto implica que
[s(v;) < s(v;) < s(v]) < (v} )R, Por (C1), (v;,v;) € E(G).

Bajo R; tenemos que t < i, 7. Por la posicién relativa de 1);7 sabemos que
[s(v;) < s(v;)]m, y por (E0), esto implica que t < i < j. Luego, (v; — v;) €
E(GR,) y (v, — v;) € E(Qg,). Por («<B3), (v, — v;) ¢ E(Gg,) y como t < i
vale v;, v; ¢ E(G), un absurdo.

Caso 4.2.3: v;- se encuentra entre v, y ;.
i B,
;___t\-\

En la representacién el arco [v;,v; ] estd incluido en el arco [v,v;]. Como

[v;, v;] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3, bajo R; vale j < iy esto implica
s Iy ;oI AN LAY y N \ -
que [s(v;) < s(v;) < s(v; ) < s(v;)]r;. Por (C3), (vj,v;) € E(Q).

Bajo R; tenemos que £ < i, j. Por la posicién relativa de v;-, sabemos que
[s(v;) < s(v;)]n, ¥ por (ED), esto implica que ¢ < j < i. Luego, (v, — v;) €
E(Qr.) y (v; = vi) € E(Qg,). Por (B2), (v: — v;) € E(Qr,) y como t <
vale (v;,v;) € E(Q). Esto significa que (v;,v;) ¢ E(G), una contradiccion.
Por lo tanto el caso 4.2 no puede ocurrir.

Caso 4.3: Existe un v; tal que (vj,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;,v; ]

. . ’ 1
deja de intersecar a [v;,v;].
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. . 7 14 "
Esto significa que el arco [v,, v, | junto con el arco ffu J] no cubren todo

C re ulo. La posicién d nos indica que el arco [v;,v; | no corta al arco
v;]. El hecho que [fut, fut] J
l] o

. " .
‘CIJIJO en [v,, Jt»}, implica que [’UJ,U ] no corta a [v;,v;]. Por lo
/

a
no cubren todo el circulo sumado a que

el
[v,
[v estd i

J'
y 5 7
77 ’L
tanto, los arcos [U U; | Y Y5 J no se intersecan en la representacion.

Por construccioén de s esto 1mphca que [s(v;) < s(v;) j rV[s(v]) < s(vi)lr
Luego, por (C2), (v;,v;) € E(I).
Como [@' v('] corta tanto a [v;,v;

21

| como a ffu

J, UJJ, por el corolarlo 2.5

mos que bajo R, vale t < i,j. Esto significa que [a\uz) < s(w )JRt y

or (EO0), esto implica que ¢ < i < j. Por lo tanto (v; — v;) € E(IRt) y
v, — v;) € E(Gg,). Por (<B4), (v, — v;) ¢ E(Gr,) y como t < i vale
(vi,v:) ¢ E(G), un absurdo. Esto significa que el caso 4 no puede ocurrir,
de modo que la tnica alternativa es que valga [s(v;) < s(v;) < s(v;) <
s )]r, V [s(v) < s(v;) < s(v) < 5(v;)]r..

C)
w
.c

—~~

f ! ” ’
/(<:) A/.?nmamoq que vale [s(v;) < s(vt) < s(v;) < s(v)g, V [s(v,) <
s(y;) < s(mt) s(v; )]r, v supongamos que (v;,v:) ¢ E(G). Analicemos los
dos casos que se presentan por separado:

Caso 1: [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v;)]r,

~~~~~~ ) D id, s Ut
que si asi f"e a, el ‘em f’ 2.3 nos mria que bajo R; vale i < t y po

llegari'am" a que p\ul ) < S(U;)} R;, Ull absurdo. uucgu, como ambos arcos
no cubren todo el circulo, al desplazar 'Ut' para alcanzar su posicion definitiva
se sobrepaso a vi . Al sobrepasarlo, [v;, J dejo de estar incluido en [vt, utJ
por lo tanto por (D2s) (v;,v;) ¢ E(Q). Por hip6tesis (v;,v:) ¢ E(G), luego

la vinica posibilidad es que (v;,v;) € E(I).
"
Por (D2), no sc siguié acsp;am xdo a v, cn scntido anti-horario porque

1 T = e e e

J 3
existe un extremo de arco entre Ui y Ut que Lluup con una de las mg,ule'“tes

condiciones:

1. Existe un v tal que (vj,v)) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,; | queda

incluido en [v;, v 7]

2. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;,v;] deja

e 7/ J7
de estar mclmdo en [v;,v; .
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3. Existe un v tal que (vj,v,) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v, | deja de
. s
intersecar a [u}, v; |.
. I
Si v; = v;, estamos en la condicién 3 y (v;,1;) € E(G). Esto es un
”

’

absurdo, luego el extremo que impidié el desplazamiento de v, no es v;.
. - Y 1"+
Caso 1.1: Existe un ’UJ tal que (v;,v:) € E(QG) y si se lo sobrepasa, [v;, v, |

queda incluido en [v},v;].

Por la posicién relativa de los extremos de los arcos sabemos que el arco
7, v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v;]. Luego, por el corolario 2.2.3,
bajo R; vale j < t,i. En la representacién los arcos L?/J,?jj ] y va,b”] se
solapan luego por construcmon de s esto implica que [s(vj) < s(v;) < sw]-) %
s(v, Mg, Por (C1), (v;,v;) € E(G).

R N 3 - 7 ¥
(“omo vale § < t,14, dada la posicion relativa de los extremos de los arcos,
7 4 14

por corlstrubcmn de s tenemos que [s(v;) < s(v,) < 8(v;)]x;- Por lo tar:to,
por (E0), bajo R; vale j < t < i. Esto significa que_ (v;j — v) € E(GR;)
y (v; = ) € E(CR Por (<B4), (v, — v;) ¢ E( [n ) y como t < i vale
vi, v, ¢ E(I). Esto contradice la hip6tesis

Caso 1.2: Existe un v; tal que (vj, ’Ut) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;, v;]

. . . / "
deja de estar incluido en [v,, v, ].

Bajo este caso, el arco [v;,v ;
que el arco [v;,v, ] corta tart oa [v v ] como a [v;,v; |. Luego, por el corolario
2.2.3, bajo R, vale t < j,4i. Este caso presenta dos alternativas:

Caso 1.2.1: ’UJ se e

” ’ 14
,w-] estd incluido en el arco [v;,v,]. Sabemos
"

’ ”
ncuentra entre v; y v;.

. / ” . .
Bajo R, vale ¢ , y el arco h,, v;] estd incluido en el arco [v;,v;]. Por

2
2 . . .
s(v;) < s(v;)]R,- Por (EO) tenemos que t < i < j bajo

ey LQ

construccién de s "“le
Ry. Luego (v, — v;) € E(Ig,), pero por (B1) esto implica que (v, — B} &
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M

E(I,). Esto contradice la hipétesis que afirma (v;,v;) € E(Q), con lo cual
este caso no puede ocurrir.

PPN 4 14 ’
Caso 1.2.2: v; se encuentra entre v, y v;.

La posicién de v; nos indica que en la represent.acién los arcos [v;,v; ]y
[v;, ;] se solapan. Como [v},v;] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3, bajo
R; vale j < iy esto implica que [s(v)) < s(v;) < s(v;) < s(v; )]r,. Por (C1)
(U,;vj) é]E(G}; P q 1S( J) ( z) ( j) ( z)JR] ( )>

Como bajo R; vale t < i,j, v fu; se encuentra entre v, y v;, sabemos
que [3(2/;) < 8(v;)]n,. Por ’“‘0) tenemos que bajo R; vale t < j < i y por
construccion de s, (v — v;) € E( (Qr,) v (v; = v;) € E(Gg,). Por (B5),
(v — v;) ¢ E(Ip,) y como t < i vale (v;,v;) ¢ E(I). Esto contradice las
hipétesis, por lo cual cl caso 1.2 no pucdce ocurrir.

Caso 1.3: Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, ]

deja de intersecar a [z v; 7).

~

N

Bajo este caso el arco [v,v;] se solapa con el arco [v;,v;]. Sabemos que
el arco [v,,v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v; |. Luego, por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t < j,1.

Dada la posicién de 177, vale [s(v;) < .s(v;)] r,- Por (E0) tenemos que
t <1i < j bajo R;. Luego (v; — v;) € E(I;;t) pero por (B1) esto implica que
(v — vj) € E(Ig,). Esto contradice la hipétesis que afirma (v;,v,) € E(G),
con lo cual el caso 1 no puede ocurrir.

Caso 2: [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v; )],

A

RN

Veamos primero que bajo este caso (v;,v) é E(I). Suponga,mos por el
absurdo lo contrario. Por (D1) sabemos que vt estd entre 7—’f,—1 Y v,. Por

14 , 7 4 "
otro lado, v; estd entre v, y v,, por lo tanto v; estd entre v, , y v,. Esto
presenta dos alternativas:
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Caso a: v, estd entre v, ; y v,,;. Por (D1), al insertar a v, se sobrepasé
a v, y esto significa que (v;,v;) ¢ E(I). Esto es un absurdo l uego este caso
no puede ocurrir.

Caso b: v" esta entre U; i ¥ v, . Esto implica que el arco [v;,v; | corta al
arwo v, s v, +1 ]y porelco ario 2.2.3 bajo R; valei < t+1. Por construccién

s vale [s(v;) < s(vpy1) < 8(v; )]s y por (C2) esto significa que (v;, viy1) ¢
E(I) Por lo tanto (Vi = vy) ¢ E(IR ) v por («<B1), (v; — v) ¢ E(Ig,).
Como el arco fv v, ] corta al arco [v,,v, ], por el corolario 2.2.3 sabemos que
bajo R; vale i < t, luego (v;,v;) ¢ E(I), una contradiccién.

Por lo tanto (vi,v) ¢ E(I). Como por hipGtesis suponemos que (v;,v,) ¢
E(G), la tinica posibilidad es que (v;,v;) € E(Q)

Por (D2), no se sigui6 desplazando a v, en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre 1) y v, que cumple con una de las siguientes
condiciones:

. ” . 4 "
1. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v;] queda
. . ) ’ ) II]
incluido en [v;, v;].

O

. ” . ¥ ” .
Existe un v; tal que (v;,v:) € E(Q) vy si se lo sobrepasa, [v;,v;] deja
. . / n
de estar incluido en [v,, v, |.
. ’ . g " .
3. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v,,,] deja de
. ’ "
intersecar a [v;,v;].
No puede ocurrir que ’n" = v, , dado que en ese caso estarfamos bajo la
condicién 1 e implicaria que (vi,v;) € E(QG), contradiciendo la hip6tesis.
\ 7 Y\ . 1 r /7 1”4
Caso 2.1: Existe un @, tal que (v;,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;, v, |
. . !
queda incluido en [v;,v;]

RN

Este caso presenta dos alternativas:

”

7 4
Caso 2.1.1: v. se encuentra entre v. v v..
7 b} J 2

4
Luego el a [ ,v; | estd mclmdo en el arco [v},v;]. Como el arco [v}, v;]
I .
corta tanto a [v;, v; | come a [v;,; ], pol el corolario 2.2.3, sabcmos que bajo

\

R; vale j < 'i,z. Esto implica que [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v; i )r,. Por
(C3), (vi,v;) € E(Q).
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Como t < i, j, dadas las posiciones relativas de los extremos de los arcos,
tenemos que [s(v;) < ( wt)J r;- Por (E0), tenemos que bajo R; vale j <i <.
Luego (v; — v;) € E'\QR].) y (v; — vw) € E(Q_;;j). Por (B2), (v; — u) €
E(Q;gj), lo que significa que (v;,v:) € E(Q). Esto contradice la hip6tesis que
afirma (v;,v) € E(G), por lo cual este caso no puede ocurrir.

Caso 2.1.2: v;- se encuentra entre v; y v,.

/ 4
En este aso el arco [v;,v;] se solapa con el arco [v;,v;]. Como [ v;,v; |

g3 g 33 LY e =24

corta a [ J, por el corolarlo .2.3 sabemos que bajo R; vale i < j. Luego
vale s(v ) < s(v ) < s(v;) < s(v;)]r, y por (C1) tenemos que (v;,v;) € E(G).
Como el arco [v;,; | tamhlen corta al arco [v;,v; ], por el corolario 2.2.3

sabemos que bajo el orden %; vale i < j, t. Por las posiciones de los extremos
de los arcos tenemos que 1a('U ) < s(v, ) < 5(v;)]&,, con lo cual, por (E0) bajo
R; vale i < j < t. Esto implica que (v; — v;) € E(Gg,) y (v; — v) €
E(Gg,). Por (B3), (v;,v,) ¢ E(Qg,), un absurdo dado que por hipétesis
(vi, ) € E(Q).

Caso 2.2: Existe un v; tal que (vj,v;) € E(Q) y si se sobrepasa, [v}, V]
deja de estar incluido en [v;,v; ].

1

Aqui se Dresentan dos alternativas
I ”
Caso 2.2.1: v; se encuentra entre v, y v; .

En este caso el arco [v;,v; | se solapa con el arco [’U 1 Sabemos que el

arco [v;,v; | corta tanto a [v; v;,v;] como a [v;, vy |. Luego, por el corolario 2.2.3,

bajo R; vale i < j,t. Por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;) <
7"

s(v; )|r,, con lo cual por (CD vale (v;,v;) € E(G).

Dada la posicién de ¢ UJ, y sabiendo que bajo R; vale i < j, ¢ por construc-
cién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;)]Ri, y por (EO), bajo R; vale i < t < j.
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7

F‘sto significa que (v; — v;) € E(Qr,) ¥ (vt — ;) € E(Qp ). Por (BQ), esto

afirma (v;,v;) € E(G). Por lo tanto este caso no puede ocurrir.

4 ” 4
Caso 2.2.2: v; se encuentra entre v; y v;.

Caso 2.2.2.1: Supongamos que en la representacion los arcos [1 ’UJ] v
’
[v;,v; ] no se intersecan.

Como [v;,v; | corta a { > U; |, por el corolario 2.2.3 bajo R; vale i < t. Si
bajo R; tenemos que j < 4, luego (v; — v;) € E(Ig,) y por (Bl), (v; — v) €
E( I;g) Esto es un Dbsu" o dado que (v;,v) € E(Q) por hipétesis. Por

otro lado 51 bajo R; vale i < j, por construccién de s tenemos que [s{v;) <
s(v,) < sw )r;- Esto por (EO) implica que bajo R; vale i < ¢t < j. Luego
(06— v0) € E(@n) ¥ (0 — v5) € E(@,). Por (B2), (us — 1) € E(G )y
esto es un absurdo dado que hablamos llegado a que (v;,v;) € E(I). Lueg
este caso no puede ocurrir.

N

[l / {4
Caso 2.2.2.2: Supongamos que en la representacion los arcos [v;,v;] y
’ " ¥
[v;,v; | se intersecan.

’ " " 1
Como el arco [v;, ] std incluido en el arco [v;,v;] v dada la posicién de

2
4

II
v;, esto mgmﬁca que [v;,v; | Junto con [v;,v; ] cubren todo el circulo. Luego,
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por el corolario 2.2.3 bajo R; vale t < i. Por otra parte como (v; — v) ¢
E(Ig,), por (<Bl), (v, — v41) ¢ E(Ig,) y como bajo R, vale t < ¢+ 1,
tenemos que (v, vey1) ¢ E(I) (este dato serd usado més adelante).
. . 1 s sz " ’, . P
Analicemos nuevamente la posicién de v; . Como habfamos dicho ante-
. " e 7 " ” . ” .
riormente, v; esta entre v, y v,, por lo tanto v; esta entre 'U;_l y v, . Esto
presenta dos alternativas:
” , ’ ’
Caso a: v; esté entre v,_; y v,.,. Por (D1), al insertar a v, se sobrepasé
" . .
a v, ycomo (v;,v;) ¢ E(I), bajo R; debe valer i < ‘. Esto es un absurdo,
luego este caso no puede ocurrir.

Caso b: v; estd entre v, a1y v, . Esto implica que el arco [v;,v; ] corta al
arco [v, 10U +,] y por el corolario 2.2.3 bajo R; vale i < t+1. Por construccion
de s vale [s(v;) < $(v,y) < 8(v; )]g;, ¥ por (C2) esto significa que (v;, vip1) ¢
E(T). Analicemos las p031b1hda.des restantes sobre el arco (v;, v4y1):

Caso b1: (vi,v41) € E(Q).

Bajo R; vale i <+ 1 luego, por (C3) y (E0), esto significa que [s(v') <
s(vH_l) L s(vt+1) < s(v;)]g, v por la posmlon de los extremos de [v;,v; ],
implica que [s(v;) < s(th) < s(th) < s( ‘)r;- Esto significa que en la
representacion los arcos [v,,.v,] ¥ [v;,v;] no se intersecan. Esto implica
que [Q(Ut+1) < 5( /JR \% {8(”]‘) < S(vt—i-l/JRj y por (C2) (vita, Uj) € E(I).

Caso b1.1: (v;,v;) € E(Q).

Notemos que el arco [v;, v, ] corta a los arcos [vy, 1, V1], [Vis ;] ¥ [’UJ,UJJ
Luego, por el corolario 2.2.3, sabemos que bajo R; vale t <t + 1,4, 7. Luego
por construccién de s tenemos que [s(v;) < s(v,, ) < s(v;) < 9(1; )&, ¥ por

J.Alzt

(EQ) valet < t+1<i<j. Luego (Vi1 — ) € E(Qr,), (vi — v;) € E(Qr,)
y por (B2) (v41 — v;) € E(Qg,), un absurdo.

Caso b1.2: (v;,v;) € E(QG).

Como el arco [v;,v;] corta a [v},v;], bajo R, vale t < j. Ademds sabemos
quet<t+1,ycomot+1esel 1nmediato siguiente a t bajo R, tenemos que
t<tr-l< 7,

Supongamos que (v, ve41) € E(G). Luego (ve — 1) € E(GR,), (vr41 —
vj) € E(IRt) y por (B4), (v — v;) € E(IRt) Como bajo R, vale t < j,
tenemos que (v, v;) € E(I), un absurdo.

La otra alternativa es que (vs, ve41) € E(Q). Recordemos que bajo R;
valet <t<it+4+ 1.

Veamos que bajo R; vale j < 4. Siv; = vy, no hay nada que probar. Si, en
cambio, v; # vy,, como el arco fw'. 'u'.] corta a [ 5V, ) y ambos arcos no cubren
todo el circulo, por el corolario 2 2.4 vale que [v '1 u1 | corta a [ vJ ]. Por
construccién de s esto implica que [s(v;) < s(v;)]g,, y por (EO) esto significa
que bajo R; vale i < j.

Luego (v; — ;) € E(Qr,), (v; — vy) € E(Q

E\UR; ), ) y por (B2) (v; —
vi+1) € E(Qpg,). Esto es una contradiccion, por lo cual es
OCUTTIT.

Caso b2: (v;,v41) € E(G).

ste caso no pt
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Sabemos que el arco [v,, ] corta a [v,,,,v,,] v a [v;,v;]. Luego, por el
corolario 2.2.3 bajo R, vale t < ¢t + 1,i. Como v, 41 es el extremo inmediato
posterior a v, tenemos que t < t 4+ 1 < i bajo R,.

Si (vt, ve41) € E(G) vale que (v — vet1) € E(Gr,), (Vi1 — v;) € E(Gr,)
y por (B3) (v, — v;) ¢ E(Qg,)- Esto es una contradiccion, por lo tanto la
tinica alternativa es que (v, vi+1) € E(Q).

Si esto sucede, analicemos lo que pasa bajo R;. El arco [v;,v;] corta
anto a [v,,v, ] como a [v,,,7;,,]. Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale
i < t,t+1y esto por construccién de s implica que [s(v;) < 5(v;) < $(Vpy1)] k-
Luego, por (E0), en R; vale i <{ <+ 1.

Entonces tenemos que (vi — v) € E(QR, (Ve — V1) € E(Q;;) y por
(B2) (v; — v1) € E(Qpr,). Esto es una contradiccion, dado que asumiamos
que (v;, ve41) € E(G).

En conclusion, en la representacion los arcos [v}, v;] y [v;,
secan y el caso 2.2.2.2 no puede ocurrir.
Caso 2.3: Existe un w' tal que (v;,v:) € E(G) y si se sobrepasa, [v;, v} ]

Il]
Uj]-

(T 2

"
v; | no se inter-

s
2?

deia de int
a€ja ae iersecar a |v;,

”

Esto implica que los arcos [v;,v;] y [v;,v;] n
la posicién de v; y 'o;- en la representacion, esto significa que el arco [v;, ; |
no puede estar incluido en el arco [v;, v;-’].

Analicemos las diferentes alternativas en funcién de la posicién de los
arcos [v;,v; ] y [v;,v;] en la representacién.

no cubren todo el circulo. Por

Caso 2.3.1: Los arcos [v;,v;] y [v;,v;] no se intersecan.

”
Por construccién de s esto significa que [s(v; ) < s(v e V [s(v;) <
5(v;)]r,, con lo cual, por (C2), (v;,v;) € E(I).
] > r ! "+ ) F ! 1”a
Veamos que ocurre bajo R;. Como el arco [v;,v,] corta al arco [vj,v;],
por el corolario 2.2.3 sabemos que bajo R; vale t < j.
r !/ ” ’ ”
Por otro lado, el arco [v,,v, | es cortado por el arco [v;,v;|. Veamos que
baj,o R, vale 1 < t. Siv; = v, no hay nada que probar. Si, en cambio,
7 ” P ” ’ "
7& 1y, COMO [v;,v;] ¥ [v;,0; ] no cubren todo el circulo (porque sino L(/ ,U; )

[v;
\ II 1
y [v iy U J se intersecarian),

or el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [v;,, v; ]
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corta al arco [v;, v; ]. Por construccién de s esto sig
y por (E0) baje R; vale i < t.

Luego vale (v; — v,) € E(Qg,), (v, — vj) € E(Gg,) y por (B5) (v; —
v;) ¢ E(Ig,). Como bajo R, vale i < j, luego (vi,vj) ¢ E(I), lo cual es un
absurdo.

Caso 2.3.2: Fl arco [v;,v;] estd incluido en el arco [v;,v; ].

e Y Jd

//LQL
N

f S

el arco |v;,v; |. Veamos que bajo [LJ vale t <1 < j. sicién Iexou,wa
de los extremos del arco [v;,v; |, sabemos que v; # vy,, porque el arco [v;, v, ]
cumple las condiciones para ser el primer vértice de R; y numera a v; con
un nitmero mayor. Como el arco [v;,v; | junto con h,t 7)J] no cubren todo el
circulo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [v;,, v; ] dorhe s [v;,v;]. Luego si
Vg = Vi por construccién de s vale [s(v,) < s(v;) < 5(v;)];, y por (E0) bajo
R;valet < i < j. Siv, # vy, como el arco [vy, v, ] Junto con [v},v;] no cubren

i Ly CLLE)

—J
<
=
e
9:
C)

4

todo el 611"6'110, por el corolario 2.2.4 sab mos que Lul y u1 ] corta a [v;,v;] ¥
., v;]. Luego, por construccién de s vale [s(v;) < s(vi) < s(v))]r,, y por
) bajo R; valet <1< j -

Por construccién de s, est
lo cual, por (C3), (< 'l,'vj) e E(Q)

Luego vale (vy — v;) € E(Qr,)

')
oy
E
e
e
)
j$Y
e
o
)
o
.
(4
p
@w
~~
o
A
w
~~
=
N
A
o
PN
=
RS
N’
5

y que (v; — v;) € E(Q;gj). Por Io
)
7

t:,unf() por (B2) (v; — v;) € E(Qg,)- Como bajo R; Vale t < j, luego
(v; € E(Q), lo cual es una contradiccién segiin las hxpu

C’aso 2.3.3: El arco [v},v;] se solapa con el arco [v;,v;].
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N

e //

Como el arco hf;, r;'] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3 bajo R; vale
J < i. Veamos que ademds bajo R; vale £ < j. Si vt = vy; no hay nada
ue probar. Si, en cambio, vy # vy, como el arco vy, 0, | junto con [v5, )]
q p ’ [ [ 2 tJ .] [ J
no cubren todo el circulo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [vlq ’U1 | cor ta a
[v;,v;]. Luego, por construccién de s vale [s(v;) < s(v )] , Y por (._'O) bajo
PA yvaln + &« 4
LJ Vaiyv U J.
. ’ ’ 2 ” n
Esto implica, por construccién de s, que [s(v;) < s(v;) < s(v; ) < s{(v; )|g,
ETY 1 7/ \ — TS YN\
Por (C1) vale (v;,v;) € E(G).
’ " 14

Caso 2.3.3.1: Supongamos que el arco [v;,v;] junto con [v,,v,] cubren

todo el circulo
Ut ~d
//Zi\ \\\
i
/ n / ’/ "

Esto significa que [v;,v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v;], ¥ por el
corolario 2.2.3, bajo R; vale t < j,1. Luege pOI‘ construcciéon de s tenemos
svsans [l o wfad N o n/p.’)1 (EO). b: srqle £ oo 4 e
que [8{U;) < 8\U;) < S\U;)IR;» ¥ por (Ly), UaJU Ry vale t <J<i.

Luego, tenemos que (v; — v;) € E(GRt) y que (v; — v;) € E(GRt) Por

—
lo tanto, por (B3) (v, — v;) ¢ E(Qg,). Como bajo R, vale t < i, luego
(vj,v) ¢ E(Q), lo cual es una contradiccién segiin las hipdtesis.
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Caso 2.3.8.2: Supongamos que el arco [v;, v; | junto con [v;,v; | no cubren
todo el circulo.

Veamos que bajo R; vale ¢ < t. Si v; = vy, no hay nada que probar.
Si, en cambio, v; # wy,, como [v,v;] y [1),;,7)"1 no cubren todo el circulo,
por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [v},,v1,] corta al arco [v},v;]. Por
construccién de s esto qigniﬁca que t s(v;) < 8((/t) |r.» v por (EQ) bajo R; vale
1 < i. Aue[lldb sabiamos que ¢ [ < J, uwg() U(LJU Ht vale 1 < Z < J

Veamos lo que sucede bajo R;. Como [v;,v;] corta a [v;,v; ], por el coro-
lario 2.2.3, bajo R, vale ¢ < t. Si v; = v;, tenemos que bajo R; vale j <14 <.
Si esto no es asf, como [v;,v; ] es cortado por (v}, v;] y ambos arcos no cubren

todo el circulo, por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco |vy,,v;,| cor
[v},v;]. Por construccién de s esto significa que [s(v}) < s(v;)]r,, y por (E0)
bajo R; vale j <1 < t.

Entonces tenemos que bajo R; vale i <t < j y bajo R; vale j <1 < 1.
Como ademds sabemos que (v, v;) € E(G), por propiedad de orden circular
tenemos que (v, v;) ¢ E(Q). Esto es una contradiccion, por lo tanto el caso 2
no puede ocurrir y la tinica posibilidad es que (v;,v:) € E(G). Esto completa

la prueba para E1. O

14 I3 "
Prueba para (E2). («<): Asumamos que vale [s(v; ) < s(v,)]g, V [s(v,) <
s(v;)|r, ¥ supongamos que (v;,v;) ¢ E(I).
Veamos primero que ambos arcos no se intersecan, analizando los dos
casos de la disyuncion por separado:
14 14 /4 "
Caso 1: [s(v;) < s(v;) < s(v,) < s(v,)]g,-
! "
Por construccién de s, sabemos que el arco [v;, v; | no corta al arco [v,, v, |.
1" ! "
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Axsumamos que [v;,v; | corta a [v;,v; ).
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Por construccién de s sabemos que v; # vy, y que ambos arcos no cubren

o 54

todo el circulo, luego por el corolario 2.2.4, vale que [v; ,v; ] corta a [v,v;].
! I

¥ " (4
Como [v,,v,] corta a [v;,v; ], por construccién dc 5 tenemos que [s(v,) <
’ F 3 1 5 . o ’ o i - i
s(v;)|r,. Esto es un absurdo, dado que contradice las hipétesis. Esto significa
E]

r ! " 3 P 3
que [v, v, | no corta a [v,,v |, ¥ que ambos arcos no se intersecan en la
representacion.

Caso 2: [s(v,) < s(v,) < s(v;) < s(v; )]R,-

L\E/

14
Por construccién de s, sabemos que el arco [v;, v, | no corta al arco [v;,v; ].

bl ”
/. "
Veamos que ampoco pasa lo contrario. Supongamos que [v;,; | wrt a
/ " . .
[ut, ut} Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale i < t. Luego, por (E0),
[s(v;) < $(v;)]r,- Esto es una contradiccién, con lo cual ambos arcos no se

intersecan en la representacion.

Por lo tanto, en ambos casos los arcos no se intersecan en la representa—
cién. Luego, por (D2), al posicionar u; se sobrepas6 a v, y el arco [v;, v |

P /
dejé de estar incluido en el arco [v;,v,], con lo cual por (DQ-Z,), tenemos
(v, vy §é E(Q). Como suponiamos que (v;,v:) ¢ E(I), esto implica que
/
(vi, v) € E(G).

o ; 255 N - ” - " ’ N
De la misma forma, por (D2), al posicionar v, se sobrepaso a v; y los arcos
dejaron de intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (v;, fut) ¢ E(G), una

’

contradiccién. Por lo tanto este caso no puede ocurrir y la tinica posibilidad
s f/n. /)‘\C 17'/7\
Ao, \

Ugy Ut) & LY\ L)

( -—->)' Asumamos que ( UZ.?)t) € E(I) y supongamos que es falso que
[ s(v z) < s(vt)]R \ fe(U \ <& 5(7) )1& ) ,
Esto significa que Val [s(v; ) > s(v,)|r, A[s(v,) > s(v

tro casos posibles:

&., lo cual plantea

32

’ ¥ " "
L [s(e) < s(0)) < s(0f) < 56!l
2. [s(v) < s(v;) < s(v;) < 8(v; g,
’/ ¥ 4 "
3. [s(vy) < s(v;) < s(v;) < s(v,)]g,

'=N
—
V)
—
~
—_
v
—~~
S
~—
A
v
~
~
=
N
A
¥
—~
ot
B
-
i
o]
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14 £ 172 It , , ,
Casos 1y 2: [s(v;) < s(vy) < s(vy) < s(v;)lr, V [s(v;) < sv;) < s(v;) <
s\,
U )R,
—
1
/——-—\, \

’

’ . ’ "
Por (D1) sabemos que v, esta entre v;_ LY v, +1- Porotro lado, v; estd entre
’ ’ ” ¥ ’ .
v, ¥ v,;, por lo tanto v, estd entre v, | y 'ui. Esto presenta dos alternativas:
~ {4 . . Z: ’ N\ . 4 74 1 s
Caso a: v; estd entre v,_; y v,,;. Por (D1), al insertar a v, se sobrepasé

av; y esto significa que (v;,v;) ¢ E(I). Esto es un absurdo.

Caso b: v; estd entre v,,; y v;. Esto implica que el arco [v;,v;] corta
/ .
tanto al arco {@t 11> V1] como a [v,,v, ], ¥ por cl corola 2.2.3 bajo RZ- vale
7
i <t,t+ 1. Por construccién de s vale ;_é)\U) < *’K‘}t) =< b(UH_l) < 5( ) 1Ry Y

por (C2) esto significa que (v;,ve41) ¢ E(I). Por (E0) también implica que
bajo R; vale i <t < t+ 1. Por lo tanto (v; — vyy1) ¢ E(IRA.) y por (<=B1),
(v; — vw) ¢ E(Ig,). Como bajo R; vale i < t, luego "v,,@) ¢ E(I), una
contradiccién. Por lo tanto no pueden ocurrir ni el caso 1 ni el caso 2.

!

7 1” "
Caso 3: [s(v,) < s(v;) < s(v;) < s(v, )|r

2

P
. - P ” . .
or (D2), no se sigui6 des plaza.ﬂdo a v, en sentido anti-horario porque
. " . .
existe un extremo de arco entre 1, v v, que cumple con una de las siguientes
condiciones:

&

1. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [, v; ] queda

inclaido en . o'l
incluido en [uj, V).
" . 4 " &
2. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;,v;] deja

" "
| deja de

+
[

].
3. Existe un 7)’ ml que e (v;,u,) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v

o

intersecar a [}, v; .

"

. "
Si v; = v, , estamos en la condicién 2 y (v;,v:) € E(Q). Esto es un
/

7 Yia ®

absurdo, luego el extremo que impidi6 el desplazamiento de v, no es v, .
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. 14 144
Caso 3.1: Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, ;]

I
queda incluido en [v;,

II-|

Yl

j

P

¥

e 8

Analicemos que sucede bajo el orden R; en funcién de las posiciones
relativas de los extremoq de loq arcos. c}abemm que el arco [7)' "1 corta a
[v;,v;]. Como v; estd entre v; y v;, el arco [v;, v;] corta al arco [v;,; |. Por
el corolario 2.2.3, bajo It; vale j < t,4. Como [vi,v '] estd incluido en el arco
[v;,v; ], por construccién de s tenemos que [s(v;) < s(vy) < 8(v;)] R;» Y DOT
(EO) bajo R, vale j <t < i.

Por otra parte, vale f.e(?);.) < s(v;) < s(v;) < 5(v))]g,, luego por (C3)

i )IR
tenemos que (v;,v;) € E(Q). Luego, (v; — ) € E\GRJ.) y (ve — v;) €
E(IEJ.). Por (B4), (v; — ;) € E(I;j). Esto es un absurdo, por lo que este
caso no puede ocurrir.

Caso 3.2: Existe un v; tal que (vj,v:) € E(Q) v si se lo sobrepasa, [v},v]]

deja de estar incluido en [v;, v, |.

{4 " .
Como el arco [v;,v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v;], por el corolario
2.2, 3 bajo R; vale t < 4,j. Veamos lo que sucede en funcién de la posicién
e, e
ac Uj
’ "
Caso 3.2.1: v se encuentra entre v; y v;.

Como t < i, j, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < $(v})]g,, y por
(E0) bajo R, vale t < i < j. Luego tenemos que (v, — v;) € E(Ig,), y por
(B1), esto implica que (v; — v;) € E(Ix,). Como bajo R, vale t < j, significa
que (v;,v;) € E(I). Esto contradice las hipétesis, luego este caso no puede
OCUTTIT.
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’ ’ [ g
Caso 3.2.2: v; se encuentra entre v; y ;.

S

X

Como el arco [v], UJ] corta a [v;,v; |, por el corolario 2.2.3 sabemos que

bajo R; vale j < i. Esto implica, por construccién de s, que [s(v j) < s(v;) <
s(vy) < s(v))]g, y por (C3), que (v;,v;) € B(Q).

Como ¢ < 4, j, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;)]n,, y por
(E0) bajo R, vale t < j < i. Luego (v, — v;) € E(Qgr,), (v; — v;) € E(Qg,)
y por (B2), (v, — v;) € E(Qg,). Esto es un absurdo, por lo que el caso 3.2
no puede ocurrir.

Caso 3.3: Existe nn
deja de intersecar a ['v

; tal que (v;,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;,, ]
155
Uj |-

Como el arco [v;,v; | corta tanto al arco [v;,v;] como al arco [v},v;], por
el Corolano 2 23 bajo R, vale t < i,j. Por construccién de s vale [s(v,) <
s(v;) < S\Uj)JRt, y por (E0) bajo R; vale t < i < j. Luego tenemos que
(v — v;) € E(Ig,), y por (B1), esto implica que (v; — v;) € E(Ig,). Como
bajo R, vale t < j, significa que (v;,v,) € E(I). Esto contradice las hipdtesis,
por lo tanto el caso 3 no puede ocurrir.

Caso 4: [s(v;) < s(u}) < (o) < s(v})].

N

N

. 7 ”
Bajo este caso, notemos que el arco fw v.] no corta al arco [v,,v,], por-
J 1y Uy |5

29 V1 3 i
que si asi fuera, el lema 2.2 3 nos dirfa que bajo R; vale i < t y por (EQ)
llegarfamos a que [s(v;) < s(v;)]r,, un absurdo. Por lo tanto, ambos arcos
o cubren todo el circulo.

Por (D2), no se siguié desplazando a v; en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v; y v: que cumple con una de las siguientes
condiciones:

1. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v; ] queda

incluido en fw L
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. . 4 144 ¥
2. Existe un v; tal que (vj,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;,v;] deja

de estar incluido en [v,, v, |
3. Existe un J; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [fu;,vg] deja de
4 "
intersecar a [v;,v;].

& ’ -
Si v; = v;, estamos en la condicién 3 y (v;,v;) € E(G). Esto es un
e % 5 & " ’
absurdo. luego el extremo que impidi6 el desplazamiento de v, no es v;.

. ’ 14
E(G) v si se lo sobrepasa, [v;, v, |

r //} R ’
qaeda incluido en lmp ujj
/;\\
// N

Analicemos que sucede bajo el orden R; en funcién de las posiciones
"
relativas de los extremos de los arcos. Qahemos que el arco h)’-‘fu;l corta

tanto a [v,v;] como a [v;,v;]. Por e corolarlo 223, bajo hi; vale 7 < i
S 7

Por construccion de s tenemos que [s(v;) < s(v,) < s(v;) Ir;, y por (EO) bajo

R; vale j <t <.

Por otra parte, vale

¢
—_—
D
—
¥a]
G
-~
4
~
N’
@0
~
~
ot

) < s(v) < s(v;)]g,, luego por (C1)

tenemos que (v;,v;) € E( Luego, (v; — v) € E(Gg,) vy (ve — ;) €

-

(IRj). Por (B4), (v; — v;) € E(Ig;). Esto es un absurdo, por lo que este
caso no puede ocurrir.

’ ”
Caso 4.2: Existe un ’UJ tal que (v;,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;, v;]
¥ "
1

deja de estar incluido en [v,,v, |.

7 " .
Como el arco [v;,v, | corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v; ], por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t < i,j. Veamos lo que sucede en funci(’)n de la posicién
’
,]e ,.J-

Como t < i, j, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;)]g,, y por
(EO) bajo R; vale ¢ < i < j. Luego tenemos que (v; — v;) € E(IRg,), y por
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(B1), esto implica que (v, — v;) € E(Ig,). Como bajo R, vale t < j, significa
que (vj,v;) € E(I). Esto contradice las hipétesis, luego este caso no puede
OCUrTT.

Caso 4.2.2: v se encuentra entre v, y v;.

Como el arco [v;,v;] corta a [v;,v;], por el corolario 2.2.3 sabemos que
bago R; vale j < i. Esto implica, por construccién de s, que [s(v ) < s(v;) <
s(v;) < s(v; )|g, y por (C1), que (vj,v;) € E(G).

Como ¢ < 4, j, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;)]g,, y por
(EO) bajo R, vale t < j < i. Luego (v — v;) € E(Qg,), ( (v; — v;) € E(GR,)
y por (B5), (v, — v;) ¢ E(Ig,). Esto es un absurdo, por lo que el caso 4.2
no puede ocurrir.

Caso 4.3: Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v; |

..t
deja de intersecar a [v;

N\Q

4
/51

Como el arco [v;,v;] corta tanto a [v}, v;] como a [v;,v; ], por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t < 1, .

Por construccién de s vale [S(U;) < s(v;) < s(v;)] r,, ¥ por (E0) bajo R,
vale t < i < j. Luego tenemos que (v, — v;) € E(Ig,), y por (B1), esto
mph(a que (v, — v;) € E(Ig,). Como bajo R, vale ¢ < j, significa que
(v;,v¢) € E(I). Esto contradice las hlpote‘;ls po; lo tanto el caso 4 no puede
ocurrir y la tinica posibilidad es que [s(v; ) < s5(v,)|r, V[s(v; ) < s(v;)]r,. Esto
completa la prueba para (E2).

Por lo tanto la hipétesis inductiva es cierta para grafos de n vértices. En
particular (C1) implica que G es un grafo overlap de arco-circulares, con lo
cual queda probado el teorema 2.3.2. O



Capitulo 3

Algoritmos en grafos HCA

En este capitulo presentamos un algoritmo de complejidad O(n.log(n)) que
encuentra el minimo transversal de los cliques para grafos arco-circulares
Helly, suponiendo que la representacién en arcos circulares que verifica la
propiedad de Helly es dada como pardametro de entrada. Realizando unas
pequenas modificaciones a este algoritmo, construimos un segundo algoritmo
para determinar el maximo nimero de cliques disjuntos para estos grafos,
también con una complejidad de O(n.log(n)).

Los problemas de conjunto transversal de los cliques y conjunto de cliques
disjuntos fueron estudiados en el transcurso de los ltimos diez anos. Pueden
encontrarse referencias en la literatura en [10], [1], [2], [3], [5], [11] ¥ [36]. En
[21] se presentan dos algoritmos para resolver estos problemas en grafos arco-
circulares Helly con una complejidad de O(n?).

Los dos algoritmos presentados son de tipo goloso. Ambos se diferencian
por completo, en cuanto a la manera de resolver el problema, de los propues-
tos en [21] cuya formulacién es mucho mds compleja. Tanto los algoritmos
presentados en [21] como los propuestos en esta tesis toman como pardmetro
de entrada una representaciéon arco-circular Helly. Estd demostrado en [16]
que dado un grafo HCA es posible construir una representacion en arcos cir-
culares que verifique la propiedad de Helly con un orden de complejidad de
o(n?).

Recordemos que una familia de subconjuntos S satisface la propiedad
de Helly cuando toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se
intersecan de a pares tiene interseccién no vacia. Un grafo GG es arco-circular
Helly (HCA) si existe una representaciéon arco-circular de G tal que los arcos
satisfacen la propiedad de Helly.

Los algoritmos son presentados en forma de pseudo-cédigo, con el nivel de
detalle suficiente para justificar su orden de complejidad y funcionamiento.
La implementacion de los algoritmos fue realizada en el lenguaje de progra-

macion Java.

3.1 Minimo transversal de los cliques

El problema del minimo transversal de los cliques consiste en encontrar un
cubrimiento minimo de cliques con vértices. Es decir, dado un grafo G, se
trata de encontrar un conjunto de vértices tal que todos los cliques de G
contengan al menos algiin vértice de este conjunto y el cardinal del conjunto
sea minimo.

36
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3.1.1 Definiciones y propiedades

Los grafos arco-circulares Helly fueron caracterizados y reconocidos en [15].
Alli se prueba que si G es un grafo HCA y ¢ es una posible representacién
Helly, los cliques de G se identifican encontrando los puntos de interseccién
entre los arcos de ¢. Esto es facil de ver, porque claramente un punto de
intersecciéon es un subgrafo completo. Si no fuera clique, habria un conjunto
de arcos que no verifica la propiedad de Helly.

También se probé en [15] que el nimero de cliques de un grafo HCA estd
acotado superiormente por n.

A continuacién presentamos algunas definiciones que nos serdn ttiles a lo
largo de este capitulo:

Sea G un grafo HCA, y ¢ una posible representacién Helly de G. Sea
C un arco de . Si C interseca a todos los otros arcos de ¢, diremos que
C es un arco universal de G. Un arco C es un arco propio de @ si no esta
contenido por ningiin otro arco de .

Denotamos el conjuntos de los arcos de la representacién arco-circular ¢
como A = {A}, Ay, ..., A} donde A; = [e;;, ef,] con e e [0,2II). Por
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convencion, tomaremos a los dngulos creciendo en sentldo borano. Cuando
sobre una representacion ¢ hablamos de ’por la izquierda’ y ’por la 1erecua

nos referimos a desplazarse sobre el circulo en sentido anti-horario y 1
respectivamente.

3.1.2 Presentacion del algoritmo

El algoritmo propuesto para encontrar el minimo transversal de los cliques de
un grafo G opera sobre una representacion ¢ de G que cumple la propiedad
de Helly y consta de varias fases. Presentaremos primero una idea general
de cada fase, para después detallar cada una justificando su complejidad
algoritmica y la estructura de datos que utiliza.

1. Inicializacién. Precalcula datos sobre la representacién de G que
luego son usados por el resto de las fases. Posee una complejidad de
O(n.log(n)).

2. Extremos distintos. Modifica la representacién ¢ para generar otra
representacion equivalente, pero garantizando que los extremos de los
arcos son todos distintos. Su complejidad es de O(n).

3. Arco universal y propios. Detecta si una representaciéon ¢ posee
un arco universal. También detecta los arcos propios de ¢. Esta fase
requiere que todos los extremos de los arcos posean valores distintos.
Cuando se detecta un arco universal, la solucién del problema es dicho
arco, dado que el vértice correspondiente a este arco esta presente en
todos los cliques del grafo interseccién. Posee un complejidad de O(n).
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4. Puntos de intersecciéon. Esta fase identifica los puntos de inter-
seccion de ¢, que como vimos, corresponden a los cliques del grafo
interseccion. Eventualmente puede detectar dos arcos que cubren todo
el circulo. Si esto ocurre, entonces la soluciéon del problema son estos
dos arcos, ya que cualquier clique del grafo interseccién debe contener
al menos uno de los vértices correspondientes a ellos, y por la ausencia
de vértice universal (lo garantiza la fase anterior), es la mejor solucién
posible. Esta fase posee una complejidad de O(n).

5. Filtro y precélculos. Elimina de la representacién los arcos no pro-
pios. Luego calcula para cada arco propio cudl es el punto de inter-
seccion que estd fuera del arco y que estd lo mds cerca posible por la
derecha (vale aclarar que a esta altura, no puede existir un arco univer-
sal). A continuacién, para cada punto de interseccién determina cudl
es el arco propio que lo contiene y se extiende lo mas posible hacia la
derecha (para todo punto de interseccién siempre hay un arco propio
que lo contiene). Estos cdlculos se realizan mediante biisqueda binaria.
La complejidad de esta fase es de O(n.log(n)).

6. Busqueda. Esta fase toma un punto de interseccién cualquiera (el

algoritmo toma el primero de ellos), y busca cudl es el arco que pasa
por encima de él y llega lo mas a la derecha posible. Luego calcula
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cudl es el primer punto de intersecciéon que no cubre este arco por la
derecha, y se repite nuevamente el procedimiento hasta que vuelva a
un punto de intersecciéon que haya pasado previamente. Este punto de
interseccion sera el resultado de esta fase. Este procedimiento posee

una complejidad de O(n).

7. Principal. El punto de interseccién resultante de la fase de biisqueda,
es de alguna manera considerado como un punto ’bueno’. Esto significa
que aplicando a partir de este punto el procedimiento goloso que se usé
en la busqueda se puede encontrar la solucién 6ptima al problema. Esta
fase posee una complejidad de O(n).

3.1.3 Tipos de datos principales
Veamos primero los tipos de datos principales utilizados por el algoritmo:

Tipo Arco

Un elemento de tipo Arco es una tupla con dos campos de tipo real. Represen-
ta a un arco de una representacién arco-circular, donde los dos componentes
de la tupla representan al angulo inicial y final del arco.

< angulolnicial: R, anguloFinal: R >

Tipo Extremo
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Un elemento de tipo Extremo representa a un extremo de un arco. Esta
modelado mediante una tupla, cuyos elementos son: el angulo del extremo,
si es un extremo inicial o final y una referencia al arco que conforma.

< éngulo: R, tipo: {Inicial | Final}, referencia: Int >

Tipo RepresentacionAC

Modela una representacién arco-circular de un grafo. Lo constituye una tupla
con dos elementos, un arreglo de elementos de tipo Arco y otro arreglo de
elementos de tipo Extremo. Si bien almacena informacién redundante, esto
nos sera util para mejorar el orden en algunas operaciones.

< arcos: [Arcol, extremos: [Extremo| >

3.1.4 Fase 1: Inicializacion

La fase de inicializacién construye un elemento de tipo RepresentaciénAC en
funcién de un arreglo de elementos de tipo Arco, que recibe como parametro.
Adicionalmente ordena el arreglo de extremos de la representacién en funcién
de su angulo. Si el dngulo coincide, se consideran menores los extremos
iniciales de un arco que los finales:

Parametros: arcos : [Arcol

rep:RepresentacionAC
Para cada arco a; del arreglo arcos

- Crear e, :Extremo, con los valores correspondientes al dngulo inicial
de a;.

- Crear eq:Extremo, con los valores correspondientes al angulo final
de a;.

- Agregar e, v es a rep.extremos

- Ordenar rep.extremos por angulo ascendentemente. En caso de coincidir
ordenar por tipo de extremo, siendo menor un extremo inicial que uno
final.

Complejidad de esta fase del algoritmo

La generacion del arreglo rep.extremos posee una complejidad de O(n), dado
que se recorren todos los arcos de la representacién y por cada uno se crean
dos elementos de tipo Extremo. La creacién de un elemento de tipo Extremo
posee orden constante.

Luego se ordena el arreglo rep.extremos por su dngulo/tipo. Esta ope-
racion se realiza en un orden de O(n.log(n)), utilizando un algoritmo de
ordenamiento de tipo Heap Sort.

Por lo tanto, esta fase posee un orden de O(n.log(n)).
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3.1.5 Fase 2: Extremos distintos

Esta fase se encarga de garantizar que los siguientes sub-algoritmos reciban
una representacion equivalente con todos sus extremos distintos. Recibe
como parametro un elemento de tipo RepresentacionAC, con sus extremos
ordenados mediante el algoritmo de la fase 1.

Este algoritmo recorre los extremos de los arcos de la representacion con-
secutivamente, es decir, de forma ascendente por angulo. Notemos que los
elementos del arreglo de extremos que poseen el mismo angulo y tipo son
consecutivos en el arreglo, con lo cual se pueden identificar todos los grupos
de extremos iguales en orden O(n). Veamos también que dado un extremo
‘e’ su extremo mas cercano por la derecha y por la izquierda son sus vecinos
inmediatos a izquicrda y a derecha cn cl arrcglo (visto circularmentc). Esto
significa que la operacién de encontrar al extremo maés cercano por la derecha
o por la izquierda posee un orden O(cte).

El algoritmo agrupa los extremos de acuerdo a su valor (dngulo) v el tipo
de extremo: Final o Inicial. Para un grupo de k extremos de tipo ’Inicial’
que tienen el mismo valor ’a’, si el extremo mds cercano por la izquierda
tiene valor ’b’ entonces estos k extremos son redistribuidos con los siguientes
valores:

a—k(a—b) a—(k—1)(a—b) a—2(a—b) a—(a—b)
3k 3k 2T 3k 0 3k
Para un grupo de k extremos de tipo 'Final’ que tienen el mismo valor
‘a’, y el extremo mds cercano por la derecha tiene valor 'b’ entonces estos
extremos son reubicados de la siguiente forma:

a+(b—a) a+2(b—a)
3k * 3k 1%

at(k—1)(b—a) atk(b—a)
3k 2 3k

Notemos que el arreglo de extremos sigue ordenado después de estas re-
distribuciones.

El algoritmo devuelve un nuevo elemento de tipo RepresentaciénAC, pero
con todos sus extremos distintos. Presentamos a continuacién el pseudo-
codigo del algoritmo:

Parametros: rep : Representacion AC

resultado: RepresentacionAC
- resultado := rep
Recorrer rep.extremos identificando grupos
- Por cada grupo k& = {eq,...,ex—1} de extremos con el mismo valor
y tipo
- Si el grupo es de extremos de tipo Inicial

- Encontrar el extremo m menor a ey médulo 2I1 més cercano
por la izquierda
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- Para cada extremo e; del grupo k

ei.angulo—(k—i)(e;.angulo—m.angulo)

- resultado.extremosli] =

re

- Ajustar resultado.extremos|i] médulo 211
- Si el grupo es de extremos de tipo Final
- Encontrar el extremo m mayor a e;—; médulo 2II més cercano
por la derecha
- Para cada extremo e; del grupo k

ej.anguloti(m.angulo—e;.angulo)

3k
- Ajustar resultado.extremos(i| médulo 211

- resultedo.extremosli] =

- Devolver resultado

Complejidad y correccién de esta fase del algoritmo

Por construccién, esta nueva representacion no tiene extremos repetidos.
Veamos ahora que la representacién es equivalente. Comparando la represen-
tacion generada con la original, los arcos han extendido sus dos extremos, por
lo tanto si dos arcos se intersecan en la representacién original, también se
intersecan en la nueva. Ahora si dos arcos no se intersecan en la representa-
cién original, tampoco se intersecan en la nueva por la forma de redistribuir
los extremos. Por lo tanto la representacion generada es equivalente a la
original, pero todos sus extremos son distintos.

Analicemos ahora su complejidad. El algoritmo recorre los 2n extremos
de arcos de la representacion y a medida que los va recorriendo identifica
los grupos de arcos con el mismo valor. Como los extremos estan ordenados
por angulo/tipo, los elementos de estos grupos se ubican consecutivamente
dentro del arreglo, por lo tanto identificar todos los grupos posee un orden
de O(2n).

En el caso de ser un grupo de extremos iniciales se intenta encontrar el
extremo menor (médulo 2IT) més cercano por la izquierda. Por el orden que
poseen los elementos del arreglo, si en el arreglo el primer elemento del grupo
es e[i], el extremo menor m4s cercano por la izquierda es m = e[i—1] (médulo
210).

Por otro lado, en el caso de ser un grupo de extremos finales se intenta
cncontrar ¢l cxtremo mayor (médulo 2IT) mds cercano por la derecha. Por cl

o

orden que poseen los elementos del arreglo, si en el arreglo el {iltimo elemento
del grupo es e[i], el extremo mayor méas cercano por la derecha es m = e[i+1]
(médulo 21IT).

Luego, tanto si se trata de un grupo de extremos iniciales como finales,
la bisqueda del extremo m posee un orden Ofcte). Una vez encontrado el
extremo m, a cada extremo del grupo se lo reubica siguiendo la férmula
presentada, cuyo cdlculo también posee orden constante.

Suponiendo, en el peor de los casos, que todo extremo de la represen-

tacién pertenezca a un grupo de extremos iguales, el algoritmo realiza 2n
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reubicaciones de orden constante. Resumiendo, en total tenemos 2n opera-
ciones para identificar todos los grupos de extremos con el mismo valor, més
2n operaciones para reubicar los extremos de dichos grupos. En total son 4n
operaciones, por lo que esta fase posee un orden O(n).

3.1.6 Fase 3: Arco universal y propios

Esta fase identifica los arcos propios de una representacién arco-circular y,
si existe, identifica un arco universal. Recibe como pardmetro un elemento
de tipo RepresentacionAC, con todos sus extremos distintos, y ordenados
mediante el algoritmo de la fase 1.

El algoritmo utiliza como tipo de dato adicional un tipo C'ola, que modela
una cola de extremos de arcos. Un objeto de tipo Cola posee las operaciones
estandar de una cola de elementos.

Utilizamos dos propiedades, facilmente verificables, para encontrar el arco
universal:

1. Si hay un arco universal, siempre hay un arco propio que verifica esa
condicién.

i.€ef] debe
encontrarse al menos un extremo de cada uno de los n arcos de la
representacion.

2. Si un arco A = [e;, ef] es universal, entonces dentro de e;,

De la condicién 1 se desprende que podemos descartar aquellos arcos
que sabemos que no son propios. La condicién 2 nos permite concluir que si
sabemos la cantidad de extremos que se encuentran en el intervalo [e;, e], y la
cantidad de arcos cuyos extremos estan ambos incluidos en [e;, ef], podemos

terminar si A es universal o no.

El algoritmo recorre los extremos de los n arcos en sentido horario, avan-
zando por el arregio de extremos de la representacion. A partir del primer
extremo e; de tipo Inicial, comienza a registrar los sucesivos extremos que va
visitando. Se contabiliza cuantos arcos tienen sus dos extremos registrados
mediante la variable contador Arcos.

En caso que el algoritmo detecte un extremo de tipo F'inal que se encuen-
tre después de haber registrado su correspondiente extremo Inicial en algin
paso anterior (y no sea precisamente e;), significa que el arco identificado
estd contenido en el arco cuyo extremo inicial es e;, y por lo tanto este arco
es marcado como “no propio”. Cuando el algoritmo encuentra el extremo de
tipo Final, es, cuyo extremo inicial es e;, el algoritmo estd en condiciones de
determinar si el arco [e;, ef] es un arco universal (por la propiedad 2).

A continuacién el algoritmo descarta el primer extremo e; y los subsiguien-
tes extremos registrados hasta que encuentra un extremo de tipo Inicial de
algin arco que no esté marcado como “no propio”. Luego vuelve al princi-
pio, pero con informacién acerca de los extremos registrados que no fueron
descartados.
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Parametros: rep : RepresentacionAC
- indice :int := 0
- contador Arcos : int := 0
- c:Cola
- arco : Arco
Mientras la cantidad de arcos cerrados de rep sea menor a n
- Si ¢ no posee elementos, posicionar indice en el primer extremo de
rep de tipo Inicial.
- Asignar a arco el arco al que pertenece rep.extremos(indice].
- Incrementar en uno la cantidad de visitas a arco.
- Si ya se visito dos veces a arco
- Incrementar contador Arcos
- Agregar a c el extremo rep.extremos[indice].
- Si rep.extremos|indice] es un extremo de tipo Final
- Si visité los dos extremos del arco arco.
- Marcar a arco como CERRADO
- Si el extremo inicial de arco es el primer extremo de la cola
- Si c.cantidadDeElementos() — contador Arcos = n
- Marcar a arco como UNIVERSAL
- Hacer
- Decrementar en uno la cantidad de visitas del primer
elemento de c.
- Si la cantidad de visitas del primer elemento de c es igual
a uno, decrementar en uno contador Arcos
- Desencolar al primer elemento de ¢
- Mientras no pase que c.cantidadDeElementos() = 0 o el
primer elemento de ¢ sea un extremo de un arco no propio
de tipo Inicial
- Si no
- Marcar a arco como NO PROPIO.
- Incrementar indice médulo 2n

Complejidad y correccion de esta fase del algoritmo

Veamos que el algoritmo es correcto. Si un arco es propio, no esta contenido
en ningin otro arco, y por el funcionamiento del algoritmo nunca va a ser
marcado como “no propio”. Ademads, en algiin momento su extremo Inicial
serd tomado como primer primer extremo (e;) , por lo que serd examinado
por el test de arco universal. Este comportamiento, més la propiedad 1, nos
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asegura la correccion del algoritmo para detectar un arco universal, si éste
existe.

Ahora si un arco no es propio, estd contenido en algin arco propio, por
lo tanto debe ser descubierto como “no propio”durante el andlisis de este
ultimo. Por lo tanto, el algoritmo funciona correctamente para detectar
arcos propios.

Analicemos el orden del algoritmo. La condicién de parada del mismo
se cumple cuando todos los arcos estan “cerrados”. El algoritmo marca un
arco como “cerrado” cuando visita su extremo Final luego de visitar en algin
paso anterior a su extremo Inicial (para el mismo e;). Esto significa que los
extremos de los arcos son visitados hasta dos veces, porque dado un arco a;
cualquiera, a lo sumo en la segunda vuelta a la circunferencia los extremos se
visitan en un orden tal que el arco a; es marcado como “cerrado”. En total,
se realizan a lo sumo 4n visitas a los 2n extremos de los arcos, por lo tanto
este algoritmo posee una complejidad de O(n).

3.1.7 Fase 4: Puntos de interseccion

Esta fase identifica los puntos de intersecciéon de una representacién arco-
circular Helly o bien devuelve dos arcos que cubren todo el circulo. Como la
representacion es arco-circular Helly, los puntos de interseccion representan
los cliques del grafo.

El algoritmo requiere que los extremos de la representacion sean todos
distintos. También se asume que la representacion no posee un arco universal.
Esta fase es ejecutada luego de la fase 3 con lo cual estas condiciones son
cumplidas. Adicionalmente, los extremos de los arcos quedaron ordenados
con el criterio de la fase 1.

Veamos conceptualmente su funcionamiento. Este algoritmo examina
en el sentido horario cada par de extremos contiguos, interesandose sélo en
aquellos pares donde el primer extremo es de tipo Inicial y el segundo de
tipo Final.

En el caso que los dos extremos del par sean de un mismo arco, cualquier
otro arco que lo interseca lo contiene. Por lo tanto todos los arcos que
lo intersecan forman un clique y el punto de interseccién correspondiente
al clique puede ser cualquier punto que esté entre estos dos extremos (el
algoritmo elige el punto medio entre ellos).

Ahora si los dos extremos no son de un mismo arco es que tenemos dos
extremos a; y b;, con i # j. Si analizamos el intervalo [a;, b;] vemos que
la;, b;] C (A;NAj). Sila contencién es estricta, [b;, a;]N(A;NA;) es no vacia.
Esto significa que A; y A; cubren todo el circulo, con lo cual si se llega a
este caso el algoritmo termina devolviendo estos dos arcos. Por otro lado, si
lai,b;] = A; N A;, para cualquier otro arco Aj que interseque con A; y A;
sucede que [a;,b;] € Ak. Por lo tanto el clique formado por los arcos que
contienen a [a;,b;] puede ser representado por cualquier punto entre a; y b;
(el algoritmo elige el punto medio entre ellos).
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Parametros: rep : RepresentacionAC

Para cada extremo e; de rep.extremos

Sea e; el extremo consecutivo a e; por la derecha
Si e; es un extremo Inicial y e; es un extremo Final
Si e; y e; pertenecen al mismo arco
- Agregar al punto medio entre e; y e; al conjunto de puntos
de interseccion
Si no
Sean A; y A; los arcos correspondientes a e; y e; respecti-
vamente
Si A; y A; cubren todo el circulo
Devolver como resultado A; y A;. Terminar
Si no
Agregar al punto medio entre e; y ¢, al conjunto de puntos
de interseccion

Complejidad y correcciéon de esta fase del algoritmo

Primero veamos que el algoritmo no omite ningin clique. Como sabemos,
un clique del grafo interscecion corresponde a un conjunto maximal de arcos
con interscecion cn comiin.  La interscccion de un conjunto de arcos cstd
conformada por una o dos sccciones continuas sobre ¢l circulo, a las que
llamaremos tramos. Un tramo cs una scceién maximal continna dentro de
circulo, donde sobre cualquier punto del tramo se mtersecan todos los arcos
de un clique dado. En la figura 3.1 podemos ver como quedan delinidos los
tramos de una representacion arco-circular. Los tramos 1 y 2 pertenecen a
cliques distintos, mientras que el 3 y el 4 delinen la interseccion de un mismo
clique. Notemos gue como maximo un clique pucede tener dos tramos de
interseecion, porque de otro modo la representacion no cumpliria la propicdad
de Helly.

Tanto si la interseecion de un conjunto de arcos esta formada por uno
o dos tramos, cada tramo dcbe comenzar y terminar sobre algin cxtremo
de los arcos que se intersecan, ya que los otros puntos no imponen ninguna
con i'( ion al respecto. Ademas, el extremo donde comienza el tramo debe ser
de tipo Inicial, porque de ser F'inal el arco al que pertenece este extremo

no poum tener interseccion mds alld del extremo en cuestién. De manera
1aloga, ¢l extremo que marca ¢l fin del tramo debe ser de tipo Final.
Veamos que dentro de un tramo no puede haber otro extremo. Suponga-
mos por ¢l absurdo que csto ocurre. Si ¢l arco al que pertencee este extremo
s uno de los arcos que perteneeen a la intersceeeion del tramo, entonces este
tramo deberia ser mas pequeno va que deberia comenzar antes o terminar
después (en el sentido horario) dependiendo si el extremo es Inicial o Final.

Esto es asi porque de otra manera habria puntos del tramo sobre los cuales

e
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Figura 3.1: Tramos delinidos sobre una representacion.

no intersccarian t Si, por otro lado, ¢l extremo

¢s de un arco que no interviene cn la interscecion, entonces cste arco interscea
1 todos los arcos que intervienen en ia interseccidn, v esto signilica que el
conjunto original de arcos no es maximal con lo que el clique no es tal, un
absurdo.

Hasta ahora vimos que t dique :
uno o varios tramos sobre el circulo. Cada uno de estos tramos comienza
en un extremo de tipo Indcial y termina cn un extremo contiguo de tipo
Final, que son cxactamente los casos que examina cl aw,sritm ). Para los
cliques que posecen un solo tramo de interseecion, ¢l algoritmo determina un
punto de interscecion cn forma cexitosa. Para los que ticnen dos tramos de
interseccion, h wbria que verificar que el algoritmo no determine varios puntos
i para un mismo clique.

i clique C que tiene dos numr;‘ de interseccién, v elijamos
un tramo |a;, bns i 1;11(;1{191‘& Es obvio que i # 7, porque sino el arco A; =
{rz,.b?} no puede contener a otros tramos (ie ipferﬂer*(-ién Pm’ ir} tant(,n, los
arcos A; y A; conticne '

Supongamos

,u
o]
o

sc exticnde cn ¢l sent ;
tramo distinto a |a;, b;| y ambos arce yen estar presentes, osto mlphna gue
los arcos A; v A; cubren todo ¢l circulo. Llegado cste punto, cl algoritmo
detecta este caso, deja de buscar puntos de interseccién y devuelve a 4; v a
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|)0ndQ con nm,g m clique 'ici gr*a&x PGI‘ ia Mancra que \,i aigoﬂtmo i(irntiﬁcz‘
puntos, p cs ¢l punto medio de una intersoceién |a;, b;]. Si¢ = j, significa que

p identifica al (hqm representado por un arco aislado, con lo cual llcgamos a

un absurdo. Si i # 7, el punto de interseccién p identilica a dos arcos 4; v 4;
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que se intersecan. Como la epwwuﬁwmn cumple ,
no hay ningiin extremo de arco entre a; y by, esto signiﬁ(fa que todos los arcos
quie poseen interseccion no vacia con |a;, byl subgrafo completo.
Si no fuera clique, habria un ¢ ungnn‘m de arcos que no Ve'nh( la propiedad

5
1
i
i

-

de Helly, con lo cual legamos nuev

absurdo. En conclusion, cl
algoritmo sdlo identifica puntos que sc ¢o i
Analicemos ahora la complqumdi

gue ¢l arrcglo de extremos ¢ sm mdc nado

seglin la fase 1). a e obtiene el extremo consecutivo por la
derecha y dada la forma en que estan (n‘d(:n.ados los extremos, esta operacion
posee orden Ofcte). Luego, a partir de cada extremo y su consecutivo, se
verifica su tipo v si pertenecen a rﬁism(; arco (también con Ofcte) dada 1

cstructura de chr entacion AC ). Tanto ¢l céleulo del punto medio como la
verificacion de si dos arcos cubren todo el circulo posce O(cte), por lo tanto
cl algoritmo posce v )(n). Notemos que la cantidad de

Il

tremos del grafo en orden

P;

("‘r

\p._.

una conmk jidad de O(n).
puntos de interseceion cstd acotada supcriormente por n, dado que ¢l grafo

¢s HCA.

3.1.8 Fase 5: Filtro y precalculos

v fase es la encargada de calcular cierta informacion Gtil que luego es
utihzada por la fase de bisqueda. Es importante notar que solo se llega a
esta fase cuando se sabe que el hzafn a analizar no posee un arco universal
ni dos arcos que ¢ ‘1b1 an mdo el circulo.

Para empeza.r, esta fase descarta los arcos no propios, dado que estos
arcos no aportan a la solucién del problema. Lucgo ordena ascendentemente
a los arcos propios resultantes por su extremo Inicial y a los puntos de

interseccion por su valor ang
En ¢l siguicnte paso, calcula para cada arco cl punto de mtvr%((mz mas

cercano por la derecha y que no pertenezca ai arco. Tmnhmn calcula para ca-
da 1:(1111‘0 de interseccion cual es el arco (propio) que lo contiene v se extiende
mas a la derec hd

Parametros: rep : Representacion AC, puntosInterseccion : [Punto)

Para cada arco A; d¢ rep
Si A; es un arco no propio, descartarlo de rep.

Ordenar rep.arcos por su extremo Inicial ascendentemente.

T

Ordenar puntosInterseccion por su valor angular ascendentemente.
Para cada arco A; de rep.arcos

uscar en puntosInterseccion mediante bisqueda binaria el punto
1 cano por la derecha que no pertenezca

a4 A
@ i

Para cada punto de interseccién p; de puntosInterseccion
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Buscar en rep.arcos mediante busqueda binaria el arco mas cercano
por la izquierda a p;

Complejidad y correccién de esta fase del algoritmo

La correecion de la mayoria de las operaciones realizadas pucede scr verificada
facilmente. La sceciones que merceen una explicacién maés detallada son las
que corresponden a las busquedas de arcos y puntos de interseccion.

La primcra buisqueda calcula para cada arco propio cudl cs ¢l punto de
interseccion que estd tuera del arco lo mas cerca posible por la derecha. Esta
bisqueda siempre encuentra un punto de interseccion, dado que a esta altura,
no puede existir un arco universal. Se utiliza bt’mqueda binaria para azd
este punto de interseccién que tiene que estar lo mas cerca por la derecha del
extremo de tipo Final del arco en cuestion.

La scgunda busqucda calcula, para cada punto de interscecion p;., cudl cs
cl arco propio que lo conticne y sc exticnde lo més posible hacia la derecha.
Notemos que para todo punto de interscecion sicmpre hay un arco propio que
o conticne. Como sélo sc consideran los arcos propios, buscar un arco propio
que verilica la condicion mencionada es equivalente a buscar un arco cuyvo
extremo [nicial esté lo mas cerca posible por izquierda de p;. Como sdlo se
trabaja con arcos propios. el extremo Final de este arco llega lo mas lejos
posible por la derecha comparado con otros que también contienen al punto.
Para rcalizar la implementacion también utilizamos bisqueda binaria.

Veamos ahora la Cmmﬁojidad de esta fase. Descartar los arcos propios
posce un orden de O(n), va que estos arcos fucron identificados por la fase 3.
Ordenar los arcos y los puntos de interscecién posce un orden de O(n.log(n)),
dado que se utiliza un algoritmo de ordenamiento de tipo Heap Sort. Para
ambas biisquedas se utiliza bisqueda binaria, con un orden de O(n.log(n))
dado que sabemos que la cantidad de puntos de interseccion esta acotada por
n. En total esta fase posee una complejidad de O(n.log(n)).

3.1.9 Tase 6: Biisqueda

Esta fase se encarga de encontrar el primer punto de interseccion a partir del
cual scra calculado ol cubrimicnto minimo.

La idea bdsica del procedimicnto cs la siguiente: ¢l algoritmo toma un
punto de interscecion py cualguicra y busca Ukﬂ cs ol arco A, que conticne
a p; v lega lo mas a la derecha posible. A continuacion, caleula cual cs
cl punto de interscecién ps gue no esta contenido por A, y sc cncucntra lo
mas cerca posible por la derecha . Este procedimiento se repite hasta que el
algoritmo vuelva a un punto de interseccion que haya visitado previamente.
El punto que vuelve a visitar es el primer punto de interseccién a partir del
cual sera calculado el cubrimiento minimo.

Parametros: rep : Representacion AC, puntosInterscecion : [Puntol
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p: Punio
- p = puntosl ﬁ.fersecc}im:{l
Mientras no s¢ repita ¢

Buscar el arco 4; que contiene a p y se extiende mas a la derecha.

v el punto de interseccion p; mas cercano a A; por la derecha

-

que no pertenece a A;. (precalculado en fase 5)

Complejidad y correccién de esta fase del algoritmo

La correccion de esta fase del algoritmo serd demos signient
En cuanto a su complejidad, notemos que ¢l aigﬁri{ﬂm sicrapre llega a un
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punto que sc repite, ya que la cantidad de puntos de interscecion distintos
estd acotado superiormente por n. En el pem‘ caso, en cada iteracién se
alcanza un nuevo punto de interseccion, siendo n el limite para la cantidad
de iteraciones. Como los puntos
precalculados en la fase anterior, cada iteracion posee un orden Clcte). Por
lo tanto el orden de complejidad de esta fase es O(n).

v arcoc brecadoa et o
vV arcos puscados €en cada iteracidén estan

10 Fase 7: Principal

Aqui mostramos como se integran las fases anteriores para resolver el proble-
ma de encontrar el minimo transversal de los cliques sobre gratos HCA. Se
recibe como pardmetro un arrcglo de clementos de tipo Areo y se devucelve

como resultado los arcos que pertenceen a un cubrimicnto minimo para csc

—
il

Una vez que la fase arm\rmr (bisqueda) caleula ¢l punto de interseceitr

bucno”, la fasc principal rcaliza nucvamente ¢l mismo procedimiento, pero
partiendo de dicho punto. El arco seleccionado por cada punto de intersec-
cién es elegido como integrante del cubrimiento minimo. El algoritmo lleva

1

un ¢ )nt ador de la cantidad de cliques cubiertos v se detiene cuando los ha

puntosInterscccion : [Puntol
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{Fase 3} ArcoUniversalY Propios(rep)
Si existe un arco universal A;
Devolver A; y terminar
Si no
{Fase 4} puntosInterseccion = PuntosDelnterseccion(rep)
Si hay dos arcos 4; y A; que cubren todo el circulo
- Devolver A,, A; v terminar.
Sino
{Fase 5} FiltroY Precalculos(rep, puntosl nterseccion)
{Fase 6} punto := Busqueda(rep, puntosinterseccion )
{Fase Principal}
Mientras cliguesCubiertos < puntos! nterscecion.cantidad De Elementos()
Buscar el arco A, que contiene a punto y se extiende mas a
la derecha
Agregar A; a resultado
Buscar al punto de interscecién p; mds cercano a A; por la
derecha ¢ue no pertenece a A,
Incrementar cliqguesCubiertos la cantidad de puntos de in-
terseecion entre punto y pi
- punto = p;
Devolver resultado

Correccion del algoritmo

Hasta ahora hemos probado la correccién de todas las fases, faltando sélo las
dos tltimas: Busqucd v Principal.
Llamcmos p), al punto (iv interscecion ¢ umm‘mun »or la, faso de busqueda.
Dy D 1
Particndo de este punto se encuentran | )q. Pay eoes Dy = pl puntos de inter-
seccién. Cada uno de estos s puntos de interseccion ha elegido un arco propio

7
que los contiene, que nm“ amos cOmo fil, LL, ey Al

8

La secuer

18 P, Py Py, -, D, puede no ser una secuencia ordenada de pun-
tos en el sentido horario. Pm eso, podemos reordenarlos de ac ‘tié‘l‘d() al sentido

horario como p1, o, ..., ps utilizando una funcién biyectiva f : {1,2,.. s} —
{1,2,...,s} para mapcar cste reordenamicnto. Esto significa que p; = pr(ﬂ
I » - o F e R R o ~ ~ B li 7
Si hay & puntos de interseccidn, sabemos que p; = pip v que A; = A .

Para poder indexar los puntos de interseccion circularmente utilizando f,
(lPﬁnmno% la fun('i(')n (} como g”'*?} = f( T — 1} m(‘ﬂ 9“‘ +1). !X r)u‘tir de las

quce ci arco A o(j)—1 termina a-nt(_f:_» du pn- y despuds (im punm de interseecion

inmediatamente anterior a p; (el cual no tiene porque ser uno de los p;).



3.1. Minimo transversal de los cliques 51

’

Sea A a1 el arco que contiene mayor cantidad de puntos de intersecciéon
entre los puntos p;. Sea t la cantidad de puntos p; que contiene. Por lo tanto
este arco contiene exactamente en sentido horario a p,_,, p,—141, ..., Po_1-

Consideremos ahora al arco A;(i_ 1—1- Este arco termina justo antes

7

del punto p,_; y como es un arco propio debe comenzar antes que Aqm;&,
Esto implica que contiene a los puntos p. ;, Pz i41:---»Pr_2. Notemos que
también debe contener a p,_,_;, porque si no fuera de ese modo, el punto de

. .’ 7 x ’ - 7
interseccion p g(z—1)—1 DO estaria contenido por el arco 4 glz—1)—1> WA absurdo.

7 A « 7 . . Pl
Por lo tanto. Aq(m_‘)_i también conticne ¢ puntos de interseccion cntre los
puntos p;.

-

NG Ao

.49(*‘
e e

/ X-t Px

. . . - /
Este razonamiento se puede aplicar iterativamente para A 5 |
4 4 Hooar P : Y AT el AT ylae (Y YFC : A’
Ae—zy—1s s Ayusiryr» Hegando a la conclusién que todos los arcos A

contienen exactamente ¢ puntos de interseccién p;. También sabemos que
I3 . - £ « or . .

cada arco A; siempre termina entre p,., v el punto de interseccién inmedia-
¥ ’ ; . < %

tamente anterior a p,.; (que no es necesariamente un punto entre los p;).

Este resultado garantiza que la bisqueda {inal puede comenzar en cualquier
o

p; sin variar la cantidad de arcos que cubren los & puntos de interseccion.

Por lo tanto, para cubrir los & puntos de interseccién se necesitan [7]

arcos, va que cada arco A cubre ¢ puntos de interseccién de tipo p; de un
total de s. Por la forma que el algoritmo elige los arcos, si comienza por
cl punto p;, ¢l primer arco cubre todos los puntos de interseceidén que cstan
en [pj, pj+e), ol segundo arco los que estdn en [pjye. pj42t) ¥ ast hasta cl arco
nimero [§], que cubre los que estdn en [pjirsie—. pj+rsye). De esta forma,
cstos [2] arcos cubren los & puntos de interscecion

Faltaria ver que no hay una solucién mejor. Supongamos que existe una
solucién mejor con a lo sumo [$] — 1 arcos. Por lo tanto debe existir un
arco C de esta solucién que contiene mas de £ puntos de interseccion de tipo
Pi- Sean pj_, ..., Ph—1, pr, puntos de interseccion cubiertos por C, siendo py, el
iltimo de cllos. En el momento de clegir ¢l arco que conticne a py—,, y que
termina lo mds a la derecha posible, el algoritmo cligié a A, _, que permite
llegar justo antes de pp. Pero cl arco C contiene a p,_¢ v llega por lo menos
hasta py,. con lo cunal el algoritmo deberia haber clegido a C en Ingar de a

i = i -
A;,_,. Esto es um absurdo, con lo enal no existe una solucién mejor.
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Complejidad del algoritmo
aata ahora hor o raloyriad & COIx ~daw lae Facne ealxr - yiy
Hasta ahora hemos calculado la com Jld.(ld. de todas las fascs salvo la Prin-
STy ey QR P N~ 74310y @y oo lira e ol s vy by Fovr P e i,
Cipd L. El céleule U 8¢ 1Cd liza ¢s ¢l mismo quc on ia fase de hlmduu(ul. COIL 10
4 3 i
cual cada iteracidn ticne un orden Ofcte). Como cada vez que s¢ agregar un

un ¢lic uc, cn ¢l peor caso

an i

C;pai es (I\H}

. el orden total del algoritmo esta dado por la suma de la

as fases anteriores mas la complejidad de la fase principal

‘smplé‘;id ad de

Fase Orden
Inicializacion n.log(n)
Extremos Distintos n
Arco Universal y Propios 1
Puntos de Interscecion n
Filtro y Precilculos n.log(n)
Biisqueda n
Principal n

i Total

b

=

.

»

5
Jo
iR

>

=
"

Por lo tanto, ol algoritmo posce una complejidad de O(nlog(n)).
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sea mMAaximo.

rcalizados sélo se ven : f &
Intersecmén (fasc 4 del algoritmo anterior) y en la fase Prin cipal (fasc 7
del algoritmo anterior).

Las restantes fases permanceen inalteradas, por 10 que uo vo (L(Illl)b a

!
L
T 1ti 3 A = [ o

cxplayarnos sobre cllas. Los tipos de datos utilizados también son

que presentamos en la seccion 3.1.3.

3.2.2 Fase 4: Puntos de interseccién modificado

Tj

usfr‘ f{i/c)‘(‘ ‘(l\’l ’(’1 