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Resumen

Los grafos arco-circulares son los grafos intersección de arcos alrededor de
un círculo, mientras que los grafos circulares son los grafos intersección de
cuerdas dentro de un círculo. Los grafos overlap de arco-circulares (CAO) son
una superclase de los grafos circulares que poseen una representación overlap
en arcos alrededor del círculo. Esta clase de grafos no ha sido muy estudiada
en la literatura, siendo introducidos por primera vez a principios de la década
del '90. Algunos problemas NP-Completos tienen solución eficiente en grafos
pertenecientes a esta clase.

En esta tesis presentamos un caracterización de los grafos CAO utilizando
ideas aportadas por un teorema de Jayme Szwarcfiter [35J para una caracteri-
zación de grafos circulares. Demostramos que pidiendo condiciones similares
a las que cumplen los grafos circulares sobre sucesivas orientaciones de un
grafo, éstas son necesarias y suficientes para asegurar que el grafo es CAO.

Presentamos algunos algoritmos eficientes para la resolución de los proble-
mas de encontrar el mínimo transversal de los cliques y el máximo conjunto
de cliques disjuntos en grafos arco-circulares Helly. La idea general para es-
tos algoritmos fue presentada en la tesis doctoral de Guillermo Durán [9J y
su implementación de manera eficiente fue sugerida por Min Chih Lin [28].
Estos algoritmos resuelven ambos problemas con complejidad O(n.log(n))
mientras que los más eficientes conocidos en la literatura lo hacían en O(n2)

[21].
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Capítulo 1

Introducción

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacíos. El grafo intersección
de esta familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice. Dos
vértices están conectados por una arista si y sólo si los correspondientes
conjuntos se intersecan.

Los grafos arco-circulares, de aquí en adelante llamados grafos CA, son
los grafos intersección de arcos alrededor de un círculo, y fueron introducidos
a mediados de la década del '60, siendo Alan Tucker quien aportó los prime-
ros resultados teóricos. Tucker [37J propuso un algoritmo de reconocimiento
de complejidad O(n3), mas adelante, Spinrad [33J simplificó el algoritmo de
Tucker para el caso que el grafo dado pueda ser cubierto por dos eliques. Va-
rios años después, Hsu [23J encontró un algoritmo más eficiente (complejidad
O(n.rn)). Uno de los principales problemas abiertos de esta elase es deter-
minar si existe algún algoritmo de reconocimiento lineal en m y ti. En [15],
Gavril propuso algoritmos de complejidad polinomial para reconocer algunas
subelases de los grafos arco-circulares.

Ha sido probado que diversos problemas NP-Completos para la elase ge-
neral de los grafos tienen resolución polinomial para los grafos arco-circulares.
Este es el caso de los problemas de conjunto independiente máximo ([19], [20],
[25], [29]), elique máximo ([4],[24]), partición en eliques mínima ([20], [25]) Y
conjunto dominante mínimo ([8], [25]). En cambio, el número cromático
permanece NP-Completo para grafos arco-circulares ([14]) y grafos arco-
circulares Helly ([16]) (de ahora en más llamados grafos HCA). El problema
de isomorfismo en grafos, de complejidad desconocida para el caso general,
es polinomial para los arco-circulares ([23]). Los grafos arco-circulares Helly
fueron caracterizados por Gavril [16J de manera que conducen a un algoritmo
eficiente para el reconocimiento de esta subelase. Los grafos arco-circulares
y sus subelases tienen aplicaciones en genética, control del tránsito, diseño
de compiladores, estadística y problemas de almacenamiento.

Los grafos circulares, de aquí en adelante llamados grafos C, son los gra-
fos intersección de cuerdas dentro de un círculo. Fueron introducidos en [12J,
donde se muestra una aplicación para resolver un problema de reordenamien-
to de vagones de un tren propuesto por Knuth [27J, usando pilas y colas. Se
pueden encontrar algoritmos de tiempo polinomial para reconocer esta elase
de grafos en [7], [13], [31JY [34J. Los problemas de elique máximo y conjunto
independiente máximo en grafos circulares pueden ser resueltos en tiempo
polinomial ([17], [24], [30], [32]), pero el problema de coloreo se mantiene
NP-Hard [14J.

El grafo overlap de una familia finita de conjuntos no vacíos se obtiene
representando cada conjunto por un vértice. Dos vértices están conectados
por una arista si y sólo si los correspondientes conjuntos se intersecan pero
ninguno está incluido en el otro. Los grafos circulares son equivalentes a los
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1.1. Definiciones básicas y notación 2

grafos overlap de intervalos (conocidos en la literatura como gratos overlap).
Un grafo G es overlap de intervalos si existe un modelo overlap para sus
intervalos (de aquí en adelante los llamaremos grafos 10). La prueba de la
equivalencia entre ambas clases puede encontrarse en [17].

Los grafos overIap de arcos alrededor del círculo, de aquí en adelante
llamados grafos CAO, fueron poco estudiados en la literatura. Existe un
trabajo de T. Kashiwabara [26] que describe algoritmos para encontrar un
conjunto independiente máximo en un grafo CAO de complejidad 0(n2) y
para encontrar un clique máximo de complejidad 0(n5

). En la tesis doc-
toral de Guillermo Durán [9], también hay resultados sobre esta familia de
grafos, donde se caracteriza a los grafos CAO no circulares y se presentan
propiedades de estos grafos en relación a otras familias de grafos.

El objetivo de esta tesis es continuar la línea de investigación desarrollada
por Guillermo Durán en su tesis doctoral [9]. Tomamos algunos de los te-
mas estudiados por Durán y presentamos nuevos resultados sobre los grafos
pertenecientes a las clases overlap de arco-circulares y arco-circula r Helly.

En este primer capítulo enumeramos los tópicos de esta tesis, un conjunto
de definiciones básicas y las convenciones de notación usadas a lo largo de
todo el trabajo.

En el capítulo 2, presentamos una caracterización de los gr.ifos CAO
utilizando ideas propuestas en una caracterización para grafos overlap de
intervalos introducidas por Jayme Szwarcfiter [35]. El problema de caracte-
rizar grafos CAO ha sido mencionado como abierto en [9]. En 19. primera
sección de este capítulo se definen elementos básicos para trabajar sobre re-
presentaciones circulares, como órdenes circulares y propiedades asociadas.
En la segunda sección se enuncia el teorema en sí, el cual fija las condiciones
necesarias y suficientes para que un grafo sea CAO.

El capítulo 3 está destinado a analizar algunos algoritmos sobre grafos
arco-circulares Helly. Se presentan dos algoritmos que resuelven los proble-
mas de encontrar el mínimo transversal de los cliques y el máxime conjunto
de cliques disjuntos sobre esta clase de grafos. Ambos algoritrros tienen
una complejidad de O(n.log(n)), si tomamos como datos de entrada una re-
presentación en arcos circulares que cumple la propiedad de Helly. De esta
forma se mejora la complejidad de los algoritmos presentados en [21], que
poseen un orden de 0(n2). La idea general de los algoritmos propuestos está
planteada en [9] y las implementaciones para alcanzar el orden O(n.log(n))
fueron sugeridas por Min Chih Lin [28].

Por último, en el capítulo 4 se presentan las conclusiones de esta tesis y
algunas posibilidades de trabajo futuro.

1.1 Definiciones básicas y notación
Denotamos un grafo G por un par (V(G), E(G)), donde V(G) representa un
conjunto finito de vértices, y E(G), un conjunto de pares no ordenados de



1.1. Definiciones básicas y notación 3

vértices de G, llamados aristas. Sean n = IV(G)I y m = IE(G)I.
Un vértice ves adyacente a otro vértice w en G si (v, w) E E(G). Decimos

que v y w son los extremos de la arista.
Un grafo orientado G está formado por un par (V(G), E(G)), donde V(G)

representa un conjunto finito de vértices, y E(G), un conjunto de pares or-
denados de vértices de G, llamados aristas. Un vértice v es adyacente a otro
vértice w en G si (v ~ w) E E(G).

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene el
mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son adya-
centes en G si y sólo si no son adyacentes en G.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) ~ V(G) y E(H) ~
E(G) n (V(H) x V(H)). Si V(H) = V(G), decimos que H es un subgrafo
generador de G. Dado un conjunto de vértices X ~ V(G), el subgrafo de
G inducido por X es el subgrafo H de G tal que V(H) = X y E(H) es el
conjunto de aristas de G que tiene ambos extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyección entre V (G) Y
V(H) que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Un camino simple en un grafo G es una secuencia de vértices distintos
P = VI, ... , Vk, donde (Vi, Vi+1) E E( G), para 1 :::;i :::;k-lo Una cuerda
en P es una arista que une dos vértices no consecutivos de P. Un circuito
en un grafo G es una secuencia de vértices O = VI, ... , Vk, no necesariamente
distintos, donde VI = Vk, Y (Vi, Vi+¡) E E(G), para 1 :::;i :::;k-lo

Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices O = VI, ... , Vk, Vk+l,

donde Vi, ... , Vk es un camino simple, Vi es adyacente a Vk, Vi = Vk+1 Y k ~ 3.
Una cuerda en e es cualquier cuerda del camino VI, ... , Vk. Si los vértices que
unen la cuerda en O están a distancia 2, decimos que la cuerda es corta. Un
ciclo es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos Ok al ciclo inducido
por k vértices (03 es también llamado triángulo).

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos V y w de G,
existe un camino de V a w.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son
adyacentes. Llamamos K¿ al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el
subgrafo inducido por M es completo. Un clique es un subgrafo completo
maximal de G.

Sean GI y G2 dos grafos que poseen el mismo conjunto de vértices. La
unión GI U G2 es el grafo que posee los mismos vértices que GI y G2, Y las
aristas de E(Gt) U E(G2).

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad de
Helly. Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan de a pares
tiene intersección no vacía.

Las definiciones que no fueron dadas aquí pueden encontrarse en [6J, [9],
[18J ó [22J.
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Capítulo 2

Grafos overlap de arco-circulares

2.1 Generalidades
Recordaremos aquí las definiciones de las clases de grafos arco-circulares y
overlap de arco-circulares, utilizadas con frecuencia a lo largo de este capítulo.

2.1.1 Grafos arco-circulares

Un grafo G es arco-circular si existe un conjunto de arcos rp (que llama-
mos representación) alrededor de un círculo y una correspondencia 1-1 entre
vértices de G y arcos de ip, de manera que dos vértices distintos son ad-
yacentes si y sólo si los arcos correspondientes se intersecan. Es decir, un
grafo arco-circular es el grafo intersección de arcos alrededor de un círculo.
Supondremos en este trabajo que los arcos son abiertos. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos asumir que ningún par de arcos tiene un extremo común
y que ningún arco cubre el perímetro total de la circunferencia. La Figura
2.1 muestra un grafo arco-circular y una representación posible para él.

V1 V3

V2

V5 V4

Figura 2.1: Grafo arco-circular y una posible representación.

2.1.2 Grafos over lap de arco-circulares

Como se menciona en la introducción, el grafo overlap de una familia finita de
conjuntos no vacíos se obtiene representando cada conjunto por un vértice.
Dos vértices estarán conectados por una arista si y sólo si los correspondientes
conjuntos se intersecan pero ninguno está incluido en el otro.

Si llevamos este concepto a los grafos arco-circulares, vemos que un grafo
G es overlap de arco-circulares si existe un conjunto de arcos rp (que nueva-
mente llamamos representación) alrededor de un CÍrculoy una corresponden-
cia 1-1 entre vértices de G y arcos de ip, de manera que dos vértices distintos

4



2.2. Órdenes circulares 5

son adyacentes si y sólo si los arcos correspondientes se solapan. Dos arcos
se solapan cuando su intersección es no vacía, pero ningún arco está incluido
en el otro. La Figura 2.2 muestra un grafo overlap de arco-circular y una
representación posible para él.

V2 V3

V4

V5_f------tI.V1

V1

Figura 2.2: Grafo overlap de arco-circulares y una posible representación.

,
2.2 Ordenes circulares

Las definiciones, lemas y propiedades que presentamos en esta sección son
introducidas por primera vez en esta tesis y serán utilizados en la siguientes
secciones.

Sea e una representación arco-circular de un grafo G. Sean i, j, k extremos
distintos correspondientes a arcos de ip, Diremos que j está entre i y k si
partiendo de i, y recorriendo el círculo en sentido horario, j se encuentra
antes que k.

Figura 2.3: En este ejemplo, el extremo j' está entre i' y k".

Sea !.p una representación arco-circular de un grafo G. Sean [v~,v~'ly
[v~,v;l arcos de !.p correspondientes a vértices Vi, Vj E V (G) (v~' le sigue a
v~ en el sentido horario). Diremos que el arco [v~,v~'lcorta al arco [v~,v;l si
partiendo de v~, y recorriendo el círculo en sentido horario, v~ se encuentra
antes que v;". Notemos que esta propiedad no es simétrica, dado que Vj y Vi

se cortan mutuamente sólo cuando ambos cubren todo el círculo.
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Sea G un grafo, Q e 1 una partición disjunta de aristas G = Q U I de su
complemento G y Rk un orden lineal V1k' ... , vnk de los vértices de G asociado
a Vk E V (G). Sea vp = V1k" Para simplificar la notación diremos que Vi < Vj

bajo un orden Rk cuando Rk asigna a Vi una numeración menor que a Vj'

Luego Rk es llamado un orden circular asociado a Vk, Q e 1cuando:

2. Si bajo Rk vale Vj < Vk entonces (vp, Vj) tJ. E(I).

3. Bajo Rp vale vp < Vk.

4. Si existen tres vértices tales que bajo R¿ vale Vi < Vt < Vj, bajo R; vale
Vj < Vi < Vt y (Vt,Vj) E E(G) entonces (Vt, Vi) tJ. E(Q).

5. Cualquier vértice distinto de vp que cumple todos los items presentados
es numerado por el orden Rk con un número menor.

6. Sean Rp3 y Rk3 los órdenes que quedan definidos si sólo valen las condi-
ciones 1, 2, 4 Y 5. Si estos órdenes así definidos no cumplen la condición
3, luego:

(a) vp < Vip3 en Rp para todo Vip3 tal que bajo Rp3 quedó numerado
entre 1y el número asignado a vp'

(b) Vk < Vik3 en Rk para todo Vik3 tal que bajo Rk3 quedó numerado
entre 1y el número asignado a Vk.

(

Una orientación G~k de G es inducida por un orden circular Rk cuando (Vi -+

Vj) E E(G~k) * i < j. A fin de simplificar la notación, para representar el
orden de los vértices de G bajo el orden circular Rk se notará [Vl, ... , Vn]Rk

Sean Rk = {Vlk"'" Vnk }, R, = {Vls"'" vnJ dos órdenes circulares aso-
ciados a Vk, Vs E V (G). Diremos que Rk es un desplazamiento circular de
R, cuando :Jj, 1~ j ~ n, tal que Rk puede definirse en función de R, de la
siguiente manera:

{
V(j+i)S

Vik =
V(j+i-n)s si no.

Por ejemplo, [V2, V5, VI, V7] es un desplazamiento circular de [VI, V7, V2, V5]'

si i+ j ~ n,

r:
\



2.2. Órdenes circulares 7

Sea ip una representación arco-circular de un grafo G, donde a cada Vi E
V(G) le corresponde un intervalo [v~, v;"] y sea SVj una función asociada a Vj

E V(G) cuyo dominio es 1 conjunto de los extremos de los arcos de sp y su
imagen es N[1..2n]. Diremos que SVj es una linealización canónica asociada
a Vj cuando se comporta de acuerdo a la siguiente construcción:

1. Fijar el cero del círculo en la posición de v~. El crecimiento de los
ángulos se define en sentido horario.

• {' 11 '" '"}2. Sea el conjunto de todos los extremos f3 = v1' v1' v2' v2, ... , vn' vn

3. Primera etapa:

(a) Eliminar de f3 los extremos v~' tal que su arco asociado [v~,v~']
, "]corta al arco [Vj' vj .

(b) Partiendo de v~, recorrer el círculo en sentido horario, numerando
en sentido creciente y consecutivo los extremos de los arcos que
pertenecen a f3 a medida que aparecen.

4. Segunda etapa:

(a) Sea ~ el conjunto de todos los v~' que se eliminaron de f3 en la
primera etapa.

(b) Partiendo de v,~,recorrer el círculo en sentido horario y, continuan-
do con la numeración de la primera etapa, numerar en sentido
creciente y consecutivo los extremos de los arcos que pertenecen
a ~ a medida que aparecen.

Figura 2.5: Linealización canónica en función del arco [v~,v;]

A fin de simplificar la escritura, cuando valga SVj (v~) < SVj (v~) se notará
[s(v~) < s(v~)]vj" Con frecuencia se trabajarán con funciones SVi donde Vi es
el primer vértice en función de un orden circular Rj, luego, nuevamente para
simplificar la escritura, en lugar de escribir SV1 (v~), se notará [s(v~)]R-.

J J J
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Sea cp una representación arco-circular de un grafo. Diremos que Rk es un
orden circular canónico asociado a Vk E V (G) cuando define una numeración
V1, ... , u« sobre los vértices de G tal que existe una linealización canónica s;

lk
sobre cp tal que Vi < Vj <=:> [s( v~) < s( V~)]Rk y V1k es elegido de la siguiente
forma:

• Sea 6 el conjunto de todos los arcos que cortan a [v~, v~].

• Eliminar de 6 los arcos que junto con [v~, v~] cubran todo el círculo.

• Si el conjunto 6 es vacío entonces V1k = Vk.

• Si no, partiendo de v~ recorrer el círculo en sentido anti- horario hasta
encontrar el último v~E 6. Tomar V1k = Vi.

Por ejemplo, si vemos la figura 2.5, el orden circular canónico Rj asociado
a Vj queda definido de la siguiente manera: R¡ = {v.., Vj, Vk, vr}.

Lema 2.2.1 Sea cp una representación arco-circular de un grajo G. Si Rk Y
R, son dos órdenes circulares canónicos asociados a Vk, vs E V (G), entonces
Rk es un desplazamiento circular de Rs'

Demostración. Sea R, == [VI, ... , Vn]Rs y R¿ = [VI, ... , Vn]Rt y supongamos
que R¿ no es un desplazamiento circular de Rs' Luego existe Vis tal que
se cumple que Vis = Vjt pero Vi-ls =1 Vj-k Esto significa que comenzando
del extremo v~s en cp y recorriendo el círculo en sentido horario en algún
punto se alcanzó a V~-ls Y seguidamente a v~s. Sin embargo, al construir a
Rt, siguiendo el mismo procedimiento y partiendo de V~t' se alcanzó a V~-1t

para encontrar seguidamente a V;t' Esto en un absurdo, dado que partiendo
de v~ y recorriendo el círculo en sentido anti-horario el primer comienzo de's
arco que se encuentra es o bien V~-lt o bien V;'_1s' Por lo tanto R¿ es un
desplazamiento circular de Rs.D

Lema 2.2.2 Si cp es una representación arco-circular de un grajo G y Rk

es el orden circular canónico asociado a Vk E V (G), entonces existe una
partición disjunta de aristas G = Q U I de su complemento G tal que Rk es
un orden circular asociado a Vk, Q e l.

Demostración. Partimos las aristas (Vi, Vj) E E( G) en subgrafos Q e I de
la siguiente manera:

(Vi,Vj) E E(Q) <=:> [V~,V;/] y [v~,v;] están uno incluido en el otro.
I "] [' "] •(Vi,Vj) E E(I) <=:> [Vi' Vi Y Vj,Vj no se mtersecan.

Veamos ahora que el orden circular canónico Rk asociado a Vk, Q e 1 cum-
ple con las condiciones necesarias para ser un orden circular. Para ello verifi-
caremos que se cumplen las condiciones (1)-(6) impuestas en la definición de
orden circular. Sea Vlk = vp' Por construcción vale (1) (vp, Vk) tj: E(I), dado
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que el extremo elegido como primero en la construcción se interseca con Vk.

Todos los vértices que quedaron numerados entre vp y Vk se intersecan con
vp, dado que vp se interseca con Vk y se numeró a los vértices recorriendo el
círculo en sentido horario, partiendo de vp. Por lo tanto (2) si bajo Rk vale
Vj < Vk entonces (vp,VjJ ti. E(I). Como vp junto con Vk no cubren todo
el círculo y lo mismo sucede con vp y Vlp (por construcción), partiendo del
extremo v~ y recorriendo el círculo en sentido horario, primero se encuentrap

a v~ y luego a v~' Por lo tanto, (3) bajo Rp vale "» < Vk. Para probar (4)
supongamos que valen las hipótesis pero (Vi, Vt) E E(Q). Como bajo R¿ vale
i < t < j esto significa que el arco [v~, v;'] está incluido en el arco [v;, v;'] y
como (Vt, Vj) E E(G) Yt < j bajo u; el arco [v~,v;'] corta al arco [v;, v;]. Por
la posición de los arcos, esto significa que el arco [v;, v;'] también corta al arco
[v;, v.n y al numerar los arcos bajo el orden R; vale i < j. Esto es un absurdo
dado que por hipótesis bajo R; vale j < i. Por lo tanto (Vi, Vt) ti. E(Q).

Para probar el punto (15)se presentan dos alternativas:
Caso 1: Supongamos que no existe Ve tal que Vk corte a Ve . Luego, por

construcción, vp es el vértice que cumple con todos los items anteriores y
numera a Vk con la máxima numeración. Bajo estas condiciones al eliminar
la condición (3) ésta sigue valiendo, con lo cual la condición (6) también se
cumple.

Caso 2: Supongamos que existe Ve tal que Vk corta a Ve. Por construcción,
Ve =1 vp' Veamos entonces que no es posible que Ve cumpla las seis condiciones
impuestas. Supongamos que si y que Ve = vp' Si se elimina la condición (3),
los órdenes definidos son tales que Ve < Vk bajo Rk3 y Vk < Ve bajo Rc3, por lo
que no cumplen la condición (3). Luego se deben cumplir (6a) y (6b). Pero
la condición (6b) no se cumple dado que Ve bajo Rk3 quedó numerado entre
1y el número asignado a Vk, Y por lo tanto la condición (6b) exige que bajo
Rk valga Vk < Ve Yesto es imposible ya que Ve = vp' Por lo tanto no se puede
elegir a un vértice Ve tal que Vk corte a Ve' Notar que esto cubre el caso en
el que Ve, junto con ui, cubren todo el círculo, con lo cual el algoritmo de
numeración presentado funciona correctamente y Rk es un orden circular. D

Corolario 2.2.1 Sea r.p una representación arco-circular de un grajo G y
sea Rk un orden circular asociado a Vk E V (G). Si [v~, v~] es el arco de sp
asociado a Vk, entonces V1k es un vértice tal que su arco asociado [V~k' v~J
en .p no es cortado por el arco [v~,v~].

Demostración. Trivial, dada la demostración del caso 2 del lema 2.2.2. D

Corolario 2.2.2 Sea r.p una representación arco-circular de un grajo G y
sea R¿ un orden circular asociado a Vk E V(G). Si [v~,v~] es el arco de r.p
asociado a Vk, entonces V1k es un vértice tal que su. arco asociado [V~k' v~J
en r.p corta al arco [v~,v~l.

Demostración. Trivial, dado el corolario 2.2.1 y sabiendo que, dado que
Rk es un orden circular, vale V1k' Vk ti. E(I). D
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Corolario 2.2.3 Sea 'P una representación arco-circular de un grajo G y
sea Rk un orden circular asociado a Vk E V( G). Sea [v~,V~] el arco de 'P
asociado a Vk. Si Vi E V (G) es un vértice tal que su arco asociado [v~,v~'] en
'P es cortado por el arco [v~,v~], entonces vale k < i.

Demostración. Como [v~,v~] corta a [v~,v;'], por el corolario 2.2.1, Vi =1= V1k'
Supongamos por el absurdo que i < k bajo Ri; Esto significa que partiendo
de V~k y recorriendo el círculo en sentido horario primero se encuentra el
extremo v~ y luego v~. Esto significa que V~k se encuentra entre v~ y v~.
Como [v~,v~] corta a [v;, v~'] esto implica que [v~,v~lcorta a [V~k'v~J Esto
es un absurdo dado el corolario 2.2.1. Por lo tanto bajo R¿ vale k < i. o

Corolario 2.2.4 Sea 'P una representación arco-circular de un grajo G y sea
Rk un orden circular asociado a Vk E V(G). Sea [v~,v~l el arco de 'P asociado
a u». Si Vi E V (G), Vi =1= V1k' es un vértice tal que su arco asociado [v~,v~'] en
'P corta a [v~,V~], y ambos arcos no cubren todo el círculo, entonces el arco
[' " ]' [' "]V1k'V1k ' asociado a Vlk, corta a Vi' Vi .

Demostración. Supongamos que [V~k,V~J no corta a [v~,vJ. Dadas las
hipótesis, y por el corolario 2.2.2, sabemos que tanto [V~k'v~J como [v~,v~']

, " [' "] ['" 1cortan a [vk,vkl. Luego lo que debe suceder es que Vi,Vi corta a V1k,V1k .
Por lo tanto Vi cumple con todas las condiciones para ser el primer vértice de
Rk, y numera a Vk con una numeración mayor que la asignada por V1k' Esto
es un absurdo dado que Vlk =1= Vi, luego la única alternativa es que [V~k'v~J

[' "Jcorte a Vi' Vi .
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2.3 Caracterización de grafos overlap de arco-
circulares

Para la formulación y demostración de la caracterización de los grafos overlap
de arco-circulares (CAO), tilizamos ideas propuestas en una caracterización
para grafos circulares de J. Szwarcfiter. El teorema planteado por Szwarcfiter
es el siguiente:

Teorema 2.3.1 ([35]) G es un grafo circular si y sólo si existe una partición
disjunta de aristas G = Q U 1 de su complemento G y un orden lineal R de
sus vértices, tal que las orientaciones C, Q, 1 inducidas por R satisfacen

para i < j < k,
(Bl): (Vi --t Vj) E E(l) =? (Vi --t Vk) E E(i).
(B2): (Vi --t Vj) E E(Q) 1\ (V.1 --t Vk) E E(Q) =? (Vi --t Vk) E E(Q).
(B3): (Vi --t Vj) E E(C) 1\ (V.1 --t Vk) E E(C) =? (Vi --t Vk) 1-- E(Q).
(B!,): (Vi --t Vj) E E(C) 1\ (Vj --t Vk) E E(l) =? (Vi --t Vk) E E(l).
(BS): (Vi --t Vj) E E(Q) 1\ (Vj --t Vk) E E(C) =? (Vi --t Vk) 1-- E(i).

El teorema que caracteriza a la clase CAO toma las ideas básicas del
teorema 2.3.1 y refuerza las condiciones pedidas sobre el grafo. De esta
manera se pueden sortear las dificultades adicionales que se presentan al
trabajar con representaciones en overlap de arcos circulares.

Teorema 2.3.2 G es un grafo overlap de arco-circulares si y sólo si existe
una partición disjunta de aristas G = Q U 1 de su complemento G y para
cada vértice v E V(G) existe un orden circular R; asociado a v, Q e 1 tal que
las orientaciones G;v' Q;v' I;v inducidas por n; satisfacen

para i < j < k,
(Bl): (Vi --t Vj) E E(I;J =? (Vi --t Vk) E E(I;J.
(B2): (Vi --t V.1) E E(Q~) 1\ (Vj --t Vk) E E(Q;J =? (Vi --t Vk) E E(Q~).
(B3): (Vi --t Vj) E E(G-~J 1\ (Vj --t Vk) E E(G~) =? (Vi --t Vk) 1-- E(Q~J.
(B!,): (Vi --t Vj) E E(G~J 1\ (Vj --t Vk) E E(I;J =? (Vi --t Vk) E E(I;J.
(BS): (Vi --t Vj) E E(Q;J 1\ (Vj --t Vk) E E(G;J =? (Vi --t Vk) 1-- E(I;J.

Y R, es un desplazamiento circular de R¿ para todo s, t E V(G).

Idea intuitiva sobre la demostración.
La idea básica que utilizamos en la demostración del teorema consiste en

"linealizar" la representación en arcos circulares de G por medio de un orden
circular. Cada orden circular asociado a un vértice Vk E V (G) asigna una
numeración a los vértices del grafo, que permite "ver" a la arcos a través de
un orden total, definido por la función SV1k'

Si bien bajo este orden puede perderse información sobre algunos solapa-
mientos entre arcos, el orden Rvk mantiene los solapamientos entre el arco
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asociado al vértice Vk con el resto de los arcos. De esta forma, la función SVl
k

asigna a los extremos de los arcos un orden tal que respeta sus posiciones
relativas en función del arco asociado a Vk.

Una vez fijado el orden circular, el grafo debe cumplir las condiciones
(B1)-(B5). Si esto sucede para cada vértice del grafo, el grafo es overlap de
arco-circulares

Demostración. (=}) Sea G un grafo overlap de arco-circulares, c.p una re-
presentación en arcos alrededor del círculo de él y sea R el orden circular
canónico asociado a Vi E V(G) para cada vértice de G. Partir las aristas
(Vi, Vj) E E( e) en subgrafos Q e I de la siguiente manera:

(Vi, Vj) E E(Q) {::}([S(V~) < S(V~) < s(v~') < s(V.;)]RY
[s(v~) < s(v~) < s(v;) < s(v~')]R.)

(Vi,Vj) E E(I) {::}[s(v~') < s(V~)]Ri V [s(v;) < S(V;')]R;

Como R; es un orden circular canónico, esto define una partición disjunta
de aristas del complemento de e, donde en I están las aristas de G que
en la representación sus vértices correspondientes no se intersecan, y en Q
las aristas de G que en la representación sus vértices correspondientes están
incluidos uno en otro. De esta forma, por el lema 2.2.2, quedan definidos n
órdenes circulares. Sean e~i'Q~i , I~i las correspondientes orientaciones de
e, Q e I inducidas por R. Veamos ahora que se cumplen (B1)-(B5).

Bl: Como (Vi --7 Vj) E E(I~J, tenemos [s(v;") < s(V.~)]Ri V [s(v.;) <
s(v;')]R.' Además dado que sabemos que bajo el orden R vale i < j, esto
implica que [s(v;") < S(V~)]Ri' También sabemos que bajo R t.enemos j < k
por lo que, por construcción de s, vale [s(v~) < s(v~)]R.' Por lo tanto,
[s(v;") < s(v~)]R. con lo cual (Vi,Vk) E E(I), Y bajo R esto significa (Vi --7

Vk) E E(I~J.
B2: Dado que (Vi --7 Vj) E E(Q~) Y (Vj --7 Vk) E E(Q~J por cons-

trucción de Q sabemos que en la representación [v;', v~'] e [v~, v;] e [v~, v~] o
bien [v~, v~] e [v.~,v.n e [v~, v;'']. Pero como bajo el orden u; vale i < j < k,
dado que R; es un orden canónico su construcción implica que [v;', v;"] e
[v~, v;] e [v~, v~]. Por lo tanto, bajo el orden R, vale i < k yeso implica que
[s(v~) < s(v~) < s(v~) < s(V;")]Ri' Por construcción de Q, esto significa que
(Vi, Vk) E E(Q), Y bajo el orden R; vale (Vi --7 Vk) E E(Q~).

B3: Tenemos que (Vi --7 Vj) E E(e~J y (Vj --7 Vk) E E(e~J. Como
R, es un orden canónico y vale i < j < k, tenemos que [s(v;') < s(v~) <

( ") ( ")] [ ( ') , 11 11S Vi < S vj R. y S vj < s(vk) < s(vj) < s(vk)]R.' Esto implica que
[s(v;') < S(V~)]Ri Y [s(v~) > s(v;")]R., con lo cual, por construcción de Q,
tenemos que (Vi,Vk) 1:. E(Q). Por lo tanto, (Vi --7 Vk) 1:. E(Q~)

B4: Sabemos que (Vi -~ Vj) E E(e~J y (Vj --7 Vk) E E(I~J. Como R
es un orden canónico y vale i < j < k, tenemos que [s(v;') < s(v~) < s(v;") <
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s(v;)lRi y [s(v;) < s(v~)lRi. Esto implica que [S(V~/) < s(v~)lRi. Luego,
por construcción de I, tenemos que (Vi, Vk) E E(I) Y bajo el orden R; vale
(Vi ~ Vk) E E(I~).

BS: Como (Vi ~ Vj) E E( Q~), por construcción de Q sabemos que un
arco está incluido en el otro. Como además bajo Rv vale i < j y como R; es
un orden canónico, sabemos que el arco [v~, v~/l está incluido en [v~, v;J, por
lo que vale [s(v~) < s(v~) < s(v;) < s(v~/)lRv. Por otra parte tenemos que
(Vj ~ Vk) E E(G~), con lo cual [s(v~) < s(v~) < s(v;) < s(v~)lRv. Por lo
tanto, llegamos a que [s( v~) < s( v~) < s( V~/)]Rv, es decir, que ambos arcos se
intersecan. Veamos ahora que sucede bajo el orden fi.. Si los arcos [v~, V~/]
y [v~, v~] no cubren todo el círculo, por construcción del orden canónico R;
vale que i < j < k. Por otra parte, si [v~, V;"] y [v~, v~l cubren todo el
círculo, significa que v~ no fue tomado en cuenta como candidato para ser
el primer vértice de ~, por lo que también vale i < j < k. Por lo tanto
las desigualdades que valían para R; también valen para Ri. Luego, por
construcción de I, vale (Vi, Vk) t/:- E(I), Y esto significa que (Vi ~ Vk) t/:-
E(I~).

Por último, por el lema 2.2.1, R; es un desplazamiento circular de R¿ para
todo s, t E V(G).

( -{=) Sea G un grafo, G = Q U I una partición disjunta de aristas de
su complemento G y para cada vértice v E V(G) existe un orden circular
u; asociado a v tal que las orientaciones G~",Q~", I;" inducidas por u;
satisfacen (B1)-(B5). Además, R, es un desplazamiento circular de R¿ para
todo s, t E V(G). Probamos que G es un grafo overlap de arco-circulares. El
argumento es por inducción en n. Si n = 1 no hay nada que probar. Vamos a
probar que podemos construir una representación de arcos [v~,v] alrededor
del círculo tal que:

(Cü) [s(v~) < S(V~)]R" ~ i < j bajo R;
(C1) (Vi,Vj) E E(G) ~ [s(V~) < s(V~) < S(V~/) < s(v;)]n.V

[s(V~) < s(V~) < s(v;) < s(v~/)ln.
(C2) (Vi, Vj) E E(I) ~ [S(V~/) < S(V~)]Ri V [s(v;) < s(V;')]n.
Como una consecuencia de (C1) y (C2) vale:
(C3) (Vi,Vj) E E(Q) {:} [s(V~) < S(V~) < s(V;) < S(V~/)]n.V

I I ") (")][s(Vj) < s(vi) < S(Vi < s v.i n;

Las implicaciones (B1)-(B5) se mantienen válidas cuando nos restringimos
a los subgrafos inducidos G' de G (y también se mantienen válidas para C;I).
Por lo tanto, podemos aplicar la hipótesis inductiva a G - Vk, donde Vk es un
vértice cualquiera de G numerado bajo el orden Rk de forma que ui; = Vk para
algún t entre 1 y n. Esto nos permite construir un conjunto de arcos alrededor
del círculo r..p - Vtk' con arcos correspondientes al conjunto de vértices G -
{VtJ Ytal que (Cü), (C1) y (C2) son satisfechas. Luego obtenemos un nuevo
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conjunto de arcos alrededor del círculo insertando apropiadamente en 'P - Vtk

un nuevo intervalo [v~, V~/], sin cambiar las posiciones relativas de los otros
arcos. Este nuevo intervalo corresponde al vértice Vtk' Y se inserta de la
siguiente manera:

(DI) Posición de V~k.

• Insertar inicialmente a V~k entre V~-lk YV~+lk de tal forma que no exista
ningún extremo de arco entre V~k y V~+lk.

• Desplazar a V~k en el sentido anti-horario mientras exista algún extremo
de arco entre V~k y V~-lk Y no se sobrepase a ningún extremo v~/, tal
que:

1. (Vi,Vt)EE(I).
2. Bajo u, valga t < i.

(D2) Posición de v;~.
1 . . . 1 11 I I• nsertar inicialmente a vtk entre Vt-1k Y 'Vtk

ningún extremo de arco entre v~~y V~k.

de tal forma que no exista

• Desplazar a v~~en el sentido anti-horario mientras exista algún extremo
de arco entre V~k y V~k y se cumplan las siguientes condiciones:

1. No sobrepasar a ningún V~' tal que (Vi, Vt) E E( G) Yal sobrepasarlo
[

I "1 d . 1·,-1 r I "1vt, vt J que e lIlC ULO en LVi' Vi J"

2. No sobrepasar a ningún V~' tal que CVi, 'Vt) E E( Q) Y al sobrepasado
[v~, v~/l deje de estar incluido en [v;, v~'].

3. No sobrepasar a ningún v~tal que (Vi, Vt) E E( G) Yal sobrepasarlo
[, "1 dei d . r I "1Vt, VL J eje e intersecar a lVt, Vi J.

Probamos que el grafo resultante de la construcción anterior satisface la
hipótesis. Las condiciones (Cü), (Cl ) y (C2) valen para los vértices Vi con
i =1- t por hipótesis inductiva. Mostramos que la construcción 'P satisface
estas condiciones en relación al vértice Vt. Estas condiciones son:

A lo largo de la demostración a los contrarrecíprocos de (Bl)-(B5) los
llamaremos ({:=Bl)-( {:=B5).
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Prueba para (EO).
Por hipótesis inductiva tenemos que [s(v~) < S(V~)lRu -<=> i < j bajo Rv,

con i #- j #- t. Veamos que esta propiedad también vale para t bajo Rk' Por
(DI), v; quedó posicionado entre V;-1k Y V;+1k' Luego, por construcción de s,
[S(V;_1) < s(v;) < s(V;+1)JRk y naturalmente bajo Rk vale t - 1 < t < t + lo
Por lo tanto [s(v~) < S(V~)lRk -<=> i < j bajo Ri: Analicemos ahora los que
sucede con Rq, q #- k. Como R¿ es un desplazamiento circular de Rk, bajo
R¿ el vértice Vt es el inmediato posterior a Vt-l o el inmediato anterior a Vt+l'

Caso 1: Vt es el inmediato posterior a Vt-1 bajo Rq.
Por construcción de s, [S(V~_l) < S(V~)lRq y por hipótesis tenemos [S(V~_1) >
s(v~)lRq para todo i? t+ 1. Además vale t-l < t, luego [s(v~) < s(v~)lRq -<=>
i < j bajo Rq.

Caso 2: Vt es el inmediato anterior a Vt+l bajo Rq.
Por construcción de 8, [8(11;) < 8(V;+l)]Rq y por hipótesis tenemos [8(V~) <
s(vt'+l\lR para todo i s: t - 1 Luezo rs(v~\ < s(v'.\lR -<=> i < ,¡ bajo RJJ q ~~. b l' ,J , )JJ q J ~ q •

Por lo tanto queda probado (EO).

Prueba para (El).
(=»: Asumamos que (Vi,'1.1t) E E(G). Si [s(v~) < s(v~) < s(v~') <

s(v;')lRi V [s(v;) < s(v~) < s(v;') < s(v~')lRi es falso, como la construcción
d [ ('\ (")1 r ('\ (")1 1 ' . d 'e s asegura s VtJ < S vt JRi y [s viJ < s\vi JRi' o umco que po na pasar
es uno de los siguientes cuatro casos:

2. [s(v;) < s(v;') < s(v~) < s('V~')lRi

3. [8(V~) < 8(V;) < 8(V;') < 8(v~')lRi

4. [s(v~) < s(v~) < s(v~') < s(V~')]Ri

Por construcción de s, sabemos que el arco [v~,v~'lno corta al arco [v;, v;'].
\1. l t' A r'''l r'''leamos que tampoco pasa o contrario .• Asumamos que [Vi' Vi J corta a [Vi' Vi J'

Por construcción de s sabemos que Vt #- Vii Yque ambos arcos no cubren todo
1, 1 1 '1 . 2 2 4 1 r'" , r' tI, Ce circu o, uego por el coro ano . . ,va e que [V1i, V1iJ corta a [Vt, v( J. amo

[v~,v~'lcorta a [v~,v~'], por construcción de s tenemos que [s(v;) < S(V~)lRi'
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Esto es un absurdo, dado que contradice las hipótesis. Por lo tanto, los arcos
r' "1 r' "1 .LVi' Vi J Y LV¿, V¿ J no se intersecan,

Luego, por (D2), al posicionar v;' se sobrepasó a v~ y los arcos dejaron de
intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (Vi,Vt) í E(G), una contradic-
ción.

Caso 2: [s(v;) < s(v;') < s(v~) < s(V~')]R-i'

Por construcción de s, sabemos que el arco [v;, v;'] no corta al arco [v~, v~'].
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Supongamos que [v~,v~'lcorta a
[v~, v;']. Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale i < t. Luego, por (EO),
[s( v~) < s( V;)]1'4' Esto es una contradicción, con lo cual ambos arcos no se
intersecan en la representación.

Luego, por (D2), al posicionar v;' se sobrepasó a v~ y los arcos dejaron de
intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (Vi, Vt) í E (G), una contradic-
ción.

Caso 3: [s(v~) < s(v;) < 8(V;') < 8(V~')]P••'

Por construcción de s tenemos que en la representación el arco [v;, v~'l
está incluido en el arco [v~,v~']. Por (D2), al posicionar v~' se sobrepasó a v~',
y en ese momento el arco [v~,v~'lpasó a estar incluido en [v~,v~']. Por (D21),

tenemos (Vi, Vt) í E (G), una contradicción.

Caso 4: [s(v;) < 8(V~) < SetO < s(V;')]E4'

Por construcción de s sabemos que el arco rv~ v~'] está incluido en el arco..... l 1-' 1-

[v;, v;'].
Por (D2), no se siguió desplazando a v;' en sentido anti-horario porque

existe un extremo de arco entre v~' y v;' que cumple con una de las siguientes
condiciones:

1. Existe un v; tal que (Vj,Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v;,v~'l queda
. luid [' "1me Ul o en Vj' Vj J'
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2. Existe un v; tal que (Vj,'1-'t) E E(Q) Y si se lo sobrepasa, [v~,v;l deja
d . luid r' "1e estar me Ul o en lVt, vt J.

3. Existe un 1J~ tal que (Vj, Vt) E E( G) Y si se lo sobrepasa, [1J~, 1J~'ldeja de
. [' "1mtersecar a Vj' Vj J'

Si v; = v~',estamos en la condición 2 y (Vi,Vt) E E(Q). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidió el desplazamiento de v~'no es v~'.

Caso 4.1: Existe un v;' tal que (Vj, Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v;, v;']
d . Iuid [' "1que a me Ul o en Vj,VjJ'

Analicemos qué sucede bajo el orden Rj en función de las posiciones
relativas de los extremos de los arcos. Sabemos que el arco [v~' v;] corta a
r' "1 e ", "" 1 r' "1 rÓ» luid 1lVt, u, J' omo vj esta entre Vi y Vt, e arco lVi , Vi J está mc Ul o en e arco
r' ", 1 al [' ", r' ", P . .. 2 2 3 b . R .lVj,Vjj, con ocu Vj,vjjcortaalvi,viJ. or ei coroiano .. , ajo jVale
j < t, i. Como [v~,v~'l está incluido en el arco [v~,v~'], por construcción de s
tenemos quc [s(v~) < s(v~) < S(V~)]Rjl y por (EO) bajo R, vale j < t < i.

P 1 r / ') ( ') / rr-; / "" 1 'C3'or otra parte, vae l8\Vi < s Vi < S\Vi) < S~Vi)jR, uego por ~ . )_ _ J

tenemos que (Vj,Vi) E E(Q). Luego, (Vj -7 Vi) E E(Q~J Y (Vj -7 Vl) E
E(G~j)' Por (-<=B3), (Vt ---+ Vi) 1:: E(G~j) Y como t < i vale (Vi, Vt) 1:: E(G).
Esto es un absurdo, por lo que este caso no puede ocurrir.

Caso 4.2: Existe un v;' tal que (Vj, Vt) E E(Q) Ysi se lo sobrepasa, [v;, v;l
deja de estar incluido en [v~, v~'].

Esto significa que el arco [v~,v;'] corta tanto a [v~,v~'] como a [v;, v;]. Por
el corolario 2.2.3, bajo n; vale t < i, j

Bajo este caso se presentan tres alternativas en función de la posición del,
extremo vs

Caso 4.2.1: v; se encuentra entre v¡' y v;.
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C 1 ., 1 r' "] [' "1' Pamo en a representación os arcos LVi' Vi Y Vj' vj J no se mtersecan. or
., d al r I ") (')] r ("\ I '\1 L ICC)\construcción e s v e LS''Ui < S Vj u; V LS vj) < S,ViJJRi' uego, por, L,),

(Vi,Vj) E E(I).
Bajo R¿ tenemos que t < i,j. Por la posición relativa de v~, sabemos que

[s(v¡) < S(V~)]Rt Y por (EO), esto implica que t < i < j. Luego, (Vi --7 Vj) E

E(I~t) Y (Vt --7 Vj) E E(Q~t)' Por (~B4), (Vt --7 Vi) ~ E(G~t) Y corno t < 'l
vale (Vi --7 Vt) ~ E(G). Esto es una contradicción.

Caso 4.2.2: v~ se encuentra entre v.;,y v~'.

. , [' "] [' "] [' "1En la representación lORarcos v.i, u, Y "s- "s se solapan. Como Vi' Vi J

corta a [v~,v;J, por el corolario 2.2.3 bajo R vale i < j y esto implica que
r ") ") (") ,"" P (C)' , E'G'lS~Vi < S~Vj < S Vi < S\Vj )J~. or 1, ~Vi, Vi) E .~ ).

Bajo R¿ tenemos que t < i,j. Por la posición relativa de v~, sabemos que
[s(v~) < S(V~)]Rt Y por (EO), esto implica que t < i < j. Luego, (Vi --7 Vj) E

E(G~t) Y (Vt --7 Vj) E E(q~t)' Por (~B3), (Vt --7 Vi) ~ E(G~t) Y como t < i
vale Vi, Vt ~ E(G), un absurdo.

Caso 4.2.3: v~ se encuentra entre v; y v~.

En la representación el arco [v~,v~'lestá incluido en el arco [v~,v;]. Como
r' "1 r' "1 1 lari 2 2 3 b . R le í • li[Vj, vj J corta a [Vi' Vi J, por e coro ano .. , ajo j va e J < ~y esto imp ica
que [s(v~) < s(v~) < S(V~') < S(V.~)]Rj" Por (C3), (Vj, Vi) E E(Q).

Bajo Rt tenemos que t < i.]. Por la posición relativa de v~, sabemos que
[s(v~) < S(V~)]Rt Y por (EO), esto implica que t < j < i. Luego, (Vt -+ Vj) E

E(Q~t) Y (Vj --7 Vi) E E(q~t). Por (B2), (Vt --7 Vi) E E(Q~t) Y como t < i
vale (Vi, 1Jt) E= E( Q). Esto significa que (Vi, 1lt) ti- E( G), una contradicción.
Por lo tanto el caso 4.2 no puede ocurrir.

Caso 4.3: Existe un v: tal que (Vj,Vt) E E(G) Y si se sobrepasa, [v;,v;'J
dei d . r' ,r1eja e mtersecar a v· v·

L J' J J"
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Esto siznifica que el arco rv' v"l iunto con el arco rv'. v':] no cubren todo1:> • [ t : t J J • [ J' J
1 ' 1 L . ., de u' . di 1 r' "1 1el circu o. a posicion ~e Vj nos me ica que e arco lVi ,Vi J no corta al arco

[v;, v;]. El hecho que [V~,v~'] y [v;, v;] no cubren todo el círculo sumado a que
[' "] rÓ» luid r' "i : l' [' "] [' "1 P 1Vi' Vi esta me Ul o en [Vi' Vt J' imp ica que Vj' vj no corta a Vi' Vi J' or o

Ir I "1 r I "l· 1 . ,tanto, os arcos lVi ,Vi J Y lVj, Vj J no se mtersecan en a representación,
Por construcción de s esto implica que [S(V~!)< S(V:)]Ri V[s(v~) < s(V~)]Ri'

Luego, por (C2), (Vi, Vj) E= E(I). --
Como [V~,V;'] corta tanto a [V~,V~'] como a [V;, v;J, por el corolario 2.2.3

sabemos que bajo R¿ vale t < i, j. Esto significa que [s(v~) < s(v;)lRt y

por (EO), esto implica que t < i < i Por lo tanto (Vi -+ Vj) E E(I~t) Y
(Vi -+ Vj) E E(C;'t)' Por (<=B4), (Vt -+ Vi) tJ. E(C;'t) y como t < i vale
(Vi, Vt) tJ. E(C), un absurdo. Esto significa que el caso 4 no puede ocurrir,
de modo que la única alternativa es que valga [s(v~) < s(v;) < s(v~') <
s(v~')lRi V [s(v;) < s(v~) < s(v;') < s(V~')]Ri'

(<=): Asumamos que vale [s(v~) < s(v;) < s(v~') < s(v~')lRi V [s(v~) <
s(v~) < s(v;') < s(v~')]R. Y supongamos que (Vi,Vt) tJ. E(C). Analicemos los
dos casos que se presentan por separado:

Caso 1: rs{vt') < s(v~) < s(vt"l < s{v~'llD
[ , t J' t J J ''i.

. r' "] r' "1Bajo este caso, notemos que el arco LVi' Vi no corta al arco LVt'u, J' por-
que si así fuera, el lema 2.2.3 nos diría que bajo R; vale i < t Y por (EO)
llegaríamos a que [s(v~) < S(V;)]Ri' un absurdo. Luego, como ambos arcos
no cubren todo el círculo, al desplazar v;' para alcanzar su posición definitiva
se sobrepasó a v~'. Al sobrepasarlo, [v~,v~'ldejó de estar incluido en [v~,V~/],
por lo tanto por (D22) (v,;,Vt) tJ. E(Q). Por hipótesis (Vi,Vt) tJ. E(C), luego
la única posibilidad es que (Vi,Vt) E E(I).

Por (D2), no se siguió desplazando a V~' en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v~y v~'que cumple con una de las siguientes
condiciones:

1. Existe un v; tal que (Vj, Vi) E E(C) y si se lo sobrepasa, [v~,v;'] queda
. luid r' "1me Ul o en lVj, vj J.

2. Existe un v; tal que (Vj, '1-'t) E E( Q) Y si se lo sobrepasa, [V~,v;l deja
de estar incluido en [v;, v;'].
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3. Existe un v~ tal que (Vj, Vt) E E( C) y si se lo sobrepasa, [v~,v~'ldeja de
• r•. ' "1mtersecar a lVj' Vj J.

Si 1}~ = v;, estamos en la condición 3 y (Vi, Vt) E E(C). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidió el desplazamiento de v~'no es v~.

Caso 1.1: Existe un v;: tal que (Vj, Vt) E E(C) y si se lo sobrepasa, [v~,v~']
d . luid [' "1que a me Ul o en Vj' vj j'

Por la posición relativa de los extremos de los arcos sabemos que el arco
r' "1 [' "1 r' "1 .LVj' vj J corta tanto a Vi' VI. J como a LV,;, Vi J' Luego, por el corolario 2.2.3,
ba.i R l' 'E' 1 . , I [' "1 r' "]ajo j va e J < t.i: .n a representación lOS arcos Vj' vj J y LVi' Vi se
solapan, luego por construcción de s esto implica que [s(v,~)< s(v~) < s(v,~) <
s(V~')lRj' Por (Cl), (Vj, Vi) E E(C).

Como vale j < t, i, dada la posición relativa de los extremos de los arcos,
por construcción de 3 tenemos que [s(v~) < s(v;) < S(V;)]Rj' Por lo tanto,
por (EU), bajo R.1 vale j < t < i. Esto significa que (v.1 ---7 Vt) E E(C--;';)
y (V.1 ---7 Vi) E E(C--;'j)' Por (<:=B4), (Vt ---7 Vi) ti- E(I~j) Y como t < i vale
Vi, VI. ti- E(I). Esto contradice la hipótesis.

Caso 1.2: Existe un v,; tal que (V.1' vd E E(Q) Y si se lo sobrepasa, [v~, v,;l
deja de estar incluido en lv~,v~'l·

Bajo este caso, el arco [v~, v;] está incluido en el arco [v;, v;']. Sabemos
[' "1 [' "] r' "1 .que el arco Vt, Vt J corta tanto a V.1' Vj como a LVi' Vi J. Luego, por el corolano

2.2.3, bajo R¿ vale t < j, i. Este caso presenta dos alternativas:
Caso 1.2.1: v~ se encuentra entre v~ y v;.

Bajo u; vale t < i, j, y el arco [v,~,v;l está incluido en el arco [v~, v~']. Por
t ., d I r f'\ f '\1 P fEO\ t . .b .cons rUCClOn e s vale LS\ViJ < s\ v.1JJRt· or \ J tenemos que < i < J ajo

Rt. Luego (Vt ---7 Vi) E E(I~t)' pero por (B1) esto implica que (Vt ---7 Vj) E
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E(I;J. Esto contradice la hipótesis que afirma (Vj,Vt) E E(Q), con lo cual
este caso no puede ocurrir.

e 12 - , , ,
aso . D .2: vj se encuentra entre vt Y Vi'

La posición de v~ nos indica que en la representación los a.rcos [v~,v~'ly
r' "] 1 e [' "] [' "] 1 . .[Vj, vj se so apan .. amo Vj' vj corta a Vi' Vi , por el coro ano 2.2.3, bajo
Rj vale j < i Y esto implica que [s(v~) < s(v~) < s(v;) < s(V~')JRj' Por (C1),
(Vi, Vj) E E(G).

Como bajo R¿ vale t < i,j, Y v~ se encuentra. entre v~ y v~, sabemos
que [s(v~) < S(V~)]Ht' Por (EO), tenemos que bajo Rt vale t < j < i Y por
construcción de s, (Vt -t Vj) E E(Q~t) Y (Vj -t Vi) E E(G~t)' Por (B5),
(Vt -t Vi) r:t- E(I;t) y como t < i vale (Vi, Vt) r:t- E(I). Esto contradice las
hipótesis, por lo cual el caso 1.2 no puede ocurrir.

Caso 1.3: Existe un v: tal que (Vj, Vt) E E(G) Ysi se lo sobrepasa, [v;, v;']
dei d . [' "1eJa e mtersecar a Vi' Vj J"

Bajo este caso el arco [v;, v;'] se solapa con el arco [v~, v;]. Sabemos que
[ I "1 [' "] [' "] .el arco Vt, vt J corta tanto a Vj' Vj como a Vi' Vi . Luego, por el corolario

2.2.3, bajo R¿ vale t < j, i.
Dada la posición de v~, vale [s(v~) < S(V~)]Rt' Por (EO) tenemos que

t < i < j bajo Rt. Luego (Vt -t Vi) E E(I;t), pero por (B1) esto implica que
(Vt -t Vj) E E(I;t)' Esto contradice la hipótesis que afirma (Vj,Vt) E E(G),
con lo cual el caso 1 no puede ocurrir.

Caso 2: [s(v~) < s(v;) < s(v~') < s(V;')]Ri'

Veamos primero que bajo este caso (Vi,Vt) r:t- E(I). Supongamos por el
absurdo lo contrario. Por (DJ) sabemos que v~está. entre V;-l Y V;1,-1' Por
otro lado, v~' está. entre v;. y v;', por lo tanto v~' está. entre V;_l Y vt'. Esto
presenta dos alternativas:
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Caso a: v~' está entre V;_l Y V;+l' Por (Dl ), al insertar a v; se sobrepasó
a v~' y esto significa que (Vi, Vt) 1: E(I). Esto es un absurdo, luego este caso
no puede ocurrir.

C b ", ' "E' u 1 r' "] 1aso : Vi esta entre vi+1 Y Vt. sto imp ica que e arco LVi' Vi corta a
r' "1 1 l'203b'R le z lP -Órarco lVt+l' vt+lJ y por e coro ano .•... ajo i va e ~< t+. or construcción

de s vale [s(v~) < s(v;+1) < s(v~')]R., Y por (C2) esto significa que (Vi,Vt+l) tt
E(I). Por lo tanto (Vi - Vt+1) 1: E(lR.) Y por (<=Bl), (Vi - Vt) 1: E(IRJ.

r' "] r' "] .Como el arco LVi' Vi corta al arco LV¿, u¡ , por el corolano 2.2.3 sabemos que
bajo R; vale i < t, luego (Vi,Vt) 1: E(I), una contradicción.

Por lo tanto (Vi, Vt) tt B(I). Como por hipótesis suponemos que (Vi, Vt) tt
E( G), la única posibilidad es que (Vi, Vt) E E(Q).

Por (D2), no se siguió desplazando a v;' en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v~'y v~!que cumple con una de las siguientes
condiciones:

1. Existe un v; tal que (Vj,Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v;,v;'] queda
. Iuid [' "]me Ul o en Vj,Vj .

2. Existe un v; tal que (Vj,Vt) E E(Q) Y si se lo sobrepasa, [v~,v;l deja
de estar incluido en [v;, v;'].

3. Existe un v~ tal que (Vj, Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v;, v;'] deja de
. r' ,"1mtersecar a LVj,vj J.

N d . ""11 ' baio Io pue _e ocurrir que vj = Vi' e ac o que en ese caso estaríamos aJo a
condición 1e implicaría que (Vi, Vt) E E( G), contradiciendo la hipótesis.

Caso 2.1: Existe un v~ tal que (Vj,Vt) E E(G) Y si se sobrepasa, [v;,v;']
queda incluido en [v'- v':l -J' J J'

j
/~

;: ...-.> ~ ~

~

Este caso presenta dos alternativas:
Caso 2.1.1: v~ se encuentra entre v; y v~.

Luego el arco [v~,v;'] está. incluido en el arco [v~, v;]. Como el arco [v;, v;]
[' "] r' "1 .corta tanto a Vi' Vi como a LVt,u, J, por el corolario 2.2.3, sabemos que bajo

R, vale j < i, L, Esto implica que [s(v~) < s(v~) < s(v~') < s(V~')]Rj" Por
(C3), (Vi,Vj) E E(Q).
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Como t < i, j, dadas las posiciones relativas de los extremos de los arcos,
tenemos que [s(v~) < s(v~)lRj" Por (EO), tenemos que bajo Rj vale j < i < t.
Luego (Vj -t Vi) E E(Q;'j) y (Vi -t Vt) E E(Q;'j)' Por (B2), (Vj -t Vt) E

E(Q~J, lo que significa que (Vj, Vt) E E(Q). Esto contradice la hipótesis que
afirma (Vj, Vt) E E(G), por lo cual este caso no puede ocurrir.

Caso 2.1.2: v~ se encuentra entre v~ y v~.

r' "] [' " , "En este caso el arco L'Vi,Vi se solapa con el arco "»vs l- Como [Vi' Vi 1
corta a [v~,v;J, por el corolario 2.2.3 sabemos que bajo R; vale i < j. Luego
vale [s(v~) < s(v.:) < s(v~') < s(v;)]l4 Ypor (Cl) tenemos que (Vi, Vj) E E(G).

Como el arco [v~,v~'ltambién corta al arco [V~,v;'], por el corolario 2.2.3
sabemos que bajo el orden R; vale i < j, t. Por las posiciones de los extremos
de los arcos tenemos que [s(v~) < s(v~) < s(v~)ll4, con lo cual, por (EO) bajo
Ri vale i < j < t. Esto implica que (Vi -t Vj) E E(G~J Y (Vi -t Vt) E
E(G~J. Por (B3), (Ví,Vt) ti:. E(Q~J, un absurdo dado que por hipótesis
(Vi, Vt) E E(Q).

Caso 2.2: Existe un v; tal que (Vj, Vt) E E( Q) Y si se sobrepasa, [v;,v;l
deja de estar incluido en [v~,v~'].

·'''·'i'L..'' ...•

~~

~

Aquí se presentan dos alternativas
e' I 11aso 2.2.1: vj se encuentra entre vt Y Vi .

r' "] [' "En este caso el arco LV,;, V,¡ se solapa con el arco V i> Vj l. Sabemos que el
r' "1 r' "] r' "1 .arco lVi , Vi J corta tanto a lVj, Vj como a lVt, Vt J. Luego, por el corolano 2.2.3,

bajo R; vale i < i.t. Por construcción de s vale [s(v~) < s(v.~) < s(v~') <
s(v;)]l4' eon 10 cual por (Ol ), vale (Vi,Vj) E E(G).

Dada la posición de v~, y sabiendo que bajo R; vale i < j, t por construc-
ción de s vale [s(v~) < s(v~) < s(v~)ll4, y por (EO), bajo R; vale i < t < j.
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Esto significa que (Vi ---7 Vt) E E(Q~J Y (Vt ---7 Vj) E E(Q~J. Por (B2), esto
implica que (Vi ---7 Vj) E E(Q~), contradiciendo el resultado anterior que
afirma (Vi, Vj) E E(G). Por lo tanto este caso no puede ocurrir.

Caso 2.2.2: v~se encuentra entre v~'y v;.

e S 1 ' 1 [' "1.aso 2.2.2.1: upongamos que en a representacion os arcos Vj' Vj j y
r' "] .[Vi' Vi no se mtersecan.

Esto implica que [s(v~''I < s{v'.'I1v. V [s{v':'I < s{v~)lv. y por (C?) {v· u.) e:
t I \ J/JHi \ J I \ t JH-i \ - \ t, J I ~

E(I).
Como [v~,v~'lcorta a [v~,v~'], por el corolario 2.2.3 bajo R vale i < t. Si

bajo R tenemos que j < i, luego (Vj ---7 Vi) E E(Ii.) Y por (B1), (Vj ---7 Vt) E

E(I;"). Esto es un absurdo dado que (Vj,Vt) E E(Q) por hipótesis. Por
otro lado si bajo I4 vale i < j, por construcción de s tenemos que [s(v~) <
s(v~) < S(V~)lRi' Esto por (EO) implica que bajo I4 vale i < t < j. Luego
(Vi ---7 Vt) E E(Q~J Y (Vt .-+ Vj) E E(Q~J. Por (B2), (Vi ---7 Vj) E E(Q~) Y
esto es un absurdo dado que habíamos llegado a que (Vi, Vj) E E(I). Luego
este (;C:!SO no puede ocurrir.

e [' "1aso 2.2.2.2: Supongamos que en la representación 10R arcos Vj' vj J y
[' "1 .
Vi' Vi J se mtersecan.

Como el arco [V~' v;] está. incluido en el arco [v~,v~'ly dada. la. posición de
v~, esto significa que [v~,v~'ljunto con [v~,v~'lcubren todo el círculo. Luego,
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por ~l corolario 2.2.3 bajo R¿ vale t < -. Por otra parte como (Vt ~ Vi) ti-
E(IRt) , por (<=B1), (Vt ~ vt+d ti- E(IRt) Y como bajo R¿ vale t < t + 1,
tenemos que (Vt,Vt+1) ti- E(I) (este dato será usado más adelante).

Analicemos nuevamente la posición de v~'. Como habíamos dicho ante-
• 11" ,,, 11. I "normente, Vi esta entre "« Y Vt, por lo tanto Vi está entre Vt-1 Y vt. Esto

presenta dos alternativas:
e 11" I r ,
.aso a: Vi esta entre 'ut-1 Y vt+1' Por (DI), al insertar a vt se sobrepasó

a v~'y como (Vi, Vt) ti- EU), bajo R¿ debe valer i < t. Esto es un absurdo,
luego este caso no puede ocurrir.

Caso b: v~' está entre V;+1 Y v~', Esto implica que el arco [v;, v;'] corta al
arco [V~+l' V~~lJY por el corolario 2.2.3 bajo u, vale i < z+I. Por construcción
de s vale [s(v~) < s(v~+1) < s(V~')lRi' y por (C2) esto significa que (Vi, Vt+l) ti-
B(I). Analicemos las posibilidades restantes sobre el arco (Vi, Vt+1):

Caso bl: (Vi,Vt+I) E E(Q).
Bajo R; vale i < t + 1 luego, por (C3) y (EO), esto significa que ¡s(v~) <

s(v~+1) < s( V;~l) < s(V;')]Ri Y por la posición de los extremos de [v~,v~!],
implica que [s(v;) < s(v~+1) < S(V;~I) < s(v~')]~. Esto significa que en la
representación los arcos [v;+1' v;~ll Y [v~,v;l no se intersecan. Esto implica
que [S(V~~l) < S(V~)]Rj V [s(v;) < S(V~+l)JRj Y por (C2) (Vt+1, Vj) E E(!).

Caso bl.l: (Vi,Vj) E E(Q).
- [otemos que el arco [v;, v;'J corta a los arcos [V;+1'V;~l], [V~,v~'Jy [v~,v;J.

Luego, por el corolario 2.2.3, sabemos que bajo R¿ vale t < t + 1, i, j. Luego
por construcción de .'3 tenemos que [8(V~) < .stv~+J< .'3(v~) < S(V;)JRt y por
(EO) vale t < t+1 < i < j. Luego (Vt+l ~ Vi) E E(Q~t)' (Vi ~ Vj) E E(Q~t)
Y por (B2) (Vt+1 ~ Vj) E E(Q~t)' un absurdo.

Caso b1.2: (Vi, Vj) E E(G).
Como el arco [v;, v;'] corta a [v~, v;J, bajo R¿ vale t < j. Además sabemos

que t < t + 1, Y como t + 1 es el inmediato siguiente a t bajo R¿ tenemos que
t<t+1<j.

Supongamos que (Vt,Vt+1) E E(G). Luego (Vt ~ Vt+1) E E(G~t)' (Vt+l ~
Vj) E E(I~t)' Y por (B4), (Vt ~ Vj) E E(I~t)' Como bajo R¿ vale t < j,
tenemos que (Vt,Vj) E EU), un absurdo.

La otra alternativa es que (Vt, Vt+1) E E(Q). Recordemos que bajo R
vale i < t < t + l.

Veamos que bajo R vale j < i. Si v.i = VIi no hay nada que probar. Si, en
. r' "] [' "1cambio, Vj =1= Vli' como el arco LVj' vj corta a Vi' Vi J Y ambos arcos no cubren

, . al r'" 1 [' "J Ptodo el círculo, por el corolario 2.2.4 v e que [VIi' VliJ corta a Vj' vj. or
construcción de s esto implica que [s(v~) < s(v~)l~, y por (EO) esto significa
que bajo R vale i < j.

Luego (Vj ~ '1.1t) E E (Q-;'J , (Vt ~ Vt+1) E E(Q;") y por (B2) (Vj ~
Vt+1) E E(Q~J. Esto es una contradicción, por lo cual este caso no puede
ocurrir.
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r' "] [ , "] [' "]Sabemos que el arco LVt' Vi J corta a Vt+l' Vt+1J y a Vi' Vi . Luego, por el
corolario 2.2.3 bajo R¿ vale t < t + 1, i. Como v;+1 es el extremo inmediato
posterior a v; tenemos que t < t + 1 < i bajo Rt.

Si (Vt,Vt+1) E E(G) vale que (Vt -t Vt+1) E E(G~t)' (Vt+1 -t Vi) E E(G~t)
Y por (B3) (Vi -t Vi) 1:. E( Q;'t)' Esto es una contradicción, por lo tanto la
única alternativa es que (Vt, Vt+l) E E( Q).

Si esto sucede, analicemos lo que pasa bajo R. El arco [v~,v~'lcorta
tanto a [V;, v;'] como a [v;+1,V;~l]' Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R vale
i < t, t+ 1 Yesto por construcción de s implica que [s( v~) < s(v~) < s( V;+1)]H.;'
Luego, por (EO), en R vale i < t < t + 1.

Entonces tenemos que (Vi -t Vt) E E(Q~J, (Vt -t Vt+¡) E E(Q~J Y por
(B2) (Vi -t Vt+1) E E(Q~J. Esto es una contradicción, dado que asumíamos
que (Vi, Vt+1) E E(G).

E lusi , 1 ., 1 r' "1 [' "] .n conc USlOn,en a representación os arcos lVj, vj J y Vi' Vi no se mter-
secan y el caso 2.2.2.2 no puede ocurrir.

, ()) [' "]Caso 2.3: Existe un vj tal que Vj,Vt E E(G Y si se sobrepasa, Vt,VtJ
dei d . r' "1eja e mtersecar a lVj, vj J.

Esto implica que los arcos [v;,v;'] y [v;,v;l no cubren todo el círculo. Por
la posición de v~' y v; en la representación, esto significa que el arco [v~,v~'l
no puede estar incluido en el arco [v;, v;].

Analicemos las diferentes alternativas en función de la posición de los
r' "] [' "] 1 . ,arcos LVi' Vi Y Vj' Vj J en a representación.

Caso 2.3.1: Los arcos [v~,v~'ly [v;, v;J no se intersecan.

Por construcción de s esto significa que [s(v~') < s(v;)]R. V [s(v;) <
s(v~)lR.' con lo cual, por (C2), (Vi,Vj) E E(I).

Veamos que ocurre bajo e; Como el arco [v;, v;'] corta al arco [v;, v;J,
por el corolario 2.2.3 sabemos que bajo R¿ vale t < j.

r' "1 r' "]Por otro lado, el arco LVt, Vt J es cortado por el arco LVi' Vi . Veamos que
bajo R¿ vale i < t. Si Vi = VI t no hay nada que probar. Si, en cambio,

[' "J r' "1 ' ( . r' "1Vi i- Vlp como Vt, Vt Y LVi' Vi J no cubren todo el círculo porque smo LVi' Vi J

Y [v;, v;J se intersecarían), por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [v~t' v~J
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corta al arco [v~, v~']. Por construcción de s esto significa que [s(v~) < S(V;)]Ro
y por (EO) bajo R¿ vale i < t.

Luego vale (Vi ---7 Vt) E:: E(Q~t)' (Vt ---7 Vj) E E(G~t) Y por (B5) (Vi ---7

Vj) ti:- E(I;t)' Como bajo R¿ vale i < j, luego (Vi, Vj) ti:- E(I), lo cual es un
absurdo.

Caso 2.3.2: El arco [v~,v;l está, incluido en el arco [v~,v~'].

. f' "1 r' "1BaJO este caso el arco [Vj, vj J es cortado tanto por el arco LVt'vt J como por
el arco ['V~, 'V~']. Veamos que bajo u, vale t < 'i < j. Por la posición relativa
de los extremos del arco [~u~,v~'],sabemos que Vi i=- VIi' porque el arco [V;, v;']
cumple las condiciones para ser el primer vértice de Rj y numera a Vj con
un número mayor. Como el arco [v;, v~'l junto con [v;, v;l no cubren todo el
'1 1 Iari 2 2 4 b r'" ] r' "] L .circu o, por e coro ano .~. sa emos que L'V1-, "i. corta a LVi' 'Vi' uego SI

J J

ue = VI" por construcción de 8 vale [8(V;) < 8(V~) < 8(V;)]R.i' y por (EO) bajo
Rj vale t < i < j. Si Vt i=- 'l-'1jl como el arco [v;, v;'l junto con [v;, v;l no cubren
todo el círculo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [v~,v~l corta a [V;, v;] y

J J

a [v;,v~']. Luego, por construcción de 8 vale [8(V;) < 8(V~) < 8(v~)lRi' y por
(EO) bajo R, vale t < i < j. " -

Por construcción de s, esto implica que [8(V~) < 8(V;) < s(v;) < s(V~')]Rj'
con lo cual por (C3) (V' v' \ E C!'{ n\L \ , ,., J) LJ\"'t}

Luego vale (Vt ---7 Vi) E E(Q~j) y que (Vi ---7 V,j) E E(Q~j)' Por lo
tanto, por (B2) (Vt ---7 'l.:j) E E(Q;'j)' Como bajo Rj vale t < j, luego
(Vj, Vt) E E(Q), lo cual es una contradicción según las hipótesis.

Caso 2.3.3: El arco [v~,v_n se solapa con el arco [v~,v~'].
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Como el arco [v~, v;J corta a [v~, 7}~'],por el corolario 2.2.3 bajo R, vale
j < i. Veamos que además bajo R, vale t < j. Si Vt = Vlj no hay nada

b S· bi -1- 1 r' "1' r' "1que pro al'. 1, en cam 10, 'Ut -¡- 'Ihj, corno e arco lVt, vt J Junto con lVj, vj J

no cubren todo el círculo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [V~i' v~J corta a
[v~, v~']. Luego, por construcción de s vale [s(v~) < S(V~)lRj' Y por (EO) bajo
R, vale t < j.

Esto implica, por construcción de s, que [s(v~) < s(v~) < s(v;) < BCv~')lRj'
Por (Cl) vale (Vi,Vj) E E(G).

rt r' "l' [' "Jvaso 2.3.3.1: Supongamos que el arco LVi' Vi J junto con Vt, vt cubren
todo el círculo.

»<,
\ )<:»

i

.. r' "1 r' "J r' "1Esto significa que LVt' vt J corta tanto a LVj' vj como a LVi' Vi J' Y por el
corolario 2.2.3, bajo R; vale t < j, i. Luego, por construcción de s tenemos

r ('\ r.: \ (')J (EO\ b . R 1 ..que LB Vt) < S\Vj} < s Vi Rtl Y por j, ajo t va e t < J <~.
Luego, tenemos que (Vt -7 Vi) E E(G;'t) y que (Vj -7 Vi) E E(C;'J. Por

lo tanto, por (B3) (Vt -7 Vi) tJ- E(Q;'t)' Como bajo R¿vale t < i, luego
(Vj, Vt) tJ- E(Q), lo cual es una contradicción según las hipótesis.
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e (,)3 3 2 ("'j 1 r' "l' r' "1.aso z .. ' .. : oupongamos que e arco [Vi' Vi J Junto con [Vt, u, J no cubren
todo el círculo.

Veamos que bajo R; vale i < t. Si Vi = V1t no hay nada que probar.
Si, en cambio, Vi i=- Vl" como [v~,V~'] y [v~,v~'] no cubren todo el círculo,
por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [V~t' v~J corta al arco [v~, v~']. Por
construcción de 8 esto significa que [8(V~) < 8(v~)lRtl y por (Ea) bajo R¿ vale
'i < l. Además sabíamos que t < j, luego bajo Rt vale i < t < j.

Veamos lo que sucede bajo u; Como [v~, v~'Jcorta a [v~, v~'J, por el coro-
lario 2.2.3, bajo R vale i < t. Si Vj = V1i tenemos que bajo R vale j < i < t.
Si esto no es así, como [V~,v~'] es cortado por [v~, v;] y ambos arcos no cubren
todo el círculo, por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [V~i' v~J corta a
[v~, v;]. Por construcción de 8 esto significa que [8(V~) < 8(V~)JR¡, y por (Ea)
bajo R vale j < i < t.

Entonces tenemos que bajo R¿ vale i < t < j y bajo R. vale j < i < t.
Como además sabemos que (Vt,Vj) E E(G), por propiedad de orden circular
tenemos que (Vt, Vi) ti- E( Q). Esto es una contradicción, por lo tanto el caso 2
no puede ocurrir y la única posibilidad es que (Vi, Vt) E E( G). Esto completa
la prueba para El. O

Prueba para (E2). (~): Asumamos que vale [8(V;") < 8(v~)lRi V [s(v;') <
s(v~)lRi y supongamos que (Vi, Vi) ti- E(/).

Veamos primero que ambos arcos no se intersecan, analizando los dos
casos de la disyunción por separado:

Caso 1: [s(v~) < s(v~') < s(v~) < s(v~')JR¡.

Por construcción de s, sabemos que el arco (v~,v~'lno corta al arco [v~,v~'].
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Asumamos que [v;, v;'] corta a [v~, v~'].
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Por construcción de s sabemos que Vt i- Vli y que ambos arcos no cubren
todo el círculo, luego por el corolario 2.2.4, vale que [V~i' v~J corta a [v;, v;'].
Como [v~,v~'lcorta a [v~,v~'l,por construcción de s tenemos que [s( v~) <
s( V~)lRz' Esto es un absurdo, dado que contradice las hipótesis. Esto significa
que [v~,v~'l no corta a [v~,v~'J, y que ambos arcos no se intersecan en la
representación.

Caso 2: [8(V;) < 8(V;') < 8(V~) < 8(v~')lRi'

Por construcción de s, sabemos que el arco [v~,v~'lno corta al arco [v~,v~'].
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Supongamos que [v~,v~'lcorta a
[v~, v;']. Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale i < t. Luego, por (EO),
[s( v~) < s( V~)]Rz' Esto es una contradicción, con lo cual ambos arcos no se
intersecan en la representación.

Por lo tanto, en ambos casos los arcos no se intersecan en la representa-
. , L (D?) 1 .. " b ' " 1 r' "1Clan. .uego, por ~,a posicionar vt se so repaso a Vi y e arco LVi' Vi J

dejó de estar incluido en el arco [v;, v~'J, con lo cual por (D22.), tenemos
(Vi,Vt) t/: E(Q). Como suponíamos que (Vi,Vt) t/: E(I), esto implica que
(Vi, Vt) E E(G).

De la misma forma, por (D2), al posicionar v;' se sobrepasó a v~ y los arcos
dejaron de intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (Vi, Vt) t/: E( G), una
contradicción. Por lo tanto este caso no puede ocurrir y la única posibilidad
es (Vi,Vt) EE(I).

(=?): Asumamos que (Vi,Vt) E E(I) Y supongamos que es falso que
[S(10 < 8(v;)lRi V [8(10 < 8(v~)lRi'

Esto significa que vale [s(v~') > 8(V;)]Ri /\ [s(v;') > S(V~)]Ri' lo cual plantea
cuatro casos posibles:

2. [8(V~) < 8(V;) < 8(1)~')< 8(1J~')lRi

3. [s(v;) < s(v~) < s(v.;') < s(V;')]Ri
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Por (D1) sabemos que v~está. entre V~_l YV~+1' Por otro lado, v~'está, entre
, , 1 ", , , E dos alternati"« Y Vi' por o tanto Vi esta entre Vt-1 Y Vi' sto presenta os a ternatívas:

Caso a: v~'está entre V~_l Y v;'+1' Por (D1), al insertar a v;' se sobrepasó
a v~'y esto significa que (Vi, Vt) tt E(1). Esto es un absurdo.

e b ", , , E . l' 1 r' "1.aso : Vi esta entre Vt+l y Vi' sto imp ica que e arco lVi ,Vi J corta
1 [ , "1 r' "] 1 . . Rtanto a arco Vt+l' vt+1J como a LVil vt ,y por e corolario 2.2.3 bajo i vale

i < t, t + 1. Por construcción de 8 vale [8(V~) < 8(V;') < 8(V;'+1) < 8(V~')]Ri' y
por (C2) esto significa que (Vi, Vt+1) tt E(I). Por (EO) también implica que
bajo R; vale i < t < t + 1. Por lo tanto (Vi ----t Vt+J) tt E(lRJ Y por (-{=B1),
(Vi ----t 1Jt) tt E(lRJ. Como bajo R; vale i < t, luego (Vi,Vt) tJ- E(I), una
contradicción. Por lo tanto no pueden ocurrir ni el caso 1 ni el caso 2.

Caso 3: [s(v;') < s(v~) < s(v~') < s(V;')lRi'

Por (D2), no se siguió desplazando a v~' en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v~'y v~'que cumple con una de las siguientes
condiciones:

1. Existe un v; tal que (Vj,Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v~,v~'] queda
incluido en [v;, v;].

2. Existe un v.: tal que (Vj, Vt) E E( Q) Y si se lo sobrepasa, [v;, v;] deja
de estar incluido en [V~, v;''].

3. Existe un v; tal qne (Vj,Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v;',v;"] deja de
. r / ,"1íntersecar a LVj' vj J'

Si v; = v~',estamos en la condición 2 y (Vi,Vt) E E(Q). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidió el desplazamiento de v;" no es v~'.
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" )) . r I "1Caso 3.1: Existe un vj tal que (Vj, Vt E E( G Y SI se lo sobrepasa, [Vt, "« J

d . luid r I "1que a mc Ul o en lVj,VjJ'

Analicemos que sucede bajo el orden R,¡ en función de las posiciones
relativas de 10Rextremos de 10RarC:OR.Sahe~os que el arco [11;,11;] corta a
r I "1 C ", "" r I "1 [1 "]lVt,VtJ' omo Vj esta entre Vi y Vt, el arco lVj,VjJ corta al arco Vi,Vi . Por
el corolario 2.2.3, bajo R, vale j < t, i. Como [v~, v~/l está incluido en el arco
[v~, V~/], por construcción de 8 tenemos que [8(V;) < 8(V~) < 8(V~)]Rjl y por
(EO) bajo Rj vale j < t < i.

Por otra parte, vale [.'I(v;) < s(1I~) < S(V~/) < S(V;)]Rj' luego por (C3)
tenemos que (Vj, Vi) E E(Q). Luego, (Vj ---+ Vt) E E(G~j) Y (Vt ---+ Vi) E

E(I~j)' Por (B4), (Vj ---+ Vi) E E(I~j)' Esto es un absurdo, por lo que este
caso no puede ocurrir.

Caso .1.2: Existe un 1); tal que (Vj,1)t) E E(Q) Ysi se lo sobrepasa, [v;,v;]
dei d . luid r I "1eJa e estar me Ul o en lVt' Vt J'

.................j .
,...~"

~~

Como el arco [V~, V~/] corta tanto a [v;, v;] como a [v¡, V~/], por el corolario
2.2.3, bajo Rt vale t < i, j. Veamos lo que sucede en función de la posición
de v;:

I I "Caso 3.2.1: vj se encuentra entre Vi y vj.

Como t. < i,j, por construcción de s vale [sCv~) < s(v~) < S(V;)]Rt' y por
(EO) bajo R¿ vale t < i < j. Luego tenemos que (Vt ---+ Vi) E E(I~t)' Y por
(Bl), esto implica que (Vt ---+ Vj) E E(I~t)' Como bajo R¿ vale t < j, significa
que (Vj, Vt) E E(I). Esto contradice las hipótesis, luego este caso no puede
ocurrir.
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, , ,
Caso 3.2.2: vj se encuentra entre v. y Vi'

[' "1 [' "] .Como el arco Vj' Vj J corta a Vi' Vi , por el corolario 2.2.3 sabemos que
bajo R¡ vale j < i. Esto implica, por construcción de s, que [s(v~) < s(v~) <
s(v~') < S(V;)]R; y por (C~~),que (Vj, Vi) E E(Q).

Como t < i,j, por construcción de s vale [s(v~) < s(v~) < S(V~)]nt' Y por
(EO) bajo R¿ vale t < j < i, Luego (Vt -7 Vj) E E(Q~t)' (Vj -7 Vi) E E(Q~t)
Y por (B2), (Vt -7 Vi) E E(Q~t)' Esto es un absurdo, por 10 que el caso 3.2
no puede ocurrir.

Caso 3.3: Existe un v~ tal que (Vj, Vi) E E(G) Y si se sobrepasa, [v~,v~'J
dei d . r' "1eja e mtersecar a [Vj' vj J.

[' "1 r' "1 r' "1Como el arco Vt, Vt J corta tanto al arco LVi' Vi J como al arco LVj' Vj jl por
el corolario 2.2.3 bajo R¿ vale t < i, j. Por construcción de s vale [s( v;) <
s(v~) < S(V~)]Rtl y por (EO) bajo R¿ vale t < i < j. Luego tenemos que
(Vt -7 Vi) E E(I;t), y por (B1), esto implica que (Vt -7 Vj) E E(I;t). Como
bajo R¿ vale t < j, significa que (Vj, Vi) E E(I). Esto contradice las hipótesis,
por lo tanto el C<:U:iO 3 no puede ocurrir.

Caso 4: [s(v;) < s(v~) < s(v;') < s(V~')]Ri'

Bajo este caso, notemos que el arco [v~,v~'] no corta al arco [v~,v~'], por-
que si así fuera, el lema 2.2.3 nos diría que bajo R vale i < t Y por (EO)
llegaríamos a que [s(v~) < s(v;)]R.' un absurdo. Por lo tanto, ambos arcos
no cubren todo el círculo.

Por (D2), no se siguió desplazando a v; en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v~ y v;' que cumple con una de las siguientes
condiciones:

1. Existe un v~ tal que (Vj, Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [v~,v~']queda
. -1 'd r' "1mc Ul o en LVj' vj J'
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2. Existe un v; tal que (Vj, Vt) E E( Q) Y si se lo sobrepasa, [v~,v;l deja
de estar incluido en [v~,v~'l.

3. Existe un v~ tal que (Vj,Vt) E E(G) Y si se lo sobrepasa, [V;, V;'] deja de
. r I "]mtersecar a [Vj, vj .

Si v~ = v~, estamos en la condición 3 y (Vi, Vt) E E(G). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidió el desplazamiento de v~'no es v~.

Caso 4.1: Existe un v; tal que (Vj, 1..0 E E (G) Y si se lo sobrepasa, [v~,v~]
d . luid r..' .."1que 2, mc Ul o en [vj,VjJ'

Analicemos que sucede bajo el orden Rj en función de las posictones
relativas de los extremos de los arcos. Sabemos que el arco [v;, v;l corta

r' ,"1 r.' ,"1 P 1 1; 'l 2 3 bai R zal . t.¡tanto a LVt, vt J como a LVi' Vi J. or e coro ano s: •• , ajo j v e J < , 't.
Por construcción de s tenemos que [s(v.~) < s(V;) < S(V~)lRj' y por (EO) bajo
R, vale j < t < i.

Por otra parte, vale [s(v~) < s(v~) < s(v;) < s(v~')L~j' luego por (el)
tenemos que (Vj,Vi) E E(G). Luego, (Vj -+ Vt) E E(G;'j) y (Vt -+ Vi) E

E(I;j)' Por (B4), (Vj -+ 'Vi) E E(I;j)' Esto es un absurdo, por lo que este
caso no puede ocurrir.

." \ () . [' "1Co,s04.2: EXIste un vj tal que (Vj, Vt) E E Q y SI se lo sobrepasa, Vj' vj J

d· I . luid r' "1eJa (te estar me Ul o en ['ut, vt J'

L.--< .•......-~

~

r' "1 r' "1 r' "1 .Como el arco LVt' vt J corta tanto a LVj' vj J como a LVi' Vi jl por el corolario
2.2.3, bajo Rt vale t < i, j. Veamos lo que sucede en función de la posición,
de Vj:

6 • I f "Caso 4.2.1. v, se encuentra entre Vi y Vj'

Como t < i,j, por construcción de 8 vale [8(V;) < 8(V~) < 8(v~)lRtl y por
(EO) bajo Rt vale t < i < j. Luego tenemos que (Vt -+ Vi) E E(I;t) , y por
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(B1), esto implica que ('lh ----+ Vj) E E (I;t). Como bajo R¿ vale t < j, significa
que C~j, Vt) E E(I). Esto contradice las hipótesis, luego este caso no puede
ocurr.r,

Caso 4.2.2: v~ se encuentra entre v; y v~'

[' "1 [' "] .Como el arco Vj' vj J corta a v.¡, v.¡ , por el corolario 2.2.3 sabemos que
bajo Rj vale j < i. Esto implica, por construcción de s, que [s(v~) < s(v~) <
s(v;) < s(V~')]Rj Y por (el), que (Vj, Vi) EE(G).

Como t < i,j, por construcción de s vale [s(v~) < s(v~) < S(V~)lRtl y por
(EO) bajo R¿ vale t < j < i, Luego (Vt ----+ Vj) E E(Q~t)' (Vj ----+ Vi) E E(G~t)
Y por (B5), (Vt ----+ Vi) 1- E(I;t)' Esto es un absurdo, por lo que el caso 4.2
no puede ocurrir.

Caso 4.3: Existe un v~ tal que (Vj, Vt) E E(G) Ysi se lo sobrepasa, [v;,v;']
d· l . r' "1eja (e mtersecar a lVj,VjJ'

[' "1 ['''1 [' "] .Como el arco Vt, Vt j corta tanto a V.i' Vj j como a Vi' Vi ,por el corolano
2.2.3, bajo Rt vale t < i,j.

Por construcción de s vale [se v;) < s( v~) < s( V~)lRtl y por (EO) bajo Rt
vale t < i < j. Luego tenemos que (VL ----+ Vi) E E(I;t) , y por (Bl.), esto
implica que (VL ----+ Vj) E E(I;t)' Como bajo RL vale t < j, significa que
(Vj,Vt) E E(I). Esto contradice las hipótesis, por lo tanto el caso 4 no puede

. 1" ibilid d [ (") f '\1 r (") (')1 Eocurrir y a umca posi 1 1 a es que s Vi < s\,ut)JR; V lS "« < S ·ui JR;' sto
completa la prueba para (E2).

Por lo tanto la hipótesis inductiva es cierta para grafos de n vértices. En
particular (Cl ) implica que G es un grafo overiap de arco-circulares, con lo
cual queda probado el teorema 2.3.2. o



Capítulo 3

AIgoritmos en grafos HeA

En este capítulo presentamos un algoritmo de complejidad O(n.log( n)) que
encuentra el mínimo transversal de los diques para grafos arco-circulares
Helly, suponiendo que la representación en arcos circulares que verifica la
propiedad de Helly es dada como parámetro de entrada. Realizando unas
pequeñas modificaciones a este algoritmo, construimos un segundo algoritmo
para determinar el máximo número de diques disjuntos para estos grafos,
también con una complejidad de O(n.log(n)).

Los problemas de conjunto transversal de los diques y conjunto de diques
disjuntos fueron estudiados en el transcurso de los últimos diez años. Pueden
encontrarse referencias en la literatura en [10], [1]' [2], [3], [5], [11]Y [36]. En
[21]se presentan dos algoritmos para resolver estos problemas en grafos arco-
circulares Helly con una complejidad de O(n2).

Los dos algoritmos presentados son de tipo goloso. Ambos se diferencian
por completo, en cuanto a la manera de resolver el problema, de los propues-
tos en [21] cuya formulación es mucho más compleja. Tanto los algoritmos
presentados en [21]como los propuestos en esta tesis toman como parámetro
de entrada una representación arco-circular Helly. Está demostrado en [16]
que dado un grafo HCA es posible construir una representación en arcos cir-
culares que verifique la propiedad de Helly con un orden de complejidad de
O(n3).

Recordemos que una familia de subconjuntos S satisface la propiedad
de Helly cuando toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se
intersecan de a pares tiene intersección no vacía. Un grafo e es arco-circular
Helly (HCA) si existe una representación arco-circular de e tal que los arcos
satisfacen la propiedad de Helly.

Los algoritmos son presentados en forma de pseudo-código, con el nivel de
detalle suficiente para justificar su orden de complejidad y funcionamiento.
La implementación de los algoritmos fue realizada en el lenguaje de progra-
mación Java.

3.1 Mínimo transversal de los cliques
El problema del mínimo transversal de los diques consiste en encontrar un
cubrimiento mínimo de diques con vértices. Es decir, dado un grafo e, se
trata de encontrar un conjunto de vértices tal que todos los diques de e
contengan al menos algún vértice de este conjunto y el cardinal del conjunto
sea mínimo.

36
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3.1.1 Definiciones y propiedades

Los grafos arco-circulares Helly fueron caracterizados y reconocidos en [15].
Allí se prueba que si G es un grafo HCA y c.p es una posible representación
Helly, los diques de G se identifican encontrando los puntos de intersección
entre los arcos de ip. Esto es fácil de ver, porque claramente un punto de
intersección es un subgrafo completo. Si no fuera dique, habría un conjunto
de arcos que no verifica la propiedad de Helly.

También se probó en [15] que el número de diques de un grafo HCA está
acotado superiormente por n.

A continuación presentamos algunas definiciones que nos serán útiles a lo
largo de este capítulo:

Sea G un grafo HCA, y !.p una posible representación Helly de G. Sea
e un arco de ip. Si e interseca a todos los otros arcos de !.p, diremos que
e es un arco universal de G. Un arco e es un arco propio de !.p si no está
contenido por ningún otro arco de !.p.

Denotamos el conjuntos de los arcos de la representación arco-circular !.p
como A = {Al,A2, ...,An} donde Aj = [eij,efil con eij,efi E [O,2II). Por
convención, tomaremos a los ángulos creciendo en sentido horario. Cuando
sobre una representación r.p hablamos de 'por la izquierda' y 'por la derecha',
nos referimos a desplazarse sobre el círculo en sentido anti-horario y horario
respectivamente.

3.1.2 Presentación del algoritmo

El algoritmo propuesto para encontrar el mínimo transversal de los diques de
un grafo G opera sobre una representación !.p de G que cumple la propiedad
de Helly y consta de varias fases. Presentaremos primero una idea general
de cada fase, para después detallar cada una justificando su complejidad
algorítmica y la estructura de datos que utiliza.

1. Inicialización. Precalcula datos sobre la representación de G que
luego son usados por el resto de las fases. Posee una complejidad de
O(n.log(n)).

2. Extremos distintos. Modifica la representación !.p para generar otra
representación equivalente, pero garantizando que los extremos de los
arcos son todos distintos. Su complejidad es de O(n).

3. Arco universal y propios. Detecta si una representación !.p posee
un arco universal. También detecta los arcos propios de ip, Esta fase
requiere que todos los extremos de los arcos posean valores distintos.
Cuando se detecta un arco universal, la solución del problema es dicho
arco, dado que el vértice correspondiente a este arco está presente en
todos los diques del grafo intersección. Posee un complejidad de O(n).
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4. Puntos de intersección. Esta fase identifica los puntos de inter-
sección de ip, que como vimos, corresponden a los diques del grafo
intersección. Eventualmente puede detectar dos arcos que cubren todo
el círculo. Si esto ocurre, entonces la solución del problema son estos
dos arcos, ya que cualquier dique del grafo intersección debe contener
al menos uno de los vértices correspondientes a ellos, y por la ausencia
de vértice universal (lo garantiza la fase anterior), es la mejor solución
posible. Esta fase posee una complejidad de O(n).

5. Filtro y precálculos. Elimina de la representación los arcos no pro-
pios. Luego calcula para cada arco propio cuál es el punto de inter-
sección que está fuera del arco y que está lo más cerca posible por la
derecha (vale aclarar que a esta altura, no puede existir un arco univer-
sal). A continuación, para cada punto de intersección determina cuál
es el arco propio que lo contiene y se extiende lo más posible hacia la
derecha (para todo punto de intersección siempre hay un arco propio
que lo contiene). Estos cálculos se realizan mediante búsqueda binaria.
La complejidad de esta fase es de O(n.log( n)).

6. Búsqueda. Esta fase toma un punto de intersección cualquiera (el
algoritmo toma el primero de ellos), y busca cuál es el arco que pasa
por encima de él y llega lo más a la derecha posible. Luego calcula
cuál es el primer punto de intersección que no cubre este arco por la
derecha, y se repite nuevamente el procedimiento hasta que vuelva a
un punto de intersección que haya pasado previamente. Este punto de
intersección será el resultado de esta fase. Este procedimiento posee
una complejidad de O(n).

7. Principal. El punto de intersección resultante de la fase de búsqueda,
es de alguna manera considerado como un punto 'bueno'. Esto significa
que aplicando a partir de este punto el procedimiento goloso que se usó
en la búsqueda se puede encontrar la solución óptima al problema. Esta
fase posee una complejidad de O(n).

3.1.3 Tipos de datos principales

Veamos primero los tipos de datos principales utilizados por el algoritmo:

Tipo Arco

Un elemento de tipo Arco es una tupla con dos campos de tipo real. Represen-
ta a un arco de una representación arco-circular, donde los dos componentes
de la tupla representan al ángulo inicial y final del arco.

< ángulolnicial: ~, ánguloFinal: ~ >

Tipo Extremo
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Un elemento de tipo Extremo representa a un extremo de un arco. Está
modelado mediante una tupla, cuyos elementos son: el ángulo del extremo,
si es un extremo inicial o final y una referencia al arco que conforma.

< ángulo: .lR., tipo: {Inicial I Final}, referencia: Int >

Tipo RepresentaciónAC

Modela una representación arco-circular de un grafo. Lo constituye una tupla
con dos elementos, un arreglo de elementos de tipo Arco y otro arreglo de
elementos de tipo Extremo. Si bien almacena información redundante, esto
nos será útil para mejorar el orden en algunas operaciones.

< arcos: [Arco], extremos: [Extremo] >

3.1.4 Fase 1: Iniciialización
La fase de inicialización construye un elemento de tipo RepresentaciónAC en
función de un arreglo de elementos de tipo Arco, que recibe corno parámetro.
Adicionalmente ordena el arreglo de extremos de la representación en función
de su ángulo. Si el ángulo coincide, se consideran menores los extremos
iniciales de un arco que los finales:

Parámetros: arcos: [Arco]

rep:RepresentaciónA e
Para cada arco o; del arreglo arcos

Crear el :Extremo, con los valores correspondientes al ángulo inicial
de tu,

Crear e2 :Extremo, con los valores correspondientes al ángulo final
de a.:
Agregar el Y e2 a rep. extremos

Ordenar rep. extremos por ángulo ascendentemente. En caso de coincidir
ordenar por tipo de extremo, siendo menor un extremo inicial que uno
final.

Complejidad de esta fase del algoritmo

La generación del arreglo rep.extremos posee una complejidad de O(n), dado
que se recorren todos los arcos de la representación y por cada uno se crean
dos elementos de tipo Extremo. La creación de un elemento de tipo Extremo
posee orden constante.

Luego se ordena el arreglo rep.extremos por su ángulo/tipo. Esta ope-
ración se realiza en un orden de O(n.log(n)), utilizando un algoritmo de
ordenamiento de tipo Heap Sort.

Por lo tanto, esta fase posee un orden de O(n.log(n)).
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3.1.5 Fase 2: Extremos distintos

Esta fase se encarga de garantizar que los siguientes sub-algoritmos reciban
una representación equivalente con todos sus extremos distintos. Recibe
como parámetro un elemento de tipo Representación.At), con sus extremos
ordenados mediante el algoritmo de la fase lo

Este algoritmo recorre los extremos de los arcos de la representación con-
secutivamente, es decir, de forma ascendente por ángulo. Notemos que los
elementos del arreglo de extremos que poseen el mismo ángulo y tipo son
consecutivos en el arreglo, con lo cual se pueden identificar todos los grupos
de extremos iguales en orden O(n). Veamos también que dado un extremo
'e', su extremo más cercano por la derecha y por la izquierda son sus vecinos
inmediatos a izquierda y a derecha en el arreglo (visto circularmente). Esto
significa que la operación de encontrar al extremo más cercano por la derecha
o por la izquierda posee un orden O(cte).

El algoritmo agrupa los extremos de acuerdo a su valor (ángulo) y el tipo
de extremo: Final o Inicial. Para un grupo de k extremos de tipo 'Inicial'
que tienen el mismo valor 'a', si el extremo más cercano por la izquierda
tiene valor 'b' entonces estos k extremos son redistribuidos con los siguientes
valores:

a-k(a-b) a-(k-l)(a-b) a-2(a-b) a-(a-b)
3k' 3k ' ... , 3k ' 3k

Para un grupo de k extremos de tipo 'Final' que tienen el mismo valor
'a', y el extremo más cercano por la derecha tiene valor 'b' entonces estos
extremos son reubicados de la siguiente forma:

a+(b-a) a+2(b-a) a+(k-l)(b-a) a+k(b-a)
3k ' 3k ' ... , 3k 3k

Natemos que el arreglo de extremos sigue ordenado después de estas re-
distribuciones.

El algoritmo devuelve un nuevo elemento de tipo RepresentaciónAC, pero
con todos sus extremos distintos. Presentamos a continuación el pseudo-
código del algoritmo:

Parámetros: rep: RepresentacionAC

resultado:RepresentacionA e
resultado := rep

Recorrer rep.extremos identificando grupos

Por cada grupo k = {ea, ... , ek-l} de extremos con el mismo valor
y tipo

Si el grupo es de extremos de tipo Inicial
Encontrar el extremo m menor a ea módulo 2II más cercano
por la izquierda
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Para cada extremo ei del grupo k
. resultado.extremos[i] := ei.angulo-(k-i)(e~kangulo-m.angulo)

. Ajustar resultado.extremos[i] módulo 211
Si el grupo es de extremos de tipo Final
Encontrar el extremo m mayor a ek- 1 módulo 211 más cercano
por la derecha
Para cada extremo e, del grupo k

. resultado.extremos[i] := ei.angulO+i(m.~:gulO-ei.angulo)

. Ajustar resultado.extremos[i] módulo 211

Devolver resultado

Complejidad y corrección de esta fase del algoritmo

Por construcción, esta nueva representación no tiene extremos repetidos.
Veamos ahora que la representación es equivalente. Comparando la represen-
tación generada con la original, los arcos han extendido sus dos extremos, por
lo tanto si dos arcos se intersecan en la representación original, también se
intersecan en la nueva. Ahora si dos arcos no se intersecan en la representa-
ción original, tampoco se intersecan en la nueva por la forma de redistribuir
los extremos. Por lo tanto la representación generada es equivalente a la
original, pero todos sus extremos son distintos.

Analicemos ahora su complejidad. El algoritmo recorre los 2n extremos
de arcos de la representación y a medida que los va recorriendo identifica
los grupos de arcos con el mismo valor. Como los extremos están ordenados
por ángulo/tipo, los elementos de estos grupos se ubican consecutivamente
dentro del arreglo, por lo tanto identificar todos los grupos posee un orden
de O(2n).

En el caso de ser un grupo de extremos iniciales se intenta encontrar el
extremo menor (módulo 211) más cercano por la izquierda. Por el orden que
poseen los elementos del arreglo, si en el arreglo el primer elemento del grupo
es e[i], el extremo menor más cercano por la izquierda es m = e[i-1] (módulo
211).

Por otro lado, en el caso de ser un grupo de extremos finales se intenta
encontrar el extremo mayor (módulo 211) más cercano por la derecha. Por el
orden que poseen los elementos del arreglo, si en el arreglo el último elemento
del grupo es e(i], el extremo mayor más cercano por la derecha es m = e[i+ 1]
(módulo 211).

Luego, tanto si se trata de un grupo de extremos iniciales como finales,
la búsqueda del extremo m posee un orden O(cte). Una vez encontrado el
extremo m, a cada extremo del grupo se lo reubica siguiendo la fórmula
presentada, cuyo cálculo también posee orden constante.

Suponiendo, en el peor de los casos, que todo extremo de la represen-
tación pertenezca a un grupo de extremos iguales, el algoritmo realiza 2n
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reubicaciones de orden constante. Resumiendo, en total tenemos 2n opera-
ciones para identificar todos los grupos de extremos con el mismo valor, más
2n operaciones para reubicar los extremos de dichos grupos. En total son 4n
operaciones, por lo que esta fase posee un orden O (n).

3.1.6 Fase 3: Arco universal y propios

Esta fase identifica los arcos propios de una representación arco-circular y,
si existe, identifica un arco universal. Recibe como parámetro un elemento
de tipo RepresentaciónAC, con todos sus extremos distintos, y ordenados
mediante el algoritmo de la fase 1.

El algoritmo utiliza como tipo de dato adicional un tipo Cola, que modela
una cola de extremos de arcos. Un objeto de tipo Cola posee las operaciones
estandar de una cola de elementos.

Utilizamos dos propiedades, fácilmente verificables, para encontrar el arco
universal:

1. Si hay un arco universal, siempre hay un arco propio que verifica esa
condición.

2. Si un arco A = leí, e¡] es universal, entonces dentro de leí, e¡] debe
encontrarse al menos un extremo de cada uno de los n arcos de la
representación.

De la condición 1 se desprende que podemos descartar aquellos arcos
que sabemos que no son propios. La condición 2 nos permite concluir que si
sabemos la cantidad de extremos que se encuentran en el intervalo leí, el], Yla
cantidad de arcos cuyos extremos están ambos incluidos en [ei, e¡l, podemos
determinar si A es universal o no.

El algoritmo recorre los extremos de los n arcos en sentido horario, avan-
zando por el arreglo de extremos de ia representación. A partir del primer
extremo e; de tipo Inicial, comienza a registrar los sucesivos extremos que va
visitando. Se contabiliza cuántos arcos tienen sus dos extremos registrados
mediante la variable contador Arcos.

En caso que el algoritmo detecte un extremo de tipo Final que se encuen-
tre después de haber registrado su correspondiente extremo Inicial en algún
paso anterior (y no sea precisamente e.), significa que el arco identificado
está contenido en el arco cuyo extremo inicial es e., y por lo tanto este arco
es marcado como "no propio". Cuando el algoritmo encuentra el extremo de
tipo Final, eJ, cuyo extremo inicial es ei, el algoritmo está en condiciones de
determinar si el arco leí, eJ] es un arco universal (por la propiedad 2).

A continuación el algoritmo descarta el primer extremo e,y los subsiguien-
tes extremos registrados hasta que encuentra un extremo de tipo Inicial de
algún arco que no esté marcado como "no propio". Luego vuelve al princi-
pio, pero con información acerca de los extremos registrados que no fueron
descartados.
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Parámetros: rep: RepresentacionAC

indice : int := O

contador Arcos: int := O

c: Cola
arco: Arco
Mientras la cantidad de arcos cerrados de rep sea menor a n

Si c no posee elementos, posicionar indice en el primer extremo de
rep de tipo Inicial.
Asignar a arco el arco al que pertenece rep.extremos[indice].
Incrementar en uno la cantidad de visitas a arco.
Si ya se visitó dos veces a arco

. Incrementar contador Arcos
Agregar a c el extremo rep.extremos[indice].
Si rep.extremos[indice] es un extremo de tipo Final

Si visité los dos extremos del arco arco.
Marcar a arco como CERRADO

Si el extremo inicial de arco es el primer extremo de la cola
Si c.cantidadDeElementos() - contador Arcos = n
. Marcar a arco como UNIVERSAL

Hacer
Decrementar en uno la cantidad de visitas del primer
elemento de c.
Si la cantidad de visitas del primer elemento de e es igual
a uno, decrementar en uno contador Arcos
Desencolar al primer elemento de e

Mientras no pase que c.cantidadDeElementos() = O o el
primer elemento de e sea un extremo de un arco no propio
de tipo Inicial

Si no
. Marcar a arco como No PROPIO.

Incrementar indice módulo 2n

Complejidad y corrección de esta fase del algoritmo

Veamos que el algoritmo es correcto. Si un arco es propio, no está contenido
en ningún otro arco, y por el funcionamiento del algoritmo nunca va a ser
marcado como "no propio". Además, en algún momento su extremo Inicial
será tomado como primer primer extremo (e.) , por lo que será examinado
por el test de arco universal. Este comportamiento, más la propiedad 1, nos
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asegura la corrección del algoritmo para detectar un arco universal, si éste
existe.

Ahora si un arco no es propio, está contenido en algún arco propio, por
lo tanto debe ser descubierto como "no propio" durante el análisis de este
último. Por lo tanto, el algoritmo funciona correctamente para detectar
arcos propios.

Analicemos el orden del algoritmo. La condición de parada del mismo
se cumple cuando todos los arcos están "cerrados". El algoritmo marca un
arco como "cerrado" cuando visita su extremo Final luego de visitar en algún
paso anterior a su extremo Inicial (para el mismo ei). Esto significa que los
extremos de los arcos son visitados hasta dos veces, porque dado un arco a;
cualquiera, a lo sumo en la segunda vuelta a la circunferencia los extremos se
visitan en un orden tal que el arco ai es marcado como "cerrado". En total,
se realizan a lo sumo 4n visitas a los 2n extremos de los arcos, por lo tanto
este algoritmo posee una complejidad de O(n).

3.1.7 Fase 4: Puntos de intersección

Esta fase identifica los puntos de intersección de una representación arco-
circular Helly o bien devuelve dos arcos que cubren todo el círculo. Como la
representación es arco-circular Helly, los puntos de intersección representan
los diques del grafo.

El algoritmo requiere que los extremos de la representación sean todos
distintos. También se asume que la representación no posee un arco universal.
Esta fase es ejecutada luego de la fase 3 con lo cual estas condiciones son
cumplidas. Adicionalmente, los extremos de los arcos quedaron ordenados
con el criterio de la fase lo

Veamos conceptualmente su funcionamiento. Este algoritmo examina
en el sentido horario cada par de extremos contiguos, interesándose sólo en
aquellos pares donde el primer extremo es de tipo Inicial y el segundo de
tipo Final.

En el caso que los dos extremos del par sean de un mismo arco, cualquier
otro arco que lo interseca lo contiene. Por lo tanto todos los arcos que
lo intersecan forman un dique y el punto de intersección correspondiente
al dique puede ser cualquier punto que esté entre estos dos extremos (el
algoritmo elige el punto medio entre ellos).

Ahora si los dos extremos no son de un mismo arco es que tenemos dos
extremos a, y bj, con i =1- j. Si analizamos el intervalo [ai, bj] vemos que
[ai' bj] <:::: (Ai nAj). Si la contención es estricta, [bi, aj] n (Ai nAj) es no vacía.
Esto significa que A y Aj cubren todo el círculo, con lo cual si se llega a
este caso el algoritmo termina devolviendo estos dos arcos. Por otro lado, si
[aí' bj] = Aí n Aj, para cualquier otro arco Ak que interseque con Aí y Aj
sucede que [aí' bj] <:::: Ak. Por lo tanto el dique formado por los arcos que
contienen a [aí, bjl puede ser representado por cualquier punto entre a, Y bj
(el algoritmo elige el punto medio entre ellos).
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Parámetros: rep : RepresentadonAC

Para cada extremo e; de rep.extremos
Sea ej el extremo consecutivo a e; por la derecha
Si e, es un extremo 1nidal y ej es un extremo Final

Si ei y ej pertenecen al mismo arco
. Agregar al punto medio entre e, y ej al conjunto de puntos

de intersección
Si no

Sean Ai y Aj los arcos correspondientes a e, y ej respecti-
vamente
Si Ai Y Aj cubren todo el círculo
. Devolver como resultado Ai y Aj. Terminar
Si no

Agregar al punto medio entre e; Y ej al conjunto de puntos
de intersección

Complejidad y corrección de esta fase del algoritmo

Primero veamos que el algoritmo no omite ningún clique. Como sabemos,
un clique del grafo intersección corresponde a un conjunto inaximal de arcos
con intersección en común. La intersección de un conjunto de arcos está
conformada por una o dos secciones continuas sobre el círculo. a las que
llamaremos tramos. Un tramo es una sección maximal continua dentro del
circulo, donde sobre cualquier punto del tramo se iutersec-an todos los arcos
de un dique dado. En la Iigura 3.1 podemos ver COlIlO quedan definidos los
tramos de una representación arco-circular. Los tramos 1 y 2 pertenecen a
cliq ues dist int os, mientras que el 3 y el 4 definen la intersección de un mismo
dique. ='Jotcmos que como máximo un dique puede tener dos tramos de
Intersección, porque de otro modo la representación no cumpliría la propiedad
de Helly.

Tanto si la intersección de un conjunto de arcos está formada por uno
o dos tramos. cada tramo debe comenzar y terminar sobre algún extremo
de los arcos que se intersecan, ya que los otros puntos no imponen ninguna
condición al respecto. Además, el extremo donde comienza el tramo debe ser
de tipo Inicial; porque de ser Final el arco al que pertenece este extremo
no podría tener intersección más allá del ex-tremo en cuestión. De manera
análoga. el extremo que marca el fin del tramo debe ser de tipo Final.

Veamos que dentro de un tramo no puede haber otro extremo. Suponga-
mos por el absurdo que esto ocurre, Si el arco al que pertenece este extremo
es uno de los arcos que pertenecen a la intersección del tramo. entonces este
tramo debería ser más pequeño ya que debería comenzar antes o terminar
después (en el sentido horario) dependiendo si el extremo es Inicial o Final.
Esto es así porque de otra manera habría puntos del tramo sobre los cuales
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Tramo 3

Figura 3.1: Tramos definidos sobre una representación.

no intorsccarían todos arcos de la intersección. Si, por otro lado, el extremo
es de un arco que no interviene en la intersección, entonces este arco intcrsoca
a todos los arcos que intervienen en la intersección, y esto significa que el
conjunto original de arcos no es maximal con lo que el dique no es tal, un
absurdo.

Hasta, ahora vimos que todo dique del graJo intersección puede tener
uuo o varios tramos sobre el círculo. Cada uno de estos tramos comienza
en un extremo de tipo Inicial y termina en un extremo contiguo de tipo
Final, que son exactamente los casos que examina el algoritmo. Para los
diques que poseen un solo tramo de intersección, el algoritmo determina un
punto de intersección en forma cxitosa, Para los que tienen dos tramos de
intersección, habría que verificar que el algoritmo no determine varios puntos
de intersección para un mismo dique.

Supongamos un dique C que tiene dos tramos de intersección, y elijamos
un tramo [o,i, bj] cualquiera. Es obvio que i f j ; porque sino el arco Ai. =
{o,';" bJ no puede contener a otros tramos de intersección. Por lo tanto, los
arcos Ai y Aj contienen otros tramos de intersección, y esto implica que A¡
se extiende en el sentido horario y Aj en el anti-horurio. Como existe otro
tramo distinto a fa,'. b.;lv ambos arcos deben estar prcscntos, esto implica cruc

l ' J j 't/ .1 1

los arcos Ai y Aj cubren todo el círculo. Llegado este punto, el algoritmo
detecta este G:LSO. deja de buscar puntos de intersección y devuelve a Ai y el

Aj.
Por último habría que verificar que el algoritmo sólo determina puntos de

intersección correspondientes a los diques del grafo. Supongamos que no es
así, y que el algoritmo identifica un punto de intersección p que no se corres-
ponde con ningún dique del grafo. Por la manera que el algoritmo identifica
puntos, p es el punto medio de una intersección [ai, bj l. Si i = j, significa que
p identifica al dique representado por un arco aislado, con lo cual llegamos a
un absurdo. Si i f i, el plinto de intersección p identifica a dos arcos Aí y Aj
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que se iuterseoan. Como la representación cumple la propiedad de Helly, y
no hay ningún extremo de arco entre a; Ybj, esto significa que todos los arcos
que poseen intersección no vacía con [ai, bj] forman un subgrafo completo.
Si no fuera cliq ue, habría un conj unto de arcos que no verifica, la, propiedad
de Hclly, con lo cual llegamos nuevamente a un absurdo. En conclusión, el
algoritmo sólo identifica puntos que be corresponden con cliqucs del grafo.

Analicemos ahora la complejidad. El algoritmo recorre el conjunto de ex-
tremos del grafo en orden (recordar que el arreglo de extremos está ordenado
según la fase 1). Para cada extremo se obtiene el extremo consecutivo por la
derecha y dada la forma en que están ordenados los extremos, esta, operación
posee orden O(cte). Luego. a partir de cada extremo y su consecutivo. se
verifica Sil tipo y si pertenecen al mismo arco (también COIl O(cte) dada la
estructura de RcprcscntacionAil'). Tanto el cálculo del punto medio corno la
verificación de si dos arcos cubren todo el círculo posee O(ctc), por lo tanto
el algoritmo posee una complejidad de O(n). Notemos que la cantidad de
puntos de intersección está acotada supcriormontc por u, dado que el grafo
es HCA.

3.1.8 Fase 5: Filtro y precálculos
Esta fase es la encargada de calcular cierta información útil que luego es
utilizada por la fase de búsqueda. Es importante notar que sólo se llega a
esta fase cuando se sabe que el grafo a analizar no posee un arco universal
ni dos arcos que cubran todo el CÍrculo.

Para, empezar, esta fase descarta los arcos no propios, dado que estos
arcos no aportan a la solución del problema. Luego ordena asccndcntomcntc
a los arcos propios resultantes por su extremo I niciol y a los puntos de
intersección por su valor angular.

En el siguiente paso, calcula para cada arco el punto de intersección mas
cercano por la.derecha y que no pertenezca al arco. También calcula, para ca-
da punto de intersección cual es el arco (propio) que lo contiene y se extiende
más a la derecha,

Parámetros: rep : RcprcscntacionAC,puntosIntc'f"sccc:ion : [Punto]

Para cada arco Ai de rep

. Si Ai es un a,I(:Ono propio, descartado de rep.

Ordenar Tcp.aTCOSpor su extremo I riicial ascondontcmontc.

Ordenar puntoslrüerseccion por Sil valor angular ascendentemente.

Para cada arco A¡ de rcp.arcos

. Buscar ell]Yunto.slnte7'.'iecC'Íon mediante búsqueda binaria el punto
más cercano por la derecha que no pertenezca a Ai

Para. cada punto de intersección P: de puntos] nierseccion
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Buscar P11 rep.arcos mediante búsqueda biuaria el arco lWÍS cercano
por la izquierda a Pi

Complejidad y corrección de esta fase del algoritmo

La corrección de la mayoría de las operaciones realizadas puede ser verificada
fácilmente. La secciones que merecen una explicación más detallada son las
que corresponden a las búsquedas de arcos y puntos de intersección.

La primera búsqueda calcula para cada arco propio cuál es el punto de
intersección que está fuera del arco lo más cerca posible por la derecha. Esta
búsqueda siempre encuentra un punto de intersección, dado que a esta altura,
no puede existir un arco universal. Se ut iliza búsqueda binaria para hallar
este punto de intersección qlle tiene que estar lo más cerca por la derecha del
extremo de tipo Final del arco en cuestión.

La segunda búsqueda calcula, para cada punto de intersección P1' cuál es
el arco propio que 10 contiene y se extiende lo más posible hacia la derecha.
Xotcmos que para todo punto de intersección siempre hay un arco propio que
10 contiene. Como sólo se consideran los arcos propios. buscar un arco propio
qlle verifica la condición mencionada es eqllivalente a buscar un arco cuyo
extremo Inicial esté lo más cerca posible por izquierda de Pío Como sólo se
trabaja con arcos propios. el extremo Final de este arco llega lo más lejos
posible por la derecha comparado con otros que también contienen al punto.
Para realizar la implcmcntación también utilizamos búsqueda binaria.

Veamos ahora la complejidad de esta fase. Descartar los arcos propios
posee un orden de O(n). ya que estos arcos fueron identificados por la fase 3.
Ordenar los arcos y los puntos do intorsocción posee un orden de O (TI . lag (TI) ),
dado qIle se utiliza un algoritmo de ordenamiento de tipo Heap Sort. Para
ambas búsquedas se utiliza búsqueda binaria, con un orden de O(n.log(n))
dado que sabemos que la cantidad de puntos de intersección está acotada por
n. En total esta fase posee una complejidad de O(n.log(n)).

3.1.9 Fase 6: Búsqueda

Esta fase se encarga de encontrar el primer punto de intersección a partir del
cual será calculado el cubrimiento mínimo.

La idea básica del procedimiento es la siguiente: el algoritmo toma un
punto de intersección Pl cualquiera y busca cuál es el arco Al que contiene
a Pl y llega 10 más a la derecha posible. A continuación, calcula cual es
el punto de intersección P2 que no está contenido por Al y se encuentra 10
más cerca posible por la derecha. Este procedimiento se repite hasta que el
algoritmo vuelva a un punto de intersección qlle haya visitado previamente.
El punto qlle vuelve a visitar es el primer punto de intersección a partir del
cual será calculado el cubrimiento mínimo.

Parárnetros: TCp: RcprcscntaeionAC,pu:ntoslntcTscceion : [Punto]
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p : Punto

p:= puntoslnterseccion[l]

Mientras no se repita e

Buscar el arco Aí que contiene a p y se extiende más a, ) a derecha.
(precalculado en fase 5)
Buscar el punto de int ersección p, más cercano a Aí por la derecha
que no rwrtenece a. Ai' (precaJclllado en fase 5)
P := Pi

Complejidad y corrección de esta fase del algoritmo

La corrección de esta fase del algoritmo será demostrada en la fase siguiente.
En cuanto a su complejidad, notemos que el algoritmo siempre llega a un
punto que se repite, ya que la cantidad de puntos de intersección distintos
está acotado superiormente por n. En el peor caso, en cada iteración se
alcanza un nuevo punto de intersección, siendo ti el límite para l.i cantidad
de iteraciones. Como los puntos y arcos buscados en cada iteración están
precalculados en la fase anterior, cada iteración posee un orden c: (de). Por
lo tanto el orden de complejidad de esta fase es O(n).

3.1.10 Fase 7: Principal

Aquí mostramos como se integran las fases anteriores para resolver el proble-
ma de encontrar el mínimo transversal de los diques sobre grafos HCA. Se
recibe corno parámctro un arreglo de elementos de tipo Arco y s~ devuelve
como resultado los arcos que pertenecen a un cubrimiento mínimo para ese
conjunto de arcos.

Una vez que la fase anterior (búsqueda) calcula el punto de intersección
"bueno", la fase principal realiza nuevamente el mismo procedimiento, pero
partiendo de dicho punto. El arco seleccionado por cada punto de intersec-
ción es elegido como integrante del cubrimiento mínimo. El algoritmo lleva
un contador de la cantidad de diques cubiertos y se detiene cuando los ha
cubierto todos.

Parámetros: arcos: rArcol
L J

rep : RepresentacionAC

puntosl nierseccion : [Pm¿to]

punto : Punto

resultado : [Arco]

cliqucsclubiertos : uit := O

{Fase 1} rep := 1uiciolizacioni aTcos)

{Fase 2} rep := Extremoelrietintostreps
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{Fase 3} ArmUniversalYPropios(rep)

Si existe un arco universal Ai

. Devolver Ai y terminar.

Si no
{Fase 4} puniosl nierseccioti = PnntosDeIntersecC'Íon(rep)
Si hay dos arcos Ai y Aj que cubren todo el círculo

. Devolver A;" Aj Y terminar.
Si no

{Fase 5} FiltroY Precalculosi rcp, puntos I uterseccioti)
{Fase 6} punto := Bnsqueda(rep,puntoslntersecc\on)
{Fase Principal}
Mientras cl'iq'UesCubieTtrJS < puntosInteTscccion.cantúladDeElementos()

Buscar el arco Ai que contiene a punto y se extiende más a
la derecha
Agregar Aí a resuluulo
Buscar al punto de intersección p¡ más cercano a Ai por la
derecha que no pertenece a Ai
Increment ar cliquesclubiertos la cantidad de puntos de in-
tersección entre punto y Pi
puriio i= Pi

Devolver resultado

Corrección del algoritmo

Hasta ahora hemos probado la corrección de todas las fases, faltando sólo las
dos últimas: Búsqueda y Principal.

Llamemos jJ~ al punto de intorscccióu cucontrado por la faso de búsqueda.
Partiendo de este punto se encuentran P~, P~, ... , P~+l - P~ puntos de inter-
sección. Cada uno de estos s puntos de intersección ha elegido Illl arco propio

los couti Al A' 4'que os contiene, que notamos C01110 l' 2' ... ," S'

L . '" , 1 . 1 11a secuencia Pl' P2' P3' ... ,P, puec e no ser una secuenCia ore en{Jca e e pun-
tos en el sentido horario. Por eso, podemos reordenarlos de acuerdo al sentido
horario como Pl ,P2, ... ,p" utilizando una función biyectiva .f : {1, 2, ... , s} ---;.
{l, 2, ... , s} para mapcar este roordonamicnto. Esto significa que Pi = P:f(í)'

Si hay k puntos de intersección, sabemos que P: = Pi+k Y que A~ = A~+s.
Para poder indexar los puntos de intersección circularmente utilizando f,
definamos la función g como g(;};) = f (((x - 1) mod s) + 1). A putir de las
definiciones anteriores, dado un punto de intersección P¡ podemos afirmar
que el arco A~(j)_l tcrinina antes de Pj y después del punto de i.itorsoccióu
inmediatamente anterior a P.i (el cual no tiene porque ser uno de los Pi).
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Sea A~(X)-l el arco que contiene mayor cantidad de puntos de intersección
entre los puntos Pi. Sea t la cantidad de puntos P: que contiene. Por lo tanto
este arco contiene exactamente en sentido horario a P,r-I,P,¡;-f+1,·, ',P,r-1'

Consideremos ahora al arco A~(.r-l)-l' Este arco termina .i isto antes
del punto Px-l Y como es un arco propio debe comenzar antes que A;¡(,r)_l'
Esto implica qlle contiene a los plintos P« 1.]Jx 1+1 .... -]J'T 2. Xotemos que
también debe contener a PT-I-1, porque si no fuera de ese modo, el punto de
intersección ]J~(X-l) 1no estaría contenido por el arco A~(X-l)-l' IU absurdo.
Por lo tanto. A~(,,_ 1)- 1 también contiene t puntos de intcrsooción cutre los
Puntos ]Ji.

Este razonamiento se pllede aplicar iterativarueut e para A~(,r-2)-1'

A:J('''-:~)-l' ... , A;/(:1:-8+1)-1' llegando a la conclusión que todos lo, arcos Al
contienen exactamente t puntos de intersección Pío También sabemos que
cada arco A~ siempre termina entre P~+l y el punto de intersección inmedia-
tamente anterior a P~+l (que no es necesariamente un punto ent re los ]Ji).

Este resultado garantiza que la búsqueda Iinal puede comenzar el. cualquier
]J¡ sin variar la. cantidad de arcos que cubren los k puntos de intersección.

Por lo tanto. para cubrir los J.: puntos de intersección se necesitan r fl
arcos. ya que cada arco Al cubre t puntos de intersección de tipo Pi de un
total de 8. Por la forma que el algoritmo elige los arcos, si comienza por
el punto Pj, el primer arco cubre todos los puntos de intersección que están
en [Pj.Pj+t), el segundo arco los que están en [Pj+t,Pj+2t) y así hasta el arco
número rn· que cubre los que están en [pj+r¡lt-t,pj+r¡lt). De esta forma.
estos r%1 arcos cubren los k puntos de intersección.

Faltaría ver que no hay una solución mejor. Supongamos que existe una
solución mejor con a lo sumo r% 1 - 1 arcos. Por lo tanto dehe existir un
ftL'CO C elp esta solución que contiene mas (1(, t puntos de intersección dp tipo
P;.. Sean P"-t, ""P"-l .p; puntos de intersección cubiertos por C, s.endo p" el
último de ellos. En el momento de elegir el arco que contiene a '1'11-1, Y que
termina 10 más a la derecha posi blc, el algoritmo eligió el A~_t que permite
llegar justo antes de Ph. Pero el arco C contiene a Ph-t y llega por lo menos
hasta Ph. con lo cual el algoritmo debería haber elegido a e en lugar de él

A;,_I' Esto es un absurdo. con lo cual no existe 1111a solución mejor.
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Complejidad del algoritmo

Hasta ahora hemos calculado la complejidad de todas las fases sal vo la Prin-
cipal. El cálculo que se realiza es el mismo que en la fase de búsqueda, con lo
cual cada iteración tiene un orden O(ctc). Como cada voz que se igrcgar un
arco (11 conj unto resultado se cubre por lo menos 1111 cliq UUj en el 1)(;01' caso
ro~ realizan ~ iteraciones con 1" cual rol orden (le le. fase nrincinal y' (\{~\~e le,1.ll, t t. Hel, l\Jl1e~. Ull lU , ,1.1el u ti, 1 l. 1,1.1,1.0:. 11111 .11"1.1',~ .I~nJ'

Resuinieudo, el orden total del algoritmo está dado por la suma de la
complejidad de las fases anteriores mis la complejidad de la fase principal.

Fase Orden
Inicialización n.log(n)

Puntos de Intersección
n

Extremos Distintos II

Arco Universal y Propios
n

Filtro y Precálculos n 10',.(11)
.1..J..H b\

n
Principal n

n.log'( 11)Total

Por 10 tanto, el algoritmo posee una complejidad de O(n.log(n)).
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Conjunto máximo de cliques disjuntos
El probloma dol máximo número de cliquos disjuntos consiste en el .contrur 1J11

conjunto (le cliqucs que 110 tengan ningún vértice en COII1{Ul :r ClI>'"O cardinal
sea maxllllo.

3.2.1 Presentación del algoritnlo

El algoritmo que proponemos para la resolución de este problema es una
leve modificación del algoritmo presentado en la sección 3.1. Los cambios
realizados sólo se ven reflejados en modificaciones en la fase f'untos de
Intersección (fase 4 del algoritmo anterior) y en la fase Princi::ml (fase 7
del algoritmo anterior).

Las restantes fases permanecen inaltcradas. por lo que no va lvorcmos a
explayamos sobre ellas. Los tipos de datos utilizados también son los mismos
que present.unos en la seccion 3.1.3.

3.2.2 Fase 4': Puntos de intersección modificado

Esta faso idcnt iíica algunos (le los puntos (le intersección (le HIla representa-
ción arco-circular Hclly. A diferencia df' lit fase 4 del algoritmo rntcrior, Sf;

descartan aquellos diques que iutcrsocan con todos los demás y pudieran ser
descubiertos CIl este algoritmo,

El algoritmo requiere que los extremos de la representación ;;el.111todos
distintos. Adicionahncntc. los extremos deben estar ordenados COI el criterio
de la fase 1.

La primera parte del funcionamiento del algoritmo es idéntico al de la
fase 4. salvo cuando se detectan dos arcos que cubren todo el círculo. Este
algoritmo modificado descarta esos arcos, ya qlle en el peor de los casos está
dejando de considerar un punto de intersección que interseca COIl todos los
demás diques (significa que cualquier solución que contenga este dique, no
puede tener otro dique).

Al finalizar la búsqueda de puntos de intersección. si cncontro al monos
un punto de intersección. devuelve los puntos encontrados de la misma forma
que lo hacía el algoritmo original.

En el caso de no haber encontrado ningún punto de intersección, esto
significa que todos los diques están formados por pares de arcos que cubren
todo el círculo (y que todos los diques se intersecan de a pares). Gajo estas
condiciones, el algoritmo devuelve un punto de intersección que contenga al
primer par de arcos detectados que cubren todo el círculo.

Parámetros: rep : Iiepresentacion.At)

[Prnnora parte}

Para cada extremo e, de rep.cxtremos

. Sea cJ el extremo consecutivo a e, por la derecha
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Si e, eAllll extremo 1nicial y ej es llll extremo Final
Si e, y f'l pertenecen al mismo arco

· Agregar al punto medio entre Cí y Cj al conjunto de puntos
de intersección

Si no
Sean A1 y Aj los arcos correspondientes a ei y eJ rcspccti-
vaincutc
Si Ai -:.-Aj cubren todo el círculo
· Si eAla primera vez que se llega a esta condición

. Sea Api = A.¡ Y Api = Aj
Si no
· Agregar al punto medio entre e; y fj al conj unto de puntos

de intersección

{Segunda parte]

Si no se encontró ningún punto de intersección

Sea R1 la región definida por el extremo 1nidal de Ap; y el extremo
Final de AT" .7

Sea R2 la región definida por el extremo Luiciol de Apj y el extremo
F-inal de A.l'i
Para cada extremo ei de rep.extremos y mientras no se haya en
coutraclo a Rl'

Sea cJ el extremo consecutivo a (i por la derecha
Si e, es 1Ul extremo Inicial y ej es un extremo Final

Sea R; la región definida por e; y fj.

Si la región R¡ está contenida en la región R2

· Sea R,' = R;
Para cada arco A¡ de rep.arcos

Si Ai contiene a la región Ri y Ai no contiene a la región Rl'
· Agregar el plinto medio de la región Rl al conjunto de puntos

df' intersección. Terminar
Si Ai contiene a la región R; y Ai no contiene a la. región R,

· Agregar el punto medio de la región R~al conjunto de puntos
de intersección. Terminar

Agregar el punto medio de la región R, al conjunto de puntos de
intersección.

Complejidad y corrección de esta fase del algoritmo

La primera parte del algoritmo es idéntica a la fase 4 del algoritmo para
cncontrur el transversal de los diques mínimo (salvo que se descartan los
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pares de arcos que cubren todo el círculo), con lo cual no entraremos en
detalles. Recordemos que la complejidad de la primera parte es O(n).

La segunda parte del algoritmo se ejecuta cuando no se identifica ningún
punto de intersección. Esto implica que todos diques se intersecan de a pares
y por lo tanto la maxima cantidad de diques disjuntos es uno y cualquier
conjunto unitario de un dique es solución. Esto 8ignifica que hay que hallar
un punto de intersección cualquiera que represente un dique. Para esto, el
algoritmo almacena el primer par de extremo (u;,bj) donde se detectó que
sus arcos correspondientes Ai y Aj cubren todo el círculo. El punto de
intersección que se devuelve contiene a A¡ y a Aj.

Como los arcos Ai y Aj cubren todo el círculo, se intersecan tanto en
[a,. bi] como en [ai' bil. La región [ai, b¡] está definida por extremos consecu-
tivos, con lo cual no hay ningún extremo de arco incluido en dicha región.
El primer paso de algoritmo os encontrar una región incluida en [aj, b;] con
esta misma propiedad (tener en cuenta que la inclusión no os estricta). Para
esto, recorre todos los pares de extremos contiguos de tipo (ax,by) que estén
contenidos en [aj, hiJ. Al encontrar un par (siempre existo al menos uno) el
algoritmo define la región [a~,b~], con las mismas características que [ai,bj].

Ahora bien, como el dique a devolver incluye a los arcos Ái y Aj y el grafo
analizado es HCA, el punto de intersección que representri a dicho dique debe
estar en la región [a" bj] o en la región [a'j, b~l.

Para saber exactamente cuál es la región por donde se podría ubicar el
punto de intersección. el algoritmo recorre los arC08de la representación de a
uno, verificando si se intcrsccan con ambas regiones. En el caso que un arco
intcrscquo solamente COIl una de las d08 regiones, esto significa que el punto
de intersección debe ser elegido dentro de esta región (el algoritmo elige el
punto medio de la misma). Si todos los arcos intersecan con las dos regiones,
se puede elegir el punto de intersección de cualquiera de las dos regiones. En
este caso el algoritmo elige el punto medio de la región [O'i: bil.

Nos queda por analizar la complejidad de la segunda parte de esta fase.
La búsqueda de la región [a~,b:J posee un orden O(n). Esto e8 así porque se
itora para cada extremo de la representación y en cada iteración se verifica
si una región del círculo está incluida en otra (O(cte) ). A continuación se
recorren 108 TI, arC08 verificando para cada uno si pertenece a alguna de las
dos regiones definidas. Est a operación posee un orden O(cte ), por lo que esta
verificación posee una complejidad de O(n). Esto significa que la segund»
parte de esta, fase posee un orden de O(n).

Resumiendo, cada parte de esta fase del algoritmo posee una complejidad
de 0(11,), por lo tanto, esta fase tiene un orden de O(n).

3.2.3 Fase r. Principal

Aquí se integran las fa8e8 anteriores para resolver el problema de encontrar
un conjunto máximo de dique disjuntos sobro graf08 HCA. Se recibe corno
parárnctro un arreglo de elementos de tipo Arco y 8Cdevuelve un conjun-
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Corrección del algoritmo

Analicemos esta última fase de algoritmo. Al aplicar la fase 4', ésta puede
haber descartado puntos de intersección para algunos diques. Esto no ge-
nera ningún inconveniente, ya que los diques descartados son aquellos que
intorsocan con todos los demás diques del grafo. En el caso que identifique
sólo un clique, esto significa que todos los diques se inrersecau entre sí de
a pares, con lo cual. la mayor cantidad de diques disjuntos es". A conti-
nuación se aplica la fase 3, para detectar un arco universal e identificar a los
arcos propios. En el C[-\.'30 que el algoritmo encuentre un arco universal, esto
también significa que todos los cliques se intersecan entre sí de ;, pares y la
mayor cantidad de diques disjuntos es 1.

Las fase ti y la fase principal sólo consideran los arcos propios. Veamos
que esto no afecta corrección del algoritmo. Sea A~p un arco no propio
que impide que dos cliqucs Cl y C2 sean seleccionados como elementos del
conjunto solución porque ambos diques lo comparten. Luego, existe un arco
propio Ap que incluye a A,p y tanto el como C2 comparten al arco Ap. Por
lo tanto el no considerar a los arcos no propios no es relevante para computar
la solución del problema.

Como vimos en el sección 3.1.10, la fase de búsqueda devuelve un pun-
to p; a partir del cual se genera una secuencia de puntos de iutorsocción
p~' ""P~'P~+l = p~' Cada punto de intersección Pí' ha elegido un arco Ai'
que 10 contiene y más se extiende hacia la derecha. Siguiendo el mismo
procedimiento, rcordcnomos la secuencia P~, P~: ... :P~ en el scnt.ulo horario
mediante la función biyectiva i, asignando cada punto Pi = P.r(i). Definamos
nuevamente g(.1:) = f (((1: --1) mod 8) +1) Yconsideremos que p; = Pi+k Yqlle
A;' = A;'+8' Con estas mismas definiciones, en la sección 3.l.1O SE probó que
cada arco A~(í) contiene a los puntos P<i,Pi+l, ···,Pi+!-l. Yqlle p¡ e s el primer
punto de intersección imncdiataincntc dcspll(~sdel oxtroino inicial del arco
A~(i)' También se demostró que el punto ]JiH es P'f(i)+l y que la cantidad de
arcos necesarios para cubrir todos los puntos de intersección es 1¡1-

Veamos primero que la fase principal elige exactamente l T J puntos de
intersección. Si s es múltiple de L entonces r·n = ; = t:J, lo ct.al significa
que cada punto de intersección p¡ está exactamente en uno de los i arcos. Por
lo tanto, el acumulador llega exactamente a k y el algoritmo no se .lcshacc del
último punto de intersección elegido, y se eligen lf J puntos de intcrsocción.

Si .<; no es múltiple de t; entonces r%1 = l%J + 1 Yel punto de intersección
p~ se encuentra en el primero y en el último de los r%1 arcos que cubren todos
los puntos de intersección. Por lo tanto, todos los puntos de intersección son
contados al menos una vez, y P; es contado en el primer arco y en el último.
Estos significa que el acumulador supera a k, por lo que el algoritmo descarta
el último punto de intorsocción, quedándose con l'f J puntos.

Veamos ahora que los puntos de intersección seleccionados representan
cliqucs disjuntos. Supongamos por el absurdo que los diques que representan
los puntos de intersección de la solución no son disjuntos. Esto implica
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(jlte hay dos puntos de intersección que están incluidos en IUl mismo arco.
Además. siempre podemos suponer que este arco es propio, porque si no lo
fuera, seguro existe otro arco propio en el que ambos están incluidos.

Tomemos entonces a un arco propio qlie los contiene y llamémoslo A.
Sabemos también que los puntos de intersección conflictivos pertenecen a
la secuencia Pl, P2, ... , Ps, porque el algoritmo selecciona los puntos de inter-
sección de dicha secuencia. Si consideramos que la búsqueda final comenzó
en el punto Pj, los puntos de intersección son elegidos por el algoritmo en
el siguiente orden: P'j,P.i+l, P.i+2l, ··.,P.i+LiJ/,-l. Por lo tanto, el arco A que
contiene a dos de los puntos de esta secuencia también debe contener a to-
dos los Pi que están en medio de ellos dos. A partir de la secuencia elegida
por el algoritmo, es fácil ver que por lo menos hay t + 1 puntos de tipo Pi
consecutivos entre ellos dos.

Sea Pj+J:t el primero de los dos puntos conflictivos. Si analizamos el arco
que pasa por él y se extiende lo más a la derecha posible, vemos que dicho
arco termina justo antes del punto Pj+:l:t+t, dado que cada arco contiene
exactamente a t puntos de intersección entre los Pi. Pero el arco A también
pasa por P.J+;r:r y se extiende por lo menos hasta alcanzar a P.J+;rf,+/.. Esto es
un absurdo, por lo tanto los puntos de intersección seleccionados representan
cliques disjuntos.

Finalmente. faltaría ver que no existe otro conjunto de puntos de inter-
sección con mayor oardinalidad que también represente a diques disjuntos
del grafo. Si suponemos que este conjunto existe, debe contener por lo menos
l'f J + 1 puntos de intersección. Ahora bien, el círculo se puede particionar

. 1 . . t 1 . . ~ If If If 1en T intcrva os scun-ccrrados <- e a siguiente manera: ocan P: ,P2' ... ,p,. os
puntos de la supuesta mejor solución (con T ¿ l~J + 1) ordenados de me-

f . " (" If, (If "1 (ff ", 1nor a mayor en unción de su ángulo, y sean lh,P2J, P2,P3,' ... , Pr,PIJ os r
intervalos así definidos.

Si consideramos los 8 puntos de intersección Pi, vemos que por lo menos
uno de estos r intervalos contiene menos de t puntos p, (porque hay por lo
menos lfJ + 1 intervalos). Sin pérdida de generalidad. podemos decir que
(p:;,p:;+ll contiene a pr+l.p;r+'h · .. ·'PX+.lr con Y < t. Analicemos ahora uno
de los arcos A: que pasa por P;n!J,r;+l ,P;r;+2, "',P,r+f-i Y cuyo primer punto
de intersección a su derecha es Pcr+/' El punto P'; está incluido en este arco.
porque pertenece a [P;llP;r+l). Por otra parte, el punto P~t 1 está incluido en
[P,r+!J'P;r+l) Ypor lo tanto también está incluido en A~. Entonces, hay un arco
que contiene a P~ y a P~+l' con lo cual los cliques representados por estos
puntos no son disj untos y la supuesta mejor solución UD sería válida. Por lo
tanto el algoritmo devuelve un conjunto con cardinalidad máxima.

Complejidad del algoritmo

En secciones antcrioros ya calculamos la complejidad de todas las fases salvo
la principal. La fase principal de este algoritmo es muy similar a la fase
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principal del algoritmo anterior, con la diferencia que ell ésta, el algoritmo
almacena puntos de intersección en lugar de arcos y se aplica la fase 4' antes
que la fase :~. Estos cambios no tienen efecto en la complejidad de la fase.
por lo tanto el orden es de O(n). igual que la fase principal del algoritmo
anterior.

Por lo tanto, este algoritmo posee un orden de complejidad de O(n.log( n)).



Capítulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En el capitulo 2, caracterizamos a los grafos overlap de arco-circulares pi-
diendo condiciones necesarias y suficientes sobre sucesivas orientaciones de
una partición de! complemento de un grato. Este problema, planteado como
abierto en [a], fue demostrado en base a ideas aportadas por HIl teorema de
Jaymc Szwarctitor [35] para una caracterización de gratos circulares (ovcrlap
de intervalos).

Si bien el teorema probado en esta tesis permite caracterizar a esta clase
de grafos. no lleva naturalmente a un algoritmo de reconocimiento eficiente.
Una posible línea de trabajo que se desprende de esta demostración es la
de investigar posibles algoritmos de reconocimiento. basados en la idea que
sugiere el teorema de analizar a un grafo CAO como" n gratos circulares".
Queda pendiente también investigar la complejidad de problemas conocidos
(coloreo, conjunto dominante) sobre gratos CAO e intentar proponer algorit-
rnos eficientes para su resolución.

En el capítulo 3. presentamos dos algoritrnos eficientes para resolver 10i:>

problemas de encontrar el mínimo transversal de 10i:> diques y el máximo con-
junto de cliqucs disjuntos en grafos arco-circulares Hclly, Ambos algoritrnos
toman corno entrada una representación arco-circular Helly de un grafo y
tienen una complejidad dfo O(n.log(n)).

La idea básica para estos algoritmos fue presentada en la tesis doctoral
de Cuillermo Durán [9] y la implemenr ación de manera eficiente fue sugerida
por Min Chih Lin [28]. Los algoritmos propuestos introducen una mejora
en el orden de complejidad con respecto él los algoritrnos conocidos hasta el
momento [21]. que resuelven estos problemas en un orden de O(n2

). una vez
conocida la representación arco-circular Hclly del grafo.

Ambos algoritmos fueron implcmcntados en Java, y constituyen una hcrra-
mienta de utilidad para futuros desarrollos teóricos y prácticos. Los algorit-
mos fueron tesreados con grafos pequeños (no más de diez vértices). por la
dificultad de de generar grafos HCA :'T construir una representación en arcos
circulares que cumpla la propiedad de Helly. Un posible trabajo pendiente
es el de iinplcincntar los algoritmos propuestos por Cavril [16] para la ea-
ractcrizacióu de grafos HCA y la construcción de roprcscntacioucs en arcos
circulares adecuadas.

Como trabajo futuro. queda pendiente investigar otros problemas al-
gorítmicos en grafos arco-circulares Holly, Es sabido que el problema de
coloreo permanece XP-Completo para gratos HCA [16], mientras qlle dique
máximo puede ser resuelto fácilmente en tiempo polinomial utilizando, por
ejemplo, las ideas de los algoritmos presentados en esta tesis.
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