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Resumen

Desde hace unos 20 anos que distintos cédlculos de sustituciones explicitas han
dado diferentes resultados en la forma de imitar al A-cdlculo. Uno de los pri-
meros, Ao, ha sido inspiracién para muchos de ellos por su forma de componer
sustituciones y por su forma de trabajar los indices de de Bruijn. Sin embar-
go, ninguin cédlculo derivado de éste logra combinar satisfactoriamente todas las
buenas propiedades que se esperan de un calculo de sustituciones explicitas:
preservacién de la normalizacién fuerte (PSN), simulacién del A-cdlculo (Sim),
metaconfluencia (MC), etc.

En un reciente trabajo de D. Kesner se presenta un calculo derivado de Ax
que tiene todas estas propiedades. Parte fundamental de este calculo es la elimi-
nacién de “basura” -sustituciones que no modifican el término a sustituir, que
al componerse con otras sustituciones terminan generando mas basura, resul-
tando en términos con derivaciones infinitas que en el A-célculo tradicional son
fuertemente normalizantes.

En este trabajo presentamos Aoy, un calculo basado en Ao, que resulta de
agregar una regla que elimina sustituciones “basura”, y evita la composicién y
distribucién de esta basura. Demostramos que este nuevo calculo presenta las
mismas propiedades que Ao. Ademads, demostramos que Aoy, consigue incluir
al término de Mellies en el conjunto de términos fuertemente normalizantes,
aunque PSN para este calculo sigue siendo una pregunta abierta.

En el estudio de algunas propiedades del nuevo célculo hemos desarrollado
herramientas légicas originales, que pueden servir a futuras extensiones de Ao, y
hemos abierto y desarrollado la discusién sobre cémo evitar la basura en calculos
derivados de dicho calculo.






Abstract

For the last 20 years different calculi with explicit substitutions have been de-
veloped in order to imitate the A-calculus, with diverse results. One of them,
Ao, has been an inspiration to many of them, because of the way it composes
substitutions, and the way it handles de Bruijn indices. However, no calculus
derived from it is known to achieve all the good properties expected from a cal-
culus with explicit substitutions: preservation of strong normalization (PSN),
simulation of A-calculus (Sim), metaconfluence (MC), etc.

In a recent work, D. Kesner presents a new calculus obtained from Ax with
all these properties. To achieve this result, it does “garbage collection” -throw
away substitutions that are not going to modify the term to substitute, whose
composition with other substitutions ends up in the generation of more garbage,
creating infinite derivations in terms which are strongly normalizing in tradi-
tional A-calculus.

In this work we present Aoy, a calculus based on Ao that performs garbage
collection, avoids the distribution of garbage through the terms, and does not
allow for the composition of garbage. We prove that this new calculus has the
same properties as A\o. Moreover, we prove that Aog. includes the Mellies term
in the set of strongly normalizing terms. But PSN for this calculus remains an
open question.

In the study of some of the properties of the new calculus, we have developed
some original logic tools. Future extensions of Ao can benefit from these ideas.
Also, we have opened and advanced the discussion about how garbage can be
avoided in calculi derived form Ao.
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Introduccion

La implementacién del A-cdlculo ha presentado varios desafios desde sus
primeros intentos, ya sea en el estudio y creacién de lenguajes funcionales, como
en demostradores de teoremas. Asi es como de Bruijn concibe en el afio 1972 lo
que actualmente se conoce como célculo con indices de de Bruijn. La finalidad
de este calculo era eliminar los problemas de trabajar mddulo a-congruencia,
definiendo un Unico término para cada clase de equivalencia.

En el ano 1990, Abadi et al. crean el calculo Ao, un cdlculo de sustitucio-
nes explicitas (SE) basado en Categorical Combinatory Logic ([Cur94], [CC87],
[Har92]). Estos célculos internalizan la metaoperacién de sustitucién como pasos
atémicos propios del cdlculo. Pero, como lo muestran Abadi et al., el calculo Ao
no es metaconfluente (MC), es decir, confluente en los términos con metavaria-
bles, propiedad necesaria para representar pruebas incompletas en demostrado-
res de teoremas basados en tipos. Ademas, en el ano 1995 Mellies muestra otro
inconveniente en la teoria de este cdlculo: no todo término fuertemente norma-
lizante del A-célculo lo es en Ao. Esta propiedad, deseable en todo cédlculo con
SE, es denominada preservacion de la normalizacion fuerte (PSN).

Desde entonces, han proliferado distintos tipos de cédlculos de sustituciones
explicitas en la busqueda de uno que satisfaga MC, PSN, y ademds simule la
B-reduccién (Sim).

Una extensién de Ao estudiada por Rios en [Rio93], Aogp, consigue MC de
términos semiabiertos, es decir, con metavariables en los términos y no en las
sustituciones. Otra variante presentada por Curien et al. en [CHL96], el Aoy,
consigue MC y Sim, pero pierde PSN. Lescanne en [Les94] presenta Av, variante
que conserva PSN y Sim, pero no MC, y Mufioz en [Mun96|] consigue con A¢
PSN y MC, pero no Sim.

En el ano 1995, Kamareddine y Rios presentan en [KR95| al célculo As, que
incluye dos familias de operadores para simular la sustitucion y la actualizacion
de de Bruijn. Si bien cumple PSN y Sim, no consigue MC. Dos anos maés tarde
(en [KROT]), los mismos autores lo extienden con el fin de lograr MC. Esta
extension, denominada As., consigue Sim y MC, pero no cumple PSN.

La busqueda de un calculo que preservara MC, PSN, y Sim parecia infruc-
tuosa, pero en el 2001, David y Guillaume presentan en [DGOI] al cdlculo Aws,
que logra esas tres propiedades con una signatura infinita, marcada por labels.

Hasta aqui hemos mencionado todos calculos que utilizan indices para referir
a las variables. En el conjunto de cédlculos de SE y variables nombradas, Ax
([Ros93]) fue el pionero, aunque no consigue MC. Kesner en [Kes07] presenta
Aes, un céalculo que posee MC, PSN, Sim, entre otras buenas propiedades.

En el presente trabajo hemos tomado algunas ideas del calculo Aes para
llevarlas al terreno de los indices de de Bruijn, modificando al célculo Ao res-



Introduccion

tringiendo la composicién.

Plan

En el capitulo [1| presentaremos las nociones basicas de la teoria de la rees-
critura. Introduciremos el A-cdlculo en la version tradicional y a la de Bruijn.
Luego, nos concentraremos en Ao, por ser la base del cdlculo presentado en el
capitulo [2| Finalizaremos el capitulo con una breve presentacion de los calculos
Ax y Aes, el segundo por ser inspirador del presente trabajo, el primero por ser
antecesor de Aes.

Dedicaremos el capitulo [2] a definir el concepto de basura para el calculo Ao,
concepto que nos permitird definir una variante de Ao con garbage collection:
ATge.

En el capitulo [3] demostraremos que vale la normalizacién fuerte para el
calculo asociado de sustituciones, og.. Daremos una demostracién detallada
utilizando la técnica de Distribution elimination utilizada por Zantema para
demostrar la misma propiedad para el calculo o.

A lo largo del capitulo 4] demostraremos varios lemas, con el fin de obtener
un conjunto de herramientas tedricas para los siguientes capitulos.

En el capitulo |§| analizaremos todos los pares criticos de o4 para concluir
su confluencia débil, y luego su confluencia, necesaria para la demostracion de
confluencia del cilculo Aoy del siguiente capitulo.

Dedicaremos el capitulo |§| a demostrar la confluencia del calculo Aoy, para
lo cual serd necesario primero establecer que se cumplen dos propiedades: Simu-
lacion y Correccion. Demostraremos estas propiedades extendiendo las pruebas
realizadas por Rios para Ao. Finalmente, estableceremos la confluencia de Ao,
utilizando el lema de interpretacién.

Brevemente introduciremos en el capitulo [7| una versién tipada de Aogc, que
se corresponderd con la version tipada de Ao.

En el capitulo [8| mostraremos que el contraejemplo de Mellies pertenece al
conjunto de términos fuertemente normalizantes de Aoy, ¥y comenzaremos la
discusién acerca de la relacion entre los términos fuertemente normalizantes de
los calculos A, Ao, ¥ Aogc.

Para terminar, presentaremos distintos problemas que consideramos intere-
santes para continuar este trabajo.

Por tltimo, en los anexos mostraremos intérpretes para Ao y Aog. que seran
utilizados en demostraciones que requieren un analisis exhaustivo de todas las
posibles derivaciones de un término.



Capitulo 1

Presentacion de
formalismos

En este capitulo se introduciran algunos de los formalismos utilizados o re-
ferenciados en el presente trabajo.

La seccién [1.1] estard dedicada a presentar algunas definiciones y resulta-
dos de la teoria de la reescritura, enfocada en las herramientas utilizadas en el
estudio de las propiedades del calculo Aogc. En la seccién se presentara el
célculo que ha inspirado gran parte de los trabajos aqui mencionados: el A-célcu-
lo. Luego, en [1.2.1| se mostrara una versién tipada del mismo, que sera 1util para
comprender las versiones tipadas de Ao y Aogc. En la seccién se explicard un
refinamiento del A-célculo que evita la a-congruencia, Apg. En la seccién se
detallard una variante de Apg que explicita la sustituciéon y admite composicion
de sustituciones: el célculo Ao, base del presente trabajo. En la seccién [1.4.1]
se describira la version tipada de este calculo. Finalmente, en la seccién se
retomaran los cédlculos de sustituciones con variables nombradas para introducir
Ax, el calculo base de Aes (seccién , que ha inspirado el presente trabajo.

1.1 Introducciéon a la teoria de la reescritura

Aqui serdn presentados los elementos béasicos de la teoria de la reescritura.
Dada la vastedad de este tema, nos centraremos estrictamente en lo requerido
para la comprensién del presente trabajo. Para una profundizacion en el tema,
el lector puede encontrar mayor informacién en [BN9§| y en [Ter03].

1.1.1 Sistemas de Reduccién Abstractos (ARS)

Sea A un conjunto y R una relacién binaria sobre A. Notaremos a —p b
para (a,b) € R. Llamaremos reduccidn a esta relacién, y ARS al par (A4, R).
Ademaés, notaremos

e RTo im a la clausura transitiva de R.

e R* 0 — g a la clausura reflexiva transitiva de R.
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n .7 .
e a —»p b alareduccién de a en n pasos a b, es decir,
a—Ral —>R...—>Ran:b

También llamaremos derivacién a una reduccién (posiblemente infinita)
a] R A2 —R ...

Un ejemplo sencillo de ARS puede ser (N, <), la relacién < entre los natu-
rales. Luego,

0 —<
1 —c
5 < 9

Confluencia
En el estudio de los ARS, resulta indispensable el estudio de la confluencia.
Definicién 1. Sea (A, R) un ARS, decimos que

e R es localmente confluente o WCR (weakly Church-Rosser) sii R satisface
(Va,b,ce A) (3d € A)

b
S
~N

B

¢’
e R es confluente o CR (Church-Rosser) sii R satisface (Va,b,c € A) (3d € A)

b
S
N,

o

¢

Observacion 2. Si R es CR, entonces R es WCR.

Normalizacion

Otro concepto importante en la teorfa de la reescritura es el de formas nor-
males, que son aquellos elementos que no puede reducirse mas. Cémo ejemplo,
si en vez de tomar la relacion < tomamos la relacién > sobre los naturales,
obtenemos que 0 es la tnica forma normal.

A continuacién presentaremos las definiciones relacionadas con este concep-
to.

Definicién 3. Sea (A, R) un ARS, decimos que
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e a € A esuna R-forma normal (o R-fn.) si (b€ A) a =g b.

e a € A es una forma normal de b sies una R-fn.y b —pga.

R es débilmente normalizante o WN (weakly normalizing) si todo elemento
de A tiene al menos una forma normal.

e R es fuertemente normalizante o SN (strongly normalizing), si no hay
derivaciones infinitas.

SN i es el subconjunto de A cuyos elementos no tienen derivaciones infi-
nitas en R.

eacAes SN siac SNp.
Lema 4. Si R es SN, entonces R es WN.

Demostracion. Si R no fuera WN, entonces existe un elemento ag que no tiene
forma normal, con lo que existe un elemento a; tal que ag — g ai, pero nue-
vamente a; no tiene forma normal, con lo que existe as tal que a1 =g as... y
asi se construye una derivacién infinita, absurdo. O

Los siguientes lemas nos permiten relacionar los conceptos hasta aqui men-
cionados:

Lema 5 (Newman). Toda relacién R fuertemente normalizante y localmente
confluente es confluente.

Demostracion. Ver [BNO§], lema 2.7.2. O

Lema 6. Sea (A, R) un ARS, tal que R es SN y WCR, entonces todo elemento
de A tiene una unica forma normal.
En este caso, notaremos R(a) a la R-f.n. de a.

Demostracion. Por SN y lema[d] se tiene que todo elemento tiene una R-f.n. Si
la forma normal no fuera tnica, entonces R no seria confluente, pero Newman
nos lo asegura. O

Presentamos ahora un lema que permite relacionar la confluencia entre dos
ARS distintos. Este lema es utilizado en el capitulo[f para demostrar confluencia
del calculo presentado en este trabajo.

Lema 7 (Lema de interpretacion). Sea Ry una reduccién que cumple CR y SN,
Rs una relacién cualquiera. Sea R = Ry U Ry, y R’ una relacién en las Ry-f.n.
tal que

R CR* Y a—R, b = Rl(a) —» R Rl(b)

Entonces, R’ es CR <= R es CR.

Demostracion. Ver [CHLI6], lema 1.1. O



1.1 Introduccion a la teoria de la reescritura Presentacion de formalismos

1.1.2 Sistemas de Reescritura de Términos (TRS)

Mientras en los ARS se reescriben objetos arbitrarios, en los TRS se rees-
criben términos de primer orden. Para ello, se definen las reglas de reescritura
que especifican como reemplazar parte de un término por otro. Cémo ejemplo,
una definicién de los nimeros naturales y la operacién de suma se puede definir
como

z+0 —
x+Sly) — S@)+vy

donde 0 representa el cero, S(0) el uno, etc. Las variables z e y pueden ser
reemplazadas por cualquier término del sistema. Para computar la suma de
(0+ 1) + 2 se puede realizar

(04 5(0)) +5(5(0)) — (S(0)4+0)+S(S(0)) — S(S(0)+0) + S(0)
—  S(S(0)) +5(0) = S(S(S(0))) + 0 — S(S(S(0)))

A continuacién presentaremos formalmente el concepto de TRS, para el cual
necesitaremos primero las siguientes definiciones:

Definicion 8.

e Una signatura es un conjunto de simbolos de funciones. Usualmente se la
nota . Un sfmbolo de funcién f de aridad n es notado f™), pero si por
contexto puede deducirse la aridad, ésta se puede obviar.

e Un conjunto de términos T (V) (también llamados X-términos), con V un
conjunto de variables y ¥ una signatura, se define inductivamente como
- VCT%(V)
— (Vn>0) (Vf™ € %) (Vty,...,t, € T(V))

fltr, ... tn) € Tx(V)

En el ejemplo: z,y € V', 00,51 +@) ¢ 5 v 0,5(0),04+5(0) € Ts(V).

e Un conterto (denotado C) es un término que contiene exactamente una
ocurrencia de un simbolo especial 0. Notaremos C[t] al reemplazo de O
por ten C.

e Una sustitucion o es una funcion V. — Tx(V) de variables a términos.
Notaremos o(t) al reemplazo de toda variable x en t por o(x).

Dadas dos sustituciones ¢ y 7, notaremos ¢ < 7T si existe una sustitucion
p tal que 7 = o 0 p (o es la composicién de funciones).

e La sustitucién o unifica dos términos s y t si o(s) = o(t). Si existe tal
sustitucién, decimos que s y t son unificables.

e La sustitucién 7 es el Unificador Mds General (umg) de dos términos
unificables s y t si para toda sustitucién o que unifica a s y t, 7 < o.
Dados dos términos unificables, siempre se puede computar su umg (por
ejemplo, ver el capitulo 2 de [Ter03]).
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e Una regla de reescritura r es un par (s,t) donde s,t € Ts(V), y
1. s¢V
2. V(t) CV(s)

donde V (t) son las variables que aparecen en t. Notamos s —, ¢ a dicha
regla.

Ahora si podemos definir TRS:

Definicién 9. Un Sistema de Reescritura de Términos (TRS) es un par (Tx(V), R),
donde R es un conjunto de reglas de reescritura.
La reduccién R creada por R se define como

s —pt
sii existen (u,v) € R, o una sustitucién, C' un contexto, tales que
s=Clo(u)] AN t=Clo(w)]

Par Critico

Para el estudio de la confluencia débil, resulta necesario estudiar la interac-
cién entre las reglas. Por ejemplo, en el TRS

(1) x40 —
(2) z+Sy) — Sk +y
3) 0+« —

desde el término 0 4 S(0) existen dos posibles derivaciones a S(0):

S(0) +0 — 5(0)
3
0+ 5(0)

T

27 5(0)

En este ejemplo, ambos casos reducen al mismo resultado, pero esto podria no
ser asi.

Definicién 10 (Par critico). Sean s — ¢y u — v dos reglas de reescritura. Sea
w un subtérmino de u que no es una variable, y que unifica con s. Sea ¢ el umg
de wy s,y sea C' el contexto tal que u = Cw]. El término o(u) puede entonces
reducirse de dos maneras:

o(u) = o(Clw]) = o(Clt]) vy o(u) = a(v)

El par (¢(CJt]), o(v)) se lama par critico (CP) resultante de la superposicién
de las reglas s >ty u — v.
Sis=wuyt=wv,sepide que s sea unificable con un subtérmino propio de u.

En el ejemplo, el par (S(0) + 0, S(0)) es el par critico resultante de la super-
posiciéon de las reglas 2 y 3.
Para mas detalles, ver [BNOS] cap. 6 o [Ter03] cap. 2.
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Lema 11 (Critical Pair Lemma). Un TRS es WCR sii todos sus pares criticos
convergen, es decir, para todo par de reglas r, t que forman un par critico (b, ¢),
existe d tal que

b—d«c

Demostracidn. Ver [BN98|, teorema 6.2.4. O

Terminacién Total

Presentaremos en esta subseccién un concepto de terminaciéon que nos va a
permitir en el capitulo [3|determinar SN de un cédlculo. Este concepto se encuen-
tra desarrollado de [Ter03] seccién 6.3.2.

Definicién 12 (X-dlgebra mondtona bien fundada).

1. Una X-dlgebra definida sobre la signatura X esta compuesta de un conjunto
base A y una interpretaciéon fu : A™ — A para cada simbolo de funcién
f € X% de aridad n.

2. Se define una X-dlgebra mondtona bien fundada (A, >) como una X-4lge-
bra cuyo conjunto base A estd provisto de un orden bien fundaddﬂ >y
para todo f € ¥ de aridad n, y todos los a1,...,an,b1,...,b, € A en los
cuales a; > b; para algin ¢, y a; = b; para todo j # i, se tiene

fA(al, . ,an) > fA(bl, .. ,bn)

3. Decimos que una 3-algebra mondétona bien fundada y no vacia (A, >) es
compatible con un TRS si l4 > r4 para todas las reglas | — r del TRS,
donde t 4 es la interpretacién del término ¢.

Definicién 13. Un TRS es totalmente terminante (TT) si admite una 3-dlge-
bra monétona y bien fundada (A, >) compatible con él, en el cual > es total en
A.

Los teoremas presentados a continuacién nos permitiran deducir cuando un
calculo es SN a partir de TT.

Teorema 14. Si un TRS es TT, entonces es SN.
Demostracion. Ver [Zan00] proposicién 29, o [Ter03] seccién 6.3.2. O

Definicién 15. Se define el TRS Emb(X) para una signatura ¥ como aquél que
tiene el conjunto de reglas

flze, ... xn) = o (VfeX)(Viell,n])

Teorema 16. Un TRS R es totalmente terminante sii RUEmb(R) es totalmente
terminante.

Demostracion. Ver [Zan94], proposicién 8. O

1Que no admite cadenas infinitas decrecientes a1 > as > ...
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“Distribution Elimination”

Esta subseccién estarda dedicada a una técnica presentada por Zantema en
[Zan94], que permite simplificar un TRS sin perder la terminacién total.

Definicién 17. Sea [ — r una regla de reescritura. Se dice que es una regla
distribuidora del simbolo f de aridad n si existe un contexto no trivial C tal
que

I=C[f(z1,...,2n)] 7= f(Clz1],...,Clxs))
y f no ocurre en C.

Definicién 18. Dado un conjunto de términos Tx(V), se define la funciérﬂ
Erases : Ts (V) — P(ITx(V)), para f € X, como

Erases(x) = {z} (VzeV)
Erases(g(ti,...,tx)) = {g(wa,...,ux)|(Vi) u; € Erases(t;)} (Vg€ X,9# f)
Erases(f(t1,...,tn)) = Ui, Erases(t;)

Definicién 19. Sea R un TRS tal que toda regla es o una regla distribuidora
de f o una regla donde f no aparece en el lado izquierdo. Erases(R) es el TRS
definido a partir del conjunto de reglas

{l = u|l = r € R no es una regla distribuidora de f y u € Erases(r)}

Teorema 20 (Distribution Elimination). Sea R un TRS tal que toda regla es o
una regla distribuidora de f o una regla donde f no aparece en el lado izquierdo.
Entonces Erases(R) es totalmente terminante sii R es totalmente terminante.

Demostracion. Ver [Zan94], teorema 12. O

1.2 Calculo )\

El célculo A fue creado por Alonzo Church en la década de 1930. Nosotros
utilizaremos la versién presentada en [Bar84].

El conjunto de términos del A célculo A se encuentra definido para un con-
junto de variables V' por

to=zx|tt | (\at) (xeV)

Definicién 21. Se define para un término t € A el conjunto de wvariables libres
de ¢t como

FV(z) = =z
FV(t u) FV(t) UFV(u)
FV(Az.t) = FV()—{z}

Definicién 22. Parat,u € Ay € V, definimos t[z/u] como la sustitucién en
t de la variable x por w:

zlz/u] = wu
yle/u] =y (x #y)
(ty to)[z/u] = tifz/u] ta[z/u]
Azt)[z/u] = Mzt
(Ayt)[z/u] = Ay.(t[z/u]) (y#zn(y g FV(u)ve ¢FV(t)))
Owdlzfu] = A= (tly/=llo/u]) (v # oAy € FV(w) Az € FV(1))

2Donde P es el conjunto de partes
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En el utlimo caso, z es una variable “fresca” (que no figura libre en ¢ ni en ).

Definicién 23 (=,). Seat = C[Azx.u], y seay € FV(u). Se dice que ¢’ se obtiene
a partir de ¢ por un cambio de variable ligada si t' = C[Ay.u[z/y]].

Decimos que t y t’ son a-congruentes, notado t =, t', si t’ puede obtenerse
por una serie de cambios de variables ligadas.

Definicién 24 (f-reduccién). Se define la relacién denominada S-reduccién
entre términos, notada — g, como

t =3 u sii existe un contexto C y términos v, w tales que
t=Cl(Azwv) w] u=Clvfz/w]]

Definicién 25. El A-célculo es el sistema de reduccién (A/ =4, )

Observacion 26. El A-calculo no es SN.

Demostracion. Se muestra un contraejemplo. Sea el término
Q=M z) (\e.x x)

notar que Q —g ). O
Teorema 27. El A\-célculo es CR.

Demostracion. Hay varias pruebas en la literatura. Por ejemplo, [Bar84], seccién
11.1 O

1.2.1 \-calculo simplemente tipado

Presentamos aqui una version explicitamente tipada del cdlculo. El conjunto
de tipos de primer orden T se encuentra definido para un conjunto de variables
de tipos Vp como

To=v|T—-T (veVp)

Los términos son modificados para indicar el tipo de las variables en las
abstracciones:
to=az|tt | (Az:Tt) (zeV)

Las siguientes definiciones nos permitirdn establecer el tipo de un término:

Definicion 28.

e Dados un término M y un tipo o, una asercién se nota como M : o,y se
lee “el término M tiene tipo o”.

e Se define base (usualmente notado I') a un conjunto de aserciones cuyos
términos son variables disjuntas.

10
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e Una asercién M : o se infiere o deriva de una base I', notado I - M : o,
si se obtiene de los siguientes axiomas y reglas:

't 2z:0 si(z:0)el

' M:0—71 ' N:o
' MN:t

ru{z:o} - M:7
' Xx:oM:0—>71

El siguiente teorema asegura la perservacién del tipo de un término bajo
[B-reducciones.

Teorema 29 (Subject Reduction). Sean M, N términos, y I' una base,
M —g N entonces I' - M:0 = I' - N:o

Demostracion. Ver [Bar92] proposicién 3.2.11. O

Teorema 30. Todo término que puede tiparse dadas las reglas de inferencia de
tipos es SN.

Demostracion. Existen varias pruebas en la literatura, por ejemplo [GTL89)
cap. 6. O

1.3 Calculo \pp

Nicolaas Govert de Bruijn introduce en [dB72] un calculo basado en el A-
célculo, en el cual reemplaza el conjunto de variables por un conjunto de “indi-
ces” naturales. Informalmente, cada indice ¢ hace referencia a la cantidad de
N's que se deben cruzar para encontrar el A que lo abstrae. A continuacién
mostramos algunos ejemplos, traduciendo los términos desde el A-calculo:

Ar.x  se traduce como Al
Az.z se traduce como A1
Ay.(Az.y) se traduce como A2
Az.(Ay.xz y) se traduce como AA(2 1)

Al realizar esta traduccién debe considerarse un caso especial: cuando el
A-término tiene variables libres. En ese caso se deben realizar algunos pasos
adicionales. Primero, se debe establecer un orden entre las variables. Luego se
debe cerrar el término, agregando A\’s abstrayendo las variables libres en el orden
establecido. Finalmente se realiza la traduccién y se quitan los \’s agregados.

Coémo ejemplo, traduciremos el término Au.z.

1. Establecemos el orden de variables como z,vy, z,u, .. ..

2. Cerramos el término: Az. Ay Ax.(Au.2).

11



1.4 Célculo Ao Presentacion de formalismos

(B) (Aa)b —  a{l+ b}

j-1 j>i
fiew = QU =

j j<i
(ab{i+—c} = afi+c}bli+c}
(Aa){i<b} = Aa{i+1<+ b}

. 1 1< j

RO - i+k—1 i>§'
U’i(a b) = U’i(a) Uk(b)
U3 (Aa) = Ujul(a)

Figura 1.1: Célculo App

3. Traducimos: AAA.
4. Quitamos los \’s agregados: A\.

Haciendo este reemplazo de variables por indices se tiene que términos a-
congruentes resultan idénticos en Apg.

A continuacién presentaremos la notacién utilizada actualmente para des-
cribir este calculo.

Los términos de App se definen como:

ax=i|laal|da (i€ Nsg)

El célculo se encuentra conformado por la regla de reduccién S y la meta-
sustitucién definida en la figura

Una consecuencia de esta forma de indicar las variables, es que cada vez que
se elimina un A al aplicar la regla 3, las variables deben ser actualizadas para
reflejar este cambio. Esto explica la complejidad de la sustitucién.

A modo de ejemplo, mostramos una derivacion en A-célculo, y su traduccién
en )\DB:

A (AuwQwa) y) 2 =g (Mw.z)y —p 2
Ao+ (A(A2)3)3 =5 (M)2 —5 3

1.4 Calculo M\o

En el A-célculo y en App, la sustitucion es una metaoperacion del sistema.

En [ACCLO1] se presenta un calculo novedoso que utiliza indices de de
Bruijn, en el cual las sustituciones son tratadas de forma explicita dentro del
célculo. Este calculo, denominado Ao, ademas permite la composicion de susti-
tuciones, es decir, dos o mas sustituciones pueden ser compuestas en una unica
sustitucion.

12



1.4 Célculo Ao Presentacion de formalismos

(Beta) (Aa) b — alb-id]
(Varld) 1[id] — 1
(VarCons)  1fa - s — a

(App) (@b)s]  — als]bls]
(Abs) (Aa)ls]  — Aa[l - (so1)])
(Clos) als][t] —  a[sot]
(1dL) idos — s

(Shiftld) 1 oid 1
(ShiftCons) fo(a-s) — s

(Map) (a-s)ot —> aft]-(sot)
(Ass) (sot)ou — so(towu)

Figura 1.2: Calculo Ao

Presentamos primero el calculo, para dar luego una breve introduccién in-
formal de su funcionamiento.

En Ao los términos estdn definidos por dos conjuntos o sorts: el sort de
términos propiamente dichos, y el sort de sustituciones.

Ac' { a=z=1|aalla]als]

Ac®{ su=id| 1 |a-s]|sos

El célculo se encuentra definido por las reglas mostradas en la figura
Se llama o al calculo de sustituciones asociado, es decir, Ao — Beta.

Definicién 31. Se define la composicién n-ésima de una sustitucién s como

9 = id
Sl = S
Sz+1 — so 31

Informalmente, un indice de de Bruijn ¢ es notado en este cédlculo como
1[1*71]. Luego, una sustitucién de la forma

ap-ag ... ap "

sustituye las variables de un término reemplazando 1 por ai, la variable 2 por
as, ..., la variable m por a,,, y el resto de las variables son incrementadas por la
diferencia de n — m (que puede ser negativa). La sustitucién id es interpretada
como la sustitucién 1-2-3-..., es decir, la que reemplaza cada variable por
si misma. La sustituciéon 1 es interpretada como la sustitucién 2-3-4-..., es
decir, la que reemplaza cada variable ¢ por i + 1.

1.4.1 Calculo Ao simplemente tipado

En [ACCL9]I] se presenta una versién simplemente tipada del célculo. Una
base va a ser simplemente una lista de tipos, permitiendo asignar el i-ésimo tipo
a la i-ésima variable. Los términos son modificados para permitir anotaciones
de tipo:

13



1.4 Célculo Ao Presentacion de formalismos

Tipos A= K|A—B

Bases E:= il |AFE

Términos ax:= 1laa|M.a|als]
Sustituciones s:= id| 1 |a:A-s]|sos

El calculo Ao simplemente tipado consta de las mismas reglas que el original,
con excepcion de Beta, VarCons, Abs, ShiftCons, Map que se reemplazan por

(Beta) (M.a) b — alb: A-id]
(VarCons)  1la: A-$] — a

(Abs) (M. a)[s] — M. (a[l:A-(so 1))
(ShiftCons) to(a:A-s) — s

(Map) (a:A-s)ot — aft]: A-(sot)

Definicién 32. En base a las reglas de inferencia mostradas abajo, se definen:
1. Un término a tiene tipo A, segin una base F, notado £ + a : A

2. Una sustitucién s actualiza una base E, resultando en la base E’, notado

EFr s> B
var AEF1: A
A E+Db: B
lambda E+ MMb: A>B
EFEFa:B—-A E+b: B
app EFab: A
clos EFsp> FE E'Fa: A
EFoals]: A
id E+Fid > FE
shift AE+rt> E
) ErFa: A E+ s> FE
cons Er (a:A-s) > AF
Ets >E EFs > FE
comp

E F sos” > B

En este calculo se cumple que el tipo de un término se mantiene por reduc-
cion:

Teorema 33 (Subject Reduction). Sean a y b términos, s y ¢ sustituciones, F
y E' bases,

a—xb entonces FFa: A= EFDb: A

s —yt entonces FF s> F —= E+tp> F

Demostracion. La demostracién en [ACCL91] analiza todas las reglas del cdlculo
confirmando que se preserva el tipo para todas ellas. O]

14



1.4 Célculo Ao Presentacion de formalismos

1.4.2 Propiedades de los calculos de sustituciones explici-
tas

A la hora de estudiar calculos con sustituciones explicitas resulta ttil estudiar
las siguientes propiedades:

Sea Az un célculo de sustituciones explicitas, Z su cédlculo de sustituciones
asociado, y toz una funcién que traduce un A-término en un Az-término,

(CRyz) El célculo Z es confluente.
(SNy) El célculo Z es fuertemente normalizante.
(CR) La relacién —», es confluente (en términos cerrados).

(MC) La relacién —», es confluente en términos abiertos (términos con meta-
variables).

(PSN) La relacién —, preserva la normalizacion fuerte de la S-reduccién: si
t € SNy, entonces toz(t) € SNy,

(SNt) La relacion —y, es fuertemente normalizante para todos los términos
tipados de Az.

Sim) La relacién —y, simula la S-reduccién: si t — 45 t/, entonces toz(t) —»x
z B z

tOZ(t/).

En [ACCL91] se muestra que Ao cumple CR,,, SN, CR, Sim. Una prueba
directa de SN, se encuentra en [Zan94], y serd presentada en el capitulo
Sin embargo, Ao no cumple con MC, SNt, PSN:

Observaciéon 34. El célculo Ao no es metaconfluente, i.e. confluente en los
términos extendidos con metavariables:

a:=X|1]aal| ]| als]
su=zx|id| 1 |a-s]|sos
Demostracion. Contraejemplo:
albfs] - 5] « ((Aa) b)[s] = a[bs] - (s o id)]
Sia=X,b=Y,s = x se tienen dos formas normales distintas. O

Teorema 35. En el cdlculo Ao no todo término tipable es fuertemente norma-
lizante. Ademads, Ao no preserva la normalizacién fuerte.

Demostracion. En [Mel95], Mellies demuestra que el término
T = (Azx.(Ay.y) (Az.2) 2)) (M) w)

es tipable en A célculo (que por el teorema [30|no tiene derivaciones infinitas), y
sin embargo su traduccién a Ao también es tipable, pero acepta una derivacion
infinita. O

15



1.4 Célculo Ao Presentacion de formalismos

1.4.3 Definiciones

En esta subseccién se presentaran algunas definiciones y propiedades que
permitiran el estudio en detalle de Ao y Aogc.

Notacién (o-forma normal de un término Ao). Dado un término ¢ de Ao, nos
referimos como o(t) a la tnica o-forma normal del término. Es dnica por ser o

SN y CR (ver subseccién [1.4.2), y por lema [6]

Lema 36 (Caracterizacion de las formas normales). Las o-f.n. estdn dadas por
ax=1]11"]aal ra
su=id | 1" |a-s

Demostracion. La prueba se encuentra en [Rio93], y una variacién de la prueba
se utiliza para demostrar el lema O

Peso de una sustitucién

Para caracterizar a las sustituciones, nos va a ser util la presente definicién
de peso de una sustitucién, obtenida de [ACCL91] :

| -] : Sustitucién — (N x N)

lid| = (0,0)

[T = (01

la-s| = (m+1,n) con [s| = (m,n)

[sot] = (m+p—n,q) con |s|=(m,n),|t|=(p,q),p>n
|sot| = (m,g+n—p) con|s|=(m,n)t|=(p,q),p<n

La idea intuitiva de la definicién de peso se aprecia por este lema:

Lema 37. Sea s una sustitucién, |s| = (m,n) sii existen términos aq,...,an
tales que
n
o(s)=ay-as-... ap- T

Demostracion. Por induccién en s. Esta prueba es muy similar a la prueba del
lema, que sostiene la misma propiedad para el célculo og. O

El siguiente lema permite mostrar que la o-reduccién no modifica el peso de
una sustitucién:

Lema 38 (Preservacion del peso por reduccién). Para dos sustituciones sy t,
st = |s] =t

Demostracion. Por induccién en la longitud de la derivacién, y para el caso base
por induccién en s. Esta prueba es muy similar a la prueba del corolario [64] que
sostiene la misma propiedad para el calculo o O

16
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Variables libres de un término

No hemos encontrado en la literatura una definicién formal de variables
libres de un término Ao, por lo que aqui presentamos nuestra definicién. En la
misma, hacemos uso de la siguiente notacién para un conjunto de naturales C,
un natural n, y un entero m:

C+m = {i+m|ieCAi+m>0}
Observacién 39. Para C' un conjunto de naturales y m,n dos naturales,

1. (C+m)—n=C+ (m—n)

2. Param—n>0,(C+n)sm=Csmn+n
Demostracion.

1. Se demuestra de forma directa

(C+m)—n = {i+m|ieCAi+m>0}—n
{J—=nl|je{i+m]|ieCAni+m>0}Aj—n>0}
{+m)—n|ieCAi+m>0A({+m)—n>0}
{i+m)—n|i€eCA(i+m)—n>0}
{i+(m—-n)|ieCAi+(m—n)>0}
= CH(m—n)

2. También se demuestra de forma directa

(CH+n)sm = {i+nl]ieClan
= {jljie{i+n]ieCAi+n>0} A j>m}
= {i+nlieC Ai+n>m}
= {i+nlieC AN i>m—n}
= {i+nl|i€Csmn}
= Csmn+n

Definicién 40 (Variables libres de un término).

Fva) = {1}

FV(ab) = FV(a)UFV(b)

FV(Aa) = FV(a)-1

FV(a[s]) = (FV(a)sm +n—m)UFV(s) con |s| = (m,n)
FV(id) = 0

FV(1) =0

FV(a-s) = FV(a)UFV(s)

FV(sot) = (FV(s)sm+n—m)UFV(t) con [t| = (m,n)

Lema 41 (Preservacién de las variables libres por reduccién). Sean a y b dos
términos,

a—»x, b = FV(b) CFV(a)

17
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Demostracion. Por induccién en la cantidad de reducciones, y en el caso base
en el término a. Esta prueba es muy similar a la prueba del corolario que
sostiene la misma propiedad para el célculo ogc. O

Observacion 42. Sean a un término, s y t sustituciones. Entonces,
FV(als][t]) = FV(a[s o 1])

Demostracion. Sean |s| = (m,n) y [t| = (p,q)

FV(a[s]lt])) = (FV(a[s])>p+q—p) UFV(})
= (((FV(a)sm +n—m)UFV(s))sp +q—p) UFV()
= (FV(a)sm +n—m)sp+qg—p)U
UFEV(s)sp +¢—p) UFV(E)
Dividimos en casos:
e p>n:lsot|=(m+p—n,q)
FV(als][t]) = (FV(@)sm +n—m)sp+q—p)U
UFEV(s)sp +q—p) UFV(E)
=Obs[39 ((Fv(a)>m)>p—n+m +q—p+n— m) U
UFEV(s)sp +q—p) UFV(2)
= (Fv(a)>p7n+m +q—p+n-— m) U
UFEV(s)sp +¢—p) UFV(E)

FV(a[sot])

(FV(a)smip—n+qg—(m+p—m))U
UFV(sot)

(FV(a)sp—ntm +q—p+n—m)U
U(FV(s)>p +q—p) UFV(?)

o p<n:lsot|=(m,q+n—p)

EV(a[s]lt])) = (FV(a)sm +n—m)sp+qg—p)U
UFV(s)sp +¢—p) UFV ()
= (FV(@)sm +n—m+qg—p)U
UFV(s)sp +q—p) UFV(?)

FV(a[sot]) = (FV(a)sm+g+n—p—m)U
UFV(sot)

(FV(a)sm +n—m+q—p)U
UFV(s)sp +¢—p) UFV(E)

En ambos casos se concluye que FV(a[s][t]) = FV(a[s o t]). O
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Figura 1.3: Célculo Ax

1.5 Calculo \x

En [Ros93] se presenta Ax, el A-célculo con sustituciones explicitas mds sim-
ple que se puede definir, puesto que introduce la sustitucién por reglas idénticas
a la del cédlculo tradicional.

La figura muestra dicho célculo.

Este cdlculo cumple todas las propiedades mencionadas en [1.4.2] excepto
metaconfluencia, como lo demuestra el siguiente contraejemplo:

tly/vllz/uly/v]] < ((Az.t) w)ly/v] — tlz/ully/v]

1.6 Calculo )les

En [Kes07], la autora presenta un cdlculo lambda con sustituciones explicitas
y variables nombradas denominado Aes. Dicho célculo posee todas las propie-
dades mencionadas en [1.4.2]

Los términos de Aes son los mismos que los de Ax:

tu=ax |ttt | Az | tlx/t']

donde x pertenece a un conjunto enumerable de variables.

El célculo se encuentra resumido en la figura[l.4l En él podemos apreciar una
regla denominada Ge (Garbage Collection), es decir, “recolectora de basura’.
Esto es interpretado de la siguiente forma: si la sustitucién z/u no va a modificar
el término t, entonces es basura y debe ser eliminada. En este caso se cumple
cuando x no aparece libre en t. Esta regla fue originalmente concebida para el
célculo Axgc[BRIS).

Para el calculo Aes, el motivo de esta “limpieza” es para evitar que futuras
composiciones (ver reglas Comp; y Comps) no compongan elementos inecesa-
rios, que puedan provocar pérdidas en las propiedades mencionadas. Este tipo
de tratamiento diferencial en las sustituciones cuyas variables a sustituir no apa-
recen en la variables libres de los términos a sustituir se aprecia también en el
célculo Mzr [KLO05], quizds un precursor de Aes.

Otra particularidad del calculo es la regla de equivalencia C, con lo que la
relacién t — e t' es interpretada en el conjunto de términos mddulo C.

Como la aplicacién de las reglas se encuentra condicionada al conocimiento
de las variables libres del término, la metaconfluencia se consigue para meta-
variables anotadas con un conjunto de variables libres, es decir, para X una
metavarible, y A un conjunto de variables, FV(Xa) = A.
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©  tlsdle] = /e (€ FV() Az g FV()
(B) (Az.t) u —  t[z/u]

(Var) x[z/u] —

(Ge) t[x/u] — ot (x € FV (1))

(App1) (t w)z/v] —  tlz/v] ulz/v] (x e FV(t) Az € FV(u))
(App2) (tuw)|z/v] — tulz/v (x ¢ FV(t) ANz € FV(u))
(Apps) (tuw)|z/v] — tlz/v]u (x e FV({t) Az € FV(u))
(Lamb)  (A\y.t)[z/v] — Ay.t[z/v]

(Compy)  tlz/ully/v] —  tly/vllz/uly/v]] (y € FV(u) Ay € V(1))
(Compy)  tz/ully/v]  —  tz/uly/v]] (y € FV(u) Ay € FV(1))

Figura 1.4: Calculo Aes



Capitulo 2

Calculo Aogc

En este capitulo presentaremos un célculo que intenta ser un puente entre
los cédlculos Aes y Ao. Primero, en la seccién discutiremos cémo definir la
“basura” en el calculo Ao, y daremos una definicién. Luego, en la seccion [2.2
mostraremos como esta definicién interactta con el calculo Ao. Finalmente, en
la seccién [2.3] presentaremos al calculo Aoge.

2.1 Afectar o no afectar un término

En esta seccién veremos los elementos a tener en cuenta a la hora de definir
“basura” en un calculo como Ao. Recordemos la regla Gc para Aes:

(GC) tlz/u] — t (x€FV(t))
Nosotros queremos una regla similar en Ao:
(GC) a[s] — a (condicidn)

Como se mostré en la seccién en Ao una sustitucién s con peso (m,n)
reemplaza los primeros m indices por los m términos de la sustitucion. Por ello,
es necesario condicionar la regla a que no haya variables libres en a que sean
menores o igual a m. Dicho de otra manera, (Vi € FV(a)) ¢ > m. Ademds,
vamos a necesitar que ninguna variable sea actualizada, es decir, m deberd ser
igual a n.

Cuando estas condiciones ocurren, decimos que:

Definicién 43. Una sustitucion s no afecta a un término a si
(Is| = (m,m)A (¥Vp e FV(a)) p>m) V FV(a) =10
En ese caso, notamos s i a.

Para el caso contrario, decimos que:

Definicién 44. Se dice que una sustitucion s afecta a un término a si
[s| = (m,n)A(m#nV (Ip e FV(a)) p<m)AFV(a) #0

En ese caso, notamos s > a.
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2.1 Afectar o no afectar un término Célculo Aoy

Notar que 1- 1 > 1. La idea intuitiva es que, aunque la sustitucién 1- 1
simule la sustitucién id, estd reemplazando la variable 1 por otro 1.
Definimos entonces la regla GC para Ao como

(GC) als] — a (s & a)

Esta definiciéon de “basura” es, en efecto, muy restrictiva, en tanto que no
siempre que se aplica GC' en Aes se puede aplicar GC en Ao, como se puede
apreciar en la reduccion del término ¢ del siguiente ejemplo:

= (/\u()\vy)) T —Beta(Xes) ()\vy)[u/x] —7GC(Nes) ()\v.y)
En Ao, ordenando las variables como x,y, z,u, v, ..., t se traduce E| como
(>‘>‘4) 1 7 Beta(Apg) ()‘4)[1 : ld]

que se encuentra en GC(Ao)-forma normal. El inconveniente radica, como se
menciond previamente, en que la variable libre del término (A4) debe ser decre-
mentada, puesto que las sustituciones provienen de una Beta-reduccién (con la
correspondiente elminacién de un \).

En [Rio93] y en [VARKO7] aparece el problema de la actualizacién de indices,
al tratar con la regla 7. Esta regla, en el A-célculo, se define como

m) Mz = M (zgFV(M))
Para Ao, en [Ri093] esto se traduce como
(Eta) Aal) — b (o(a) = o(b[1])

Es decir, el resultado de aplicar la regla debe computarse como reducir en 1
todos los indices libres de a, aunque no se encuentra explicitado cémo se debe
realizar. En [VARKO7] se comentan varios inconvenientes surgidos por esta falta
de explicitacién (por ejemplo, la versién tipada pierde la propiedad Subject
Reduction), y como solucién, sugieren una versién constructiva de la regla. Esta
versién incluye un subcdlculo (1), ) cuya finalidad es realizar la actualizacién y
verificar que la variable 1 no se encuentre libre en a. Para ello se introduce el
operador 77; Luego, la regla queda como

(Eta) Mal) — nmao(a[nl]) (si nao(a[ni]) es un término \o)

Esta misma idea podria aplicarse para hacer mas general la regla GC. Para
ello se podria definir un subcélculo # que en base a un operador 9; actualice en
i — j las variables libres mayores a j del término al que se aplica. Luego, la regla
GC quedaria como

(GC) a[s] — 6@[I]) (si|s| = (m,n) A (Vi € FV(a)) i > m)

Aun asi, la definiciéon de “basura” no es equivalente a la de Aes, como lo
muestra el siguiente ejemplo: el término a = x[y/b] se traduce (siguiendo el
orden lexicografico de las variables) a o/ = 1[1-V'- 1] para b’ la traduccién del
término b. Si bien en a se puede aplicar la regla GC, en a’ no se puede aplicar.

1Papa este ejemplo, nos basta con traducir primero de A a App, y luego utilizar la convencién
i = 1[1*~1] para cada fndice i. La traduccién de los términos de Aes a Ao es compleja y no
serd tratada en este trabajo.
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2.2 Relacion entre GC' y Ao Célculo Aoy

Una forma de evitar esto es generalizando la restriccién (Vi € FV(a)) i > m
como
(VieFV(a))i>m V (i <mAi[s] >4 1)

Cada evaluacién de una posible aplicacion de la regla debe calcular el valor
o(i]s]) para cada variable libre 7, lo que hace que esta opcién sea costosa desde
el punto de vista practico.

Nosotros vamos a estudiar en este trabajo la primer definicién, dejando para
el futuro el estudio de las otras alternativas.

2.2 Relacién entre GC y Ao

En esta seccién mostraremos cuél es la relacién entre los términos als] v a
cuando s & a en Ao.

Para ello, primero vamos a demostrar un lema que serd utilizado frecuente-
mente durante este trabajo:

Lema 45. Sean a,b términos y s una sustituciéon. Entonces,
skha A skb < sk(abd)
Demostracion. Sea |s| = (m,n). Por definicién de FV, FV(a b) = FV(a)UFV(b).
=) Tenemos que

FV(a) =
FV(b) =

A (Vi€ FV(a))i>m
A Vi e FV(b)) i >m

Queremos ver que
FV(ab)=0 vV m=nA(Mi€FV(ab))i>m

Separamos en los cuatro casos:
(a) FV(a) =0 AFV(D) =0: FV(a b) = 0.
(b) FV(a) =0 AFV(b) # 0:

(Vi e FV(D)) i >m (Vi €e FV(a) UFV(D)) i > m

=
<~ (VieFV(ab)i>m

ym=n
(c) FV(a) # 0 AFV(b) = (): Idem anterior.
(d) FV(a) # 0O AFV(b) # 0:
(VieFV(a))i>mANM €FV(®b)i>m = (VieFV(ab))i>m

ym=mn
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2.2 Relacion entre GC' y Ao Célculo Aoy

<) Tenemos que
FV(ab)=0 vV m=nA(Mi€FV(ab))i>m

Queremos ver que
V m=nA M €FV(a))i>m
Vm=nAMecFV(®b)i>m
Separamos en los dos casos:
(a) FV(a b) =0 < FV(a)UFV(b) =0 = FV(a) =0AFV(b) =0
(b) FV(a b) # 0: Luegom=ny

(VieFV(ab)i>m <= (MieFV(a)UFV(D))i>m

— (MieFV(a)i>mA(MieFV(®)i>m
O

Observacién 46. s >a V s> b < s (ab).

El siguiente lema establece que, bajo o-forma normal, una sustitucién que
no afecta a un término efectivamente reduce al mismo término.

Lema 47. Sean a un término en o-forma normal, y s una sustitucién tal que
s & a. Entonces,
als] — a

Demostracion. Por induccién en la forma normal a:

e a = 1: s sélo puede ser id (notar que para cualquier sustitucién ¢, 1-¢ > 1),
luego alid] —varia a.

e a = 1[1"]: Sélo puede suceder que |s| = (m,m) con m < n. Por lemas
y existen términos bq,...,b,, tales que

Luego,

11"™][s] g 1™Mbr - - b 1™
—>Clos 1 Tn O(bl et bm Tm)]

[
[
a1 oo (0B b ™). ))]
—shiftCons™  L[(To...(T01™)...)]
B
= 11"]

Notar que se pueden realizar m pasos de ShiftCons por ser n > m. Con
esto se eliminan m 1’s, que se recuperan de los m 1’s de s, con lo que
efectivamente quedan n.
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2.3 Célculo Aoy Célculo Aoy

e a=bc: Porlema[df sk by sk c, luego

(b )ls] —app bls] cls] —ns be

e a = Ab: No siempre puede aplicarse la hipétesis inductiva, con lo que
debe utilizarse otra técnica. La demostraciéon de este caso es el resultado
principal del apéndice [A]

O

A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccién, que per-
mite mostrar la relacién existente entre un término a y una sustitucién s cuando
s no afecta a a.

Corolario 48 (Garbage Collection). Si s & a, entonces
als] «— a
Demostracion. Por lema[dl] sk a = sk o(a). Luego,

als] =, o(a)fs] —im o) <« a

Nota 1. No es cierto en general que si s & a, entonces a[s] — a.

Demostracion. Tomar a = 3[2-id] y s = 1- 1. Es facil notar que |s| = (1,1), y que
las variables libres de a son {2}, con lo que s & a. En el apéndice |B|se muestra
un programa que busca ocurrencias de a en todas las posibles derivaciones del
término als], sin encontrarlas, demostrando que efectivamente a[s] 4 a.

O

2.3 Calculo Aoy,

En esta seccién se muestra el calculo que serd estudiado en este trabajo, Aoge.
Este céalculo incluye a GC' como una regla de reescritura dentro del cédlculo, y
evita la distribucién de la “basura”.

Los términos del célculo son los mismos que los de Ao:
Términos Aa;;C {ax= 1]aal]la]|als]
Sustituciones Aog, {su= id| 1t |a-s|sos

El Aogc-célculo es el TRS conformado por las reglas mostradas en la figura
Notar que, a diferencia del calculo Ao, este TRS tiene infinitas reglas. Por
ejemplo, la regla GC es en realidad una regla-esquema, que define una regla para
cada a y s que cumplan la condicién s & a. Cabe aclarar que en este trabajo
sélo se trabajard con términos cerrados, es decir, sin metavariables.

Esta definicion de TRS con condiciones es diferente a la mencionada en la
literatura como “Conditional TRS” (por ejemplo, [BK86]), donde las condiciones
se encuentran definidas en términos del propio sistema de reescritura, como en
el siguiente ejemplo ([BKS86]):
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2.3 Célculo Aoy Célculo Aoy

(Beta) (Aa) b —  alb-id]

(GC) als] — a (sistya)

(VarCons)  1fa - s — a

(App1) (a b)[s] —  als] b[s] (si s>pay sweb)

(App2) (a b)[s] — als] b (si say sikbd)

(Apps) (a b)[s] —  abls] (si shay spbd)

(Abs) (Aa)[s] —  Aa[l-(soM)]) (si s> Aa)

(Clos) als][t] —  alsot] (si spay trals]y sotia)
(ClosGCQ) als][t] — a (si spay teals] y sotha)
(IdL) idos — s

(ShiftId) 1 oid 4

(ShiftCons) fo(a-s) — s

(Map) (a-s)ot —> aft]-(sot) (si t>a)

(MapGC) (a-s)ot — a-(sot) (si tka)

(Ass) (sot)ou — so(touw)

Figura 2.1: Céalculo Ao

Sryz — xz(@yz) @SBlae>IAy—>ITAz—>1)
Kzy — =x (six—>IAy—1I)
Iz — (six— 1)

Salvo indicacién contraria, no se hard distincién entre regla y regla-esquema.

Se llama o, al célculo de sustituciones asociado, es decir, Aoy, — {Beta}.

Discusién acerca de las reglas de \og.

El calculo Aoy tiene como principal objetivo evitar la propagacién y gene-
racién de “basura’, por ser motivo de pérdida de la propiedad PSN.

1.
2.

La regla GC' generaliza a la regla Varld de A\o.

La regla Map de Ao se divide en Map y MapGC, con el objetivo de evitar
que la “basura” sea distribuida.

Lo mismo ocurre para la regla App, que se divide en las tres posibilidades
de distribucién a los términos a y b. Notar que la opcién de no distribuir
ni a a ni a b es llevada a cabo por la regla GC.

La regla Abs no se aplica a “basura”. En el caso de tener basura, de debe
aplicar la regla GC.

Laregla Clos no permite componer “basura”. Si alguna de las sustituciones
es basura, deberd ser eliminada por la regla GC. Ademsds, se evita la
generacién de basura, como lo muestra el siguiente ejemplo: Sea b = 2,
s=1-id, t =1. Es claro que s > b y t > b[s]. Pero sot Iy b, pues |sot| =
|(1-id)o 1| =(1,1), y FV(b) = 2. Por ello se define la regla ClosGC, que
elimina la basura producto de la composicion.
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2.3 Célculo Aoy Célculo Aoy

Otras opciones pueden estudiarse para las reglas, como la eliminacién de la
regla ClosGC (que no figura en Aes). Cabe aclarar que en ese caso las demos-
traciones de los siguientes capitulos deben ser replanteadas (esto serd senialado
en el momento que corresponda).
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Capitulo 3

Normalizacion fuerte de ogc

En [Rio93] y [CHR92] se demuestra la normalizacién fuerte del célculo o
utilizando un célculo intermedio (o), en el cual SN de este calculo implica SN
de 0. En estos trabajos la prueba de SN de oy es compleja. Hans Zantema
en [Zan94] presenta una prueba sencilla, mediante la técnica de Distribution
Elimination. Nosotros reproducimos esta prueba aqui para demostrar que ogco,
una variante de ogc, es SN.

Zantema presenta otra prueba de terminacién fuerte de og en [Ter03] y en
[Zan00], mediante la técnica de Semantic Labelling. Esta prueba también puede
ser adaptada para demostar terminacion de ogcq.

Los pasos de la demostracién seran:
1. En presentamos ogco, una variante simplificada de oge.
2. En mostramos que SN de oy implica SN de .

3. En presentamos al cdlculo AMAs, una variante simplificada de ogco.
En esta seccién mostramos que SN de AMAs implica SN de ogco.

4. En mostramos que AMAs es SN, concluyendo que oy es SN.

Presentamos una definicién y un lema que permiten relacionar la terminacién
de dos calculos:

Definicién 49. Sean v y w dos calculos cuyos términos se encuentran definidos
por los conjuntos ¥ y , respectivamente. Sea F' una funcién de ¥ a €2, decimos
que F es estrictd] sii

syt = F(s) 5, F(t)

Lema 50. Sean v y w dos calculos y F' una funcién estricta del primero al

segundo. Entonces
wes SN = ¢ es SN

IEsta definicién es distinta de la presentada en [Rio93], donde un paso de 1 se traduce a
exactamente un paso de w.
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3.1 Presentacion de o4 Normalizacion fuerte de o4

(K) sot — s

(VarCons) lo(s-t) — s

(Abs) (As) ot — Aso(1-(to 1))
(IdL) idos — s

(Shiftld) 1 oid 4

(ShiftCons) to(s-t) — ¢

(Map) (s-t)you — (sou)-(tou)
(Ass) (sot)ou —> so(towu)

Figura 3.1: El célculo oo

Demostracion. Suponemos que no. Entonces, existe una derivacién infinita en
1, tal que
80 —74p S1 —rep S2 —Pep .-+

Pero por definicién de estricta,
F(s0) B F(s1) 5, F(s2) 5 ...

con lo que se gener6 una derivacion infinita en w, lo que es absurdo. El absurdo
provino de suponer la existencia de una derivacién infinita en v, luego 9 es
SN. O

3.1 Presentacion de oy

Vamos a extender el cdlculo presentado en [Rio93] como oy, agregando la
regla K (similar a la regla GC pero sin condicién) y quitando la regla Varld.
Este nuevo célculo, denominado o4, no distingue términos de sustituciones,
generalizando la sustitucién y la composiciéon en una misma operacién.

Los términos se encuentran definidos como

AUgCO{ 3:3:1‘id‘ 1 \)\S\sot|s~t

Las reglas se encuentran definidas en la figura

3.2 SN de 0y implica SN de g

Definicién 51. Sea F' : Aoy — Aogeo la misma funcién que la presentada en
[Rio93]:

F(1) =1 F@id) = id
Flab) = Fla)-F() F(t) = 1
F(ha) = MF(a) F(a-s) = F(a) F(s)
Flals)) = F(a)oF(s) Flsot) = F(s)oF(!)

Lema 52. La funcién F' es estricta.

Demostracion. Sea v —,,. w, vamos a mostrar por induccién en la longitud de

v que F(v) in,gco F(w):
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3.2 SN de 04c0 implica SN de 0. Normalizacion fuerte de o4

e v € {1,id, 1}. No hay reduccién posible.

e v=ab:

Pueden darse dos casos:
—w=a"b, cona—,, a": Porhi., F(a) in,gco F(a'), luego
F(ab) = F(a)-F(b) 5, F(a')- F(b) = F(a' b)
—w=al, cona—,, a: Porhi., F(b) i>ogco F(b), luego
F(ab) = F(a)-F(b) 5, F(a) - F(t') = F(a ')
e v=\a:w= \d, con a =, a'. Por hi., F(a) in,gco F(a’), luego

F(Xa) = AF(a) 5, A\F(d) = F(\d')

)
e v =aqls]:
Si la reduccién no ocurre en la raiz, tenemos los siguientes dos casos:
— w = d'[s], con a =, a': Por h.i., F(a) i>ggco F(a'), luego
Flals]) = F(a) 0 F(s) S, Fa’) 0 F(s) = Fa'[s)
— w = a[s'], con s =4, s": Por hi., F(s) ﬁggco F(s"), luego

F(a[s]) = F(a) 0 F(s) ,., F(a)o F(s') = F(als'])

Si la reduccién ocurre en la raiz, hay que considerar todas las posibles
reglas:

—w=a,yska

F(l[b : S]) = F(l) o (F(b) . F(S)) —VarCons F(b)

—v=(bc)[s], w=b[s]c[s],cons>bys>c

F(bols]) = (F(b)-F(c)) o F(s)
—>Map (F(b) o F(S)) : ( (C) o F(S))
= F(bls] c[s])

—v=(bc)[s], w=b[s]c,cons>byskc

F(Gols) = (F®)-F(e)oF(s)
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3.2 SN de 04c0 implica SN de 0. Normalizacion fuerte de o4

—v=(be)[s], w=bc[s],con sk by s> c: Andlogo al anterior.
—v=(Ab)[s], w=Ab[1-(s071)], con s> Ab:

F(AD)[s)) = (AF(b))o F(s
)

—v=0b[t][s], w=0btos],cont>b, s>b[t]ytosb:

—v=0[t][s], w=b,conti>b sb[t]ytoshkb:

Fis) = (F(b)oF(t) o F(s)
—Ass F(b) o (F(t) o F(S))
— K F(b)

e v=>0-s:
Pueden darse dos casos:

—w=1b "5 conb -, :Porhi, F(b) 5., F('), luego

F(b-5)=F(b)- F(s) B, F(V')- F(s) = F(' - 5)

—w="0b-5,cons—,, s Porhi., F(s) $agco F(s), luego

F(b-5)=F(b) - F(s) 5, F(b)-F(s') = F(b-s')

e v=3s0t:
Si la reduccién no ocurre en la raiz, tenemos dos casos:

— w=s"ot, con s =4, st Porhi, F(s) in,gc0 F(s'), luego
F(sot)=F(s)o F(t) 5, F(s') o F(t) = F(s' o)

—w=sot', cont =t Porhi, F(t) i>Ugc0 F(t'), luego

F(sot)=F(s)o F(t) 5y, F(s)o F(t') = F(sot')

Si la reduccién ocurre en la raiz, entonces hay que analizar todas las reglas
que se pueden aplicar:

—v=idos, w=s:

F(idos) :idOF(S) —1dL F(S)
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3.3 Presentacion del calculo AMAs Normalizacion fuerte de o4

—v=toid, w=t
F(1 oid) =1 oid —snifira T= F (1)
—v=fola-s), w=s
F(T O(a : S)) :T O(F(a') : F(S)) —>ShiftCons F(S)
—v=(a-s)ot, w=alt]-(sot),cont>a
Fla-s)ot) =  (F(a)-F(s))o F()
—map  (F(a) o F(t)) - (F(s) o F(t))
— Flalt)- (so1))
—v=(a-s)ot, w=a-(sot),contlka
F((a-s)ot) = (F(a)-F(s))o F(t)
%]Wap (F(CL) © F(t» . (F(S) © F(t))
-k F(a)-(F(s)o F(t))
= F(a-(sot))
—v=(sot)ou, w=so(tou)
F((sot)ou) = (F(s)oF (£))oF (u) < ass F(s)o(F(t)oF(u) = F(so(tou)
O

Proposicién 53. Si oz es SN, entonces oy es SN.

Demostracion. Los lemas 0]y 52| nos lo garantizan. O

3.3 Presentacion del calculo AMAs

Definimos un nuevo célculo AMAs que constard de las reglasﬂ Abs, Map, vy
Ass de 0gc0, y Emb(oge0). Las reglas de reescritura quedan definidas como se
muestra en la figura [3.2

Proposicién 54. Si AMAs es SN, entonces ogqo €s SN.

Demostracion. Es facil notar que la funcién identidad es una funcién estricta
entre oo y AMAs. Luego, por lema probando SN de AMAs se obtiene SN
de ogco. O

3.4 AMAs es SN

Sea AMAsy el sub-TRS de AMAs conformado por las reglas Abs, Map,y Ass.
Por el teorema AMAs es totalmente terminante sii AMAsy es totalmente
terminante.

Podemos notar que Map es una regla distribuidora para -, luego por el teo-
rema AMAsy es totalmente terminante sii Erase.(AMAsy) es totalmente
terminante.

El TRS Erase.(AMAsy) queda conformado por las reglas

2De alli su nombre: Abs, Map, Ass
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3.4 AMAs es SN Normalizacion fuerte de og4e

(Abs) (As)ot — Aso(1-(to 1))
(Map) (s-t)ou —> (sowu)-(tou)
(Ass) (sot)ou —» so(tou)

sot — S

sot —

s-t — S

s-t — 1

S — s

Figura 3.2: Calculo AMAs

(Absl) (As)ot —  A(sol)
(Abs2) (As)ot —  A(so(to1))
(Ass) (sot)ou —> softowu)

Lema 55. Erase.(AMAsp) es totalmente terminante.

Demostracion. Vamos a mostrar que este TRS es TT mostrando un &lgebra
monotona bien fundada y compatible.

Como conjunto soporte utilizaremos el espacio A = (N x N x N), y como
orden > utilizamos el 6rden lexicogréfico. La interpretacion de los simbolos de
funcién estara dada por:

1A :TA = (07070)
Aa(zr,22,23) = (21 +1,22,23)
(x1,22,23) 04 (Y1,¥2,y3) = (z1+y,z1- (1 +1)+x24+12,2-23+ys+1)

Hay que ver que o4 y Aa son mondétonas en todos sus argumentos. Para la
abstraccion esto es inmediato. Mostramos que también vale para la composicion,
es decir:

T>72 = (V) Zoy>Zoy N Jod >foZ
Separamos segun la definicién de érden lexicografico:

e x; > z1: Como z1 +y1 > 21 + Y1, es cierto para todo v, w que
(15'1 + ylav7w) > (Zl + ylavvw)
y por ende T oy > Z o y. De forma andloga se prueba para yo& > o 2

e 11 = z1ATo > z3: Restamos los vectores resultantes y vemos si el resultado
es mayor a (0,0,0):
— Zoy>Zoy
Lai+yr—(z21+y)=0
2. -+ +retya— (21 (n+ 1) +22+y2) =22 — 22 >0
— yoX>yoZ
Lyi+az1—(y1+2)=0
2.y (@i + ) +yetre— (- (z1+1)+y2+20) =22 —22>0
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3.4 AMAs es SN Normalizacion fuerte de og4e

Notar que no hace falta tener en cuenta la tercer componente del resultado.

e 1 = 21 AT2 = 29/Ax3 > z3: Es facil notar que las dos primeras componentes
del resultado van a ser iguales, puesto que sélo utilizan las dos primeras
componentes de los operandos. Luego, analizamos la tercer componente:

— Zoy>Zoy
2 x3+ys+1—(2-23+ys+1)=2-23—-2-23>0
—goX>yoZ
2-ys+a3+1—(2-ys+z23+1)=a3—23>0

Ahora sélo resta ver que esta interpretacién es compatible con el sistema
Erase.(AMAsp). Para ello hay que mostrar que para todas las reglas el lado
izquierdo es mayor al lado derecho en esta interpretacién. Vamos a calcular
regla por regla el valor de cada lado, y compararemos luego el resultado.

Absl

. ()‘(1'13 SUQ,LE:;)) o (y17y27y3)
= (z1+1,22,23) o (y1,Y2,¥3)
=@ +1+y, (1 +1) - (i +1)+a2+32,2-23+ys+1)

r. A(x1,x9,23)01)
= )\(581,561 +LE2,2 I3 + 1)
= (1’1 + 1,.’E1 +£U2,2'£L'3+ ].)

Resulta obvio que [ > r.

Abs2

. (M®1,72,73)) © (Y1, Y2, Y3)
=@ +1+y,(@+1)-(y1+1)+z2+y2,2-23+ys+1)
=@ +1l+yp,zr-p+a+y+aet+ye+1,2-23+ys+1)

r. A((w1,72,73) o (y1,Y2,¥3)0 1))
= A(21,72,%3) o (Y1, 91 + y2,2 - y3 + 1))
=ANz14+y, -+ D) +xo+y1 +y2,2 23 +2ys +2)
=@ +y+Lz-(yi+1)+z2+yr +y2,2-23+2-y3+2)

Resulta obvio que | > r, puesto que la segunda componente es mayor en
[ que en r.

Ass

L. ((z1,22,23) o (y1,y2,Y3)) © (21,22, 23)
=(z14+y,z1- (1 +1) + 22+ y2,223 +y3 + 1) 0 (21, 22, 23)
=@ +pn+z,(@+y) - +D)+z -+ +ae+y2+22,2- o3 +ys+1)+23+1)
=@ty +z,o-Q+yr+z)Fyr - (T+21) + 22 +y2 + 20,423 +2- Y3+ 23+ 3)

r. (x1,22,23) 0 ((y1,¥y2,Y3) 0 (21, 22, 23))
= (2z1,22,w3) 0 (Y1 + 21,41 - (21 + 1) +y2 + 22,2 - y3 + 23 + 1)
=@m+yptz,o-+a+)+oot+y - (0 +1) 4y 4+ 22,2 23 +2-y3 + 23 +2)
=@ty t+z,o-(L+tyr+21) +yr-(T+21) + 22+ y2 + 22,2 23 +2- Y3+ 23 + 2)

35



3.4 AMAs es SN Normalizacion fuerte de og4e

Resulta obvio que | > r, puesto que la segunda componente es mayor o
igual, y la tercera componente es mayor en [ que en r.

Queda demostrado que Erase.(AMAsp) tiene un algebra monétona bien fun-
dada y compatible, y como el orden lexicografico es total, resulta totalmente
terminante. O

Lema 56. AMAs es SN.

Demostracién. Por lema[5] Erase.(AMAsy) es TT. Por teorema[20] AMAs es
TT. Luego, por teorema AMAs es TT. Finalmente, por teorema AMAs
es SN. O

Ya podemos demostrar el punto principal de este capitulo:
Teorema 57. o, es fuertemente normalizante.

Demostracion. Por lemal56, AMAs es SN, luego por la proposicién[54obtenemos
SN de 0g4co. Finalmente, la proposicién |3_§| nos permite concluir SN de og.. [
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Capitulo 4

Lemas utiles

En este capitulo presentaremos distintos lemas utilizados en los préximos
capitulos.

Por ejemplo, en el capitulo[f]se presenta la necesidad de encontrar un reducto
comun entre a[s] y a[sot], para a un término, s y ¢ sustituciones, tales que s > a
y t & a[s]. Este lema, el |78] se llama ClosGcR.

Si se intenta demostrar este lema por induccién, se encuentra rapidamente
con que no es posible. Si la induccién es en el término a, entonces en el caso
inductivo a = \b se tiene

(Ab)[s] —abs AD[1-(so1)]

(Ab)[sot] —aps AD[1-((s0t)o1)]

con lo que no es posible aplicar la hipdtesis inductiva. Algo similar ocurre si se
hace induccién en s.

Intuitivamente, si ¢t & a[s] es porque no va a modificar a los términos en s, ni
va a modificar las variables libres en a[s], con lo que el resultado de sustituir sot
en a es el mismo que el de sustituir s en a. Dicho de otra forma, cada variable
libre de a serd reemplazada por el mismo término ya sea utilizando s como sot.
Hemos formalizado este concepto en el lema en el cual se establece para un
término a, y sustituciones s y ¢ que si para toda variables libre ¢ de a se obtiene
que existe un reducto comun entre i[s] y i[t], entonces existe un reducto comun
entre als] y a[t].

Luego la demostracién del lema ClosGcR se reduce a mostrar que para toda
variable libre ¢ de a existe un reducto comun entre i[s] y i[s o t]

También se demuestra de igual forma el lema que establece la existencia
de un reducto comtn entre alt] y a[sot] si s & a.

Al menos que se especifique lo contrario, notaremos —,,. y —#4,, como —
y —», respectivamente.
Para algunas demostraciones, vamos a utilizar la siguiente

Definicién 58. Dada una estrategia de reduccién cualquiera (por ejemplo,
left-most), llamamos og.’(t) a la oge-f.n. del término ¢ utilizando esa estrategia
particular. Por el teorema |57 sabemos que tal forma normal existe.
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Lemas ttiles

Lema 59. Sean b un término, s y t sustituciones tales que |s| = (m,n) y
tl = (p,q)

FV(b)#0 A sotlhb = m—n=qg—p A (Vi€ FV(b))i>m
Demostracion. Dividimos segun la definicién de s o t.
e Sip>n,|sot|=(m+p—n,q). Por definicién de & , debe suceder que
m+p—n=qg AN MieFVQD)i>m+p—n

Luego,
m+p—n=q << Mm-—-n=qg—p

y como p > n,

(Vie FV() i>m+p—n = (Vi € FV(b)) i >m

e Sip<mn,|sot|=(m,q+n—p). Por definicién de & , debe suceder que
m=qg+n—p AN Vi € FV(b)) i >m

Luego,
m=q+n—p <= Mm-—n=q—p

Lema 60. Sean b un término, s y t sustituciones:

1. Sis > byt bls], entonces sot > b.

2. Sisk byt b, entonces sot i>b.

3. Siskbythkb, entonces sot i b.

4. No es cierto que si s > by ¢ > b[s], entonces sot > b.

5. Sisbysotik b, entonces t > b[s].
Sitibysotly b, entonces s i> b.
Siskbysotly b, entonces t i b.

Sith b[s]y sot ik b, entonces s & b.

© » N @

Siskbysot b, entonces ¢t > b.
Demostracion. Sea |s| = (m,n) y |t| = (p,q)-

1.s>b A thbs] = sotrb:

Suponemos que sot i b. Como s > b, entonces
FV(b) # 0 (4.1)

Por lema



Lemas ttiles

(Vi e V(b)) i >m (4.3)

Si suponemos m = n, por ecuacién sucederia que s & b, lo que es una
contradiccién. Luego, m # n, y por ecuacion 4.2

P#4q (4.4)
Por hipdtesis, ¢ & b[s], y por ecuacién FV(b[s]) = 0. Luego,

FV(@[s]) =0 = (FV(b)sm+n—m)UFV(s)=10
= FV0)smt+n—-—m=10
= FV(b)aym =0

Pero por las ecuaciones y (3i € FV(b)) i > m, que contradice lo
anterior. La contradiccién surge de suponer que sot & b.

2.shbAt>b = sotib

Como t > b, entonces

FV(b) # 0 (4.5)

y
p#q V (FeFV(@D)i<p (4.6)

Como s & b, por ecuaciéndebe suceder que m = n. Suponemos sot I b.
Por lema

m-—-n=q—p << m—m=q—p < p=¢q
Luego, por ecuacién 4.6
(FLeFV(QD)i<p (4.7)
Separamos segun la definicién de peso:

e Sip>m,|sot|=(m+p—m,q) = (p,q). Por suposicién,
(Vi € FV(b)) i > p. Esto contradice la ecuacién
e Sip<m,|sot|=(m,m+q—p). Por suposicién,
(Vi € FV(b)) i > m > p. Esto contradice la ecuacién
Absurdo, luego sot > b.

3.skhbAthbd = sothb

Si FV(b) = 0, entonces s ot & b. Sino, debe suceder que m = n y que
p = q y que toda variable libre de b es mayor que p y que m. Luego, por
definicién de peso:

e Sip>m,|sot|=(m+p—m,p)=(p,p). Como todas las variables
libres de b son mayores que p, sot I b.

e Sip<m,|sot|=(m,m+p—p)=(m,m). Como todas las variables
libres de b son mayores que m, sot i b.

4. s> b At bs]# sot b Enla secci(')nse muestra un contraejemplo.
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5. s> b A sothb = trb[s]:

Si suponemos que t I b[s|, como s > b, por [1| debe suceder que sot > b,
lo que contradice la hipétesis.

6.t >b A sotbhb = sipb:

Si suponemos que s b b, como ¢ > b, entonces por [2| debe suceder que
sot > b, lo que contradice la hipdtesis.

7T.8hb A sothdb = tib

Si suponemos que t > b, como s & b, entonces por [2| debe suceder que
sot > b, lo que contradice la hipdtesis.

8.tk b[s] AN sothbdb = skb

Si suponemos que s I> b, como t I b[s], entonces por [I| debe suceder que
sot > b, lo que contradice la hipdtesis.

9. slbhb A sot>b = tipb

Si suponemos que t & b, como s ik b, entonces por [3| debe suceder que
sotk b, lo que contradice la hipétesis.

O
Lema 61. Sean s y ¢ dos sustituciones de la forma
S = a1... Qpm "
t = by-... by 11
Entonces , .
ay ... Ay by by 1T sin<p
Sot_»{a’lm..'a’m-T‘””p sin>p
Con
, { a;[t] st a;
a; = .
a; sith a;
Demostracion.
sot = (a1 ... am-1") ot
_)(Map o MapGC)™ a'll et a’{m ' (Tn Ot)
— Ass™ ay-...-al, - (To(...o(Tot)...)
(Si n < p) —7ShiftCons”™ a'l e Cle . bn+1 EERE bp' Tq
(sin>p) —*ShiftCons? ay -y, PP
O

Lema 62 (Caracterizacién de las formas normales). Las og4.-f.n. son las mismas
que las o-f.n., es decir, estan dadas por

(AO’;C)nf {a==1|11"]|aa| la
(Aoge)nt { s u=id | 1" [a-s
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Demostracion. Es claro que los términos generados por la gramética son formas
normales. Queda por ver que no hay otras formas normales. Separamos los casos
por sort.

e Sea a un término de Aoy en oge-f.n. Vamos a mostrar por induccién que
el mismo estd generado por la gramaética.

— a =1, es generado por la gramética.

—a=">bc,conby cen forma normal. Por h. i., b y ¢ estdan generados
por la gramética. Entonces b ¢ estd generado por la gramaética.

— a = \b, con by s en forma normal. Por h. i., b estd generado por la
gramatica. Luego Ab estd generado por la gramética.

— a = b[s], con b en forma normal. Analizamos segin la forma de b:

* b =1, analizamos s:

- s = id, se podria aplicar GC, con lo que no estarfa en forma
normal.

- s =1, la gramdtica genera 1[1].

- s = (c-t), se podria aplicar VarCons, con lo que no estaria
en forma normal.

- s =touwu, sit fuera id se podria aplicar IdL; si t fuera a - s se
podria aplicar Map o MapGC} sit fuera ¢ ot se podria apli-
car Ass. Con lo que t debe ser 1. Luego, s =71 ou. Probamos
que si T ou estd en og-f.n., entonces In > 1,u =1":

u = id, se podria aplicar Shiftld.
u ="
u = a - s, se podria aplicar ShiftCons.
u = v ow, como antes, debe suceder que v =T y por h.i.
w =1, con lo que u =1™*1
Luego, si a = b[s], debe ser b =1 A s =1".
x b = by by, se podria aplicar GC o alguna App, con lo que no
estarfa en forma normal. Notar que por lema[45]siempre se puede
aplicar alguna de las reglas mencionadas.

x b = Ac, se podria aplicar Abs o GC, con lo que no estaria en
forma normal. Notar que siempre se puede aplicar alguna de las
reglas mencionadas.

x b = c[t], se podria aplicar GC' o Clos o ClosGC, con lo que
no estarfa en forma normal. Notar que siempre se puede aplicar
alguna de las reglas mencionadas.

Luego sélo puede suceder que a = 1[1"].
e Sea s una sustitucién de Aog.. Vamos a mostrar por induccién que la
misma estd generada por la gramatica.
— s =1id, es generada por la gramatica.
— s =T, es generada por la gramaética.

— s=(a-t), con a y t en forma normal. Por h. i., a y t son generadas
por la gramatica, luego a - t es generada por la gramaética.
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— S = 8§71 0 So, se sigue el mismo razonamiento que en el item anterior
para concluir que s =1".

O
De ahora en més, Vi € Nuy,i = 1[1¢71].
Lema 63. Para dos sustituciones s y t,
5 = aoge t = |s| = [t]
Demostracion. Por induccién en s:
e s =1id, T, no hay reduccion posible, se satisface vacuamente.
e s =a-u, sélo es posible reducir en alguno de los términos.
— Sit=a-u, el peso se mantiene.
— Sit =a-u/, por h.i. |u] = |[v|. Luego debe ocurrir que |a-u| = |a-u’|.

e s =wuowv, pueden ocurrir las siguientes situaciones:

— Sit=w'ow, por h. i |u| = |u/|, y se concluye que |s| = |¢|.

— Sit=wuo?, por h. i. [v] = |[v'|, ¥ se concluye que |s| = |t].

— Siw=1id y se aplica IdL, entonces t = v, y |s| = |v| = [t].

— Siu=1ywv=id,y se aplica Shiftld, entonces t =1,y |s| = | 1| = |t].

—Siu =Tywv=a-w,y se aplica ShiftCons, entonces t = w. Si

[w| = (p.q), entonces [v] = (p+1, ). Entonces |s| = (0+ (p+1) — 1,4) = (p.q)

con lo que |s| = [¢].
— Siu=a-w,y se aplica Map o MapGC, entonces t = b- (wov) (con
b=aob=alv]). Sea |w| = (m,n) y |[v| = (p,q).

_ _f (m+1+p—n,q sip>n
sl =lfa-wyou ={ (T itromO Sp2n

B [ (m+p—-n+1l,q sip>n
t] = 1[b (wov)|{ (m+1,g+n—p) sip<n
En cualquier caso resulta |s| = [¢].
— Siu=(woz),y se aplica Ass, entonces t = w o (z o v).

Sean |w| = (m,n) |z| = (p,q) |v] = (4,7)

|woz|: (erp*naQ) sip>n
(myg+n—p) sip<n

zom:{@flq4>$%2q
(p,j+q—1i) sii<gq
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(m+p—n+i—q,j) i>q
(m+p—n,j+qg—1i) i<gq

\%

P n

(woz)ouw| = (4.8)
m+i—(g+n—p),j) i>q+n—p

n{ (m,j+q+n—p—1) 1<qg+n-—p

A\

p

(m+p+i—q—mnj) pti—qgzn
(myj+n—(p+i—q) p+i—g<n
lwo (zow)| = (4.9)
i<q{ (m+p—n,j+q—i) pzn
(mj+qg—i+n—p) p<n

Analizamos todos los posibles casos:

* p>n A i>q Notarque p+i—q>n

(48) (m+p-n+i—qj=m+p+i—qg—n,j) (4.9)
xp>n N i <q:

(48) (m+p—-n,j+q—i)=(m+p—n,j+q—1i) (4.9
*x p<n ANi>qg+n—p:Notarquet>qyp+i—q>n

(48) (m+i—(¢+n—p),j)=m+p+ti-—qg—nj) (49)

* p<n A i<qg+n—p: Notar quep+i—q<n.
1l.i>¢q

(4.8) (m,j+q+n—p—i)=(m,j+n—(p+i—q)) (4.9)
2. 1<q
(4.8) (m,j+g+n—p—i)=(mj+qg—i+tn—p) (49)

O

Corolario 64 (Preservacion del peso por reducciones). Para dos sustituciones

5 > aog b = |s| = [t]

Demostracion. Por induccién en la cantidad de pasos, utilizando el lema ante-

O

Lema 65. Sean a y b términos, s y t sustituciones,

1. a —=xp, b = FV(b) CFV(a)

2. 5 =g, t = FV(t) CFV(s)

Demostracion. Por induccién simultdnea en a y s. Utilizaremos — para referir-
N0S & —xo,,
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e ¢ = 1: No hay reduccién posible, se satisface vacuamente.
® = day a9
—b=biay a3 > b
Por h. i, FV(b1) C FV(ay), luego

FV(b)

(1
G
< <
A
c &
=<
=<
Q
N

N
S|
2 8
S C
o
=<
Q
>

Il
eS|
<

- bzal bQ (12—)()2
Se sigue el mismo razonamiento anterior.
—b=clag-id] a1 = Ac

FV(a) = FV((Ac) a2)
= FV(Ac)UFV(az)
= (FV(e) —1)UFV(a2)

FV(b) = FV(cas-id])
(FV(c) +0—1) UFV(ay - id)
= (FV(c)—1)UFV(ay)

ea=M b=X c—d
Por h.i., FV(d) C FV(c), luego

FV (b)

Il
|
<
>

&

[N
ESIES|
S22 =
— 3 —
|
—_

e a=[s]
Sea |s| = (m,n)
(a) b=d[s] c¢—d
Por h.i., FV(d) C FV(¢), luego

FV() = FV(d[s])
= (FV(d)sm +n—m)UFV(s)
C (FV(¢)sm +n—m)UFV(s)
= FV(cs])
= FV(a)
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(b) b=c[t] s—t
Por h.i., FV(t) C FV(s), y por lema[63] |t| = (m,n). Luego,

FV(b) = FV(c[t])
= (FV(¢)sm +n—m)UFV(t)
C (FV(¢)sm +n—m)UFV(s)
— FV(cls)
= FV(a)

(c)b=c shkec
Por definiciéon de > , puede suceder
- FV(c) =0

FV(b) = 0 C FV ( >
—FV(e)#0:m=n A (Vi e FV(c)) ¢
FV(a) = FV(cs])
(FV(¢)sm +m —m) UFV(s)
FV(e) UFV(s)
FV(c)
FV(b)

Iyl

=
=
&

I

FV(1[b- s])
(FV()smi1+n— (m+ 1) UFV(b- s)
= FV(b-s)

FV(b) UFV(s)

FV(b)

Ul

(e) a=(cd)[s] b=c[s]d[s] spcAs>d

FV(c d)sm +n—m)UFV(s)
(FV(e) UFV(d))>m +n —m) UFV(s)
FV(Q)sm +n—m)U (FV(d)sm +n —m) UFV(s)
(FV(¢)sm +n—m)UFV(s)) U
U((FV(d)>m +n —m) UFV(s))
= FV(c[s]) UFV(d[s])
= FV(c[s] d[s])
(f) a=(cd)[s] b=c[s]d spcAskd

FV((cd)[s]) = FV(cd)sm+n—m)UFV(s)

(FV(e)sm +n—m)UFV(s)) U
U((EV(d)>m +n —m) UFV(s))

FV(c[s]) UFV(d[s])

FV(c[s]) UFV(d) Por razonamiento andlogo al item ¢

FV(cls]

S
<
—~
—~
o
IS8
S~—
S,
=
I

(
(
(
(

1ol

U
U
d)
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2.

(g) a=(cd)[s] b=cd[s] skcAsp>d
Por razonamiento analogo al anterior.
(h) a=(Xe)[s] b=Ac[l-(so1)] s Ac
FV(a) = FV((Ae)[s])
= (FV(A€)sm +n—m) UFV(s)
= (FV(¢) = 1)sm +n—m) UFV(s)
FV(b) = FV(Ac[L - (so 1)])
— PVl (so D)) - 1
= (FV(Q)smsr +n+1— (m+1)UFV(L-(so4)])) — 1
= (FV(€)smy1 +n—m)UFV(1)UFV(so 1)) —1
= (FV(€)smy1 +n—m)U{1}U(FV(s)+1)) -1
= (FV(&)sm+1 +n—m —1) UFV(s)
=obsgm ((FV(c) —1)sm +n—m) UFV(s)
(i) a=c[s][t] b=c[sot] sp>c Atc[s] AN sotic
Por observacién (421
(G) a=b[s][t] sb A tbds] A sotkd

Por observacién [42] se tiene que FV(b[s][t]) = FV(b[s o t]). Como
sot iy b, se sigue el mismo razonamiento que en el item ¢, y se

concluye que FV(b) C FV(b[s o t]) = FV(b[s][t])

e ¢ = id,T: No hay reduccién posible, se satisface vacuamente.

® S—=a-u:

(a) t=b-u a—b:

FV(t) = FV(b-

(b) t=a-v u—u:

FV(t) = FV

® S=UOoW:
Sean |u| = (m,n) y |[v| = (p,q)
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(a) t=wov u— w:

FV(t) FV(wo

v)

(FV(w)sp+q—p) UFV(v)

gh i (FV(U)>p + q— p) U FV(U)
=  FV(uow)
= FV(s)
(b) t=uow v— w:
Por lema [63] |w| = (p,q)
FV(t) = FV(uow)
= (FV(u)sp +q¢—p)UFV(w)
Chi (FV(u)sp +q—p) UFV(v)
= FV(uow)
= FV(s)
(¢) s=idot
FV(s) = FV(idot) = FV(t)
(d) s=toid t=t
FV(s) (toid) = 0 = FV(1) = FV(t)
(¢) 5 =t ola- )
FV(s) FV(1o(a-t))
= FV(a-t)
= FV(a) UFV(t)
o FV(t)
(f) s= (a~u)ov t=afv]-(uov) vra
Sea |v| = (p,q),
FV(s) = FV((a-u)ow)

FV(a)sp +q—p)U
(FV(

(FV(
FV(a
FV(
FV(t)

(
(
(
=

_ v]) UFV(u o)
(o))

)
a)
[v]
[v]

a|v

(g) s=(a-u)ov t=a-(uow)
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Sea [v] = (p

FV(s)

1 Q)

= FV((a-u)ov)
FV(a[v]) UFV(uo )

Por razonamiento andlogo al item anterior
2 FV(a)UFV(uow)

Por razonamiento analogo al item ¢
FV(a- (uow))
FV(t)

(h) s=(uov)ow t=wuo(vow):
Sean [v] = (m,n) y |w| = (p,q),

FV(s) =

FV((uowv)ow)
(FV(uov)sy+q—p)UFV(w)
((FV(4)s s + 1 — m) UFV(0))sy + ¢ — p) UFV(w)
(EV(W)sm +n—m)sp+q—p)U
UFV(v)sp +q—p) UFV(w)
(EV(@)sm +n—m)sp+q—p) UFV(vow)

Separamos €n casos:

—pzn:vow[=(m+p—n,q)

FV(s)

FV(t)

= (FV(W)sm+n—m)sp+qg—p) UFV(vow)
(W)sm)sp—ntm +n—m+qg—p) UFV(vow)
=Obs[3d ((FV(U)>p—n+m +n—m-+q— p) U FV(’U o w)

C
<

= FV(uo (vow))
(FV(W)smspn + — (m+p—n) UFV(wow)
= (FV(W)spntm +n—m-+qg—p) UFV(vow)

—p<n:|vow|=(m,q+n—p)

FV(s)

FV (1)

(FV(@)sm +n—=m)sp +¢—p) UFV(vow)
= (FV@Wsm+n—m+qg—p)UFV(vow)

= FV(uo (vow))
(FV(W)sm+g+n—p—m)UFV(vow)

O

Corolario 66 (Preservacién de las variables libres por reduccién). Sean a y b
términos, s y t sustituciones,

1. a =, b = FV(b) C FV(a)

2. 5 »rg,. t = FV(t) CFV(s)
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Demostracion. Por induccién en la cantidad de pasos, aplicando el lema ante-
rior. O

Lema 67. Sean a,b términos y s,t sustituciones tales que
a—xop b, S rg t , Ska
Entonces s by t ik b
Demostracién. Por el corolario[66] FV(b) C FV(a). Luego, por definicién de >

e 0 bien FV(a) =0, con lo que FV(b) =0, luego s k by ¢ Iy b,

(
e o bien |s| = (m,m) y (Vi € FV(a)) ¢ > m, con lo que (Vi € FV(b)) i > m,
luego s & b. Por lema[63] [t| = (m,m), luego ¢ &k b

O

Lema 68. Sea s una sustitucién tal que |s| = (m,n). Entonces existen términos
ai,...,a, tales que
! _ n
Ogc' (8) =a1-a2- ... Q- T
con el caso especial og./(s) = id cuando m =0y n = 0.
Demostracion. Por lema[62] debe ocurrir que

og’(8) =ai-ag-...-ap M9V og/(s) =id

Claramente, dicha sustitucién tiene peso (p,q), pero como por corolario el
peso se mantiene, debe ocurrir que p = m y que ¢ = n. O]

Lema 69 (IdR). Sea s una sustitucién, entonces s o id — s.
Demostracion. Por induccién estructural en la sustitucion s:
e s =id, tenemos id oid —yqp, id
e s =T, tenemos T oid —gpiftra T

. . h.i.
e s=a-t, tenemos (a-t)oid —mapcc a-(toid) — a-t

h.i.
® 5= 81089, tenemos (s108z)oid —pgs $10(sg0id) —  s1089

Lema 70. Sea s una sustitucién en og-forma normal, tal que |s| = (m, n). Por
lema [68] existen términos aq,...,a,, tales que

S=ay ... Gy 1" V s=id

Sea ¢ una variable.
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1. Sii > m, entonces i[s] — i +n —m.

2. Si i <'m, entonces i[s] — a;.
Ademas, dicha derivacién es tnica.
Demostracion. Separamos en casos:

e Sis=id, Z[S] —ac t=14+0—-0

e Sii=1,

1. Si 1> m, entonces m = 0. 1[1"] est4 en forma normal, y corresponde
al+n—m
2. Si 1 < m, entonces i[as - ... - am- 1™ —varCons @1
e Sii = 1[1""1] y sk i. Por definicién de >, debe ocurrir que m = n, y

que ¢ > m. Luego
ils] 2gc i=i+n—m

e Sii=11"1yspiytlosnl.

L[+ 1]s] —Clos L[ os
= (T o(To(...(to1)...))) os
—Ass 1t o((to(..(To1)..))os)
pwr 1ot o(eu(t off 05))..))]
= 1t o(to(..(to(to(ar - ... - am 1)))-..))]
1. —sniticonsm 111017
S paggict-m AT = pn—m
2. Ognitgcons -t Lai o am 1]
—>VarShift a;

o Sii= 1_[Ti_1] y s > i, pero 1471 os I 1. Por definicién de >, debe ocurrir
que | 171 os| = (0,0). Luego, como | 1%~ | = (0,7 — 1),

| 17 os| = (0+m — (i — 1),n) = (0,0)
entonces n =0, y m =1¢— 1, con lo que
I[Ti_l}[s] —closge 1 =i1+n—m

Notar que en cada paso no se pudo aplicar otra regla. La regla ClosGC' es
imprescindible para lograr esta unicidad en la reduccién, como lo muestra el
siguiente ejemplo:

/ 1
1f]fa - id] — 111 ofa - id)
X@" 1[id]
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Lema 71. Sea a un término en og-f. n., y sea s una sustitucién en og-f. n. Si
(Vi € FV(a)) i[s] — i entonces a[s] — a.

Demostracion. Por induccién en la og-f. n. de a:
e Caso a = i: Por hipdtesis vale.

e Caso a = a1 az: Como FV(a;) C FV(a) para i € {1,2}, vale por h.i. que
ai[s] = a;. Luego,

e Caso a = Ab:
Siska,
(/\b)[s] —GC Ab=a
Sino,
(AD)[s] —abs Ab[L- (s01)]
Por estar s en oge-f. 0., s = a1 -...-ap- 1" (notar que s # id porque s > a).
Luego,
)\b[l . ((a1 Ceee Qe Tn)o T)] H’Map o MapGC Ab[l . all e a:n. Tn+1}

Con a} = a; o a} = a;[1]. Por hip6tesis, sabemos que si ¢ € FV(a), i[s] — i.
Por definicién de FV, para i > 1, ¢ € FV(Ab) & i+ 1 € FV(b). Luego
puede ocurrir

— Sii+1<m+1, por lema[70|
G+D[1-dy-...-al,- "] = d
Por lema [70] hay una tnica derivacién

i[s] = idlay - ... - am- "] = a4

Por hipétesis, i[s] — 4, con lo que a; = i (pues a; estd en oge-f.n.).
Luego,
& = aft] = iff] > i+1
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—Sii+1>m+1, por lema [70]
i+ D-a) a1 =it 1+ (n+1)— (m+1)
Como i > m, por lema [70] existe una dnica derivacién de
i[s]»i+n—m
Por hipdtesis, i[s] — 4, luego n = m. Con lo que queda
G+D[L-a)-..-al, - A" =i+ 1

En ambos casos, queda (i + 1)[1 - (so )] — i + 1.
Si1eFV(D), 1[1- (so1)] —varcons 1.
Luego, (Vi € FV(b)) i[l - (so 1)] — i, con lo que se puede aplicar h. i.
Luego,
AB[L - (s0 )] = Ab

Lema 72. Sean s y t sustituciones en og.-f. n. y sea ¢ una variable. Si ocurre
que
ls| = (m,n) A Jt|=(@,p) A i>p
(Fe) i[s] = ¢ « i[t]

entonces
i[s] — i « i[t]

Demostracion. Por el lema[70] sabemos que existe una tnica derivacién a partir
de i[t]
ift] - a1 = .. = cn=1

Luego, ¢ debe pertenecer a ese camino, es decir
ift] 2 = ... 2 ¢c— .. 5 cp=1i
Con lo que si i[s] — ¢, entonces

ifs] » ¢ = ... = =i

Lema 73. Sean s y t sustituciones en ogc-f. n. y sea a un término en og-f. n.
Si ocurre que

e si>a
eitha

o (Vie FV(a))(3¢) ils] — ¢ « i[t]
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Entonces a[s] — a, mds aun,
als] - a « alt]
Demostracién. Como s > a, entonces FV(a) # (). Luego, con p € N
tl = (p,p) A (Vi€ FV(a))i>p
Luego por lema [72] sabemos que
(Vi € FV(a)) i[s] — i « i[t]
y por lema [71| concluimos que

als] — a <+gc alt]

Lema 74. Sean s y t sustituciones en og.-f. n. y sea ¢ una variable. Si ocurre
que
(3d) i[s] — d « it]

Entonces, con

S = a1... Qpm "

t = bye... by 1

Ocurre

1. i<mAi<p = d —» a;=1b;

2. i<mAi>p = d —» a;=i14+q—p

3. i>mANi<p =— d —» b=i+n—m

4. i>mANi>p = d —» i+n—m=i+q—0p
Demostracion.

1. Por el lema [70] sabemos que i[s] — a; y i[t] = b;. Ademds, ambas deriva-
ciones son unicas, luego debe suceder que

ifs] > a1 — ... 2 ag=d - ... & ¢j=q

ift] > e1 = ... 2 ep=d = ... > e,=b;

Al existir una tnica unica derivacién desde d hasta a;, sucede que
€h+1 =Cl41 N ... N ej=cCk
Luego a; = b;. Notar que a; y b; se encuentran en oge-f. n.

2, 3, 4. Misma demostracién, pero cambiando los términos c¢; y e por lo que
corresponda segin el lema
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Lema 75 (Reemplazo de variables libres). Sea a un término en oge-f. n., y sean
sy t dos sustituciones en og-f. n. Si

(Vi € FV(a))(3b;) i[s] — b; « i[{]

entonces
(Fe) a[s] — ¢ « alt]

Demostracion. Por induccién estructural en a:
e Caso a = i: Por hipdtesis vale.

e Caso a = ay as:

El resto de las combinaciones corresponden a casos en los que una sustitu-
ci6én afecta a alguno de los subtérminos, pero la otra no. En ese caso, por
hipétesis y por lema[73] se cierra el diagrama. Mostramos un ejemplo:

Suponemos que s >a; A sk az Atk ar At as

(a1 a2)[s]  —app, ai[s] a2

(a1 a2)[t]  —apps a1 a2[t]

Por hipétesis,
(Vi € FV(a1))(3b;) i[s] — b; « it]

(V) € FV(a2))(3¢;) jls] = ¢; « jlt]
Luego por lema [73] a1[s] - a1 y az[t] - az. Con lo que
a1[s] az = a1 ag « a1 aslt]
e Caso a = Ab:

Para el caso en que alguna de las sustituciones no afecte a a, por el lema
o simplemente aplicando GC, sabemos que

als] — a <« alt]
Para el caso en que ambas sustituciones afecten a a:
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Sean sy t
S = C1 e Cp T
t = di-...-dp- 1
Entonces
(AD)]s] —abs Ab[L-(so D) =Ab[1-((c1-... cm-1")o 1)]
7 (Map o MapGC)™+Ass* Ab[l : Cll Teest C;n' TnJrl]
(AD)[¢] —abs Ab[L- (to )] = Ab[L- ((dy - ... dp 19)0 1)]
™ (Map o MapGC)P4Ass* )‘b[]- : d/l Tt d;; Tq+1]
Con c=¢[t]Vd=cq
d; =di[t] vV dj=4d;

Queremos ver que
(Vi e FV(b))(3e;) i[l- ¢} - 1" > e« i[l-dy - ... - ) 197
Sii e FV(b), entonces 0i =1, 04— 1€ FV(a). Por hipétesis,

(i = 1)[s] = bi—1 « (i = D[]

Sii=1,
lecho oy 1" > L 11 dy - d) 19
Sii>1,
, / f o oanal ¢y sit<m+1
R N O ]**{ itn+1)—(m+1) sii>m+1
, .
R e WU

Consideramos los distintos casos:

—i1<m+1 A ¢ < p+ 1: Por hipétesis y por lema Cio1 =di_q.
Luego T » ¢;—1 <1 »d;_1, con lo que ¢;_; = d}_,. Entonces,

il (s0 )] = oy =diy « dL- (to )

— i <m+1 A i > p+1: Por hipétesis y por lema|r4| c¢;—1 =i—14+qg—p.
Luego,

il-(soM] = iy =(-14+qg-p)[f] » itqg—p « i[l-(to?)]

— 4> m+1 A i < p+1: Por hipétesis y por lema di_1 =i—1+n—m.
Luego,

i[1-(so )] —» itn—m « (i—l+n—m)[t]=d_, « il-(to1)]
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—i>m+1 A i>p+1: Por hipétesis y por lema |74 i —14+n—m=
i — 1+ q — p. Luego,

i[1- (so1)] i—1+n-m)[t] » i+n—m = i+qg—0p

« (i=14q—p)[t] « il-(to1)]
Encontramos que

(Vi € FV(b))(Fes) i[1 - (50 1)] = e « i[1 - (to 1)]
con lo que por h. i.

(3H) AB[1 - (s0 1)] = b/« AD[L- (to )

O
Observacién 76. Sean sy t dos sustituciones, a un término,con s = ag « ...+ @y T
y t & a[s]. Entonces (Vi) 0 <i<m = tk q;
Demostracidn. Sea |t| = (p,q). Como ¢ % a[s],
FV(a[s]) =0 Vv p=q A (Vi€ FV(a[s]))i>p
Por definicién de FV,
FV(a[s]) = (FV(a)sm +n—m)UFV(s) = (FV(a)sm +n—m)U U FV(a;)
j=1

Luego, para cada a;, o FV(a;) =0 o (Vi € FV(a;)) i > p. Luego, t & a;. O
Lema 77. Sean s y ¢ sustituciones en og-f. n., @ un término en oye-f. n. Si
t & a[s], entonces () a[s o t] — ¢ « as]

Demostracion. Si FV(a) =0, entonces a[sot] —gc a <cc  als]. Vamos a
ver qué sucede en el otro caso.

Queremos ver que
(Vi € FV(a)) (3d;) i[sot] — d; « i[s]
para concluir con el lema [79| que
(Fe) al[sot] = ¢ « als]
Por estar en forma normal,
s=br ... by 1" t=cr-..ocp 1
Por observacién [76] como ¢ &% a[s], (Vi) 0 <i<m = t & b;. Entonces

sot —?MapGC™ by oo by - (Tn Ot)

56



Lemas ttiles

Luego,

by oo by - Cpg1 - rCp- T4 sin<p
bl et bm . (T” ot) —Ass + ShiftCons { b1 - b: T”?‘f‘q—p P in Z )

En el caso que FV(a[s]) = (), por definicién de FV sucede que FV(a)s,, = 0.
Luego, (Vi € FV(a)) i <m, con lo que i[s o t] — b; « i[s].
Si FV(a[s]) # 0, entonces p = ¢. Analizamos los casos:

1. Sin > p, entonces sot — by - ... - by,- 1"=s, con lo que a[s o t] - a[s].

2. Sin < p,seai € FV(a).

e Sii < m, entonces i[s] - b; « i[sot].

e Sii > m, entonces i[s] = i +n — m. Como ¢ & a[s], significa que
(Vj € FV(a[s])) j >p <= (Vj € (FV(a)>m+n—m)UFV(s))) j >p
Con lo que en particular, al ser ¢ € FV(a), i > m,

t+n—m>p <= i1>p+m—n

Como hay p + m — n términos en by - ... - by - Cpg1 - ... - ¢pr 19, PoOr
lema [70] tenemos que

i[sot]>»i+qg—(p+m—n)=i+n—m «ils]

Luego, (Vi € FV(a))(3d;) i[sot] - d; « i[s]. Luego por lema[75 obtenemos
que (3d) a[sot] > d « a[s]

En ambos casos se tiene que existe d tal que a[s o t] — d « as]. O

Lema 78 (ClosGcR). Sean sy t sustituciones, a un término. Si ¢t & a[s], enton-
ces (Je) alsot] = ¢ « as].

Demostracion. Sean

s Ogc’ ()
t = og(t)
a = og/(a)

Luego

Por el lema[67] ¢ &k a'[s']. Luego, por lema
(Fe) d'[s' ot'] = ¢« a'[s]

Luego
(3e) al[sot] = ¢ « als]
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Lema 79. Sean s y ¢ sustituciones en og-f. n., @ un término en oge-f. n. Si
s & a, entonces (Jc) a[s o t] — ¢ « alt].

Demostracion. Si FV(a) = 0, entonces a[sot] —gc a <gc  aft]. Vamos a
ver qué sucede en el otro caso.

Queremos ver que
(Vi € a) (3d;) i[sot] — d; « ilt]
para concluir con el lema [75] que
(3e) alsot] = ¢ « alt]
Por estar en forma normal,
s=0b1 .. by 1" t=cr-...-cp 1

Como estamos en el caso en el que FV(a) # (), debe suceder que m = n y
(Vi € FV(a)) i > m. De ahora en més, utilizaremos m en vez de n.
Sea b = b;[t] V b, =b; sit > b; ono, respectivamente. Entonces

50t —(Map o MapGC)™ by - oo b, - (17 ot)
Luego,
A BRSSP S e}
by - bl - (1™ ot) = Ass + ShiftCons { Z,i o SZ- chrfi;_p cp T zi nm% ;g
Sea i € FV(a), sabiendo que i > m, analizamos segin el caso:
1. Si m < p, entonces,
ifsot] = b} .. b, Cmr1 e M) —summ ¢ L it

2. Sim > p, entonces i > p, con lo que
ifsot] — i[by-...bl A TITP] —ppg i+ (mAq—p)—m = itq—p <L ilt]
Luego, (Vi € FV(a))(3d;) i[sot] — d; « i[t]. Luego por lema[75] obtenemos que
(3d) alsot] - d « alt] O
Lema 80 (ClosGcL). Sean sy t sustituciones, a un término. Si s & a, entonces
(Je) als o t] = ¢ « alt].

Demostracion. Sean

s' g’ (5)
t ogc (1)
d = og(a)

Luego
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Por el lema[67] s’ & a’. Luego, por lema
(Fec) d'[s" ot'] = ¢« d'[t']

Luego
(Je) alsot] - ¢ « alt]

O

Lema 81. Sean a un término y s una sustituciéon tal que s > Aa, entonces
s'=1-(so?) > a.

Demostracion. Sea |s| = (m,n). Como s > Aa, entonces FV(Aa) # 0 y, o bien
m # n, o existe i € FV(Aa) tal que ¢ < m. Notar que FV(a) # 0. Luego,

1. Sim # n, entonces |s’| = (m + 1,n + 1) cumple con m + 1 # n + 1, luego
s’ > a.

2. Si existe ¢ € FV(Aa) tal que i < m, por definicién de FV vale que
i+1eFV(a), conlo quei+1<m+ 1,y nuevamente s i a.

O

Lema 82. Sean s una sustitucién y a un término,
stk da = (e) Aa[l- (so )] = c« Aa
Demostracion. Sean:
|s| = (m,n) a' =0y (a) t' =0y (1-(s01))

Vamos a ver que
(Vi e FV(a)) i[t'] — i

Para concluir por lema |71 que
Aa[l - (so )] = Ad[t'] = Aa’ « Aa

Notar que t/ =1 0g'(s0 1)
Por definicién de & , tenemos dos casos:

e FV(Xa) = 0: Como FV(Aa) =FV(a)\ 1 =0, se pueden dar dos casos:

— FV(a) = 0: En este caso, se llega directamente a la conclusién sin
utilizar el lema:
Aa[l- (so1)] —ac Aa

— FV(a) = {1}: Mostramos que se aplican las hipdtesis del lema
Como
1[tl] —>VarCons 1

y por corolario [66| FV(a') C FV(a), se tiene que

(Vi € FV(a')) i[t'] — i
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e FV(Xa) # 0: Entonces m = n y (Vi € FV(Xa)) i > m. Luego, como
|1-(so?1)| = (m+1,m+1), para toda variable i € FV(a) tenemos

sii>1 = i>m+1 A i[t'] »Lmmi
sit=1 = 1[1'(30 T)} —VarCons 1

Luego, como por corolario [66| FV(a’) C FV(a),

(Vi € FV(a')) i[t'] — i

Corolario 83. Sean s,t sustituciones y a un término,
soth Aa = (3c) Aa[l-(so(to1))] = c « Aa
Demostracion. La demostracion es igual a la anterior, puesto que para |s o t| = (m,n),

1 (so(to )| = [1-((sot)o D = (m+Ln+1)

60



Capitulo 5

Confluencia de ogc

En el presente capitulo se muestra que para términos cerrados (i.e. sin meta-
variables) se cumple la propiedad de confluencia para el cdlculo asociado. Para
ello, vamos a mostrar en que el célculo es localmente confluente (WCR),
para concluir por SN (ver capitulo |3) que el célculo es confluente (CR).

5.1 Confluencia local de oy,

En la presente secciéon se muestra que para términos cerrados, se cumple
la propiedad de confluencia débil o local para el cdlculo asociado. Para ello,
utilizaremos el Critical Pair Lemma (lema , mostrando que todos los pares
criticos del cdlculo pueden cerrarse, es decir, si (¢/,t”) es un par critico, entonces
existe ¢ tal que t/ — """ « "

En el contexto de un TRS infinito, se tendrén infinitos pares criticos. Por
ello, los pares criticos conformados por reglas-esquemas en realidad serdn esque-
mas de pares criticos. Al mostrar la convergencia de un par critico-esquema, se
estard mostrando la convergencia de todos los pares criticos definidos por él. De
aqui en adelante no se hara distincién entre par critico y par critico-esquema.

A continuacién mostramos la lista de todos los posibles pares criticos de
Ogc, Sin tener en cuenta las condiciones de las reglas. Caso por caso, analiza-
mos cuando dichas condiciones no permiten la superposiciéon. Como notacién
utilizaremos ¢t = (¢1,t2) para indicar al par critico (¢1,2) que nace del término
t.

1. GC + VarCons: 1[a - s] = (1, a). No es posible, puesto que a - s > 1.

2. GC + Appi: (a b)[s] = (a b,a[s] b[s]). No es posible, puesto que por lema
[M5]s k ab < sk ansikb.

3. GC + Appa: (a b)[s] = (a b,a[s] b). No es posible por mismo razonamiento
que en el item 2.

4. GC + Apps: (a b)[s] = (a b,a b[s]). No es posible por mismo razonamiento
que en el item 2.

5. GC + Abs: (Aa)[s] =2 (Aa, Aa[1-(so 1)]). No es posible pues las condiciones
son excluyentes.
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10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.

GC + Clos: a[s][t] = (a[t],a[s ot]). No es posible pues las condiciones son
excluyentes.

GC + Clos: a[s][t] = (a[s],a[sot]). No es posible pues las condiciones son
excluyentes.

GC + ClosGC: a[s][t] = (a[s],a). No es posible pues las condiciones son
excluyentes.

GC + ClosGC: a[s][t] = (a[t],a). No es posible pues las condiciones son
excluyentes.

VarCons + Clos: 1[a-s][t] = (a[t], 1[(a-s)ot]). Serd analizado més adelante.

VarCons + ClosGC: 1[a-s][t] = (a[t], 1). No es posible pues las condiciones
son excluyentes.

App; + App;: para i,j € [1,3]. No es posible pues las condiciones son
excluyentes.

App; + Clos: para i € [1,3]. Serdn analizados més adelante.
App; + ClosGC: para i € [1,3]. Serdn analizados mds adelante.

A(}:)s1 + Clos: (Aa)[s][t] = ((Aa[l-(so D)])[t], (Aa)[sot]). Serd analizado més
adelante.

Abs + ClosGC: (Aa)[s][t] = ((Ma[l - (so D)])[t], Aa). Serd analizado mds

adelante.
Clos + Clos: a[s][t][u] = (a[sot][u], a[s][tou]). Serd analizado més adelante.
Clos + ClosGC: a[s][t][u] = (a[sot][u],a[s]). Serd analizado més adelante.
ClosGC + Clos: a[s][t][u] = (alu], a[s][tou]). Serd analizado més adelante.
ClosGC + ClosGC: a[s][t][u] = (alu], als]). Serd analizado més adelante.
IdL 4 Ass: (idos)ot = (sot,id o (sot)). Serd analizado mds adelante.
ShiftId + Ass: (1 oid)ot = (1 ot, 1 o

idot)). Serd analizado més adelante.

(
ShiftCons + Ass: (T o(a-s))ot = (sot,1 o((a-s)ot)). Serd analizado
mas adelante.

Map + Ass: ((a-s)ot)ou = ((a[t]- (sot))owu, (a-s)o(tou)). Serd analizado
mas adelante.

Map + MapGC: (a-s)ot =2 (aft] - (sot),a-(sot)). No es posible pues las
condiciones son excluyentes.

MapGC + Ass: ((a-s)ot)ou = ((a-(sot))ou, (a-s)o(tou)). Serd analizado
mas adelante.

Ass + Ass: ((sot)ou)ov = ((so(tou))ow, (sot)o(uow)). Serd analizado
mas adelante.

Para presentar a los pares criticos vamos a utilizar la siguiente notacion:
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Reglal + Regla2

condiciony, condicions, ..., condicion,,

para indicar el andlisis del par critico generado por las reglas Reglal y Regla2,
bajo la condicién condicion; A condicions A ... A condicion,,

Luego, analizaremos las derivaciones por separado, marcando con un rectangu-
lo numerado cuando las derivaciones encuentran un término en comin. Segin
las reglas que se puedan aplicar, puede ser que las derivaciones se bifurquen
segun determinadas condiciones. Estos casos seran anotados como subindices
de la derivacion original, con las condiciones remarcadas en cada caso:

/
1. t —Reglal t
. . . . 173 1
i. (sl condicion;) —Reglai --- —FReglak |t}
. - : . T
ii. (si condicioni;) — Reglaii --- —Reglakk |tis
2 "
. t _>Regla2 t
1
. . . Y
i. (sl condicion;) —Reglaj - - —Reglal
6. (i condicions) —egiaj; ... — 1
2. S1 CoOnaicion;; Reglajj - -- Reglall i

VarCons + Clos

t > 1fa-s]
1. 1a- [t —VarCons | a[t] 1
i. (sitkha) —go @2
2. 1a-s][f] —clos 1[(a-5) o]
i. (sitwea) —wmap laft]- (sot)]
—>VarCons a[t} 1
ii. (sitka) —uapec la-(sot)]
—»VarCons @2
App; + Clos

s>ap, S§>ay, t(aa)s], sotajay

1. (a1 a2)[s][t] —cios (a1 a2)[sot]
2. (a1 a2)[s]t] —app, (a1s] az[s])[t]
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Vemos como se cierran las distintas derivaciones, separando por casos. Notar
que
t > (a1 az)[s] = t > (a1[s] azls])

pues FV((a b)[s]) = FV(a[s] bls])

e sot>ay, Ssoti>as

1. (a1 az2)[sot] —App; |a1[sot] as[sot] ‘

2. (a1[s] az(s])[t]
i. (sit > ai[s] At > as[s])  —app, ai1[s][t] az[s][t]

—Clos x2 ‘a1[8 ot] az[sot] ‘

ii. (sit > ar[s] At & azls]) —app, a1[s][t] az]s]
—clos a1[s0t] asls]

1. (sit & ar[s] At > ag[s]) —apps ai1[s] az[s][t]
—clos a1]8] az[sot]

Los casos 2.i1 y 2.i11 se cierran con el lema

e sot>aj, sotl as, entonces por lema [60[F] ¢ > as|s]

1. (a1 ag)[sot] —Apps | G1[s0t] as

2. (aa[s] azfs])[t]
i.(sit>ai[s]) —app, ai[s][t] az[s][t]

—Clos + ClosGC | @1[s 0 t] ag

ii. (sith ai[s])  —apps a1[s] aals][t]

—ClosGC G1[8] as
El caso 2.ii se cierra con el lema

e sotka;, soti>as, entonces por lema |60 ¢ > a;[s]. Luego se cierra
de forma analoga al caso anterior.

App; + ClosGC

s> ap, S>ay, t(a a)s], sotk ar as
Por lema 5] sot ik ay y sot & az. Luego, por lema 605 ¢ & ai[s] y ¢ > as[s).
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L. (a1 a2)[s][t] —ciosce

2. (a1 a2)ls]lt]  —app, (ans] as[s])[{]
—app: a1[s][t] az[s][t]

—7ClosGC x2

Apps + Clos

say, Sska, ti(a;a)s], sotia; as.
L (a1 a2)[s]t]  —app, (a1s] a2)[t]
2. (a1 a2)[s][t] —cies (a1 ag2)[sot]

Analizamos los distintos casos:

1. t > aq[s], ¢t as. Por lema sot > as.

Lo A(ais] a2)lt]  —appy aa[s][t] azft]
i. (sisotay) —cls ai1[sot] azt]

ii. (sisotk ar) —csce a1 aslt]

2. (a1 ag)[sot]

i.(sisot>a1) —app, ai[sot] azsot]

ii. (sisoth a1) —apps @1 az[sot]

Los casos 1.i y 2.7 se cierran con el lema Los mismo sucede con los
casos 1.4 y 2.7. No hay otra combinacion posible.

2. t >aq[s], t& ag. Por lema soty as. Por hiptesis, sot > a; aqg,
luego sot > ay.

L (aifs] a2)[t]  —app. a1[s][t] a2

—Clos | 1[50 t] as

2. (a1 az)[sot] —app, |ai[sot] as

3.t ay[s], ¢t as. Por lema sot I>ay y por lema sot > as.

L (aafs] a2)[t]  —apps aals] azft]
2. (a1 az)[sot] —app, ai[sot] azlsot]
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El diagrama se cierra con los lemas [80] y

4. t % a1[s], t & az. Vamos a mostrar que este caso no puede suceder.

Vamos a mostrar que FV((a1 az)[s]) = FV(a1[s] az), para concluir que si
t % ai[s] y t % ag, entonces t & (a1 az)[s], lo que es absurdo.

Sea |s| = (m,n) v |t| = (p,q). Por definicién de >, como s & as debe
suceder que m =ny (Vi € FV(az)) i > m, o FV(az) = 0.

FV((ay a2)[s]) = (FV(ay a2)sm +n—m)UFV(s)

(FV(a1)sm +n—m)UFV(s)U(FV(a2)sm +n—m)
FV(ai[s]) UFV(az)

= FV(ai[s] a2)

Como t & a1[s] y ¢ & a2, se tiene que dar uno de los siguientes casos:

e FV(ay[s]) = FV(az) = 0: entonces FV(aq[s] az) = FV((a1 az)[s]) =
0, luego t & (ay as)[s], absurdo.

e p=gqy (Vi € FV(a1[s])UFV(az)) i > p. Como FV(a1[s]) UFV(az) =
FV(a1[s] a2) = FV((a1 az)[s]) se tiene t & (a1 ag)[s], absurdo.

En ambos casos se llega al absurdo, entonces no puede suceder que ¢ I a1[s]
yth as.

App: + ClosGC

say, ska, to(aa)s], sotk a as
Por lema[d5] sotk a; aa = sotk a; A sotl as. Luego, por lema [60]F]

t > ai[s] y por lema[60|[7 ¢ & as.

L. (a1 a2)[s]t] —ciosce

2. (a1 a2)[sllt]  —app, (an[s] a2)[t]
—app, a1[s][t] a2

—ClosGC

Apps + Clos

sha, spa, ti(a;a)s], sotia;as
Demostraciéon anédloga al par critico Apps + Clos

App; + ClosGC

shay, sipa, ti(aa)s], sotk a as
Demostracién andloga al par critico Apps + ClosGC
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Abs + Clos
s> Aa, ti(Xa)[s], sotr Aa

L (Aa)[s][t]  —aps (Aa[l- (so 1)])[t]
—abs Aa[l - (so 1)][1- (to )]
—clos Aa[(1-(s01)) o (1-(to1))]
—Map Aa[L[1-(to )] ((so 1) o (1-(to1)))]
—VarCons Aa[l - ((so 1) o (L (to1)))]

(s0
—7Ass )\a[]- ' (8 © (T O(]_ : (to T)
Aa[l - (so (to1))]

—7ShiftCons

I RN
~—
~—

2. (Aa)[8][t] —cios (Aa)[sot]
—abs Aa[l- ((sot)o1)]
Xa[l - (so (to 1))] |
Notar que en la primera derivacién el segundo paso de Abs se puede realizar

puesto que FV((Aa)[s]) = FV(Aa[l - (so 1)])
Notar que para aplicar Clos debemos asegurar que

—7Ass

e 1-(s0?) > a. El lema [81] asegura esta condicién.

e 1-(to?) > a[l-(so1)]. Anteriormente vimos que ¢t > Aa[l - (so 1)]. Luego,
por lema [81] se tiene que 1 (to 1) > a[l - (so 1)]

e Seau=(1-(so?))o(l-(to1)), ura Como sot > Aa, por lema
obtenemos que 1- ((sot)o 1) > a. Facilmente se comprueba que

u = 1 (so(to?))

y como
1- ((S o t)o T) —Ass 1- (S o (tO T))

por corolario [64] se tiene que

ful = [1- (s0 (to D)| = 1+ (s 0 1)o 1)|

Luego u > a <= 1-((sot)o?) i a, luego u > a.

Abs + ClosGC
s> Aa, ti(Xa)[s], sotk Aa
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Confluencia de o,

1. (Aa)[s][t]

i. (st (1-(soM))o(1-(to?)) > a)

ii. (si (1- (s0 1)) o (1- (to 1)) k @)

2. (Aa)[s][t]

—Abs (Aa[l-(so1)
—Abs Aa[l - (so1)]
—clos Aa[(1-(so1))o(1-
—Map Aa[L[1- (to )] - ((s0 P
—VarCons Aa[l - ((so1)o
—ass Aa[l-(so (T o(l-(to1))))]
—ShiftCons  Aa[l - (s 0 (to1))]

—ClosGC
—ClosGC

Las condiciones t > Aa[l-(so 1)],1-(so 1) > a,y 1-(to 1) © a[l-(so 1)] necesarias
en la primera derivacion se justifican de igual manera que en la demostracion

anterior.

Un reducto comun entre la derivacién 1.i y 2 puede encontrarse gracias al

corolario [83]

Clos + Clos
sa, teals], wualst], sotwa,
1 als][t][u]
i. (si(sot)ou i a)
ti. (si (sot)ouk a)
2. als][t][u]
i. (siso(tou) > a)
. (siso(tou)k a)
Consideraciones:

tou > als]

—clos a[s o t][u]

—clos a[(sot)ou]
1

—Ass |a[so (tou)

—ciosGe [al

—clos als][t o u]

—clos | a[so (tou)]

—7ClosGC @2

Las derivaciones se corresponden como esta indicado pues

((sot)ou) >Pa <—

Esto resulta como corolario del lema [63]

Clos + ClosGC

sa, tals), uw>als]t,
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Notar que FV(a[s][t]) = FV(a[s o t]), con lo que u > a[s o ¢].

L a[s][t]lu] —clos alsot][u]
—Clos a[(s © t) o u]
7 Ass a[s o (t o U)]

2. als)tllu] —csce als]

En la primera derivacion, para aplicar la regla Clos por segunda vez, es
necesario mostrar que (sot)owu > a. Como s > a y tou  afs], por lema
obtenemos so (tou) > a. Como |(sot)ou| = |so(tou)|, entonces (sot)ou > a.

El diagrama se cierra con el lema

ClosGC + Clos

sa, twoals], uwpals]t], sotka, touwr als

1. als][t][u] —closcc alu]

i. (stulka) —ac |a]

2. als][t][u] —clos als][t o u]
i. (siso(tou)ka) —clsac [@]
it. (sl so(tou) >a) —cls a[so (tou))

Mostramos que u > a <= so (tou) > a:
e Siu > a,comosotly a, por lemase tiene que (sot)ou > a.
e Siulk a, como sot ik a, por lema[60]3] se tiene que (sot)ou k a.

Luego, como |(sot)ou| = |so(tou)|, entonces (sot)ou > a <= so(tou) > a.

Con esto queda demostrado la correspondencia entre las derivaciones 1.7 y

Nos queda mostrar que existe un reducto comun entre las derivaciones 1 y
2.14. Tomamos una og.-forma normal de cada término o sustitucién que inter-
viene:

a' = og'(a)
=0 (8) = s1-...c Sy 1"
t' =04/ (t) IR o
u =04 (u) = ul-...-uj-Tk
Con lo que
1 alu] — a'[u]

69



5.1 Confluencia local de o Confluencia de o,

Queremos ver que
(Vi € FV(a')) (3e;) i[u'] — ¢; « i[s o (' ou)]
para concluir con el lema [75] que
(3d) a'[u] = d « a'[s' o (t o )]
Por lema [70} sabemos que
] —»u; si i<j
i) —»i+k—j si i>j
Analizamos la relacién entre las componentes del peso.

[sot|] =(m+p—mn,q) conp>n
[sot] =(m,g+n—p) conp<n

Como sot Iy a, pero FV(a) # 0, entonces debe suceder que
m+p—n=q << Mm=q+n—p << M—N=q¢q-—p
y Vi € FV(a)

t1>m4+p—n si p>n
1>m si o p<n

Analizamos los distintos casos, segin la relacién entre los pesos de las sustitu-
ciones:

e j>q so(t'ou)»rgms ot ..t ugpr .. uye TF)
—p>n:Notarquen <p+j—q
(s1+8me T™M)o (B oty tger - TF) SLEDS) Sty oty tgere. g T
Como (Vi € FV(a')) i >m+p—n=gq,
i[s'o(t' o) »u; si i<y
i[so(tou))—»i+k—j si i>j
—Jj+tp—g>n>p
(s oS 1) (th . ot tgqr - TF) SLED S )y Ugg14n—p. - uje T
Como (Vi e FV(d'))i>m=q+n—p,
i[s'o(t' o)) »u; si i<y
if[s'o(t'ou)) »i+k—j si i>j
—nzj+p—q
(81 o8 Aoty oty Ug g1 oy t5) > Ep 8. . s, R P
Como (Vi € FV(a')) i >m =q+n —p,
i[so(tou)) —wi+t(k+m—j)—-m=i+k—j

Notar que ¢ +n —p > j, con lo que ¢ > j.
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e j<q so(t'ouw)—»ygns o(t]-... b, tFrai)
—-pzn
(81 8y T)o(t] -0 oty T o B St St oty Ahta=i
Como (Vi e FV(d))i>m+p—n=q,
i[sot'ou)) »i+k+q—j—q=i+k—3j
Notar que ¢ > ¢ > j.
—p<n
I N (I L I R
Como (Vi€ FV(a'))i>m,y n—p—m=—gq,
i[s'o(t' o)) »i+k+qg—j+n—p-—m=i+k—j
Notar que i >m=q+n—p>q>j.
Hemos probado que
(Vi € FV(a'))(3e;) i[u'] = ¢; «i[s’ o (t' ou)]
Por lema [75] entonces
(3d) a'[u'] = d « a'[s' o (t' ou')]

Luego ambos términos convergen.

ClosGC + ClosGC

sa, toals], umpalst], sotka, toul als
Notar que FV(a) # 0

L als]t]lu] —clscc alu]

2. als][t]u] —crsce als]

Sean
Is| = (m,n)
tl = (p.q)
|u| = (]7 k)

Analizamos los pesos de sot y t owu para ver las condiciones en las que esto
sucede:

[sot|] =(m+p—mn,q) conp>n
[sot| =(m,g+n—p) conp<n
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Confluencia de o,

En cualquier caso tenemos:

sotha = (VieFV(a))i>m AN m—-n=q—p

tou| =(p+j—q.k) conj>gq
ltou| = (p,k+q—j) conj<gq

Como tou Ik als], tenemos
p—q=k—j

(Vi e FV(als])) i>p+j—q

(Vi € FV(als])) 1>

Por definicién de FV:

(Vi e FV(a)sm) i+n—m>p+j—q conj>gq
(Vi € FV(a)sm) i+n—m>p

Entonces, por [5.1]

(VieFV(a)) i+n—m>p+j—q

(Vi € FV(a)) i+n—m>p

De y se deduce que

m—-n=j—k

Para ver que existe un reducto comun, vamos a reducir a una forma

cada término o sustitucién que interviene. Sean

a’ = og'(a)

s = 0g(s)

U = og(u)
Luego

als] — d'[]

alu] — d'[u]

Queremos ver que

(Vi e FV(a')) (3e;) i[s'] — ¢; « i[u]

para concluir con el lema [75| que

(3d) d'[s'] = d « d'[v]

De y el lema[70] se deduce que

(Vi e FV(d')) i[s'] »i+n—m
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Si mostramos que
(Vi e FV(d'))i>j

entonces tendriamos que, por lema [70] y ecuacién [5.5
(Vi e FV(d')) i[u'] » i+ k—j=i+n—m

Separamos en los dos casos del peso de t o u:

e j=gqpor[Iy[.3

i+n—m>p+j—q <<= i+p—q>j+tp—q —> 1>]
e j<g porpdy[4
t+n—-m>p=q-—m-+n = i>q = 1>]
Hemos probado que
(Vi € FV(a'))(3c;) i[u'] — ¢; « i[$]

Por lema [75] entonces
(3d) ' [u'] — d « d'[s']

Luego ambos términos convergen.

IdL + Ass

1. (idos)ot —1aL

2. (idos)ot —pag ido(sot)

—1dL

Shiftld 4+ Ass

1. (Toid)ot —ghiftia

2. (Toid)ot —pg To(idot)

—1dL

73



5.1 Confluencia local de o

Confluencia de o,

ShiftCons + Ass

L. (fo(a-s))ot

2. (Tola-s))ot

Map + Ass

t>a

1. ((a-s)ot)ou
i. (st u > aft])

i.1. (sitou > a)
1.2. (sitouk a)
i, (st u & alt])
2. ((a-s)ot)ou
i. (sitou > a)

. (sitouk a)

—ShiftCons | SOt

—ass To((a-s)ot)
_>Map o MapGC T O(al . (S o t))

—ShiftCons

_>Map (a[t] : (S © t)) ou
—Map aft][u] - ((sot)ou)

altou] - (so (tou))

1
—Clos + Ass ‘

2

“7ClosGC + Ass | Q- (S © (t © u))

—Mapcc alt] - ((sot)ou)
—7Ass a[t] : ( ] (t o U))

—Ass (CLS) © (tou)

i [altou]- (5o (tou)]

2
—MapGC | @ - (so (tou))

Si u > alt], entonces resulta evidente que 1.i.1 <= 2.iy 1.i.2 < 2.

Si u i aft], entonces no se puede dar el caso 2.ii, pues si u &k a[t] y ¢t > a,
por lema towu > a. Luego 1.4t <= 2.4. Un reducto comun entre estas
derivaciones se encuentra gracias al lema

MapGC + Ass
tha
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1. ((a-s)ot)ou  —mapac (a-(sot))ou
i. (stu > a) —Map @fu] - ((sot)ou)
—ass afu] - (so(tow))

ii. (siu b a) —MapGc @ ((s0t)ou)

—ass |a-(so(tow))

2. ((a-s)ot)ou  —ass (a-s)o(tow)

i.(sitoura) —map aftou]-(so(tou))

it. (sitoulk a) —mapac |a-(so(tou))

El paso 1.7 cierra con el 2.7 con el lema [80] Vemos que 1.i <= 2.y l.ii <
2.11:

e 1.i = 2.4.Comotkayuwa,por lematouD a.
e lii = 2.4i. Como tk ay ulk a, por lemal60ll3] tou k a.
e 25 = 14.Comothaytou > a,por lemaub a.

e 2.ii = 1.4i. Como t &k aytoudk a, por lemal[60|[7] u & a.

Ass + Ass

1. ((sot)ou)ow —ag (so(tou))ow

re [5G ow)]

2. ((sot)ou)ow —ags (sot)o(uow)

— Ass ‘SO(tO(uO’w))‘

Teorema 84. o, es WCR

Demostracion. Hemos dedicado este capitulo a verificar que todos los pares
criticos se cierran, y se conlcuye por lema [I1} O

5.2 Confluencia de og

Estamos en condiciones de presentar el resultado principal del capitulo:

Teorema 85. [Confluencia o] ogc es CR
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5.2 Confluencia de 0. Confluencia de o,

Demostracion. Por teorema ogc €8 WCR. Por teorema [57] vimos que g es
SN. Luego, por Newman (lema [5)), o es CR. O

Notacién. o,.(t) denota la tnica og.-f. n. de t.

Sabemos que dicha forma normal es tinica por CR y SN de o, (lema @
Lema 86. Sean a € Aol y s,t € Aoy,
(Vi € FV(a))(3b;) i[s] = b; « i[t] = (3c) a[s] = ¢ « alt]

Demostracion. Por confluencia de oy, para cada i € FV(oge(a)) € FV(a) se
cumple

i[s] b; i[t]
CR CR
i[oge(s)] ------------ » U ’ CR \ﬂb;’ mmmmmm o ioge(t)]
4 b w

Lema 87. Sean a,b € Aoy, s,t € Aoy, entonces

1. oge(als]) = 0ge(0ge(a) [oge(5)])
2. ge(a-s) = 0ge(a) - oge(s)

3. 0ge(a b) = 0ge(a) oge(D)

4. ogc(Aa) = Aoge(a)

5. Tge(s 0t) = 0ge(0ge(s) © 0ge(t))

Demostracion.
1. Trivial por CR de og

2. No hay reglas que se puedan aplicar en la raiz del término, luego
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5.2 Confluencia de 0. Confluencia de o,

Tgela-s) = 0ge(a) oge(s)

3. Se sigue el mismo razonamiento de la demostracién anterior.
4. Se sigue el mismo razonamiento de la demostracién anterior.

5. Trivial por CR de oy
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Capitulo 6

Confluencia de Aogc

En el presente capitulo vamos a mostrar la confluencia de Aoy, por medio
del lema de interpretacién (lema . Utilizaremos el resultado del lema y la
convencién (Vi € Nsq) i = 1[1*71]. Notar que, con dicha convencién, las ogc-f. n.
son los términos Apg.

Para poder cumplir con las hipétesis del lema de interpretacion, demostrare-
mos que el cdlculo tiene las propiedades Simulacidn (seccién y Correccion

(seccién [6.2)).
Sea — g la menor reduccién compatible generada por

(M) b —p  a{l « b}

Sobre (Aaéc)nf, — g/ coincide con —g sobre Apg.
Sobre (A/Xog,c)nf7 1o Qoo T =gt ossi t=ar-...-a)-...-an T
con a; —rp a

Lema 88. — 4/ es confluente sobre (Aggc)nt-

Demostracion. Vemos que Yw € (Age)nr W' « w — w” Fw" w' — w'" «

w//

1. we (Aaéc)mc: como 3’ coincide con 8 y 8 es confluente, es inmediato.

2. we Aoge ) w=ay ... ap
w—ow = w=a)-...-a,- " cona; > a
y
w—w = W' =d ... al- " cona; > a

Por el punto anterior, para los términos a; vale la confluencia. Es decir,
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6.1 Simulacién Confluencia de Aoy

Luego,
!/ !/ n
ay-...oan- T
/ \\‘»
w al"-. . allom
\ _
" " n
ap a’n'T

6.1 Simulacién
En la presente seccién mostraremos que Aog. simula Apg, es decir
W, 0 € (AOge)nt W =g V == W g, U

Notacién. Salvo indicacién contraria, utilizaremos — y — para indicar —,,
Y o, respectivamente.

Definicién 89. Sean i > 0,n > 1, se define s;, como
Sin =12 it g ="l g0 =id
Notar que |s;,| = (i,i4+n—1)
Observaciéon 90.
Laff]=11"" ] = 11" tot] » I[1"] =n+1
2 1+ (sinof) = 1 (1 oois 114710 1)

= 1 (A ift] - (o 1))
120414

= Si+1n

Lema 91. Sea j € N, entonces Uj(a) = a

Demostracion. Por induccién en el término, como se menciona en [Rio93]. O

Lema 92. Sean n,j € N, entonces
(VieFV(a))i<j = Uj(a)=a
Demostracion. Por induccién en el término.
e a = m: Por hipétesis, m < j. U?(m) =m

ea=cd Uj(bc)= U?(b) U?(C) =nibc
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6.1 Simulacién Confluencia de Aoy

e a=Mb: U(Ab) = AUT 4 (b) =n. 1. Ab
La h. i. se puede aplicar pues

(Vi e FVOAD) i <j = (Vie FV(b)i<j+1

O
Lema 93. Sean i,n € N, a € Apg, entonces
Sina = Ul(a) =a
Demostracion. Por definicién de > y de s;,, puede ocurrir:
1. FV(a) = 0: Por lema[92] U(a) = a.
2. n=1: Por lema Ul(a) = a.
O

Lema 94. Sean b € Apg, i > 0, n > 1, entonces
blsin] >0, Ui ()
Demostracion. Por induccién en b:
e bh=1
—1=0
*xn=1 1[801]:1[id] —GC 1:U%(1)
xn>1 1sgn] = 1[T”*1] =n="Uj(1)
—4i>0
1[57,71] —VarCons 1= U:l(]-)

eb=cd
= (cd)lsin] —app clsin] dlsin] —n 5. Uf(c) U2 (d) = Uy (c d)
— (e d)lsin] —apps clsin] d =i ULe) d =g Up(e) UP(d) = Uf (e d)
— (cd)[sin] —apps € d[sin] —>n. i ¢ Ui(d) =Lmg Ui (c) Ui (d) = Ui(c d)
— (cd)[sin] —cc cd=LmmU}(cd)

e b= )c

= (A)[5in] —abs Ac[l - (8in0 T)] =obs@m AC[Sit1n] —n. 1. AU (c) = UP(Ac)
— (A9)[sin] —ac Ae=r@ma U} (\c)

e b=Fk>1
— Sin >k k[sm] = 1[Tk_1][3in] —Clos 1[Tk_1 Osin]

_ i koo il k1<
P10l 2. i qnt 1**{%“ k1>
_ k k—1<1

k—1 ) S S0
1 OS”‘]—»{n—i—k—l k—1>i}_Ul(k)
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6.1 Simulacién Confluencia de Aoy

— Sinh k k[sin] —cc k=rLmyUlk)

O
Definicién 95. Para b € Aol se define b; € Aog. /
FV()#0 by =0b-id by=1-b[1]- 1 bpy1 =1-...-k-b[1F]- 1*
FV(b) =0 by=b-id by=1-b-7 b1 =1-...-k-b1F
Notar que |b;| = (¢,i — 1)
Observacién 96. 1 (bgo 1) — b1
Demostracion.
1. FV(b) # 0
o k=1
1 (Brof) =1+ ((b-id)o 1) — 1- (B[] 1) = b
o k>1
Lo ) = 1e((Leor k= 1B 510 1)
= 1-2-. kD[R] R = by
2. FV(b) =10
e k=1
L (o) =1+ ((b-id)o1) = 1+ (b 1) = by
o k>1
1-(bgot) = 1-(1-...-k—=1-b-1tHo1)
- 12 kb =
O
Lema 97. Sean k > 0, a,b € Apg, entonces
(VieFV(a)) i<k = afk+ bl =a
Demostracion. Por induccién en a.
o i{k+ b} =1
o (cd){k<+b=clk<+b}d{k<b}=pnicd
o (No){k <« b} =Ae{k+1+ b} =y i A
O

Lema 98. Sean k > 0, a,b € Apg, entonces

b ha = a{k+bl=a
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6.1 Simulacién Confluencia de Aoy

Demostracién. Por definicién de by y ©, FV(a) = 0. Luego, por lema
a{k < bt =a O

Lema 99. Sean a,b € Apg, k > 1, entonces
albg] — a{k < b}

Demostracion. Induccion en a

e ag=1
— k=1
1[b1] = 1[b-id] — b =gy Uj(b) = 1{1 < b}
—k>1
1[bk] = 1 = 1{k < b}
ea=cd
— (cd)[bk] —app, clbr] dlbk] —n. i c{k < b} d{k < b} = (c d){k < b}
— (cd)[bk] —app, clbr] d —>n. i c{k <+ b} d=Lpy c{k < b} d{k < b} = (c d){k < b}
— (cd)[bk] —apps € dbr] —»n. i cd{k + b} =Lpg c{k + b} d{k < b} = (c d){k < b}
= (cd)bx] wcc cd=rmy (c d){k < b}
e a=)\c

— (/\C) [bk] — Abs )\C[l . (ka T)] —Obs [26] )\C[b]ﬁ.ﬂ —h. i. /\C{k} + 1+« b} = (/\C){k < b}
= (AJ[bk] —cc Ac=rmg (Ac){k « b}

e a=m>1 mlb] = 11" Y[be] — 11! oby]

- k=1
1™ to(b-id)] = 11" =m — 1 = m{l « b}
- k>1
m-...-k—1-0-1F1 m<k
DRCTC RENRY T RO e B O m=k
pm—2 m>k
m m <k m m <k
[ oby] = ¢V m=k —rm.m{ ULDb) m=k p=m{k<« b}
m—1 m>k m—1 m>k

Con b =bsi FV(b) =0 o b' = b[1*~1] si no.

Corolario 100. Sean a,b € Apg, k > 1, entonces ogc(alb - id]) = a{l < b}

Demostracion. Por CR de oy y por estar a{l < b} en ogc-f.n. O
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

Teorema 101. [Simulacién] Sean w,v € (Aogc)nt, entonces
w —>B/ v — w P Aoge v
En particular, a,b€ App a —pgb = a x5, b
Demostracion. Por induccién en w
e w=1,n,id,1": se satisface vacuamente.
e w=uab
—v=db cona—pgd

h. i.
a4 > g @ = ab—y,, a b

—v=ab conb—g bV

h. i.
b ™ Aoge bV = ab—»)\ggc ab

—a=X v=c{l « b}
(Ac) b —Beta c[b-id] =4, oge(c[b-id]) =corommm c{1 + b}

ew=MXa v=X cona—g d

h. i.
a4 = rop @ = Aa g, A’

—v=d-s cona—pg da

h. i.
!/ !/
4 = Agge & = QS Frg, A 8

—v=a-s cons—p s

h. i.
/! !/
S5 P A § = A8 Prg,, QS

6.2 Correccion y confluencia de \og

En la presente seccién mostraremos que el calculo Aog. cumple la propie-
dad de Correccién (también conocida como Soundness), es decir, para w,v €
(Aogc)nt, entonces

w _»Aggc v — W —»B/ v

y concluiremos probando que se cumple la propiedad de confluencia para Aoge,
mediante el lema de interpretacion.
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

Lema 102. Sean a € Acl,,

Tge((Aa)[s]) = oge(Aa[l - (so 1)])

s € Ao?

oc» €ntonces

Demostracion.
e s> (Aa): es trivial.
e sl (Aa): Por lema [82 sabemos que existe ¢ tal que
(Ma)[s] = ¢ « Aa[l-(so?)]

Entonces, por CR de o, debe ocurrir que su forma normal sea la misma.

O
Lema 103. Sean a,b € Aoy, s € Aoy, entonces
ogc((a b)[s]) = ogc(als]) oge(b]s])
Demostracion. Por CR de o4 y aplicacién de GC o algin App. O

Lema 104. Sean a,b € Adl., s € Aoj,,

oge(all - (so 1)][b-id]) = ogc(alb - 5])

entonces

Demostracion. Separamos en casos:

e 1-(so1) > a: Notar que 1 € FV(a[l-(so 1)]), entonces b-id > a[l - (so 1)]
—(1-(so1))o(b-id) > a

a[l - (so 1)][b - id] —Clos a

[
—Map  a[l[b-id] - ((so 1) o (b-id))]
—VarCons  a[b-
[
[
[

(
—7Ass alb- ( o (T O(b . id)))]
—shiftCons  a[b - (s 0id)
—IdR afb - s]

— (1-(so 1)) o (b-id) k a: Notar que
[(L-(s01))o(b-id)] = [b- 5]
Luego,
al - (so D][b-id] Scsac @ —ao  alb-s
o 1-(s01)k a:
~ FV(a) =

a[l . (SO T)][b . id] —GC a[b . id] —QqCc a —aC a[b . S]
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

~ FV(a) £ 0
Is|=(m,m) |1-(sot)]=(m+1,m+1) (VieFV(a))i>m+1

Luego
b-s| = (m+1,m)

all - (soP][b-id] —agc alb-id]
Como, por lema

(Vi € FV(a)) ifb-id] — i—1

(Vi e FV(a)i[b-s] — i-1

Por lema [86] es cierto

ge(alb - id]) = oge(alb - 5])

Lema 105. Sean a,b € Ao}, s € Aoy,

ge(a[bls] - s]) = oge(alb - id][s])

entonces

Demostracion. Separamos en casos:
e b-idra

— s afb-id]
x (b-id)os > a

a’[b : ld] [S] —Clos a[(b : id) o S]
—7Map o MapGC a[b/ . (ld o 5)]
—1dL alt’ - ]

Con b = bls] o b = b segiin si s > b o s k b. Luego,
oge(albls] - s]) = oge(alb-id][s])
¢ (b-id)os b a Como |(b-id) o s| = [b[s] -
alb-id][s] —ciescc @ <cac  a[b[s] - 5]

— s alb-id]
x FV(alb-id]) = 0:

FV(a[b-id]) = (FV(a)>1 +0 - 1) UFV(b) =0

— (VieFV(a)i<1l A FV(b) =0
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

Como b-id > a, entonces FV(a) # (). Luego FV(a) = {1}. Vemos
que para la tnica variable libre de a ambas sustituciones conver-
gen a un mismo término, para concluir por lema [86] que ambos
términos convergen.

1[b : ld] [S] —>VarCons b[S] <—VarCons 1[b[5] : 3]
Luego por lema entonces
oeabls] - 5)) = oge(alb - id][s)

x FV(alb-id]) # 0:
Sea |s| = (m,m) |b[s]-s|=(m+1,m)

FV(a[b-id]) = (FV(a)s1 +0—1) UFV(b)
Luego,
(Vie FV(alb-id])) i>m = (Vi€ FV(a)s1)i—1>m
Luego, sea i € FV(a)
i =1:
1b[s] - 8] —varCons b[s] 4varcons 1[b-id][s]
- i > 1: Es cierto que i > m + 1, luego por lema [70]
ibls]-s] — i—-1 « (i—1)[s] « 4[b-id][s]
Por lema [8f] es cierto
ge(a[bls] - s]) = oge(alb - id][s])
e b-id & a: Sélo puede ocurrir si FV(a) = ). Luego

alb-id|[s] —cc als] wcc a  <ac  albls]- s

Observacién 106. Sea a € Adt

zer St € Aog., entonces

ogc((a-s)ot) =oge(alt] - (sot))

Demostracion. Se aplica Map o MapGC' en el término de la izquierda, y si
corresponde GC' en el de la derecha. O

Lema 107. Sean a,b € Apg, t,u,s € (Aog.)nt, entonces
1. a =g b = ogclals]) —p ogc(b[s])
2.t =p u = og(tos) =g ogc(uos)

Demostracion.
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

1. Induccién en a:

e a=1,n se satisface vacuamente.

sa=MX c—pgcd b=X

Oge((A)[s]) =rLmm oge(Ac[l- (s
—umm Avelell -
=LEI  ATge(0ge(c)[oge(1 -

= Aoge(coge(1- (s0 1))
—h>15 Aoge (€ [oge(1 - (s01))]
= A0 ()]oge(1- (0 1))
=L[&7 Aagc(cl 1- (30 T)])
=LED Oec(AC[1- (so 1)])
")ls]

=Lz ge((A)[s])

® = ay a2

— a1 —p a] b=aj as

gge((a1 a2)[s])  =rmm  ogc(anls]) ogclas(s])

=Lmm@ Ogc(a)[s] azls])
—ag —p ay b=aq a)

ogc((a1 a2)[s]) =vmm@ 0ogc(ai(s]) ogc(az(s])
—pni  Ogela1[s]) ogelasls])

=LmE  Tgclan[s] asls])

—a; =X b=c{l + as}

0gc(((Ac) a2)[s])  =vmm@  oec((Ac)[s]) ogelaz[s])
=L@ Ogc(Ac[l - (50 1)]) ogc(azs])
=LEN  A0gc(c[l- (s01)]) ogelaz[s])
—p oge(c[l - (so M{1 ¢ ogc(azls])}

Tge(C[l - (s0 T)])[oge(az]s]) - id])
( )] as(s] - id])

=Coro@ el
=LEZ ch(
=LOE gl
=L[105 Ugc(
=LEaD Oge(0g
Tge(

=Coro
2. Induccion en t:

e t =1id,?™ se satisface vacuamente.

et=a- 1
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

—a—pgd u=d- -t

Oge(tos) =ovsma Ogelals] - (t10))
=LEA  Ogc(als]) - ogc(t1 0 8)
8 item 1 Oge(a'[s]) - oge(t1 0 5)
—m Ope(dls) (hi05))
=Obs{08 Ogc(UoS)

-t —p t, u=a-t]

Oge(tos) =obsMm@ Oge
=LEA Ogc(als]) - oge(ts 0 5)

(als]
(als]
=g Ogelals]) Oge(ty 0 8)
(as]
(

=LEa Ogclals]- (t] 0s))
=0bs[m8 Oge(u© )
O
Corolario 108. Sean a,b € Apg, t,u,s € (Aagc)nf, entonces
Loa —g b = oglals]) —p 0ge(bls])
2.t g u = 0gc(tos) —pg og(uos)
Demostracion. Por induccién en la longitud de la derivacién. O

Lema 109. Sean a € Apg, t,u,s € (Aog.)nt, con s —g t, entonces
1. ogelals]) = ogelalt)
2. 0gc(u0s) =»pg Oge(uot)
Demostracion. s = ay-...-a;....ap- "  t=aq-...a}-....ag- T con a; —g aj

1. Induccién en a. Notar que ¢ > 1, pues si no no existiria un redex.

e qg=1
—3=1
oge(1[s]) = a1 —p ay = oge(1]t])
—1>1

ogc(1[s]) = a1 = oy (1]t])
ea=m>1

- m<k i=m

g (1" [s]) = @i —pr af = o (1™ 7][t])
-—m<k i#m

g (1™ 7H[s]) = am = o (L™ (1)
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

-m>k
T (11 H[s]) = n+m — k = age (1™ [t])
ea=bc
ogc((bc)ls])  =vLmm e (bls]) oge(c[s])
—p hi. Oge(blt]) oge(clt])
=Lmma  oec((b O)[t])
e a=M\b

Ugc((/\b)[s]) =LA UgC(Ab[l . ( )
=LED  Aog (B[l (so1)])
=LED  ATgc(0ge(b)[ogc(1 -

= A0 gc(b[oge(1 -
=LEA ATgc(D[l- (0ge
B e 01 - (0gelto 1)
=LEd Aog (D[l (to1)]
=L@ Oec((AD)[t])

2. Induccién en u:

e y=id
Ogc(idos) =5 —p t = 0gc(id o t)

o y ="

—m<kANi>m
Ogc(T™ 08) = Qmt1-e - @iv . g T S g1 Qe = g (T o)
-—m<kANi<m

Ogc(T™ 08) = g1 - - .. - (g T'= 0ge (T o)

Tge (1 05) :Tm+n_k: Tge (1™ ot)

e U=0a-U

ogel(a-ur)os) =LE7 ogc(als]) - oge(ur 0s)
—B’item 1y h. i. Ugc(a[t]) . Ugc(ul o t)
=LET oge((a-u1)ot)

Corolario 110. Sean a € Apg, t,u,s € (Ao )nf, con s —p t, entonces
1. oge(als]) —p ogel(alt])

2. ch(uos) — g/ Ugc(uot)
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

Demostracion. Por induccién en la longitud de la derivacién s —g/ t O

Lema 111. Sean w,v € Aoy, entonces
W = Beta V = Ogc(W) 3 Tgc(V)
Demostracion. Induccién en w:
e w=1,id,T se satisface vacuamente.
ew=ab
—v=ad b, a—Betad
Oge(a b) =LED Oge(a) Tac(b) —n. 1. Tge(a’) Tge(D) =L EA Tgc(a’ b)
—v=alb, b—Beal
Tge(a b) =LEA Oge(a) 0gc(D) . 1. 0ge(a) 0ge(V) =LEAOge(a V)
—a=MX, v=cb-id]
0ge((Ac) b)) =LED  A0ge(C) ge(b)
B Tge(C){1 = oge(b) }

=Coro [I00 UgC(UgC(C) [UgC(b) -id])
=LEl  Oge(clb-id])

e w=>Xa, v=MAd, a—Beta @

0ge(Ma) =LEm Aoela)
h. i )\ch(a')

=L[E7 agc(/\a')

ge(als)) =LEZ ge(0ge(a)[oge(s)])
~h. i. y Coro m ch(dgc(a/) [UgC(s)])
=LEZ oge(a’[s])

—v=a[s'], $Beta s

ogc(als]) =LEZ Ogec(0ge(a)[oge(5)])
~h.i.y Corom Ugc(ogc(a)[ggc(sl>])
=LE7 oge(als])

—v=d -8, a—Beta @

Oge(a - 8) =LEDOge(@) - Tge(5) ~n.i. Oge(@) - Tge(s) =LED Oge(d’ - 5)
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6.2 Correccion y confluencia de Aoy Confluencia de Aoy

—v=a-8, 5 —Beta$s

Oge(a-s) =LED Oge(@) - Oge(8) —n. i Oge(a) - UgC(S/) =LE7 Ogc(a- s')
e w=s0t

—v=250t, S5—Beta s

Oge(sot) =L[E7 Oge(0ge(s) 0 ge(t))
—?h. i. y Coro Ogc (Ugc(sl) O Ogc ()
=L[E7 UgC(S/ ot)
—v=s50t, t—Betal
Oge(s0t) =L[E7 Oge(0ge(s) 0 0ge(t))
. iy Coro[IT0]  Tge(Tge(8) 0 Tge(t))
=LEZ Tge(sot)

Corolario 112. Sean w,v € Aogc, entonces
W —rg,, V == Ogc(w) =g 0gc(v)

Demostracion. Segun el paso que se realice, si es Beta entonces se aplica el lema
Para cualquier otro paso, gc(w) = 0ge(v). O

Corolario 113. Sean w,v € Aoy, entonces
W =g, V = Oge(W) =g Tge(v)
Demostracion. Por induccién en la longitud de la derivacién. O
Corolario 114 (Correccién (Soundness)). Sean w,v € (Aogc)ns, entonces
W P rgye UV = W —»p ¥
En particular, para a,b € Apg,

a—»)\o—gcb — a—»gb

Teorema 115. Aoy es confluente sobre Aog,.

Demostracion. Se prueba con el lema de interpretacién (ver lema .
Sean Ri = 0gc Ro =—Beta R = —p
Las hipétesis de dicho método son:

1. o4 es SN. Se probé en el capitulo

2. —p es una relacién en las oge-f. n. tal que =5 C Aog*. El teorema m
asegura esta hipdtesis.

3. @ 2Beta b = 0gc(a) —p 0gc(b)  Esto se mostré en el lema

Luego, Aoy es CR <= —p3 es CR. Por lema@ sabemos que —g es CR,
luego Aoy es CR. O

92



Capitulo 7

El calculo Aogc tipado

La versién tipada del célculo Aog. es muy similiar a la presentada en la
seccion En este capitulo se muestran las diferencias con el sistema anterior,
y se demuestra que se mantiene la propiedad Subject Reduction.

Los términos, sustituciones, tipos y bases seran los mismos, y por ende las
reglas de tipado seran las mismas. La tnica diferencia, entonces, son las reglas
del célculo, que serdn las mismas que las de Aogc, con excepcién de Beta, Var-
Cons, Abs, ShiftCons, Map, y MapGC' que se reemplazan por sus versiones con
anotaciones de tipo:

(Beta) (M\A. ) — alb: A-id]

(VarCons)  1lla: A- s — a

(Abs) (M\A. a)[ ] — M. (a]l:A-(so1)]) (si s Aa)
(ShiftCons) To(a:A-s) — s

(Map) (a:A-s)ot — aft]: A-(sot) (si ¢t a)
(MapGC) (a: A-s)ot — a:A-(sot) (si tia)

Teorema 116 (Subject Reduction). Sean a y b términos, s y t sustituciones,
E y E’ bases,

@ —xo,, b entonces E - a: A= EFb: A

8§ Aoy ¢ entonces E F s > E — E+tp> E

Demostracion. Por induccién en el contexto de la reducciéon. Mostramos que se
cumple en el caso base, es decir, cuando la reduccién es en la raiz del término.
El caso inductivo tiene idéntica resolucién que para Ao, y no lo mostraremos.

Beta: Sea (AA.a) b —peta alb: A-id]. Supongamos E F (AA.a) b : B. Por
app, E - (M.a) : A= ByE F b : A Porabs AJE + a : B.
Luego, F F b: A-id > A, FE, con lo que por clos podemos concluir que
E + ab: A-id] : B.

GC: Sea a[s] —gc a, con sk a. Supongamos que E F afs] : A. Supon-

gamos que ¥ F a : B, con A # B. Por teorema obtenemos que
E + o(a)lo(s)] : A. Por corolario[64] y 66} s & a = o(s) k o(a). Por
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El cdlculo Aog. tipado

lema o(a)[o(s)] — o(a), con lo que nuevamente por teorema
obtenemos E + o(a) : A. Pero por teorema también concluimos que
E + o(a) : B, lo que es absurdo. El absurdo provino de suponer que

A#B.

VarCons : Sea 1la : A -S| —varCons a. Supongamos E + 1l[a: A-s] : B.
Por clos, E - a:A-s : E'y E' + 1 : B, para algiin E’. Por cons,
Eta:Asp> AE'=FE,conE + s> E’ Porvar, A,E" - 1 : A,
luego A = B.

App1: Sea (ab)[s] —app, a[s] b[s],cons > ays > b. Supongamos E F (a b)[s] : A.
Porclos, E - s > E'yE F ab : A, luego
E'F-a: B—AyE' F b : B.Porclosobtenemos E + afs] : B— A
y E F b[s] : B. Luego, por app obtenemos E F als] b[s] : A.

Appo: Sea (ab)[s] —app, a[s]b,cons > ays kb Supongamos E F (a b)[s] : A.
Porclos,E - s > E'yE F ab: AluegoE' F a : B—AyFE + b : B.
Por clos obtenemos E + a[s] : B— A,y E + b[s] : B. Pero, siguien-
do el razonamiento de GC, E + b : B, con lo que, por app, obtenemos
E F a[s]b : A

Apps: Se sigue el mismo razonamiento que en Apps.

Abs: Sea (MA.a)[s] —abs AA.a[l : A-(so 1)], con s > AA.a. Supongamos
E + (M.a)[s] : B.Porclos, E - s > E' yE + MA.a : B.
Por lambda, B=A — C,y AJE' + a : C. Por shift, AAE +1> E,
y por clos, A,E + soft 1> E'. Como AJE F 1 : A por war, por
cons nos queda AJE + 1: A-(so 1) > A, E'. Finalmente, como
AE" + a : C, por clos obtenemos A, E + a[l: A-(so1)] : C,y por
ende, E - MA.a[l: A-(so1)] : A— C = B por lambda.

Clos: Sea als][t] —cios alsot], con s> a,t>als], y soti>a. Supongamos
E + als][t] : A Porclos, E - t > E' yE F als] : A, luego
E + s > E'yE' F a : A Luego, por comp obtenemos que
E F sot > E” y finalmente por clos, E F a[sot] : A.

ClosGC': Se sigue el mismo razonamiento que para Clos, y se concluye por GC' que
E F a: A

IdL: Seaidos —q, s. Supongamos E + idos > E”.Por comp, E + s > E’
yE' F id > E”.Peroporid, E" = FE', luego E + s > E".

Shiftld: Sea 1 oid —gpifza 1. Sea £+ 1 oid > E’. Por id, shift, y comp,
E = A, E’'. Luego, por shift nuevamente, A, E’ -1 1> FE'.

ShiftCons: Sea T o(a: A-8) —shiftCons - Supongamos E F to(a: A-s) > E’.
Por comp, E &+ a:A-s > E',yE' 1> E".Porcons, E - a : A
yE F s> FE,conE =AFE,. Luego, B/ =E,yE + s > E".

Map: Sea (a : A-s)ot —map aft] : A-(sot), con s> a. Supongamos
EF (a:A-s)ot > E'.Porcomp, E+F t: ExyEy k- a:A-s : E.
Por cons, BFo F a: Ay Ey F s > Es, con E' = A, E3. Por comp,
E + sot > Es. Finalmente, por clos E F aft] : A, y por cons,
E F alt]: A-(sot) > A/E3=F'.
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El cdlculo Aog. tipado

MapGC:

Ass:

Se sigue el mismo razonamiento que para Map, y se concluye por GC que
EFa:A-(sot) > FE.

Sea (sot)ou —ass so(tou). Sea E + (sot)ou > E'. Por comp,
EFu> E,yE; F sot 1> E'. Por comp de nuevo, E; + t > Es
y Ex + s > E’. Luego, por comp, E = tou > Fs, y por comp de
nuevo, se concluye que £ + so(tou) > FE’

O
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Capitulo 8

Aoge y PSN

En este capitulo se discute la relaciéon entre los términos fuertemente nor-
malizantes de A, Ao, y Aog.. Primero mostraremos en que el cdlculo Aog.
resuelve el contraejemplo que demuestra que Ao no cumple PSN. Luego, en
hablaremos sobre dos posibles escenarios acerca de la relaciéon entre estos
célculos, en términos de la normalizacién fuerte.

8.1 M\ogc resuelve el contraejemplo de Mellies
El término que presenta Mellies para mostrar no PSN de Ao es
T = MM (1) (1))

donde I = \1.
Este término resulta de la traduccién del término en A-célculo

Av.(Az.(Ay.y) (Az.2) x)) ((Aw.w) v))

que es tipable (en A\ y en \o).
Sea s; definido en los naturales como
s1 = ((Aa)b)-id
siy1 = To(b[si] -id)

para a y b dos términos cualesquiera.
Desde el término T existe una derivacién a un término que contiene a s; o S
como subtérmino, y desde alli puede encontrarse una derivacién infinita de la
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8.2 Problema abierto: SN'xe C SN roy, D SAA Aoge y PSN

siguiente manera:

S10 89 = (((Aa) b) -id) o s9
—Map ((Aa) b)[s2] - (id o s2)
—app +1dL ((Aa)[s2] bls2]) - s2
— Abs ((Aa[L - (s201)]) blsa]) - 52
— Beta a[l - (s20 1)][bs2] - id] - 52
—*Clos a[(1-(s20 1)) o (b[s2] -id)] - s2
—Map a[l[b[s2] - id] - ((s20 1) o (b[s2] - id))] - s2
—VarCons  a[b[s2] - ((s20 1) o (b[s2] - id))] - s2
“aw ablsa]- (520 (1 o(bls2] - id)) )] - s

Se puede notar que el subtérmino remarcado es equivalente a s, 0s3. Partien-
do de s3 0 s3 se puede ver que existe un contexto C tal que sy 0 s3 — C[s3 0 4],
y en general se puede demostrar que

(Vi € N5o) (3CO) 550 8i41 = C[sit1 0 Sit2]

obteniendo asi la derivacién infinita.
En Ao, en vez de aplicar Map como primer paso, se aplica MapGC, puesto
que para i > 1, |s;| = (0,0). Luego, la derivacién serd
51082 = (((Aa) b) -id) o 59
((Aa) b) - (id o s2)

—Beta + 1dL,  a[b-id] - so

—>MapGC

En el apéndice [C] se muestra un programa que obtiene la prueba para T €
SN oy mediante el analisis exhaustivo de todas las derivaciones posibles.

? ?
8.2 Problema abierto: SN C SN s, O SN

Si se estableciera que todo término fuertemente normalizante de Ao es SN
en Aogc, entonces se tendria que, efectivamente, Aoy se encuentra “mas cerca”
de preservar la normalizacién fuerte que Ao. La figura [8.I] muestra graficamente
esto.

Sea Ao + GC el calculo resultante de agregar la regla GC a Ao. Se puede
ver que todo término SN de este cdlculo es SN en Ao, puesto que la funcién
identidad es una funcién estricta de Ao + GC a Aoy (ver capitulo . Luego,
quedaria por ver que todo término SN de Ao es SN en Ao+ GC. Cabe mencionar
que esto no es cierto si se quita la condicion de la regla GC, como lo muestra el
siguiente ejemplo:

(1 DAL 1) -id]

Si se eliminara la sustitucién [1], queda la versién a la Ao de §2. Notar que este
término efectivamente es SN.

Por ultimo, quedaria por establecer si con la definicién de “basura” presen-
tada en este trabajo se logra efectivamente la preservacion de la normalizacion
fuerte. Si asi fuera, y suponiendo lo expuesto anteriormente, la relaciéon entre
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8.2 Problema abierto: SN'xe C SN roy, D SAA Aoge y PSN

Figura 8.1: Relacién hipotética entre los términos fuertemente normalizantes de
A, A0, Y Ao

los conjuntos de términos fuertemente normalizantes quedaria establecida co-
mo en la figura Cabe mencionar aqui que antes del cierre de este trabajo
se crefa que Aog. no cumplia PSN. Para ello se presentaba un término tipable
con una supuesta derivacién infinita. Para esta demostraciéon se introdujo el
sistema tipado (capitulo . En la construccién de dicha derivacién infinita se
encontré un error, que no fue posible subsanar. En el estudio en profundidad de
las derivaciones de este término se observé que, aunque restrictiva, la definiciéon
de “basura” aqui presentada reduce considerablemente la cantidad de pasos de
reducciéon. Las complicaciones que pueden surgir para establecer PSN son:

1. Si bien Aog. toma ideas de Aes, la traduccién entre uno y otro no es
inmediata (ver la diferencia entre la basura en uno y otro célculo que
se brinda en la seccién . Esto no permite establecer PSN por medio
de una traduccién entre estos célculos. Pruebas basadas en la traduccion
entre dos cédlculos se muestran en, por ejemplo, [Kes07] y [KR95].

2. No tenemos conocimiento de un célculo con sustituciones multiples que
cumpla esta propiedad, y habria que estudiar con cuidado si las pruebas
realizadas para calculos con sustituciones simples pueden ser extendidas
para contemplar este caso. Por ejemplo, Bloo y Geuvers idean una técnica
en [BGI7] que permite establecer PSN para Ax, As, y v, mediante la
traduccién a un cédlculo con labels, pero sustituciones simples.
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8.2 Problema abierto: SN'xe C SN roy, D SAA Aoge y PSN

SN)\O'gC

Figura 8.2: Relacién hipotética entre los términos fuertemente normalizantes de
A, A0, ¥ A0y, si Aoy preservara la normalizacion fuerte.

100



Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un conjunto de herramientas tedricas para
comprender y refinar el concepto de basura en un calculo como Ao.

Primero, en la subseccién se mostré una forma precisa de obtener las
variables libres de un término. Luego, en la seccién 23] se dié un caracterizacién
a la basura, aunque se mostré que tal caracterizacion era limitada, en tanto
que no toda substitucién que es basura en Ax es basura en Aog.. Aun asi, se
mostré en [8.1] que existen términos que no pertenecen a SN o pero si a SN rog.,
demostrando la eficacia de colectar las substituciones basura.

Ademsds, en el capitulo [ se establecié una forma original de mostrar la
confluencia, mostrando que si para toda variable libre 7 del término a vale
i[s] = b; « i[t] para dos sustituciones s y t, entonces vale a[s] — ¢ « at].

A continuacién presentamos distintos problemas que podrian constituir una
extension del presente trabajo.

9.1 Generalizaciéon de lemas a \o

En el Capl'tuloﬁ presentamos distintos lemas aplicables a Aogc. El estudio de
las condiciones bajo las cuales estos lemas podrian generalizarse a Ao brindaria
una valiosa base tedrica para futuros trabajos relacionados con este cédlculo.

Como ejemplo, el lema [75] podria ser 1til en el estudio de la confluencia de
extensiones a Ao, tal como lo ha sido en Aoy (capitulo [5)).

9.2 Confluencia en términos puros

Aogc no cumple la propiedad de confluencia en términos abiertos. Esto se
demuestra con el mismo contraejemplo del teorema

afbls] - s] «= ((Aa) b)[s] — a[b[s] - (s 0 id)]
En Ao, para cerrar este par critico hay que agregar la regla
(IdR) soid — s

que trae consigo nuevos pares criticos. En [Rio93] se presenta un cdlculo de-
nominado Aosp, que agrega la regla IdR y otras reglas derivadas de los pares
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9.3 Acercamiento a \es Conclusiones

criticos que se van formando. Si bien no vale MC para términos y sustituciones
con metavariables, si vale MC para términos puros, es decir, con metavariables
en los términos y no en las sustituciones.

En Aogc, agregar esta regla no genera nuevos pares criticos que no se puedan
cerrar, con lo que quedaria ver si el sistema Aog.+ IdR es WCR en términos
puros. Para ello es necesario determinar cuando una sustitucién afecta o no un
término, con lo que es necesario conocer de antemano las variables libres de los
términos. Para ello, puede utilizarse la técnica utilizada en [Kes(O7], donde las
metavariables son anotadas con un conjunto de variables, que representan las
variables libres de la metavariable. Luego, restaria ver que los lemas utilizados
en la prueba de WCR de oy siguen valiendo para términos puros.

Cabe destacar que si se agregan los lemas[78] y [80] como reglas al célculo, se
generan infinitos nuevos pares criticos, con lo que no es una posibilidad.

9.3 Acercamiento a \es

Como se mencioné en la seccién [2.1] otras variantes de la definicién de “ba-
sura” pueden ser estudiadas, con el objetivo de obtener una version similar a la
definida por Aes.

9.4 Asg.: Garbage collection para \s

En [KR95] se presenta un cédlculo con sustituciones explicitas e indices de
de Bruijn, que resulta de incorporar la metasustituciéon de A\pg como reglas del
calculo, de igual forma que lo hace A\x para A.

Podria estudiarse si una version con garbage collection permite una extensién
que cumpla PSN y MC.

Para ello, podria extenderse el operador 903» para que permita a ¢ ser 0, para
conseguir que ¢Y(a) sea reducir en 1 todos los indices de a. Luego, la regla GC
quedaria como

(GC) ac’h —  @3(b) (sii g FV(a))
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Apéndice A
Demostraciones para Ao

En este capitulo se demuestra el lema [122] necesario para demostrar el lema
Para ello, son necesarios algunos lemas adicionales.
Tomamos la definicién de [Rio93]:

Definicién 117. Sean i > 0,n > 1, se define s;,, como

Sin=1-2-...-1- TH_n_l Son:Tn_l sp1 = id
Lema 118.
1- (Sino T) o Si+1ln
Demostracion. La demostracién es muy simple y se encuentra en [Rio93]. O

Lema 119. Para todo término a en o-f.n., a[s;1] =, a. En particular, a[id] - a
Demostracion. Por induccién en el término:
e a=1:
—1=0:1[id] —vama 1
—i>0:1[1-... i 1] —varcons 1
o a =1 1[M¥][si1] —cios 1[1F o05;1]
Separamos segun k e i. Los detalles de estos pasos se pueden ver en [Rio93].
- Sik<i,
1% 0s;1] = 1[t7 o(1o.. i )] =4 L[k+1-. 0 1] —varcons k+1 = 1[1*]
— Sik >,
It osi] =117 o(1 ... i 19)] =4 L[MHF] = 1117
ea=bec (be)si1] —app b[si1] ¢[si1] —mi be
e a= A\
(AD)[si1]  —abs  AD[1-(s;j101)]

—LIE  Ab[siy11]
—h.i. )\b
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Demostraciones para Ao

Lema 120. Sea s una sustitucién tal que |s| = (m,n). Por lema existen
términos ay, ..., a,, tales que

o(s)=ay ..-am- 1" V o(s)=id
Sea ¢ una variable.
1. Sié > m, entonces o(i[s]) =i+ n —m.
2. Si i <'m, entonces o(i[s]) = a;.

Demostracion. Parte de esta prueba se encuentra en [Rio93], pero la repetimos
aqui por claridad.
Por confluencia de o se tiene que

Tomamos la o-f. n. de s y separamos en casos:
e Sio(s)=id, por lema i[id] —, 1.
e Sii=1,

1. Si 1> m, entonces m =0y o(s) =1". 1[1"] estd en forma normal, y
corresponde a 1 +n —m

2. Si 1 < m, entonces i[ay - ... - G "] —varCons a1 y estd en o-f.n.
o Sii=1[1"1
1o (s)] —Clos 117" oo (s)]
= (T o(t o(...(T 0 1)...))) 0 o(s)]
— Ass 1t o((To(..(T o 1)...)) 0 a(s))]
— Assi=? L[t o(t o(...(T o(T 00 (s))).-..))]
= 1t o(to(..(to(tolar ... am- 1"))).-.))]
1L(i>m)  —sniftconsm 11717 01"
T T oy JF A
2.(0<m)  —gpigconsi—t  Lai o am 7]
—>VarShift a;

Lema 121. Sea a un término en o-f. n., y sea s una sustitucién. Si (Vi € FV(a)) o(i[s]) =i
entonces a[s] - a.

Demostracion. Por estar a en o-f.n. basta con mostrar que o(a[s]) = a.
Se demuestra por induccién en la o-f. n. de a:

104



Demostraciones para Ao

e Caso a = i: Por hipétesis vale.

e Caso a = ay ag: Como FV(a;) C FV(a) para i € {1,2}, vale por h.i. que
a;[s] = a;. Luego,

(a1 a2)[s] —app @1[8] azls] —ni a1 ao
e Caso a = \b: Sea s’ = o(s)
— Si ¢’ =1id, entonces (Ab)[s] — (Ab)[id] —1Emm Ab
—Sis =aj ... am T, con |s| = (m,n),
(AD)[s] = (AD)[s/] —>abs AB[L-(s0 1)]
Luego,
ML (@1 1o )] riap AL anlf] -] )

Sea s” = o(1-a1[f] - ... - am[t]- ") = 1-a} - ...-al,- t"*! para
a; = o(a[t]).

Por hipétesis, sabemos que si ¢ € FV(a), o(i[s]) = i. Por definicién
de FV, parai > 1,1 € FV(Ab) & i+ 1 € FV(b). Luego puede ocurrir

% Sii+1<m++ 1, por lema [T20]
o((i+ 1)L (s'oD)]) = o((i + 1)[s"]) = o
Por lema [120] nuevamente,
o(ifs]) = ilay - .. - am- 1"] = a;

Por hipétesis, o(i[s]) = i, con lo que a; =i (pues a; estd en o-f.n.
y o es CR). Luego,

aj = o(a;[1]) = o(i[t]) =i +1
% Sidi+1>m+ 1, por lema[T20]
o((i+1)1- (o)) =i+1+(n+1)—(m+1)
Como ¢ > m, por lema nuevamente,
o(i[s)) =i+n—m

Por hipétesis, o(i[s]) = 4, luego, por ser ¢ CR, n = m. Con lo
que queda

o((i+D)[s")=i+1+n+1)—(m+1)=i+1

En ambos casos, queda o((i + 1)[1- (so 1)]) =i+ 1.
SileFV(),o(1l[l-(so1)]) =1.
Luego, (Vi € FV(b)) o(i[l - (so 1)]) = i, con lo que se puede aplicar
h. i. Luego,

Ab[1 - (so 1)] = Ab
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Demostraciones para Ao

Lema 122. Sean s una sustitucién y a un término en o-f.n.,
sk da = Aa[l-(so1)] - Aa

Demostracion. Sean:

Vamos a ver que
(Vi € FV(a)) o(i[t']) =i

Para concluir por lema que
Aa[l - (so )] = Aa

Notar que t/ =1-0(so 1)
Por definicién de k& , tenemos dos casos:

e FV(Aa) = 0: Como FV(Aa) = FV(a)\ 1 =0, se pueden dar dos casos:

— FV(a) = 0: Se puede aplicar el lema de forma trivial.

— FV(a) = {1}: Mostramos que se aplican las hip6tesis del lema m
Como

1 [tl] —>VarCons 1

se tiene que

(Vi € FV(a)) o(i[t']) = i

e FV(Xa) # 0: Entonces m = n y (Vi € FV(Xa)) i > m. Luego, como
[1-(so1)] = (m+1,m+ 1), para toda variable ¢ € FV(a) tenemos

sii>1 = i>m+1 A o(i[t']) =Lmmi
sit=1 =— 1[1'(50 T)] —VarCons 1

Luego,
(Vi € FV(a)) o(i[t']) =1

En todos los casos se puede aplicar el lema luego

Aa[l - (so1)] = Aa
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Apéndice B

Programa intérprete de Ao
en Prolog

En este apéndice mostraremos un simple intérprete de Ao realizado en Pro-
log. El predicado contraejemplo busca ocurrencias del término a = 1[t o 1
J[1[1] - id] en todas las posibles derivaciones del término a[s], con s = 1- 1. Este
predicado no se cumple, como muestra la siguiente salida de Prolog

7- [sigmal.
% sigma compiled 0.01 sec, 736 bytes
Yes

?7- contraejemplo.
No

De esta forma se concluye que no siempre para un término a y una sustitucién
s, als] —4 a.

a(sust (sust (one, clos(shift, shift)), cons(sust(one, shift), id))).

s(cons(one, shift)).

contraejemplo :— a(A), s(S), steps(sust(A, S), A).
step (app(A, B), app(C, B)) :— step(A, C).

step (app(A, B), app(A, C)) :— step(B, C).

step (abs(A), abs(B)) :— step (A, B).

step (sust (A,S), sust(B,S)) :— step(A,B).

step (sust (A,S), sust(A,T)) :— step(S,T).

step (cons (A, S), cons(B, S)) :— step(A,B).

step (cons(A, S), cons(A, T)) :— step(S,T).
step(clos (S, T), clos(U, T)) :— step(S, U).
step(clos (S, T), clos(S, U)) :— step(T, U).

% beta
step (app (abs(X), Y), sust(X, cons(Y, id))).
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% varid
step (sust (one, id), one).

% varcons
step (sust (one, cons(A,-)), A).

% app
step (sust (app(A, B), S), app(sust(A,S), sust(B,S))).

% abs
step (sust (abs(A), S), abs(sust(A, cons(one, clos(S, shift))))).

% clos
step (sust (sust (A, S), T), sust(A, clos(S,T))).

% idl
step(clos(id, S), S).

% shiftid
step(clos(shift , id), shift).

% shiftcons
step (clos(shift , cons(-,S)), S).

% map
step(clos(cons(A,S), T), cons(sust(A,T), clos(S,T))).

% ass
step(clos(clos (S, T), U), clos(S, clos(T, U))).

steps (A, B) :— step(A, C), steps(C, B).
steps (A, B) :— step (A, B).

Listing B.1: Archivo sigma.pl
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Apéndice C

Programa intérprete de
Aogc en Java

En este apéndice mostraremos un simple intérprete de Aog. realizado en

Java.

El siguiente archivo muestra la ejecucion para el contraejemplo de Mellies:

package sigmagc;

import java.util.LinkedList;
import java.util.Queue;

public class RecursiveExecutor {

private Sigmagc sigmagc;

public RecursiveExecutor () {

}

sigmagc = new Sigmagc () ;

public long execute(Term t) {

}

long i = 0;
Queue<Term> list = new LinkedList<Term>();
sigmagc.addAllT (list , t);
for (Term term : list) {
i += execute(term) + 1;
}
return i;

public static void main(String [|] args) {

Term appldl = Terms.app(Terms.idFunc (), Terms.one);

Term appldAppldl = Terms.app(Terms.idFunc(), appldl);

Term mellies = Terms.abs(Terms.app(Terms. abs (appIldAppldl),
appldl.clone()));

RecursiveExecutor lpe = new RecursiveExecutor () ;
long i = lpe.execute(mellies);

System.out.println (” Mellies_tiene.” + i 4+ ”_terminos”);
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Listing C.1: Archivo RecursiveExecutor.java

El siguiente archivo contiene la légica de ejecucién de las reglas de Aog:

package sigmagc;

import java.util.HashSet;
import java.util.LinkedList;
import java.util.Queue;
import java.util.Set;

public class Sigmagc {

public boolean afecta(Term t, Sust s) {
int [|] peso s.getPeso();

Set<Integer> fv
return fv.size () >
[

fv(t);
0 &&
] || existsLE(fv, peso[0]));

(peso[0] != peso]l

private boolean existsLE (Set<Integer> vars, int i) {
for (Integer var : vars) {
if (var <= 1)
return true;

}

return false;

}

public Set<Integer> fv(Term t) {
if (t instanceof One) {
HashSet<Integer> list = new HashSet<Integer >();
list .add (1) ;
return list ;

else if (t instanceof Abs) {
Abs a = (Abs) t;
Set<Integer> list = fv(a.t);
Set<Integer> newSet = new HashSet<Integer >(list.size());
for (Integer var : list) {
if (var > 1) {
newSet.add (var—1);
}
}
return newSet;
}
else if (t instanceof App) {
App ap = (App) t;
Set<Integer> fvl = fv(ap.tl);
Set<Integer> fv2 = fv(ap.t2);

fvl.addAll(fv2);
return fvl;

}

else if (t instanceof TSust) {
TSust ts = (TSust) t;
Set<Integer> fvt = fv(ts.t);
Set<Integer> fvs = fv(ts.s);

int[] p = ts.s.getPeso();
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for (Integer var : fvt) {
if (var > p[0]) {
fvs.add(var + p[1l] — p[0]);
}
}
return fvs;
else {
throw new Error(”no_deberia_suceder”);

}
}

public Set<Integer> fv(Sust s) {
if (s instanceof Id) {
return new HashSet<Integer >();

else if (s instanceof Shift) {
return new HashSet<Integer >();

}

else if (s instanceof Cons) {
Cons ¢ = (Cons) s;
Set<Integer> list = fv(c.t);
list .addAll(fv(c.s));
return list ;

}

else if (s instanceof Clos) {
Clos ¢ = (Clos) s;
Set<Integer> fvt = fv(c.sl);
Set<Integer> fvs = fv(c.s2);

int[] p = c.s2.getPeso();
for (Integer var : fvt) {

if (var > p[0]) {
fvs.add(var + p[1] — p[0]);

}
}
return fvs;
else {
throw new Error(”no_deberia_suceder”);
}

}

public void addAllT (Queue<Term> list , Term curTerm) {
if (curTerm instanceof One) {

return;
}
Term t1 = applyBeta(curTerm);
if (t1 != null) {

list .add(t1l.clone());

}

Term t2 = applyGce(curTerm) ;
if (t2 != null) {

list .add(t2.clone());
}

Term t3 = applyVarCons(curTerm) ;
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if (t3 != null) {
list .add(t3.clone());

}
Term t4 = applyAppl(curTerm);
if (t4 != null) {
list .add(t4.clone());
}
Term t5 = applyApp2(curTerm) ;

if (t5 != null) {
list .add(t5.clone());

}

Term t6 = applyApp3(curTerm);
if (t6 !'= null) {
list .add(t6.clone());

}

Term t7 = applyAbs(curTerm) ;
if (t7 !'= null) {
list .add(t7.clone());

}

Term t8 = applyClos(curTerm) ;
if (t8 != null) {

list .add(t8.clone());
}

Term t9 = applyClosGC (curTerm) ;
if (t9 != null) {

list .add(t9.clone());
}

if (curTerm instanceof App) {
App ap = (App) curTerm;
LinkedList <Term> 11 =
LinkedList <Term> 12 =
addAIlT (11, ap.tl);
addAllIT (12, ap.t2);
for (Term stl 11) {

new LinkedList<Term>();
new LinkedList<Term>();

list .add (Terms.app(stl, ap.t2));

for (Term st2 12) {
list .add (Terms.app (ap.tl,
}

else
Abs ab = (Abs) curTerm;

st2));

if (curTerm instanceof Abs) {

LinkedList<Term> 11 = new LinkedList<Term>();

addAlIT (11, ab.t);

for (Object stl 11) {

list .add(Terms.abs ((Term)stl));

}

else
TSust ts = (TSust) curTerm;
LinkedList <Term> 11 =
LinkedList<Sust> 12 =

addAIlIT (11, ts.t);
addAllS (12, ts.s);
for (Term stl 11) {
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list .add (Terms. sust (stl, ts.s));

for (Sust st2 : 12) {
list .add(Terms.sust(ts.t, st2));

}
}
}
public void addAllS (Queue<Sust> list , Sust curSust) {
if (curSust instanceof Id || curSust instanceof Shift) {
return;
}
Sust sl = applyldL (curSust);
if (sl != null) {
list .add(sl.clone());
}
Sust s2 = applyShiftld (curSust);
if (s2 != null) {
list .add(s2.clone());
}
Sust s3 = applyShiftCons(curSust);
if (s3 != null) {
list .add(s3.clone());
}
Sust s4 = applyMap(curSust);
if (s4 !'= null) {
list .add(s4.clone());
}
Sust s5 = applyMapGc(curSust);
if (s5 != null) {
list .add(s5.clone());
}

Sust s6 = applyAss(curSust);
if (s6 != null) {

list .add(s6.clone());
}

if (curSust instanceof Cons) {
Cons co = (Cons) curSust;
LinkedList <Term> 11 new LinkedList<Term>();
LinkedList<Sust> 12 = new LinkedList<Sust>();
addALT (11, co.t):
addAllS (12, co.s);
for (Term stl : 11) {
list .add (Terms.cons(stl, co.s));
}

for (Sust st2 : 12) {
list .add (Terms.cons(co.t, st2));
}

else if (curSust instanceof Clos) {
Clos ¢l = (Clos)curSust;
LinkedList<Sust> 11 = new LinkedList<Sust>();
LinkedList<Sust> 12 = new LinkedList<Sust>();
addAlIlS (11, cl.sl);
addAllS (12, cl.s2);
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for (Sust stl : 11) {
list .add(Terms. clos(stl, cl.s2));
}

for (Sust st2 : 12) {
list .add (Terms. clos (cl.sl, st2));
}

}
}

public Term applyBeta(Term t) {
if (!(t instanceof App)) {
return null;
}
App ap = (App)t;
if (!(ap.tl instanceof Abs)) {
return null;

Abs t1 = (Abs) ap.tl;

Term t2 = ap.t2;

Term tp = tl.t;

Sust s = Terms.cons(t2, Terms.id);
return Terms.sust (tp,s);

}

public Term applyGce(Term t) {
if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

TSust ts = (TSust)t;
if (afecta(ts.t, ts.s)) {
return null;

}

return ts.t;

}

public Term applyVarCons(Term t) {

if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

}

TSust ts = (TSust)t;

if (!(ts.t instanceof One) || !(ts.s instanceof Cons)) {
return null;

}

Cons co = (Cons) ts.s;

return co.t;

}

public Term applyAppl(Term t) {

if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

}

TSust ts = (TSust)t;

if (!(ts.t instanceof App)) {
return null;

}

App ap = (App)ts.t;

if (lafecta(ap.tl, ts.s) || lafecta(ap.t2, ts.s)) {
return null;

}

return Terms.app(Terms.sust(ap.tl, ts.s), Terms.sust(ap.t2, ts.
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s));
}

public Term applyApp2(Term t) {
if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

TSust ts = (TSust)t;

if (!(ts.t instanceof App)) {
return null;

}

App ap = (App)ts.t;

if (lafecta(ap.tl, ts.s) || afecta(ap.t2, ts.s)) {
return null;

}

return Terms.app(Terms.sust(ap.tl, ts.s), ap.t2);

}

public Term applyApp3(Term t) {
if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

TSust ts = (TSust)t;

if (!(ts.t instanceof App)) {
return null;

}

App ap = (App)ts.t;

if (afecta(ap.tl, ts.s) || !afecta(ap.t2, ts.s)) {
return null;

}

return Terms.app(ap.tl, Terms.sust(ap.t2, ts.s));

}

public Term applyAbs(Term t) {
if (!(t instanceof TSust)) {
return null;
}

TSust ts = (TSust)t;
if (!(ts.t instanceof Abs)) {
return null;

}
Abs ab = (Abs)ts.t;

if (lafecta(ab, ts.s)) {
return null;

return Terms.abs(Terms. sust (ab.t, Terms.cons(Terms.one, Terms.
clos(ts.s, Terms.shift))));

}

public Term applyClos(Term t) {
if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

TSust ts = (TSust)t;
if (!(ts.t instanceof TSust)) {
return null;

}
TSust innerTs = (TSust) ts.t;
Term term = innerTs.t;
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if (!afecta(term, innerTs.s) || !afecta(ts.t, ts.s)) {
return null;

}

Sust sust = Terms. clos(innerTs.s, ts.s);

if (lafecta(term, sust)) {
return null;

}

return Terms.sust (term, sust);

}

public Term applyClosGC(Term t) {
if (!(t instanceof TSust)) {
return null;

TSust ts = (TSust)t;
if (!(ts.t instanceof TSust)) {
return null;

}

TSust innerTs = (TSust) ts.t;

Term term = innerTs.t;

if (!afecta(term, innerTs.s) || !afecta(ts.t, ts.s)) {
return null;

}

Sust sust = Terms. clos(innerTs.s, ts.s);

(in
if (afecta(term, sust)) {
return null;

}

return term;

}

public Sust applyldL (Sust s) {
if (!(s instanceof Clos)) {
return null;

}

Clos cl = (Clos) s;

if (!(cl.sl instanceof Id)) {
return null;

}

return cl.s2;

}

public Sust applyShiftId(Sust s) {
if (!(s instanceof Clos)) {
return null;

}

Clos cl = (Clos) s;

if (!(cl.sl instanceof Shift)) {
return null;

if (!(cl.s2 instanceof Id)) {
return null;

}

return Terms. shift ;

}

public Sust applyShiftCons(Sust s) {
if (!(s instanceof Clos)) {
return null;

}
Clos cl = (Clos) s;
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if (!(cl.sl instanceof Shift)) {
return null;

if (!(cl.s2 instanceof Cons)) {
return null;

}

Cons co = (Cons) cl.s2;

return co.s;

}

public Sust applyMap(Sust s) {
if (!(s instanceof Clos)) {
return null;

}

Clos cl = (Clos) s;

if (!(cl.sl instanceof Cons)) {
return null;

}

Cons co = (Cons) cl.sl;

if (lafecta(co.t, cl.s2)) {
return null;

}

return Terms.cons(Terms.sust(co.t, cl.s2), Terms.clos(co.s, cl.

s2));
}

public Sust applyMapGec(Sust s) {
if (!(s instanceof Clos)) {
return null;

}

Clos cl = (Clos) s;

if (!(cl.sl instanceof Cons)) {
return null;

}

Cons co = (Cons) cl.sl;

if (afecta(co.t, cl.s2)) {
return null;

}

return Terms.cons(co.t, Terms.clos(co.s, cl.s2));

}

public Sust applyAss(Sust s) {
if (!(s instanceof Clos)) {

return null;
}

Clos cl = (Clos) s;
if (!(cl.sl instanceof Clos)) {
return null;

}
Clos cl2 = (Clos) cl.sl;
return Terms. clos(cl2.s1, Terms.clos(cl2.s2, cl.s2));

Listing C.2: Archivo Sigmagc.java

Los archivos que se listan a continuacién sontienen la estructura de términos
y sustituciones:

package sigmagc;

import java.io.Serializable;
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public abstract class Term implements Serializable {
public abstract Term clone();

public abstract boolean equals(Object obj);

Listing C.3: Archivo Term.java

package sigmagc;

public class One extends Term {
public Term clone () {

return Terms.one;

public boolean equals(Object obj) {
return obj instanceof One;
}

}

Listing C.4: Archivo One.java

package sigmagc;

public class Abs extends Term {
public Term t;

public Abs(Term toAbs) {
t = toAbs;
}

public Term clone () {
return new Abs(t.clone());
}

public boolean equals(Object obj) {
return obj instanceof Abs && t.equals (((Abs)obj).t);
}

}

Listing C.5: Archivo Abs.java

package sigmagc;

public class App extends Term {
public Term t1;
public Term t2;

public App(Term 1, Term r) {
tl l;

)

t2 = r;

}

public Term clone () {
return new App(tl.clone(), t2.clone());
}
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public boolean equals(Object obj) {
if (obj instanceof App) {
App app = (App) obj;
return t1.equals(app.tl) && t2.equals(app.t2);
}
return false;
}
}

Listing C.6: Archivo App.java

package sigmagc;

public class TSust extends Term {
public Term t;
public Sust s;

public TSust(Term t, Sust s) {
this.t = t;

this.s = s;

}

public Term clone () {
return new TSust(t.clone(), s.clone());
}

public boolean equals(Object obj) {
if (obj instanceof TSust) {
TSust tsust = (TSust) obj;
return t.equals(tsust.t) && s.equals(tsust.s);
}
return false;
}
}

Listing C.7: Archivo TSust.java

package sigmagc;
import java.io.Serializable;
public abstract class Sust implements Serializable {
protected int[] peso;
public Sust () {
peso = new int [2];
}
public abstract int[] getPeso();
public abstract Sust clone();

public abstract boolean equals(Object o);

Listing C.8: Archivo Sust.java

package sigmagc;
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public class Id extends Sust {

public Id ()
peso [0] =

{
0;
peso[1l] = 0

)

public int[] getPeso() {
return peso;
}

public Sust clone() {
return Terms. id ;
}

public boolean equals(Object obj) {
return obj instanceof Id;
}

}

Listing C.9: Archivo Id.java

package sigmagc;
public class Shift extends Sust {

peso[0] = 0

public Shift () {
peso[l] = 1;

}

public int[] getPeso() {
return peso;
}

public Sust clone() {
return Terms. shift;
}

public boolean equals(Object obj) {
return obj instanceof Shift;
}

Listing C.10: Archivo Shift.java

package sigmagc;

public class Cons extends Sust {
public Term t;
public Sust s;

public Cons(Term term, Sust sust) {
t = term;
s = sust;

}

public int[] getPeso() {
int [] pesoS = s.getPeso();

peso [0] = pesoS[0]+1;
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peso [1] = pesoS[1];
return peso;

}

public Sust clone() {
return new Cons(t.clone(), s.clone());
}

public boolean equals(Object obj) {
if (obj instanceof Cons) {
Cons cons = (Cons) obj;
return t.equals(cons.t) && s.equals(cons.s);
}
return false;
}
}

Listing C.11: Archivo Cons.java

package sigmagc;

public class Clos extends Sust {
public Sust sl;
public Sust s2;

public Clos(Sust sl, Sust s2) {
this.sl = sl;
this.s2 = s2;

}

public int[] getPeso() {
int[] pl = sl.getPeso();
int [] p2 = s2.getPeso();

if (pl[l] <= p2[0]) {
peso [0] = p2[0] + pl[0] — pl[1];

peso[1] = p2[1];
else {
peso[0] = pl1[0];
peso[1] = pl[1] + p2[1] — p2[0];

}

return peso;

}

public Sust clone () {
return new Clos(sl.clone(), s2.clone());
}

public boolean equals(Object obj) {
if (obj instanceof Clos) {
Clos clos = (Clos)obj;
return sl.equals(clos.sl) && s2.equals(clos.s2);

return false;

}
}

Listing C.12: Archivo Clos.java

El siguiente archivo contiene métodos de ayuda para construir términos.
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package sigmagc;

public class Terms {
public static Term
public static Sust
public static Sust

public static Term

}

public static Term

return new App(tl,

one = new One() ;
shift = new Shift();
id = new Id();

app(Term t1, Term
t2);

12) {

abs(Term t) {

return new Abs(t);

}

public static Term

}

public static Sust

}

public static Sust

}

public static Sust
return cons (one,

}

public static Sust
return cons (one,

}

public static Term
return sust (one,

}

public static Term

return new TSust(a,

return new Cons(a,

return new Clos (s,

return abs(Terms.

}

public static Term
return sust (one,

}
}

sust (Term a, Sust

s);

cons (Term a, Sust

s);

clos (Sust s, Sust

t);

oneid () {
id);

oneshift () {
shift);

two ()
shift);

idFunc () {
one);

three () {

clos (shift , shift));

Listing C.13: Archivo Terms.java
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