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Resumen

Las légicas hibridas son una familia de logicas modales que incorporan algunas nociones de
identidad. Se caracterizan por incluir constantes (nominales) y, generalmente, algunos operadores
hibridos, como @ ¢ |. El primero, llamado operador de satisfaccion, permite indicar explicitamente
el individuo sobre el cual se predica. El segundo se puede ver como un mecanismo de asignar
nombres a individuos de manera dindmica.

En esta tesis investigamos el efecto que tiene, en términos de complejidad computacional, el
agregado de nominales y operadores hibridos a una légica modal (proceso conocido como hibridiza-
cion), con el foco puesto en el operador |. Es sabido que este es un operador sumamente expresivo:
mientras la 16gica modal béasica es PSPACE-completa, al hibridizarla tinicamente con este ope-
rador obtenemos una légica indecidible. Nuestro objetivo es estudiar hibridizaciones de légicas
modales sub-booleanas (i.e. que no incluyan un conjunto adecuado de operadores booleanos) para
asi delinear de manera maés precisa la expresividad de este operador.

Para ello extendemos con operadores hibridos a NL, un célculo presentado por Lambek en la
década del 60, similar a un sistema de tipos simple para el clculo-lambda, utilizado en lingiiistica
computacional. Este calculo puede ser visto alternativamente como una légica modal sin estructura
booleana. El problema de derivabilidad (o, alternativamente, entailment légico) en este cdlculo
puede ser resuelto en tiempo polinomial. NL es parte de una familia de l6gicas llamadas Categorial
Type Logics (CTL).

Utilizando un sistema de inferencia basado en tableaux, y traducciones de légicas conoci-
das, damos resultados de complejidad para las hibridizaciones de NL que llamamos hCTL(@),
hCTL(@, |) y hCTL(]). En particular, podemos ver que esta tiltima también es indecidible. Este
es un resultado sorprendente, teniendo en cuenta la bajisima expresividad de la légica hibridizada.

11



Agradecimientos

Primero quiero agradecer a Daniel y a Carlos por toda la voluntad, tiempo, y paciencia que pusieron
para hacer este trabajo posible.

También me gustaria agradecer al jurado, por haberse dedicado en la lectura y correccion de esta
tesis.

Ademds, quiero agradecerle a mi familia y amigos, que sin su soporte incondicional, sobretodo en
la dltima etapa, no hubiese podido llegar a este punto.

II1



Indice general

1. Las légicas modales
1.1. Puntode partida . . . . . . . . . .
1.2. La semdntica relacional . . . . . . . .. ...
1.3. La Loégica Modal en la actualidad . . . . . ... ... ... ... ... ... .....
1.4. Sobre los problemas y métodos de inferencia . . . . . . . ... ..o 0oL,
1.5. Las légicas modales en esta tesis . . . . . . . .. ... oL

2. Las légicas hibridas
2.1. Motivacidn . . . . . . oL e
2.2. Lalégica hibrida basica . . . . . . . . . . . ..
2.3. Un binder modal . . . . . . . . .. .

TR W N = =

7.

8.

2.4. Algunos resultados en el area . . . . . . . ... oL

Las logicas de categorias

3.1, Motivacion . . . . ..o
3.2. CTL como légicamodal . . . . . . . ... . .

Hibridizando CTL

4.1. Laldgica hCTL(Q@Q, [). . . . . o o i
4.2. Un tableaux para hCTL(Q, |) . . . . . . . . . . o e

. Cota inferior para hCTL(Q@)

La 16gica hCTL(@Q, |) es indecidible
Indecidibilidad sin @

Conclusiones

A. Demostracion del Lema 7.5

v

[ BEN I eI}

23

28

35

48

50



Capitulo 1

Las légicas modales

1.1. Punto de partida

Aunque podriamos encontrarnos con Ildgicas modales en el trabajo de Aristételes [Bochenski,
1961], no es sino hasta el ano 1918 que podemos ver un claro origen de las l6gicas modales
contemporaneas en tanto disciplina matematica con un sistema axiomético formal, en el articulo
Survey of Symbolic Logic de C.I. Lewis [Lewis, 1918].

Lewis considera, a partir de [Whitehead and Russell, 1925], las implicaciones ¢ = v en las que
la veracidad de la afirmacién estd dada por el contexto en el cual se estd hablando (contingencia),
y en las que es una verdad universal.

En 1932 [Lewis and Langford, 1932] Lewis introduce el operador modal & que representa
posibilidad, con el que define la implicacién estricta — de la siguiente manera: ¢ +— ¢ = O (@ A
—p). Este operador se puede leer como: Es ldgicamente inconcebible que ¢ sea verdadero y 1) falso
a la vez.

Se dice que < es un operador modal porque indica un modo de verdad. Cuando < toma el
modo de posibilidad, lo podemos usar para distinguir lo que es verdadero (o falso) de lo que podria
ser verdadero (o falso). Mds atin, si definimos Op = =, el operador O estarfa capturando la
nocion de necesidad. Como vemos hay una relacion muy estrecha entre necesidad y posibilidad, y
cuando dos operadores cumplen esta propiedad se dice que son duales, tal y como ocurre en la
l6gica de primer orden entre el ¥V y el 3. Curiosamente el operador O no aparecié publicado hasta
el afio 1946 (en un paper de R. Barcan).

Asi como interpretamos el operador ¢ como posibilidad, podriamos haberlo interpretado como
deseo y pensar el significado de Ollueve como “desearia que estuviera lloviendo”. Pero si queremos
capturar efectivamente un significado determinado, como posibilidad, tenemos que dar un paso mas
y ver que las inferencias hechas con este sistema tienen sentido. Inferir que Cllueve dado que llueve
es correcto si & representa posibilidad, pero es incorrecto si el significado de & es deseo: Si llueve,
claramente es posible que llueva, pero que llueva no implica “desearia que estuviera lloviendo”.
Formalmente, la férmula llueve = <llueve es vélida en un caso y no en el otro. Para llegar a
esto, Lewis analiza en sus trabajos distintos sistemas aziomdticos, que son sistemas formales que
consisten en axiomas y reglas de deduccién, en los que se pueden obtener teoremas por medio de
pruebas formales. A partir de estos estudios surgié el interés de capturar sintdcticamente otros
modos tales como obligacion, creencia, conocimiento, demostrabilidad... que hasta este momento
sélo eran conceptos de la intuicion.

Uno de los estudios particularmente interesante en el drea fue el de representar y razonar sobre
conceptos temporales. Estas l6gicas temporales (temporal logics o tense logics) fueron introducidas
por Arthur Prior [Prior, 1957; Prior, 1967] al analizar los argumentos del l6gico estoico Diodorus
Chronos, quien definié que una proposicién es posible cuando es verdadera o lo serd. Motivado por
esto, Prior concibié la idea de utilizar un sistema légico con operadores temporales andlogos a los
de la légica modal, y asi introdujo los siguientes conectivos:
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Conectivo | Interpretaciéon

En algin instante en el futuro
En algiin instante en el pasado
Siempre ocurrird que

Siempre ha ocurrido que

TR

Los operadores F' 'y P son modalidades como <, siendo G y H sus duales (es decir, para
una férmula ¢, Gy puede definirse como —=F—y¢ y Hy como = P-¢y). A éstos se les suele llamar
cominmente operadores temporales (o tense operators) y a la légica se la suele llamar K.

Una limitaciéon que podemos apreciar en las 16gicas modales que hemos mencionado hasta el
momento es el hecho de que no podamos referirnos a objetos particulares. En cierto sentido, las
logicas modales que hemos visto, pueden pensarse como extensiones de la légica proposicional,
sin una estructura de términos como la que usamos en logica de primer orden para referirnos a
objetos particulares del dominio. Por ejemplo, en K; no podemos referirnos a instantes precisos en
el tiempo, no podemos hablar de “ayer” o “el jueves préoximo”, sino que esta légica razona sobre
momentos indeterminados del futuro o del pasado. Es ya en los trabajos de Prior que se menciona
este problema de expresividad de las légicas modales clasicas, y se propone también una solucién.
Veremos una de las maneras de enriquecer el poder expresivo de la 16gica modal en el Capitulo 2,
cuando introduzcamos las légicas hibridas.

Otra particularidad de K; es que introduce méas de una modalidad (F'y P), las cuales no pueden
definirse una en funcién de la otra. Cuando esto ocurre, decimos que la légica es multi-modal.
Definiremos ahora en forma genérica el lenguaje utilizado para notar las légicas multi-modales.

Definicién 1.1. Sean los siguientes conjuntos contables y disjuntos: PROP de simbolos de propo-
sicién, y REL de simbolos de relacion. Definimos las férmulas bien formadas (FBF) de una légica
multi-modal como:

FBF =:=p| - | oA | (r)e

con p € PROP, r € RELy p,v¥ € FBF. El operador [r] se define como [r]p = —(r)—¢. El resto
de los operadores légicos habituales se definen de la forma usual. En los casos en que REL sea
un conjunto unitario, usaremos < y O para notar operadores modales, y los operadores F' y P de
Prior los representaremos como (F) y (P) respectivamente.

1.2. La semantica relacional

Discutimos hasta ahora las légicas modales desde un punto de vista puramente sintactico.
Una de las caracteristicas fundamentales de la légica moderna es que la perspectiva sintdctica
se complementa con una contrapartida semantica. Por ejemplo, si s6lo contamos con un aparato
sintactico, la Uinica forma vélida de obtener teoremas es la aplicacién recursiva de reglas de inferen-
cia hasta llegar al teorema deseado. ;Cémo probamos entonces que una férmula no es un teorema?
Tenemos que argumentar que no existe forma de derivarla en nuestro sistema de inferencia, lo que
puede ser extremadamente complejo.

Un avance importante en la logica en general, y en la légica modal en particular fue el uso
de técnicas algebraicas para estudiar los sistemas modales: podemos agregar un operador para
interpretar < sobre un algebra Booleana y asi obtener las llamadas dlgebras modales. Lo que se
intentaba a partir de la década del sesenta, era interpretar mediante estructuras matematicas los
sistemas modales y asi darles una semdntica, lo cual simplifica enormemente la forma de trabajar
con las légicas. Estudios particularmente importantes fueron los de Samuel Kripke [Kripke, 1959;
Kripke, 1963a; Kripke, 1963b], que introdujo los llamados modelos de Kripke, las estructuras que
comunmente se utilizan como modelos de las 1égicas modales. Hoy en dia, desde el punto de vista
de las Ciencias de la Computacién, un modelo de Kripke no es més que un multigrafo dirigido con
nodos etiquetados por conjuntos de simbolos proposicionales:
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Definicién 1.2 (Modelo de Kripke). Un modelo de Kripke se define como una estructura M =
(W, (R™M)rerprL, V), en donde

W' es un conjunto no vacio
RM CW x W es una relacién binaria VR € REL
V(p) CW Vpe PROP.

Comunmente se llama mundo, nodo o estado a cada w € W, relaciones de accesibilidad a cada
RM, v waluacion a la funcién V.

Kripke se inspiré en el planteo de Leibniz, quien definié (aunque no literalmente) que lo ver-
dadero es lo que ocurre necesariamente cuando su negaciéon implica una contradiccién, y que hay
tantos mundos posibles como cosas puedan concebirse sin contradiccion.

Intuitivamente podemos ver a cada nodo de un modelo de Kripke como un mundo posible y
a las relaciones de accesibilidad como las distintas modalidades: imaginemos que estamos en un
contexto, uno de estos mundos posibles, supongamos que se llama a, y digamos que queremos ver
si (R)llueve en este mundo: interpretando al (R) como posibilidad querriamos ver si este mundo
en el que estamos parados estd relacionado con algin otro mundo en el que llueve. La decisién
de si en un mundo vale o no una proposicién estd dada por la valuacién, entonces a es uno de
los mundos en que llueve cuando a € V(llueve). Consideremos un ejemplo concreto. Tomemos el
modelo

M = {a,b,c}, {R™(a,b), R (a,c)}, V(llueve) = {b})

evaluamos ahora la férmula (R)llueve desde el mundo posible a. (R)llueve serd efectivamente cierta
en a ya que puedo moverme por la relacién de accesibilidad a un mundo en el que llueve. Decimos
entonces que el modelo M en el mundo a, satisface la férmula (R)llueve, y lo notamos M,a
(R)llueve. Por otro lado, también puede no llover, ya que desde a puedo acceder a c. En otras
palabras, no es necesario que llueva, M, a F~ [R]llueve. Veamos ahora la definicién formal de la
relacién = que se define dado un modelo M, un elemento w en el dominio de M y una férmula

®.

Definicién 1.3 (Interpretacién de una férmula). Dado un lenguaje modal definido sobre PROP
y REL, y una estructura M = (W, (RM)¢cgrz, V), w € W, la relacién de satisfaccién = se define
recursivamente como:

MowEp sii weV(p), pe PROP

M, w = - sii M,w ¢, ¢ € FBF

MuwkEpAy si MwEepy MwlE1Y, p,¢ € FBF

MwE (R sii FweW /[ (ww)eRMy Mw ¢, RE REL

Cuando para todo w € W se cumpla M, w = ¢ diremos simplemente M = ¢, en cuyo caso
se dice que la férmula ¢ es vdlida en el modelo M. A esta légica modal se la llama [dgica modal
basica (notada comunmente K o LMB).

1.3. La Légica Modal en la actualidad

Actualmente las l6gicas modales se han convertido en herramientas ampliamente utilizadas,
principalmente en diversas areas de la Lingiiistica y la Computacién; con aplicaciones tales como
especificacién y verificacién de sistemas [Manna and Pnueli, 1992], representacién de conocimiento
[Areces and de Rijke, 2001], y planning en inteligencia artificial [Bacchus and Kabanza, 2000].
Quizds se deba a su capacidad de balancear poder expresivo con complejidad computacional (ver
Seccién 1.4), y a su versatilidad en tanto que se puede hacer una suerte de ingenieria de légicas
dependiendo de las aplicaciones y las propiedades buscadas.

Podemos mencionar como ejemplo la 16gica PDL (Propositional Dynamic Logic) [Fischer and
Ladner, 1979], con infinitas modalidades y usada para modelar el comportamiento de programas.
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En esta légica para cada programa (no deterministico) 7 vamos a tener una modalidad (r), en la
que la interpretacién de (m)¢ va a ser: “alguna ejecucién que termina de 7 desde el estado actual
nos lleva a un estado donde vale ¢”. PDL hace explicita la estructura inductiva de los programas,
y permite estudiar la forma en la que los programas se pueden componer, iterar, etc. formando
nuevos programas.

Otras l6gicas que vale la pena mencionar son las 16gicas para la descripciéon (description logics
o DL). Las DL [Baader et al., 2003] son una familia de 16gicas utilizadas principalmente para
construir sistemas de representacién de conocimiento (knowledge representation systems o KRS).
Estos sistemas estdn formados por una base de conocimiento (knowledge base) y una serie de
servicios de razonamiento (reasoning services). Una base de conocimiento la podemos dividir en
el conjunto de conceptos, relaciones y reglas que regulan el universo que estamos modelando y en
una serie de hechos concretos acerca del mismo.

Con légicas como éstas se vuelve cada vez mas evidente que la complejidad computacional y
eficiencia algoritmica juega un papel mas que importante en la practicidad de las aplicaciones.

1.4. Sobre los problemas y métodos de inferencia

Ahora bien, sabemos que hay distintos problemas que las 16gicas modales ayudan a modelar
(o representar) de una u otra manera, pero una vez que modelamos el problema jqué es lo que
podemos querer hacer con una légica modal?.

Hay diversas tareas de inferencia que son de interés, por ejemplo podemos querer ver si dada
una férmula y un modelo, la férmula es wvdlida en el modelo. A éste se lo llama un problema
de chequeo de modelos (o model checking) [Manna and Pnueli, 1992]. Podemos querer también
encontrar, dado un modelo y un elemento, una férmula que lo describa univocamente. Este es un
problema de generacidn de descripciones [Areces et al., 2008]. También podriamos querer saber
si una férmula es verdadera en todo mundo de todo modelo (i.e., si la férmula es universalmente
vdlida), a este problema se le llama problema de validez. Un problema relacionado al de la validez
es el de la satisfacibilidad, que requiere determinar dada una férmula si existe un modelo y un
mundo que la satisfagan. Estos ultimos dos problemas se dicen duales ya que una férmula ¢ es
valida si y sélo si - es insatisfacible.

Otro problema que nos va a interesar particularmente en esta tesis, es el de entailment semdnti-
co, 0 entatlment, que es una nocién semantica de consecuencia. En este problema, dados un con-
junto de férmulas I' y otra férmula , vamos a querer saber si en todo modelo y todo mundo donde
valen todas las férmulas de T", también vale . Se lo nota I' = ¢, y un ejemplo que podemos ver
en la légica modal es el siguiente:

O(a A D) A Oc = Ga A Ob

ya que si el mundo inicial tiene un sucesor (en el que vale ¢), y en todos los sucesores valen a y
b a la vez, sabremos en particular que ese mundo inicial tiene un sucesor en el que vale a y otro
(quizds el mismo) en que vale b.

Para intentar resolver estos problemas, existen distintos métodos de inferencia. Usualmente
requerimos que estos métodos sean al menos correctos, es decir, que en el caso de responder a
un problema de inferencia, retornen la respuesta adecuada. En muchos casos queremos que el
método sea también completo, es decir, que dé un resultado para cualquier instancia arbitraria del
problema. Usualmente el simbolo - representa una derivacién sintactica en el sistema de inferencia.
Por ejemplo, en el caso del problema de entailment, cuando el sistema de prueba es completo, las
nociones de consecuencia semantica (=) y sintdctica () coinciden.

Si ademaés estamos interesados en aplicaciones computacionales, usualmente querremos que
estos métodos sean también decidibles, y si es posible de baja complejidad. Por ejemplo, el pro-
blema de satisfacibilidad de la légica proposicional es completo para la clase de complejidad NP
(problemas que pueden ser resueltos por una Méquina de Turing no deterministica en tiempo po-
linomial respecto del tamafio de la entrada). Existen ademds métodos como el de Davis-Putnam
[Davis and Putnam, 1960], Tableaux [D’Agostino et al., 1999] o Resolucién [Robinson, 1965] que
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son correctos y completos para problemas de complejidad NP. De hecho, el problema de SAT para
LP (la l6gica proposicional) fue el primer problema identificado como perteneciente a la clase de
complejidad NP-complete.

Teorema 1.1. [Cook, 1971] El problema de satisfacibilidad para la ldgica proposicional es NP-
complete.

El problema de satisfacibilidad para la légica de primer orden, en cambio, es indecidible. Es
decir, no existe un método correcto y completo que garantice una respuesta en un nimero finito
de pasos. O sea, que no puede existir un método que dada una féormula arbitraria de la légica de
primer orden nos devuelva el resultado correcto a la pregunta “;existe un modelo donde la férmula
sea satisfecha?”, estando seguros que vaya a terminar en algiin momento.

Teorema 1.2. [Church, 1936; Turing, 1936] El problema de satisfacibilidad para la ldgica de
primer orden es indecidible.

En particular sabemos que la 16gica modal bésica (K) es un fragmento de la 16gica de primer
orden, pero es un fragmento decidible de la misma. Su complejidad computacional es PSPACE-
complete.

Teorema 1.3. [Ladner, 1977] El problema de satisfacibilidad para la 16gica modal bdsica es
PSPACE-complete.

1.5. Las logicas modales en esta tesis

Tomando como ejemplo a las 1égicas clasicas, la proposicional tiene buenas propiedades compu-
tacionales lo que le da la capacidad de resolver problemas en ella algoritmicamente, aunque las
aplicaciones que pueden darsele estdn bastante limitadas por su poder expresivo. La logica de pri-
mer orden, por otro lado, tiene una mayor capacidad de expresién en desmedro de la decidibilidad.
Gracias a las 16gicas modales, presentadas en este capitulo, podemos tomar las caracteristicas que
nos sean convenientes de distintas 16gicas para intentar obtener la logica “justa” y el modelado
buscado.

En esta tesis vamos a combinar varios operadores modales, y en particular propondremos un
método de inferencia completo para la légica resultante, basado en tableaux. Estudiaremos su
complejidad computacional, y la de algunos fragmentos.

En el Capitulo 2 vamos a introducir las 16gicas hibridas, extensiones de las 16gicas modales
que incluyen una nocién de identidad. En particular, presentamos el operador hibrido |, que nos
permite nombrar mundos del modelo. Suele ocurrir que una légica que incluye | sea indecidible.

Nos preguntamos si la pérdida de decidibilidad se debe a la interaccién con la base booleana
de las logicas. Por ello, en el Capitulo 3 presentaremos CTL, un célculo presentado por Lambek,
similar a un sistema de tipos simple para el calculo lambda, con aplicaciones lingiiisticas, y que
puede verse como una légica modal sin operadores booleanos.

El objetivo de éste trabajo es entonces analizar la interaccion de CTL con el operador hibri-
do |. Para esto introduciremos la l6gica hCTL, o sea, hibridizaremos CTL en el Capitulo 4, y
presentaremos un sistema de tableaux que demostraremos consistente y completo. A partir del
mismo, en los Capitulos 5, 6 y 7 podremos estudiar la complejidad computacional del problema
de entailment de la 16gica hCTL, utilizando como principal herramienta las traducciones entre
distintas légicas.



Capitulo 2

Las légicas hibridas

2.1. Motivacion

Una de las limitaciones que habiamos mencionado al analizar la 16gica temporal béasica de Prior,
es que no podiamos referirnos a instantes precisos en el futuro o en el pasado, no podiamos expresar
conceptos como “ayer llovié” o “la semana que viene granizard”. De hecho esta limitacion no es
inherente a la légica temporal. En general podemos pensar las 16gicas modales como lenguajes que
nos permiten describir un modelo desde una perspectiva interna: estamos parados en un contexto,
en un mundo en particular del modelo, y podemos movernos por las relaciones de accesibilidad
a otros mundos y seguir evaluando desde ahi. Pero no podemos ir a algiin mundo especifico en
particular, ni podemos distinguir cuando dos nodos son o no el mismo, ni tampoco podemos volver
al mundo del que partimos con la certeza de que sea el mismo, y no uno suficientemente parecido
(indistinguible).

Como respuesta a esta limitacién expresiva, surgen las ldgicas hibridas. Las logicas hibridas son
extensiones de las logicas modales, capaces de referirse explicitamente a estados particulares del
modelo. Esta caracteristica los hace particularmente ttiles en una variedad de aplicaciones, para
las cuales son frecuentemente incluso el lenguaje que naturalmente surge como representacién . Las
l6gicas hibridas usan férmulas atémicas, llamadas nominales, para referirse a estados particulares
de un modelo. Un nominal es verdadero en exactamente un estado de un modelo dado, a diferencia
de las proposiciones que denotan conjuntos de estados. Ya Prior en sus trabajos utilizé la idea
de nominales en lenguajes altamente expresivos, que incluian el cuantificador universal clasico V
[Prior, 1968].

Usualmente, notamos los nominales con los simbolos i, j, k... Vedmoslos ahora en accion.
Consideremos la féormula:

=00 AP)AO(EAG) = O(pAg).

Si el antecedente de ¢ es satisfecho en un mundo w del modelo, eso significa que el mundo
que tiene el nominal ¢ debe ser accesible desde w, y tanto p como ¢ deben valer en ese mundo,
y por tanto ¢ es una férmula vilida. Ahora bien, si en lugar de i pusiésemos una proposicién r
cualquiera, ¢ dejaria de ser véalida ya que del estado w podria acceder a dos estados distintos,
uno donde (r A p) es cierta y otro donde vale (r A ¢), y por lo tanto el antecedente no asegura la
existencia de un estado accesible donde ambos p y ¢ sean ciertos.

2.2. La légica hibrida basica
La logica hibrida bdsica ofrece mas que nominales: nos permite armar férmulas del estilo @;¢,

siendo ¢ un nominal. El operador @ se llama operador de satisfaccion, y podemos interpretar
intuitivamente @;p como “el mundo en que vale i satisface ¢”. Notemos que sin importar en
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qué mundo estemos “parados”, esta férmula nos hace saltar directamente al tnico mundo en el
que vale 7. Es decir, sin importar el mundo del modelo en el que estemos, @, refiere directamente
a la verdad o falsedad de ¢ en el mundo nombrado por i. A las férmulas de la forma @Q;p las
llamamos (no muy originalmente) férmulas-Q.

Veamos entonces formalmente la sintaxis de la ldgica hibrida bdsica, notada H(@), agregando
nominales y el operador @ a la logica modal bésica:

Definicién 2.1. Sean los siguientes conjuntos contables y disjuntos: PROP de simbolos de pro-
posicion, NOM de nominales, REL de simbolos de relacién, y llamemos dtomos al conjunto
AT = PROP U NOM. Definimos las férmulas bien formadas (FBF') de la 16gica H(@) como:

FBF :=a|—-¢ | oA | (r)p| Q.

cona € AT, r € REL, i € NOM y ¢,% € FBF. El resto de los operadores 16gicos habituales se
definen de la forma usual.

Como vemos en la precedente definiciéon, pueden usarse nominales en los contextos en que se
podian usar en LMB las proposiciones, aunque no a la inversa. Es mediante la definiciéon de modelo
hibrido que aseguramos que cada nominal denote exactamente un mundo.

Definicién 2.2 (Modelo hibrido). Un modelo hibrido es una estructura M = (W, (R™)pe rgr, V)

donde
W es un conjunto no vacio

RM CW x W es una relacién binaria VR € REL
V(p) CW Vpe PROP
V(i)={w} CW Vie NOM.

Como vemos, la diferencia entre las féormulas atéomicas que veniamos usando hasta el momento
(proposiciones) y los nominales, es que para un nominal ¢, V(i) es un conjunto unitario. La valua-
cion fuerza que cada nominal valga en exactamente un punto del modelo.

Definicién 2.3 (Interpretacién de una férmula de H(@)). Dado el lenguaje hibrido definido
sobre PROP, NOM, y REL, y una estructura M = (W, (R™)gerpr, V), w € W, la relacién de
satisfacibilidad = se define recursivamente como:

MwEDp sii weV(p), pe PROP

Miw =1 sii weV(i), i€ NOM

Mw E - sii M,w £~ p, ¢ € FBF

MwEpAY sii MwkEey M,wkE1Y, g, € FBF

M,wE (R)p  sii Jw' € W tal que (w,w') € RM y M,w' = ¢, ¢ € FBF, R € REL
M,wEQp  sii M,w = ¢ donde V(i) = {w'}, ¢ € FBF.

Es facil ver que cualquier férmula-@ verifica que si M, w | @Q;p, entonces M = Q;p. Otra carac-
teristica que vale la pena observar es que el operador @ es su propio dual: @;p = =@; .

Con H(Q) entonces podemos saltar por los distintos mundos nombrados del modelo, y re-
ferirnos a ellos directamente. Por ejemplo, interpretando un operador modal como limita con,
podemos expresar “llueve en Grecia y en un pais que limita con China estd nublado” de la si-
guiente manera: (Qgreciallueve) A (QcpinaOnublado), y estd claro en este ejemplo que no importa si
estamos enunciando la proposicién en Repiblica Checa o en Argentina, la férmula debe mantener
su valor de verdad.

2.3. Un binder modal

Tanto en los trabajos de Prior como en trabajos subsiguientes, se utilizaron ademés de nomi-
nales, algtin tipo de cuantificador. El agregado de operadores de cuantificacién extendia el poder
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expresivo del lenguaje, pero al mismo tiempo incrementaban la complejidad de las distintas ta-
reas de inferencia. En la bisqueda de lenguajes expresivos de menor complejidad, se investigaron
binders (operadores que ligan variables a mundos o conjuntos de ellos) méas débiles. Un operador
particularmente interesante es el | [Blackburn and Tzakova, 1999; Blackburn and Seligman, 1998],
que nos permite nombrar los mundos por los que pasamos a medida que evaluamos, ligindolo a
una vartable.

Al agregar este nuevo operador a la sintaxis de la 16gica H(@), se obtiene la 16gica llamada

H(Q, |).

Definicién 2.4. Sean los siguientes conjuntos contables y disjuntos: PROP de simbolos de propo-
sicion, NOM de nominales, VAR de variables, REL de simbolos de relacién. Llamemos también dto-
mos al conjunto AT = PROPUNOMU VAR, y simbolos de estado al conjunto SE = NOM U VAR.
Definimos las fdrmulas bien formadas (FBF') de la légica H(Q, |) como:

FBF :=a|~p oAy [ (R)p| Q| |20
cona € AT, R€ REL, s € SE, x € VAR y ¢,% € FBF. El resto de los operadores 16gicos habi-
tuales se definen de la forma usual. Como podemos observar, también se puede utilizar el operador
@ en combinacién con una variable, ya que en cada momento una variable puede hacer referencia
a un estado a lo sumo. Las nociones de variables libres y ligadas estdn definidas andlogamente a
las de la légica de primer orden, con | como tnico binder.

Definicién 2.5 (Interpretacién de una férmula de H(@, |)). Dado el lenguaje hibrido definido
sobre PROP, NOM, VAR y REL, y una estructura M = (W, (R™)perpr, V), w € W. Una asig-
nacidn g para M es una funcién g : VAR = W. Definimos g[x/w] como g[z/w](y) = g(y),Vy #x y
glz/w](z) = w, z,y € VAR. La relacién de satisfacibilidad = la definimos entonces recursivamente
como:

M,w,g Ep sii - weV(p), p€ PROP
Mw, g Ei sii. weV(i), i€ NOM
Mw, g =z sii g(z) =w, v € VAR

Myw, g E —p sii. M,w, gt~ o, ¢ € FBF

Maw,gEpeAY sii MwgEpy MwEY, g, € FBF

M,w,g = (R)p sii Fw € W tal que (w,w') € RM y M,w',g =9, R€ REL, ¢ € FBF
Mw, g = Qp sii M,w',g = ¢ donde V(i) = {w'}, ¢ € FBF

Mow, g E lxz.p  sii M,w,glz/w] E ¢, ¢ € FBF

Mw,g Qo sii M,g(x),9 F », ¢ € FBF.

Cuando para todo w € W se cumpla M, w,g = ¢ diremos que M, g = ¢. Cuando ademds
sea vélida para toda valuacién g, lo notaremos como M = ¢. Podemos observar también, a partir
de esta interpretacion, que el operador | es su propio dual: claramente, —|x.p < |z.-¢ es
universalmente vélido.

Analicemos la férmula ¢ = |[n.(On): nos estd diciendo que nos ligamos el estado actual a
la variable n, luego nos movemos por la relacion de accesibilidad a un estado, y en ese estado
vale n, por lo tanto estamos diciendo que el estado inicial, desde el que partimos evaluando,
estd relacionado consigo mismo. Vemos entonces que ¢ expresa la reflexividad del estado. Si por
ejemplo interpretamos a los mundos como niimeros naturales, y a la modalidad ¢ como <, para
el nimero n en el que evaluamos, n < n. En particular, esto deberia ser asi para todo nimero
del modelo, sabemos entonces que VV, (IN, <, V) = |[n.(On). De esta manera podriamos expresar
también la irreflexibidad de un modelo M, a través de la férmula M = |z.(O-x).

2.4. Algunos resultados en el area

Volviendo al tema de la complejidad computacional, como habfamos dicho en la Seccién 1.4,
el problema de satisfacibilidad (cominmente denominado SAT) para K es PSPACE-complete.
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Si bien H(@) tiene un mayor poder expresivo, incorporando una nocién de igualdad, su proble-
ma de satisfacibilidad sigue siendo PSPACE-complete. La 16gica temporal K; también tiene una
complejidad PSPACE-complete, pero si la enriquecemos con tan sélo un nominal, ya pasa a ser
EXPTIME-complete. Como vemos, no suele ser tarea facil predecir la complejidad de un problema
de inferecia para una légica dada. La légica H(@, |) tiene un poder expresivo tan grande que su
problema de validez se vuelve indecidible. Incluso sin el operador @, i.e., la 16gica modal basica
extendida con el operador |, H(]), es ya indecidible.

Teorema 2.1. [Areces et al., 1999; Blackburn and Seligman, 1995]
= El problema SAT para H(Q) es PSPACE-complete.
= El problema SAT para K; con un nominal es EXPTIME-complete.
= El problema SAT para H(|) es indecidible.

Aun si restringimos H(]) a fragmentos sin ocurrencias anidadas de |, el lenguaje sigue siendo
indecidible [Marx, 2002]. Si restringimos la clase de modelos a estructuras lineales, entonces H()
es decidible sélo si existe una tunica relacion de accesibilidad, pero el lenguaje bimodal es ya
indecidible [Schneider, 2007]. Hasta el momento casi no se conocen légicas decidibles interesantes,
que al hibridizarlas con | no se vuelvan indecidibles.

Las légicas hibridas ademas de agregar poder expresivo, también tuvieron efecto en el drea de
teorfa de la prueba modal [Blackburn, 2000b]. Usando @ y nominales, es posible internalizar los
célculos de deduccién via etiquetas (labelled deduction), desarrollados para légica modal [Black-
burn, 2000a]. En el Capitulo 4 vamos a mostrar que podemos utilizar ideas similares al disefiar un
célculo de tableaux para légicas categoriales hibridas.



Capitulo 3

Las légicas de categorias

3.1. Motivacion

Las graméticas de categorias, gramaticas basadas en cdlculo sintactico, tienen sus origenes en
el calculo de Adjukiewicz de 1935. Aunque no fue hasta los cincuentas que el algebrista J. Lambek
introdujo el lenguaje bdsico de tipado de categorias (llamado CTL, Categorial Type Logics, o
Lambek calculus).

Este lenguaje, que fue estudiado por distintas razones y en distintas areas desde su nacimiento,
proviene del andlisis algebraico del sistema deductivo. Fueron Lambek y Szabo quienes luego
miraron al sistema deductivo como un grafo con estructura adicional, o equivalentemente como
una categoria con ecuaciones faltantes [Lambek, 1968; Lambek and Scott, 1986].

Podemos ver a este lenguaje como una manera de representar ecuacionalmente las categorias
en el campo de la teoria de categorias algebraica, y parte del trabajo siguié por ese camino; uno
de los precursores més relevantes fue Lawvere [Bell, 2005]. También puede ser vista la l6gica de
categorias como una teoria de tipos. Desde esta perspectiva, Lambek establecié su similitud con
el sistema de tipos simple para el célculo-A [Lambek and Scott, 1986]. Con la llegada de la Légica
Lineal, se vio que este calculo es también una légica subestructural.

Este lenguaje es también usado en el area del Procesamiento del Lenguaje Natural, para
razonar sobre distintos fenémenos lingiiisticos, y describir relaciones estructurales complejas. Se
lo usa como un sistema de inferencia sintdctica de categorias (entendiendo en este caso categorias
como elemento lingiiistico: sustantivo, verbo, etc.).

i Pero en qué consiste este calculo? Uno de los conceptos que CTL intenta capturar, es el de
direccionalidad. Para esto posee un operador de composiciéon e no conmutativo, lo que quiere decir
que el orden de los términos afecta la composicién: (A e B) no es lo mismo que (B e A). Por
ejemplo, si decimos “sali a la calle y llovié”, no es lo mismo que si decimos “llovié y sali a la calle”.
En este caso, y en general en el lenguaje natural, la composicién no es conmutativa. El lenguaje
posee ademads una implicaciéon —, pero dada la no conmutatividad de la composicion, se quiere
que Ae (A — B)F B, mientras que (por no ser e conmutativa) (B — A) e A I/ B. Entonces surge
naturalmente la necesidad de una segunda implicacién < que haga vélido (B «— A) e A+ B.

Hay distintas variaciones que se utilizan habitualmente de Lambek calculus. La version que
utilizaremos en esta tesis es la no asociativa, llamada NL. A la asociativa se la conoce como L,
que es la mas comun.

La tripla de operadores (—,e, <) estdn gobernados por la propiedad llamada residuacidn
[Birkhoff, 1967; Moortgat, 1996]. La propiedad de residuacién se origina en el estudio de mapeos
con preservacioén de orden [Blyth and Janowitz, 1872]. En cualquier orden parcial con una operacién
e que funcione como “producto”, un residual (a derecha) para un elemento a con respecto a b, es
el maximo c tal que bec sea menor o igual a a. Cuando existe residual para todo par de elementos
en la estructura, podemos definir una funcién — que devuelva dicho residual. Si esto ocurre, se
dice que e y — son residuados. Si el operador e no es conmutativo, también se puede definir la
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nocién de residuacién a izquierda, notandola <. Como ejemplo podemos tomar el conjunto de
los ntimeros racionales sin el 0, y dado cualquier racional a, el residual con respecto a algin b
serd simplemente 7, y las operaciones producto y divisién seran las funciones residuadas. Veamos
formalmente la definicién de residuacién para pares y ternas residuadas.

Definicién 3.1 (Residuacién). Sea S; = (A;,C4,) un conjunto parcialmente ordenado. Un par
de funciones (f,g) tal que f: A; — Ay y g: Ay — Ay forman un par residuado cuando:

fr Ca, vy sit
Vee Aj,ye A 2
LY 2( z Ca, gy

Una terna de funciones (f,g,h) tal que f : Ay xAg — Ag, g: A1 x A3 — Ag, yh: Agx Ay — Aq
forman una terna residuada cuando

flz,y) Ca, 2 511
Ve € Ay,y € Ag,z € A3 y Ca, g(x,2) sii
z Ca, hizy)

Si tomamos el conjunto parcialmente ordenado en el que los elementos son las FBF', y la
relacién de orden es la de derivacién, podemos analizar la residuacion en el contexto de las 1égicas.

En el Capitulo 1 ya vimos un par de operadores que cumplen esta propiedad: ((P), [G]) es un
par residuado, ya que

(PYA E B sid
VA,BEFBF( A £ [GIB
Podemos verlo como una clase de cancelacién: una forma de volver al mismo lugar, ya que se
cumple siempre que p = [G](P)p. Otro par residuado es también ((F), [H]).
Finalmente, en NL los conectivos (—, e, <) forman una terna residuada de operadores, ya que

AeB = C 511
VA,B,C € FBF A E C—B sii
B E A—cC

3.2. CTL como légica modal

Se observo que CTL puede verse como una clase de légica modal sin estructura booleana
[Dosen, 1992]. No tener estructura booleana quiere decir que no se pueden expresar (al menos
directamente) los conectivos cldsicos de la 1égica proposicional.

Los operadores modales de esta légica (e, «+—, y —) son binarios. Cuando notamos una férmula
Oa con un operador modal O, la relacién de accesibilidad asociada a < es una relaciéon binaria.
En el caso de que los operadores modales sean binarios como o« OP (3, con OP operador modal,
las relaciones en los modelos de Kripke asociadas a este operador seran ternarias. En general,
cuando los operadores modales son n-arios, en los modelos de Kripke se los asocia con relaciones
(n+1)-arias.

Definicién 3.2 (Sintaxis para CTL). Sean los siguientes conjuntos contables y disjuntos: PROP
de simbolos de proposicién, REL de simbolos de relacién. Definimos las formulas bien formadas
(FBF) de la légica CTL como:

FBF :=ploe ¢ [0 —rip|p—r ¢
conp € PROP,r € REL,y ¢,v € FBF.

Definicién 3.3 (Modelo para CTL). Un modelo CTL es una estructura M = (W, (R™)rerpr, V)

donde
W' es un conjunto no vacio

RMCW xW x W es una relacién ternaria VR € REL
V(p) CW Vpe PROP.
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La semantica asociada a modelos de Kripke para esta sintaxis es la siguiente.

Definicién 3.4 (Interpretacién de una férmula de CT'L). Dado un lenguaje modal definido sobre
PROP y REL, y una estructura M = (W, (RM)rcrpr, V), a € W. La relacién de satisfacibilidad
E se define recursivamente como:

MyaEp sii a€V(p), p€e PROP

M,al=pe.1p  sii 3b,ce W tal que (a,b,¢) €™, M,bl=py M, cl=4, r € REL
M,clkE@—.v sii Va,be W tal que (a,b,c) € r™M, si M,b = ¢ entonces M,a =, r € REL
M,bE . p sii  Va,c€ W tal que (a,b,c) € r™, si M, c = ¢ entonces M,a =, r € REL .

Cuando para todo w € W se cumpla M, w |= ¢ escribiremos M [ ¢.

Veamos un ejemplo para entender un poco mejor el funcionamiento de ésta légica. Tomemos
el siguiente modelo

M = <{a7 alv b, C}v {RM (CL, b, C)v RM (a’, b, C)}7 {V(p) = {a}v V(q) = {b}, V(T) = {C}}>

Figura 3.1: Modelo M

Se cumple M, a |= g e 7 porque existen dos mundos relacionados con a en R, tal que el
mundo donde evaluamos es el primero de la relacién R (a, b, c), que en el segundo vale ¢, y en el
tercero r. Como vemos, el operador e es similar al operador ¢ en la LMB ya que se satisface con
la ezistencia de mundos relacionadas con el actual que cumplan otras férmulas argumento.

Consideremos ahora si vale M, ¢ = ¢ — p. Deberfa ocurrir que para todo par de mundos en
los que c¢ sea el tercero de la relacién, si en el segundo mundo de la relacién vale ¢, entonces en
el primero debe valer p. En este caso hay dos pares de mundos que cumplen la primer condicién,
ya que tenemos en RM (a,b,c) y RM(a’,b,c). Para la primera de las dos relaciones esto se cumple
ya que b satisface ¢, y a satisface p. Pero para la segunda relacién esta implicaciéon no vale ya
que, como dijimos, b satisface ¢, pero a’ no satisface p, por lo tanto M, ¢ = ¢ — p. Como vemos,
el operador — se comporta de alguna manera, andlogamente al H en K;, ya que no habla de
existencia como < 6 e, sino de universalidad. El operador < lo podemos pensar de forma similar
al operador —, y veremos que M, b [£ r — p.

En la versién asociativa L de la ldgica, la diferencia puede generarse incluyendo restricciones
sobre las clases de frames [Kurtonina, 1995].

Como podemos observar, los operadores < y — actuan de alguna manera “para atras”, ya
que cuando analizamos el operador e nos ubicamos en el primer elemento de una relacién, cuando
vemos el < nos paramos en el segundo, y con — en el tercero, y en estos dos ultimos casos
predicando sobre el primer elemento de la relacién. Ahora entonces podemos entender un poco
mejor la analogia con K; que hicimos en la Seccién 3.1, y ver que (—,e,«) forman una terna
residuada.

Una de las cosas que debemos notar es que toda féormula de CTL es satisfacible, y lo que es
mas fuerte atin, que existe un modelo M, que satisface toda férmula:

M, = ({a},{R"(a,a,a)},{V(p) = a,Vp € PROP})

Podemos convencernos ficilmente de este hecho.
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Proposicién 3.1. El modelo M, en el mundo a satisface toda formula .

Demostracion. Veamoslo por induccion en la estructura de ¢:
Como caso base, a satisface toda proposicién por la definicién de V, entonces M, a = ¢.
Si ¢ = 1 e, por HI a satisface 1 y 9', y ya que también vale RM(a,a,a), se sigue que

My, af= .
Si ¢ =4 — ¢/, por HI a satisface otra vez ¢ y ¢/, y como R (a,a,a) es la tnica relacién,
My, a = ¢. Y de igual manera para ¢ = ¢ — ¢/, -

Ya que existe un modelo que satisface toda férmula, el problema de SAT en CTL es trivial, y
esto es debido a que no existe negacion en esta logica. El problema realmente interesante en este
lenguaje, v el que se va a estudiar en esta tesis, es el problema de entailment.

Veamos un ejemplo de entailment. Dados p y ¢, pe (p — ¢) |E ¢. Vayamos analizando su
significado. Empezamos evaluando en un punto del modelo, llamémoslo w, tal que

M,wi=pe(p—q)
esto implica que existen w’ y w” en W, tales que RM (w,w’,w"), y que

Mw' | p
Mw" | p—g

Por estos dos y usando que RM (w,w’,w"), se infiere aplicando la definicién del — que
M,w Eq.

Pero esto es justamente lo que queriamos ver: partiendo de un modelo y mundo arbitrarios en el
que vale p e (p — q), llegamos a que vale ¢, por lo que pe (p — q) = q.

En tanto complejidad computacional, se sabe que el problema de entailment de la l6gica NL
no sélo es decidible, sino también que su complejidad es PTIME como se mostré en [de Groote,
1999]. En cambio, en la versién asociativa L, es NP-complete [Pentus, 2006]. En el Capitulo 5
estudiaremos la relacion entre NL extendido con operadores hibridos y logica proposicional.



Capitulo 4

Hibridizando CTL

En este capitulo comenzaremos por definir la 16gica hCTL(@, |), la hibridizacién de CTL. Para
ello le agregaremos nominales, y los operadores @ y |. Luego presentaremos un sistema de tableaux
para esta logica, que mostraremos completo. Veremos ademés que podemos utilizar este tableaux
para resolver el problema de entailment de las 16gicas hCTL(Q, |), hCTL(]), hCTL(@Q), y CTL.

4.1. La légica hCTL(@Q, |)

Dadas las introducciones de H(@, | ) y CTL que dimos en los Capitulos 2 y 3 respectivamente, la
presentaciéon de hCTL(@, |) es simple: nos basta con poner todos los ingredientes juntos. Definamos
entonces la l6gica hCTL(@Q, | ), comenzando por su sintaxis.

Definicién 4.1. Sean los siguientes conjuntos contables y disjuntos: PROP de simbolos de pro-
posiciéon, NOM de nominales, VAR de variables, REL de simbolos de relacién, y llamemos dtomos
al conjunto AT = PROP U NOM U VAR, y simbolos de estado al conjunto SE = NOM U VAR.
Definimos las férmulas bien formadas (FBF) de la l6gica hCTL(@, |) como:

FBF :=a|pe ¥ |p—=r || Qo] lap
cona € AT, r € REL, s € SE, i€ NOM, x € VAR y ¢,% € FBF.

Definicién 4.2 (Modelo para hCTL). Un modelo para la légica hCTL es una estructura M =
(W, (RM)grerprL, V), en dondet

W' es un conjunto no vacio
RMCW xW x W es una relacién ternaria VR € REL
V(p) CW Vpe PROP
V(@) ={w} CW Vie NOM.

Notemos que estos modelos extienden a los de CTL con una interpretacion para nominales. Para
la definicién seméantica basta con tomar las clausulas correspondientes a los diferentes operadores
que dimos anteriormente.

Definicién 4.3 (Interpretacién de una férmula de hCTL(@Q, |)). Dados un lenguaje definido sobre
NOM, PROP, VAR y REL, una estructura M = (W, (R™)perpr, V), a € W, y una asignacién
g, la relacién de satisfacibilidad = estd dada por:

1De aqui en adelante, confundiremos intencionalmente R y R por comodidad de notacién, ya que no puede
traer ambigiiedades
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M,a, g =p si a€V(p), pe PROP
M,a,gEi sii aeV(i), i € NOM
M,a,g =z sii g(z) =a, x € VAR

M a,gEpe. 9 sii  3db,c € W tal que (a,b,c) €,
M,bgEey M,c,g Ev, r € REL
M,c,glE= @ —rp sii Va,be W tal que (a,b,c) €,
si M, b, g E ¢ entonces M, a,g =9, r € REL
MbgEY ¢ sii Va,ce W tal que (a,b,c) €1,
si M, ¢,g = ¢ entonces M, a,g = ¢, r € REL
M a,g = lz.p sii M, a,glz/w] = ¢
M, a,g = Qo sii - M,b,g = ¢ donde V(i) = {b}, i € NOM, ¢ € FBF
M a, g = Qo sii M,b,g = ¢ donde g(z) =b, © € VAR, ¢ € FBF.

Cuando para todo w € W se cumple M, w, g = ¢ decimos que M, g = . Si ademés es vdlida
para toda valuacién g, lo notamos como M = .

Notemos que si tomamos el fragmento de hCTL en que no aparecen nominales, ni variables,
ni operadores hibridos, la logica que queda es CTL.

Veamos algunos ejemplos de férmulas en esta logica. Dado que tenemos nominales y el operador
@, podemos expresar la férmula tautoldgica @;i, y con el operador | la tautologia |x.x. La férmula
lz.(zex) vale cuando el mundo actual estd relacionado con si mismo via R (i.e., M, a,g = |z.(zox)
cuando (a,a,a) € R).

En los préximos capitulos trabajaremos con los fragmentos hCTL(@) y hCTL(]) de ésta légica.
En estos, utilizaremos el simbolo T, que representard a las tautologias. Observemos que el hacer
uso de este simbolo no agrega ningun tipo de complejidad a la légica, ya que podemos definirlo
como un macro. En el caso de la 16gica hCTL(@), definiremos T = @i, con un 4 que no aparezca
en el resto de la férmula. Para hCTL(|), T = |z.z, también con un z fresco.

4.2. Un tableaux para hCTL(Q, |)

Como dijimos en la Seccién 1.4, uno de los posibles métodos de inferencia es el de tableaux?. Un
tableaux es una forma sistemadtica de organizar la bisqueda de un modelo. Las reglas de tableaux
indican cémo descomponer la férmula (o conjunto de ellas) dada como entrada, siguiendo su
estructura sintactica e intentando imitar la seméntica de la légica. Durante esta descomposicién
se exploran diferentes alternativas, dando origen a una estructura de arbol. Cada rama de este
arbol corresponde a un posible modelo. Para ilustrar concretamente al método, consideremos el
método de tableaux para la légica proposicional definida sobre el conjunto adecuado de operadores
{=,1}.

p=v:T _ p=>v:F

+ Pz VL o P=YL
p:Fl:T p:T,: F

Con ¢, € FORM

Figura 4.1: Reglas de Tableaux para LP

2Usaremos ambiguamente el término tableaur tanto para el método, como para el conjunto de sus reglas y para
los arboles de derivacién en dicho método.
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Se suele llamar a la parte superior de una regla numerador, y denominador a la parte inferior.
Cuando generamos el arbol y nos encontramos con una férmula que coincide con el numerador de
una regla, agregamos en esa rama las férmulas correspondientes del denominador en una o mas
ramas, dependiendo de la regla. Los simbolos Ty F' indican si a la férmula debemos interpretarla
como verdadera o falsa (un tableaux que contiene estos simbolos se dice que es signado).

Veamos un ejemplo para el tableaux de la Figura 4.1. Supongamos que queremos encontrar un
modelo para la férmula ¢ = (L = p) = p. El drbol correspondiente es el siguiente:

l(l=p =p:T

(=T)enl < 2a. L=>p:F 2b.p:T =(=T)en1
(=7) en 2a < 3a.p: F
(=7) en 2a < 3b. L:T
®

En la raiz ubicamos la férmula para la cual queremos encontrar un modelo. A excepcién de la
raiz, en cada nodo del arbol figura una férmula que surja de aplicar una regla de tableaux sobre
una férmula anterior. Al costado de cada una se encuentra el detalle de que regla fue la aplicada:
por ejemplo desde la raiz surgen dos ramas, porque fue aplicada la regla = sobre 1 y dicha regla
indica que deben generarse dos ramas hijas con las férmulas.

Definicién 4.4 (Clash). Unarama B generada por el Tableaux 4.1 tiene clash, cuando las férmulas
p:Tyq:F (p € FBF) pertenecen a B, o cuando L : T pertenecen a B.

Definicién 4.5 (Cerrada, Abierta y Saturada). Una rama B generada por un tableaux se dice
que estd cerrada cuando contiene un clash, abierta cuando no estd cerrada, y saturada cuando
estd abierta y no pueden aplicédrsele reglas de tableaux, generando asi férmulas que no estén ya en
dicha rama.

En el ejemplo, al final de la rama izquierda podemos observar una cruz, esto significa que en
dicha rama aparecié un clash y por lo tanto esta cerrada. Notemos que si una rama esta cerrada,
no podria haber modelo que la satisfaga. Por otro lado, la rama de la derecha esta saturada, ya
que no pueden aplicarse més reglas que aporten férmulas nuevas. Cuando el sistema es correcto
y completo, una rama saturada induce un modelo para la misma, y el conjunto de férmulas T’
de la rama, debe satisfacerse en el modelo. La rama de la derecha esta implicando que cualquier
modelo en que la proposicion p sea verdadera, es modelo de la férmula ¢. Cuando la férmula no
sea satisfacible, todas las ramas del arbol deberan cerrarse.

Una aplicacién bastante directa para la que podemos utilizar este sistema es la siguiente: si
quisiéramos ver que determinada férmula ¢ es una tautologia, bastaria con ver que al iniciar un
tableaux con ¢ : F', todas las ramas se cierren.

Podemos pensar que un modelo de la légica proposicional es un modelo de Kripke con sdélo
un mundo y una relacién de accesibilidad vacia. Por este motivo, no necesitamos identificar en
qué mundo estamos en dicho tableaux. Cuando nos movemos a las légicas modales con modelos de
Kripke arbitrarios, necesitamos por un lado describir qué pasa en cada mundo, y cémo se relacionan
esos mundos. Para describir lo que sucede en cada mundo, se usa un tableaux proposicional por
cada mundo, y para relacionar los mundos, se utilizan auxiliares metalégicos llamados etiquetas.
Con las etiquetas podemos marcar cada una de las férmulas de la derivaciéon de la siguiente manera:
si [ es una etiqueta y ¢ una FBF, una férmula etiquetada sera [ : ¢. Interpretaremos que en un
mundo representado por la etiqueta [, se satisface la férmula ¢. Un tableaux en que las férmulas
aparecen etiquetadas se llama tableaux etiquetado. Entonces para un tableaux de LMB, bastard con
identificar cada uno de estos tableaux proposicionales con una etiqueta, y luego relacionarlos. El
operador @, los nominales, y los operadores modales existenciales, nos dan exactamente los medios
para expresar esto sin recurrir a etiquetas metaldgicas. Cualquier férmula etiquetada la podemos
expresar como una férmula-@Q [Blackburn, 2000a].
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Veamos un ejemplo concreto de una de las reglas que vamos a utilizar en el tableaux signado
para hCTL(@, |):
" Qu(po): T

Qu(bec): T, Qup:T, Qp: T

con b y ¢ nominales nuevos para la rama.

La regla o actiia de la siguiente manera: si en una rama hay una férmula de la forma @, p e :
T, se agregardn a la misma rama el conjunto de férmulas {@Q,(bec) : T, Qup : T, Q.1 : T}. La
idea consiste en que si en un modelo (que la rama representa), en el mundo que satisface el nominal
a, satisface la formula ¢ @ 1), entonces en el modelo deben valer el resto de las condiciones. Debe
valer @, (bec) : T: que haya dos mundos que satisfagan b y ¢ relacionados con a R(a,b,c), que el
mundo en que vale b satisfaga ¢, y en el que vale ¢, ¥. De haber aparecido una férmula de la forma
Q,p : F, interpretariamos que la férmula ¢ no debe ser satisfecha en a. Como vemos, la idea es
que coincida con la interpretacién semantica, pero hasta que no demostremos que el sistema es
correcto y completo, no son méas que un conjunto de reglas puramente sintacticas.

o Qu(petp): T L .- Qu(pet): F, Qu(bec):T
Qq(bec): T, Qup:T, QT Qup: F|Qu: F
. Qi —): T, Q. (bea):T B Qu(p — ) F 1
— —
Qpp:F|Qup:T Qpp: T, Qp: F, Q.(bea): T
ot Qu(p—):T, Q.(aebd): T . Qu(p—1): F 1
Qup: F|Qup:T Qp: T, Qup: F, Qeaeb: T
a+ @a@bw :T Q- @a@bgo F
Qpp = T Qpp @ F
Qup:T, Qb:T Q.b:T
1D NOM
@b(p:T O @ba:T
R Qu(bec): T, Qpd: T R Qu(bec): T, Q.d: T
2 Q,(dec):T s Q,(bed): T
I+ Qulz.p:T - Qulz.p: F
Quplz/al: T Quplx/a] : F

Con a,b,c,d € NOM; p,vp € FORM;y p € PROP.
Lcon by ¢ nuevos.

Figura 4.2: Reglas de Tableaux para hCTL(@Q, |)

Definicién 4.6 (Clash). Una rama B generada por el tableaux de la Figura 4.2 tiene clash,
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cuando las férmulas ¢ : T'y ¢ : F (¢ € FBF) pertenecen a B, o cuando @Qua : F (a € NOM)
pertenece a B.

Vale la pena observar que el lenguaje se presenta como multi-modal, aunque las reglas se dan
como si hubiese tan sélo una relacién. Eso es por simplicidad, ya que basta agregar reglas idénticas
para cada una de las relaciones de accesibilidad que queramos utilizar.

Veamos un ejemplo de como se utiliza el tableaux, buscando un modelo para la férmula

L. ((Qii — Qi) o |y.(Qy (@) @ ))).

3.Q,(bec): T —(eT) en
4.Qp(Qzi — Q3) : T ~(eT) en 2
5.Q.ly.(Q,((Qii) e y)) : T —(eT) en 2
6.Q.Q,((Q;i)ec): T =([*)en5
7.Q,((Q;i)ec): T ~(@%) en 6
8.Q,(dee): T —(et) en 7
9.Q4(Qi) : T —(et) en 7
10.Qcc: T —(eT)en 7
11.Qee: T >=(NOM) en 10
12.@;i: T ~(@T) en 9

(«")en3y4 < 13a.@.Q;i: F 13b.@,Q;i:T >=(—")en3y4
(@7) en 13a < 14a.Q;i : 14b.@;i : T >~(@T) en 13b
&

Mirando con un poco de cuidado el sistema de tableaux presentado en la Figura 4.2, es sencillo
convencernos de la correctitud del mismo: si tomamos el numerador de una de las reglas y supo-
nemos que se satisface en un modelo, el denominador debe satisfacerse también. Lo que debemos
analizar con mayor cuidado es la completitud de dicho sistema.

El teorema de completitud lo demostraremos al final del presente capitulo.

Teorema 4.1 (Completitud). El sistema de tableaux para hCTL(Q, | ) presentado en la Figura 4.2
es completo.

El problema que principalmente nos va a ocupar en esta tesis, es el de entailment. En este
problema, como dijimos, queremos saber si siempre que en un mundo se cumple una férmula ¢,
en ese mismo mundo se cumple v, notdndolo ¢ = ¢. Este problema es el mismo al de ver si puede
ocurrir que en un mismo mundo, valga ¢ y no valga . La existencia de dicho mundo en algiin
modelo es equivalente a decir que el entailment ¢ = ¢ no es correcto, por lo que si aseguramos
que no hay un modelo que satisfaga ¢ y no ¢ sabemos que ¢ = 1.

Usando el tableaux que definimos para hCTL(Q, |), podemos resolver el problema de entail-
ment: si generamos un tableaux a partir de {Q,p : T;Q,1¢ : F}, y a éste se le cierran todas las
ramas, significa por completitud del sistema que no hay un modelo que satisfaga ambas condicio-
nes, y por lo tanto ¢ = .

Vamos a querer utilizar en el préximo capitulo las l6gicas hCTL(@) y hCTL(]). Estas légicas
son los fragmentos sintdcticos de hCTL(Q, |), los cuales no contienen respectivamente los opera-
dores | y @. Observemos que si queremos estudiar el problema de entailment para alguna de estas
logicas, o incluso para CTL, podemos valernos de este mismo tableaux por ser fragmentos de la
l6gica hCTL(@, |). Para el caso de la légica hCTL(|), aunque no contenga el operador @, sirve
igualmente como sistema de prueba. Aunque no pertenezca a la 1égica objeto dicho operador, tal
y como el valor de verdad con el cual interpretamos la férmula (7' 6 F') es metalégico, podemos
utilizarlo. Esto se debe a que la prueba de completitud del tableaux, consiste en dar un modelo
para una rama saturada y abierta. Si tomamos dos férmulas ¢ y ¢ de alguna de estas l6gicas, por
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ser fragmentos de la otra, podemos de igual manera aplicar el método de tableaux al conjunto
{Qup: T;Qu1 : F'} y ver si tiene modelo o no.

Ahora lo unico que nos falta es demostrar el Teorema 4.1: vamos a ver que el sistema de tableaux
presentado en la Figura 4.2 es un sistema de pruebas completo para la 16gica hCTL(@Q, |). Para ver
esto, alcanza con mostrar que toda rama abierta y saturada tiene un modelo. Entonces vamos a
querer a partir de una rama saturada y abierta B, generar un modelo M = (W, R, V') que satisfaga
todas las férmulas incluidas en la rama.

En B apareceran distintos nominales, y sabemos que esos nominales valdran en determinados
mundos, asi que podemos empezar pensando que cada nominal que ocurre en B representa a un
mundo distinto. Llamemos W’ a un conjunto de mundos tal que en cada uno vale exactamente un
nominal de los que ocurren en B. Pero si nuestra intencién es representar la rama en un modelo,
también querremos que cuando aparezca una férmula de estilo @Q,b : T en B, los nominales a y
b valgan en el mismo mundo. Para lograr esto, vamos a colapsar el mundo en el que vale a y el
mundo en el que vale b en un mismo mundo. Para lo cual, vamos a definir una relacién con la que
cocientar el conjunto W', y asi obtendremos el conjunto de mundos W que buscamos

~={(a,a) |a € NOM}U{(a,b) | Qub:T € B,a,be NOM}

Para poder efectivamente tomar un cociente, es necesario que ésta sea una relacion de equiva-
lencia

Lema 4.2. ~es una relacion de equivalencia
Demostracion. Veamos entonces que ~ es efectivamente una relaciéon de equivalencia:
= Reflexividad: es reflexiva porque a ~ a, para todo a en NOM.

= Simetria: es simétrica porque si tomamos a y b distintos que estén relacionados a ~ b, por
definicién @Q,b : T debe estar en B. Pero como B esta saturada, en particular estd clausurada
por la regla NOM, por lo que también debe pertenecer @ya : T" a B. Pero entonces por
definicién de ~, b ~ a.

= Transitividad: es transitiva porque si existen a, b, y ¢ tales que a ~ by b ~ ¢, Qb : T
y @uc : T van a pertenecer a B. Entonces, por NOM aplicado sobre @Q,b : T, también
pertenecerd @Qpa : T a B. Aplicando ahora ID entre Quc : Ty Qpa : T, obtenemos que
@,c: T € B, lo que por definicién nos da a ~ c.

O

Ya que ~ es una relacién de equivalencia, definimos W como la cocientacién de W' por dicha
relacién

W =W/~

La clase de equivalencia a la que pertenece cada a en W', la notaremos [a].

Definamos la valuacién V: por un lado, los nominales deben valer en los mundos colapsados
que los representan, sus clases de equivalencia:

{[a]} =V (a),Ya € W'.
Y para las proposiciones, definiremos que cada una valga cuando hay algin nominal a’ en la
clase en el cual deba valer:
[a] € V(p) sii existe a’ € [a] tal que Q. p: T € B.

Para que sea coherente, deberia valer cada una de estas proposiciones no sélo en algtin nominal
de la clase, sino en todos. Veremos con el siguiente lema que si incluimos a algin [a] en V(p),
entonces p se satisface no s6lo en uno, sino en todos los elementos de la clase.
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Lema 4.3. [a] € V(p) = Vd' € [a],Qup:T € B.

Demostracion. Si [a] € V(p), es porque existe un a’ € [a] tal que @, p : T estd en B. Tomemos
algin otro b de la misma clase [a]: por b pertenecer a la clase de a’, en B debe estar @b : T.Y
por la regla ID sabemos que Qup : T € B. O

Como en el caso de la valuacién, definiremos que tres clases de equivalencias estan relacionadas
en R cuando hay elementos en ellas que estén relacionados

R([a], [b],[c]) <= 3Fa,b,c/a € a]l,be[b],c€[c]y Qbec:T € B

Y veremos a continuacion que si hay tres elementos de las clases que deban estar relacionados,
todos los elementos de esa clase deberan estar relacionados también

Lema 4.4. R([a], [b],[c]) = V&',V ,/a’ € [a],b € [b],d € [c], Qb o : T €B

Demostracion. Como R([al, [b], [c]), por definicién a € [a],b € [b] ¥ ¢ € [¢]. Tomamos o', V' y ¢’ en
las clases de equivalencia de a, b y ¢ respectivamente. Queremos ver entonces que Q. b’ ec’ : T € B.
Sabemos por definicién de R que @Q,bec : T € B. Por estar a’, b’ y ¢’ en las mismas clases de
equivalencia que a, b y ¢, tenemos que

{Qua’ : T,Qub" : T,Q.c' : T} C B

entonces aplicdndole ID a Q,bec: T € B tenemos que Q. bec:T € B, aplicando Ry Q. /b ec:
T € B,y por R3 Qb ec : T € B, que es lo que querfamos probar. O

Definicién 4.7 (Modelo Inducido). Dada B una rama abierta y saturada, definimos un modelo
M de hCTL inducido para B, sobre los conjuntos PROP de simbolos de proposicién que aparecen
en B, REL de simbolos de relacién mencionados en B, NOM de simbolos de nominales que ocurren
en B, como

M= (W,R,V)
Con ~ = {(a,a)|a e NOM}U{(a,b) | Qsb:T € B,a,b e NOM}
W = NOM/~
V(a) = {la]},Ya € NOM
Vp) = {la] |3 €la]l/Qup:T € B},¥p € PROP
R = {R([a],[b],[c]) | ' € [a],b € [b],c € [c]/Qub o :T € B}.

Veremos ahora que toda férmula de una rama abierta y saturada B, es verdadera en el modelo
M inducido por dicha rama. Notar que como B esta saturada, va a estar clausurada por cada una
de las reglas del tableaux: si a una férmula de B puede aplicarsele una regla, esta regla va a haber
sido aplicada y uno de los grupos de férmulas obtenidas deberdan pertenecer a la rama también.

Teorema 4.5 (Completitud). El sistema de tableauz para hCTL(Q, | ) presentado en la Figura 4.2
es completo.

Empecemos por definir un orden entre las formulas de una rama B.

Definicién 4.8 (menor (<)). Sean «, 3 € FBF, definiremos que o < 8 cuando « es subférmula
propia de 3, o cuando o = B[z /a], con x € VAR, a € AT.

Demostracion. Sea B una rama abierta y saturada, y M el modelo inducido por B.
Queremos ver que todas las férmulas en B signadas con T son satisfacibles en M, y las marcadas
con F' no lo son.
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Veamos entonces por induccion estructural sobre «, que se cumple la siguiente proposicién:

Q,a:T€B=M, [da,9 F a,Vg
Qua: FeB=M, [a],g [~ a,Vg

Casos base

= Qb:TEB
Si @,b : T estd en la rama, el mundo de a es el mismo que el de b por definicién de ~
([a] = [b]). Y como ademds sabemos que [b] € V(b), entonces también [a] € V(b), lo que es

lo mismo que decir que M, [a], g = b, Vg.

= Qb:FeB
Supongamos que M, [a], g = b para algin g e intentemos llegar a un absurdo.
Sabemos que a # b ya que sino habria clash en la rama, pero como [a] € V(b) entonces
pertenecen a la misma clase de equivalencia y [a] = [b]. Como estdn en la misma clase de
equivalencia, deben pertenecer a B @Q,b: T 6 Qpa : T. Por NOM, Q,b : T € B. Pero como
sabiamos que @b : F' € B, esto generaria un clash en B.

Este absurdo viene de suponer que M, [a], g = b para algin g, por lo tanto M, [a] }~ b, Vg.
= Qp:T€eB
Si ocurre Q,p : T en B, por definicién de V, [a] € V(p). De lo que se deduce que M, [a],g &=
p,Yg.
» Qp: FeB

Supongamos por el absurdo que [a] € V(p). Sabemos que a € [a]. Usando el Lema 4.3,
tenemos entonces que Q,p : T' € B, con lo que habria clash en B, cosa que no puede ocurrir.

Absurdo que viene de suponer que [a] € V(p), por lo que podemos concluir que [a] &€ V (p),
y asi M, [a], g £ p,Vg.

Casos inductivos
Sea « una FBF de la 16gica hCTL(Q, |). Supongamos como hipétesis inductiva que nuestra

proposicién es cierta para toda férmula menor a «, y supongamos que « pertenece a B:

» Qupeyp:T€ERB
Como en B estd Q,p o1 : T, por la regla e+ también lo estdn las férmulas Q,bec : T,
Qpp T,y Qup: T.
Dado que Qup : T'y Q.9p : T € B, aplicamos la hipdtesis inductiva en ambos y obtenemos

que M, [b],g = ¢,y que M, |[c],g E ¥.Y como ademds Q,bec : T estd en B por construccién
de R([a], [b], [c]), y por lo tanto M, [a], g |= ¢ @ 1.

» Qe FeB
Supongamos que M, [al], g = pet. De ser asi, existen [b] y [¢] en W tales que R([a], [b], [c]), ¥
se cumplen M, [b],g E ¢ y M,|[c],g E ¥. Como R([a], [b], [c]), por construccién de R existe
a' € [a] tal que en B estd @, bec:T. Usando el Lema 4.4 tenemos que Q,bec: T € B.
Aplicando e~ entre Q,bec:T y Q,pe1): F tenemos que @Qpp : F' 6 Q 1) : F estardn en B.

Si es el caso que @Qup : F' € B, por hipédtesis inductiva M, [b], g = ¢. Pero esto es absurdo,
ya que habfamos dicho que M, [b], g = ¢.
De no ser asi, Q.1 : F' € B, lo que otra vez por hipétesis inductiva M, [c],g F~ 9, lo cual
también es absurdo ya que M, [c], g = 1.

Habfamos partido del supuesto que M, [a],g = ¢ 9 y llegamos a que es absurdo, por lo
tanto M, [a], g = p @ .
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Qup —:TeB

Supongamos que M, [a], g = ¢ — 1, entonces existen [b] y [c] en W tales que R([c], [b], [a]),
M, [b], 9 = ¢, y que M, [c], g [~ ).

Por la definicién de R sabemos que existen a’, b’ y ¢/ en W, con o’ € [a], b € [b] y ¢’ € [c]
tales que @, b' ea’ : T € B. Por el Lema 4.4 tenemos que Q.0 ea: T € B.

Aplicando —™ entre Q,p — ¢ : T y Q.b ea : T € B obtenemos que Qpp : F 6 Qup : T
pertenecen a B.

Si @Qp g : F' € B, por hipdtesis inductiva obtenemos M, [b], g [~ ¢, lo cual es absurdo.

Si @) : T € B, por hipétesis inductiva otra vez tenemos que M, [¢], g = ¥, lo cual también
es absurdo.

Con lo que llegamos a la conclusién de que no puede ocurrir que M, [a], g = ¢ — 1, y por
lo tanto M, [a], g = ¢ — .

Q,p—vyv:FeB
Aplicando la regla —~ sobre @Q,p — v : F' obtenemos que existen b y ¢ tales que @, : T,
Q.. F, Q.bea:T aparecen en B.

Por hipdtesis inductiva en los dos primeros tenemos que M, [b],g9 E ¢ v M, [c], g [~ .

Como @Q:bea : T € B entonces por la definicién de R, vale R([], [b],[a]), ¥y por lo tanto
M, la],g o — ¢

Los casos para «— son analogos a los de —-.

@a@bcp :TeB

Si @Q,@pp : T estd en B, entonces por @1 también lo estd @,y : T'. Si le aplicamos hipétesis
inductiva, obtenemos que M, [b], g = ¢. Por la definicién del operador @ y la construccién
de V, M, [b], 9 E Qpep, lo que implica que M, [a], g = Qpe.

@,Qup: FeB

Si @,Qp : F' se encuentra en B, por la regla @~ sabemos que también tendremos Qup : F
en B. Si aplicamos hipétesis inductiva, sabemos que M, [b], g = ¢, lo que como en el caso
anterior implica que M, [b], g = Qpp, y éso a su vez que M, [a], g = Qpp.

Qulx.p:T€eB

Aplicando |t en @Q,|z.¢ : T obtenemos que @Q,p[r/a] : T estd en B. Con la hipdtesis
inductiva llegamos a que M, [a], g = ¢[z/a], y como también por construccién sabemos que
M, lal, g = a, obtenemos M, [a], g = Qup[z/a], de lo que podemos deducir que M, [a],g =
Qg lx..

Q,lx.p: FeB

Similarmente al caso anterior comenzamos aplicando |~ en @Q,|x.p : F, lo que implica que
Qup|z/a] : F estd en B. La hipétesis inductiva nos da que M,|[a],g ¥ ¢lx/a], y como
por construccién M, [a],g £ a, entonces M, [a],g ¥~ Q,p[x/a], con lo que tenemos que

M, [a], g F Qulz.p.
O



Capitulo 5

Cota inferior para hCTL(Q)

En los préximos capitulos, vamos a analizar la complejidad computacional del problema de
entailment para diversos fragmentos de hCTL(Q, |). Para esto vamos a utilizar la técnica de reducir
un problema en otro: si sabemos que un problema tiene determinada complejidad y logramos
encontrar una forma de resolverlo con otro problema, sabremos entonces que la complejidad de
éste serd al menos tan alta como la del problema original.

Vamos a comenzar viendo una traduccién que nos servird para comparar el problema SAT de
la 16gica proposicional con el de entailment de hCTL(@). Luego pasaremos por la traduccién del
problema SAT de H(]) con el de entailment de hCTL(@, | ), para resolver por ultimo el problema
SAT de H(|) con el problema de entailment de hCTL(|), y asi veremos que este problema también
es indecidible.

Comenzaremos comparando la 1égica hCTL(@) con la légica proposicional. Esta primera com-
paracién, que nos dard una cota inferior para la complejidad computacional de hCTL(@), ser-
vird particularmente para observar cémo podemos comparar el problema de entailment de una
hibridizacién de CTL, con el problema de satisfacibilidad de una légica con base booleana.

Comencemos observando las similitudes que tienen las reglas del tableaux de la Figura 4.1
y las reglas —% y —~ del tableaux de la Figura 4.2. Si no tomamos en cuenta en qué mundos
estamos evaluando en hCTL(@) y las relaciones entre los mismos, las reglas actiian de la misma
forma. Ahora bien, si quisiéramos emular el problema SAT de la 16gica proposicional con estas dos
reglas, logrando resolver el problema de los mundos, ain nos faltaria alguna forma de expresar L
(o la negacién), ya que hCTL(@) es una légica en la que no puede expresarse directamente. Como
el problema con que vamos a comparar la satisfacibilidad de LP, es el problema de entailment
de hCTL(Q), tenemos una ventaja: podemos utilizar dos férmulas en lugar de sélo una. Es més,
podemos decir que queremos comparar la satisfacibilidad de una férmula o de LP, con el no cum-
plimiento de determinado entailment de hCTL(@). De esta forma tendremos un tipo de negacién:
el entailment ¢ |= 1 no se cumple cuando existe un modelo que tenga un mundo en que valga ¢ y
no valga 1. Si como v ponemos una proposicion, digamos f, cuando f ocurra en ¢ actuard como
L: si se puede inferir f a partir de ¢, el entailment sera falso y es lo que queriamos que ocurra, lo
que es andlogo a L en la satisfacibilidad en LP. Por ejemplo, tomamos pe (p — f) £~ f, como del
antecedente puede inferirse f, la negacion del entailment no se cumple, y es una forma de generar
el concepto de 1, que junto con la implicacién, puede actuar como implicacién. El problema del
que hablamos antes, de que las implicaciones ocurren en distintos mundos, podemos solucionarlas
arreglando las relaciones de la forma que mas nos convenga.

Como dijimos, dada una férmula o de proposicional, queremos traducirla en un entailment
A | B de hCTL(Q), tal que « sea satisfacible si y sélo si A |~ B. Para esto propondremos a
continuacién una traducciéon TProp de la formula «, para que pueda ser expresada en esta légica
hibrida.

Definicién 5.1 (TProp). La traduccién TProp de una férmula « de la légica proposicional a una
de hCTL(@) se define recursivamente como

23
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TProp(p) = G
TProp(L) = Qf
TProp(p = ¢¥) = @;(TProp(p) — TProp(v)),

con p, ¥ € FBF, p € PROP, y donde i € NOM,y f € PROP no ocurren en .

Como dijimos, esta traduccién es bastante transparente: estamos utilizando la similitud del
= con el —, la proposicién f como L, y siempre haciendo que las proposiciones se evalien en
un mismo mundo, ya que un modelo de Kripke lo podemos ver como varios modelos de légica
proposicional interrelacionados, y en este caso s6lo necesitamos uno. Ahora nos falta ocuparnos
de las relaciones entre los mundos para que se comporte adecuadamente el operador —, y definir
el entailment propiamente dicho. Usaremos el siguiente entailment:

@;(i ®i) @ TProp(a) = Q; f.

Con @;(i @ i) estamos obligando a que se relacione el mundo ¢ reflexivamente. Con TProp(«)
a que ocurra la traduccién de a.. Con la consecuencia, estamos logrando que una proposicién (que
debe ser nueva) actie como L. Demostraremos ahora nuestra primera cota inferior.

Teorema 5.1. Dada o una formula bien formada de LP, se cumple lo siguiente:

« es satisfacible sii @Q;(i @ i) @ TProp(«) p= Q; f,
con f € PROP tal que no ocurre en «, e i € NOM.

La demostracion de este teorema la separaremos en dos partes. Para la primera parte, supon-
dremos que la féormula « es satisfacible. Entonces existe una valuacién que la satisface. A partir de
esa valuacién, construiremos un modelo para hCTL que no satisfaga el entailment del Teorema.
Para la segunda parte, supondremos que el entailment no se cumple, entonces sabemos que el
conjunto {@;(i e i) @ TProp(«) : T,Q; f : F} es satisfacible y por lo tanto tiene al menos una
rama de tableaux abierta y saturada. A partir de dicha rama, tomaremos su modelo inducido y
generaremos una valuacién que satisfaga «.

Pero antes de esto, veremos una propiedad y una definiciéon que necesitaremos.

Propiedad 5.2. Sea M = (W, R, V) tal que el mundo w € W estd relacionado en R sdlo de la
forma (w,w,w), entonces:

Mw,gEpey  sii Myw,glk=eyMuwglEy
Mow,gE @ —19 sii st Myw,g = ¢ entonces M,w, g =1
Mow,gE@—1 sit st Myw,g =9 entonces M,w,g = ¢
Muw,gET = si M,wgkEgp

Muw,gEp—T sii Myw,glk .

La demostraciéon de esta Propiedad es inmediata a partir de la definicién de la seméntica de
hCTL(@), y de las propiedades del modelo.

Definicién 5.2 (Valuacién o). Veremos la funcién ¢’ como la extensién de la valuacién o para
férmulas de la 1égica proposicional, definida de la siguiente manera:

J/(p) = o(p),Vp € PROP
o'(1) =0

) B 1 cuando o/(p) =06 o' () =1
a(p=1v) = { 0 en caso contrario

De ahora en adelante utilizaremos indistintamente ¢ tanto para o como para ¢’. Estamos ahora
listos para demostrar el Teorema 5.1.
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Demostracion del Teorema 5.1, parte 1: o satisfacible implica Q;(i e i) ® TProp(«) = @, f.

Supongamos que «, férmula de la 1égica proposicional y definida sobre PROP, es satisfacible.
Por ser satisfacible, existe una valuacién o que la satisface. Queremos ver que no se cumple
@;(i @) @ TProp(a) = @Q; f. Para esto vamos a generar, a partir de o, un modelo de hCTL(@)
que satisfaga @;(i e i) ® TProp(«) pero que no satisfaga @; f.

Definiremos el modelo M = (W, R, V') sobre PROP' = PROP(a) U {f}, NOM = {i}, con

w = {w}

R = {(w,w,w)}

V'(p) = {w} cuando o(p) =1,p € PROP(a)
V(i) = {w}

Vi) = {-

Veamos ahora que M, w = Q;(i i) @ TProp(a) y que M, w }= Q; f.

Dado que V'(f) = {}, M,w }£ Q;f. M, w |= @,;(iei)e TProp(a), por la Propiedad 5.2, siempre
que M,w | Q;(i ) y M,w = TProp(a). Como V'(i) = {w}, M,w |= Q;(i e i) es equivalente
a M,w |= i e, que se cumple. Sélo nos quedaria ahora probar que M, w = TProp(a). Para esto
veremos que M, w |= TProp(a) siy sélo si o satisface « (i.e., o(«) = 1) por induccién en el largo
de a. Comencemos por los casos base:

=p
Si a = p, como p debe pertenecer a PROP, V'(p) = w sii a(p) = 1, por lo tanto M, w = p
cuando o satisface p, y por V'(i) = w, M,w = Q;p.

= |
Si a = 1, sabemos que no es satisfacible, entonces debemos ver que el modelo no satisface
@, f. Pero sabemos que esto no ocurre porque V'(f) = {}.

Veamos ahora el caso inductivo, suponiendo que la proposicion vale para las sub-féormulas ¢ y

.
"=
Sabemos que o(p = ¢) = 1 sii 0(¢) = 0 6 o(xp) = 1. Por hipétesis inductiva, podemos decir
que sucede si y s6lo si
M, w = TProp(p) o M,w = TProp(¢).
Por la Propiedad 5.2, es equivalente a
M, w = TProp(¢) — TProp(v).
Pero como V'(i) = {w}, sii
M, w = Q;(TProp(p) — TProp(v)).
Y como ademds T'Prop(a) = @;(TProp(p) — TProp(y)), esto es a lo que querfamos llegar.

O

Demostracion del Teorema 5.1, parte 2: Q;(i e i) @ TProp(a) K= Q; f implica « satisfacible.

Supongamos ahora que @Q;(iei)e TProp(a) = @, f, con lo cual el conjunto I' = {@Q,(Q;(iei) e
TProp(«)) : T,@,Q; f : F}, con a un nominal nuevo, es consistente. Por ser consistente, existe
una rama B de tableaux, abierta y saturada a partir de I'. Sea M = (W, R, V') el modelo inducido
a partir de B, y llamemos w a [i], el mundo en que vale i. Generaremos una valuacién o a partir
de M, que satisfaga a. La valuacién o la definiremos de la siguiente manera:
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o(p) =1 sii w e V(p).

Comencemos analizando la rama B que se inicia con I’

1.Q,(Q;(i ®7) ® TProp(c)) : T

2.@,Q,f : F
3.Q,(bec): T ~(et)en 1
4.Q,(Q;(iei)): T  >=(eT)enl
5. @ TProp( ):T  —(e")enl
Q;(iei): T »(Qt)en4
7 TProp( ): T =(@T)en 5!

8.Q,f: F =(@Qt)en2

Sabemos entonces que Q; f : F'y que TProp(«) : T estén en la rama, a partir de lo cual veremos
que o(a) = 1.
Demostraremos por induccién en la estructura de a que

TProp(a) : T € B entonces o(a) =1
TProp(a) : F € B entonces o(a) =0

w TProp(p):T

Si @Q;p: T estd en B, por construccién de modelo inducido sabemos que w € V(p), y por lo
tanto o(p) = 1.

= TProp(p): F

Si @Q;p: F estd en B, por construccién de modelo inducido sabemos que w ¢ V(p), y por lo
tanto o(p) = 0.

« TProp(Ll):T

@; f : T nunca podria estar en B ya que ésta era un rama abierta, y sabemos que Q, f : F’
estd en la misma.

» TProp(l): F
Es trivial, ya que por definicién o(L) = 0.

= TProp(p=1):T
Veamos qué debe suceder con todo arbol que contenga TProp(p = ) : T

1.Q;(ied): T >(4) en arbol inicial
2.Q;(TProp(p) — TProp(y)) : T

(=T)enly2 =< 3a.QTProp(p): F 3b.@Q;TProp(y):T (—T)enly?2
(@7) en 3al < 4a.TProp(p) : F 4b. TProp(¢y) : T =(@%) en 3b!

Deben suceder entonces 4a 6 4b, pero por hipdtesis inductiva en ambas férmulas, sabemos
que suceden o(¢) =06 o(¢p) =1, y por lo tanto o(¢ = ) = 1.

IPor ser TProp(a) una férmula-Q.
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» TProp(p=1v): F
Analicemos el arbol:
1.@i(TPTOp( ) — TPmp(z/))) : F

Qu(bei):T =(—")enl
3. @b TProp(p) : T =(—")enl
4.Q, TProp(¢) : F ~(—")enl
5.TProp(p) : T ~(@T) en 3
6.TProp(¢) : F ~=(@7)en4

Por hipétesis inductiva en 5 y 6, sabemos que o(p) = 1y o(¢) = 0, y por lo tanto o(p =
) = 0.

O

Por lo tanto demostramos que podemos resolver el problema de satisfacibilidad de la légica
proposicional con el problema de entailment de hCTL(@) con una sola relacién, lo que nos da una
cota inferior para la complejidad de este ultimo. De hecho, el resultado es mas fuerte, ya que lo
resolvimos con el fragmento de hCTL(@) que no incluye «. Incluso, el resultado es el mismo si
en lugar de — utilizamos «, ya que s6lo usamos este operador en contextos en que se comportan
igual, resolviéndolo entonces con el fragmento de hCTL(@) que no incluye —. Ya que estamos
resolviendo SAT de LP con la negacién del problema de entailment, y el problema SAT de LP es
NP-complete, la complejidad computacional del problema de entailment es co-NP-hard.

Corolario 5.3. El problema de entailment en la l6gica hCTL(Q) (sin «— 6 —) con una relacion
es co-NP-hard.



Capitulo 6

La légica hCTL(@Q, |) es indecidible

En este capitulo vamos a dar una traduccién similar a la que dimos en el Capitulo 5, pero que
permitira resolver el problema de SAT para H(|) utilizando el de entailment de hCTL(@, |). Con
esto mostraremos que el problema de entailment para hCTL(@, |) es indecidible.

Podemos codificar los simbolos de proposicién, la implicacién, y 1, de forma analoga a lo que
hicimos en el capitulo anterior, usando una modalidad R$. El problema es que ahora tenemos
varios mundos sobre los que movernos. Para dar cuenta de la modalidad de H(]), usaremos una
segunda modalidad! de hCTL(@, |), R3. Evidentemente, no son iguales las relaciones de una y otra
l6gica, en hCTL las relaciones son ternarias en lugar de binarias. Representaremos una relacién
binaria R(w1,ws) con Ry(wq, wg, we), para algin wy fijo. En esta nueva traduccién nos moveremos
por los distintos mundos del modelo con la relacién Rs, por lo cual tenemos que tener un poco
mas de cuidado al ver dénde evaluamos las subféormulas. Veamos como seria la traduccién que
proponemos.

Definicién 6.1 (THib). La traduccién THib de una férmula a de la légica H(]) a una de

hCTL(@, |) la definimos recursivamente como?:

THib(a) = a

THib(L) - af
THib(Op) = iey THib(p)
THibElx.cp) = |x.THib(p)

N
=
S
AS)
4
£
I

con a € NOM UPROPU VAR; z € VAR, ¢, € FORM,y con f € PROP e i € NOM que no

aparecen en «.

Conviene comparar esta traduccién con la de la Definiciéon 5.1. Podemos ver por un lado, que
los atomos ahora no tienen un @ adelante, por lo que valdran en el nodo en que estén. Vemos
también que para traducir el simbolo 1, estamos saltando siempre al mundo en que vale 7, tal
y como lo hacfamos en la otra traducciéon. Para la traduccién de las modalidades, como dijimos,
hacemos que pase por un mundo intermedio mediante otra relacién R3, y siga evaluando en el
tercer mundo de la relacién. El caso | es claro, pero miremos un poco mas de cerca la traduccién
de la implicacion. Estamos recordando el mundo actual en una variable nueva, luego pasamos por
el mundo en que vale 7, y evaluamos la implicacién en ese mundo, pero refiriéndonos al mundo
del que partimos, en el que valia z. Observar que si ademds podemos garantizar que se satisface
@; (i ® i), entonces con la traduccién estaremos capturando apropiadamente la seméntica de la
implicacion.

1Para simplificar la notacién, cuando no esté explicitamente indicado de otra forma «, @ y — denotardn «1,
e, y —1 respectivamente.
2En la regla de THib(¢ = 1), « no debe ocurrir en THib(p) ni en THib(v)).

28
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Para que funcione la traduccién de 1 necesitamos que @; f sea falso, y por otro lado, necesi-
tamos que el mundo en que vale i esté relacionado con si mismo. Como en el capitulo anterior,
este ultimo requerimiento lo agregamos al antecedente usando e para imitar una conjuncién. El
primero saldra de la negacién del consecuente.

Ahora estamos listos para plantear el siguiente Teorema.

Teorema 6.1. Sea o una férmula bien formada y sin variables libres de H(|),

a es satisfacible sii Q; THib(«) @ Q;(i @ 4) = Q; f
con f € PROP ei € NOM, tales que no ocurren en «.

Ya que el problema SAT de H(|) es indecidible, esto significa que la negacién del problema
de entailment de hCTL(@, |) con dos relaciones también lo es. Obviamente, esto implica que
el problema de entailment de hCTL(@, |) es también indecidible. Nuevamente sélo utilizamos el
fragmento de hCTL(@, |) que no contiene «—, y si reemplazamos — por «, la codificacién funciona
de la misma forma, por lo que también vale para el fragmento de hCTL(@Q, |) que no contiene —.

Corolario 6.2. El problema de entailment en la l6gica hCTL(Q, | ) (sin < & —) con dos relaciones
es indecidible.

Dedicaremos el resto del capitulo a demostrar el Teorema 6.1. La demostracién seguira la misma
estructura que la del Teorema 5.1, y la separaremos en dos partes. Comenzaremos suponiendo
que « es satisfacible, por lo que existe un mundo en un modelo que la satisface. Basandonos en
este modelo, construiremos uno para hCTL tal que no satisfaga el entailment propuesto. Luego
supondremos que no se cumple el entailment, por lo que es consistente el conjunto {@Q; THib(«) e
Q;(iei):T,Q; f : F}, y por lo tanto tiene al menos una rama de tableaux abierta y saturada.
A partir de esa rama, tomaremos su modelo inducido y generaremos otro modelo de H(|) que
satisfaga a en un mundo.

Pero antes de la demostracién, veremos un lema que nos serd necesario en la misma.

Lema 6.3. Sea o una férmula sin variables libres de H(]), entonces THib(a)[y/b] = THib(aly/b]),
ye VAR, be NOM.

Demostracion.

Probémoslo por induccién en la estructura de la férmula a.

-
THib(L)[y/b] = (Q;f)[y/b] =
Q;f =
THib(L) = THib(L[y/b]).

= a,a € NOM UPROPU VAR
Para esta traduccién, separaremos en dos casos: cuando a e y coincidan, y cuando no.

e a=Yy
THib(y)[y/b] = é/[y/b] =
THib(b) = THib(y[y/b]).
caFy
THib(a)[y/b] = aly/b] -
THib(a) = THib(aly/b)).
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[ ] <>QO
THib(Op)ly/bl = (i e2 THib())[y/b] =
i oo (THib(p)[y/b]) = por hipétesis inductiva
iy THib(ply/b]) =
THib(O(ply/b)) = THib((Ow)[y/b]).
v |zp
Para esta traduccién, separaremos nuevamente en dos casos: cuando z e y coincidan, y
cuando no.
o I = y
THib(lzw-p)lx/b] = (Lo THib(p))[z/b] =
|z THib(ip) =
THib(|x.p) = THib((lz.@)[z/b]).
e rFy
THib(lz.p)[y/b] = (l=.THib(¢))[y/b] =
lz.(THib(¢)[y/b]) = por hipétesis inductiva
la.(THib(ly/b])) =
THib(lz.(ply/b])) = THib((lz-¢)[y/b))-
"=

Para este caso, como por la definicién de la traduccion sabemos que x es una variable fresca,
x sera distinta de y.

THib(p = 1)[y/b] =
(lz.(@; (@, THib(p) — @, THib(1))))[y/b] =

lz.(Q;(Q, (THib(p)[y/b]) — Q. (THib(¢))[y/b]))) = por hipdtesis inductiva
Lw.(@; (@, THib(ly/b]) — @ THib(1[y/b]))) =
THib((#ly/b] = ¢ly/b])) = THib((¢ = ¥)[y/b))-

Demostracion del Teorema 6.1, parte 1: o satisfacible implica Q; THib(o) @ Q;(i @) |~ @Q; f.

Supongamos que «, férmula sin variables libres de H(]), es satisfacible. Entonces existe un
modelo M y un mundo wy, tales que M, wo,g = a, Vg. A partir de este modelo, construiremos
un modelo M’ de hCTL(@, |) con un mundo wyg tal que M’ wp, g = @Q; THib(c) @ Q;(i 8 i), pero
M’, wo, g |7é f

Sea M = (W, R?, V) un modelo de H(|) definido sobre los conjuntos de proposiciones PROP,
y nominales NOM tal que M, wq,g = a. Sea M’ = (W,{R3, R3}, V'), modelo de hCTL(Q, |)
sobre las proposiciones PROP' = PROP U {f}, y nominales NOM' = NOM U {i} tal que:

R} = {(wo,wo,wo)}

R3 = {(wj, wo, w) | (wj,wx) € R*}
V'(a) = V(a),Ya € PROPUNOM
V(i) = {wo}

Vi) = {-

Queremos demostrar que M’ wy, g = THib(a) @ Q;(i @ i), y que M’ wy,g = f. Por un lado
sabemos que M’ wo, g & f porque definimos que V'(f) = {}. Por la Propiedad 5.2 sabemos que
M Jwo, g | Q; THib(«) @ Q;(i @ i) sii M’ wp, g = @Q; THib(a) y M, wp, g = @Q;(i e i). Lo segundo
sabemos que se cumple porque V(i) = {wo} y R3(wo,wo, wp). Ahora, sabiendo que M, wy, g E «,
nos faltarfa probar que M’ wg, g = THib(«). Para esto demostraremos la siguiente propiedad:

M, w, g k=@ sii M',w,g = THib(p).
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Yw € W, Vg, v pudiendo ¢ contener variables libres.

Si lo demostramos, tendremos lo que necesitamos. Notar que sélo la implicacién a derecha es
la que requerimos, pero para que la demostracién se pueda llevar a cabo, necesitaremos también
la otra implicacion.

Lo demostraremos por induccién en la estructura de ¢; comencemos por los casos base.

s |

e Mw,gF L

Sabemos que esto no podria ocurrir.

o M,w,glL
El modelo M’ no satisface @, f ya que definimos V'(f) = {}.

= a,a € PROPUNOM
Se satisface M, w, g = a sii w € V(a), y por construccién w € V'(a), lo que es equivalente a
M w, g E a, o sea, M Jw,g = THib(a).

s o,z € VAR
Ocurre que M, w, g = z sii g(x) = w, sii M',w, g E x que ocurre sii M’ w, g = THib(x).

Veamos ahora los casos inductivos.

» |z.p, x € VAR, p € FORM
Ocurre que M, w, g | |x.p, siy sélo si M, w, g[z/w] |E ¢. Aplicando la hipédtesis inductiva,
tenemos que es equivalente a M’ w, glz/w] | THib(y). Por la definicién de |, esto es
equivalente a M’ ,w, g | |z. THib(¢), que a su vez es igual a M’ w, g = THib(lz.p).

s Op

e M w, g <p
Como M,w,g | <O, existe un w’ en W tal que R*(w,w’) y M,w’,g | . Por
hipétesis inductiva, sabemos que M’,w’,g = THib(p). Y como R?(w,w’), entonces
por construccién sabemos que R3(w,wq,w’), sabiendo que V' (i) = {wp}, tenemos que
M w, g = iey . THib(p).

e M,w,g F Op
Queremos ver que M’ w,g = THib(Cp), o sea, M’ w, g [~ i oo THib(p). Definimos
el conjunto A con todos los mundos que estén relacionados con el actual en R?: A =
{w" | wR?w'}. Como M,w,g W~ g, entonces Vu' € A, M,w', g = ¢. Entonces, por
hipétesis inductiva, M’ w’, g = THib(p).
Supongamos primero que no hay elementos en A, i.e., #4 = 0. Por construccién no
existe un w’ tal que (w, wo, w’) € R3. Entonces no hay oy 3 tales que M’ w, g = aes 3,
y en particular M’, w, g [~ i o2 THib(¢p).
Supongamos entonces ahora que #A > 0, y tomemos algin w’ € A. Por construccién,
(w,wp,w') € R3. Como w' € A, M",w', g~ THib(p). Esto ocurre para todo w’ tal que
R3(w,wo,w'), por lo que M, w, g =i o5 THib(yp).

o=

Queremos llegar a que M, w, g = ¢ = ¢ sit M w, g E |z.(Q;(Q, THib(p) — Q, THib(v)))).
Esto sucede si M',w, g[z/w] E @Q;(Q, THib(p) — @, THib(¢)). Dado que sabemos que
V(i) = {wo}, esto es equivalente a M’, wy, glx/w] = Q, THib(p) — Q, THib(1)).

Como por definicién wy est4 relacionado en R3 sélo de la forma R3 (wq, wo, wo), podemos con-
cluir, usando la Propiedad 5.2, que M, wo, g[z/w] = @, THib(y) o bien que M, wy, g[z/w] =
@, THib(1).
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Dado que g[z/w](xz) = w, eso a su vez es equivalente a que suceda M’ w, g[z/w] = THib(yp)
o suceda M’, w, g[z/w] = THib().

Ya que no puede ocurrir = en las férmulas ¢ y 1 por definicién de THib, es igual a que ver
que ocurra M’ w, g £ THib(p) o que M’ w, g = THib(1).

Volviendo al principio, dijimos que sabemos que ocurre M, w,g = ¢ = 1, cuando ocurre
que M, w, g = ¢ o que M, w, g |= 1.

Por hipétesis inductiva, sabemos o bien que M',w, g = THib(p) o bien M, w, g = THib(v)).
Pero como dijimos, esto es exactamente equivalente a M’ w,g = |2.(Q;(Q, THib(y) —
@, THib(v))), que es a lo que querfamos llegar.

O

Demostracion del Teorema 6.1, parte 2: Q; THib(c) @ Q;(i @ 1) = Q; f implica o satisfacible.

Supongamos ahora que no se cumple el entailment @Q; THib(«) e @;(i i) = @, f. Por lo tanto
el conjunto {Q,(Q; THib(a) e Q;(i ®14)) : T,@Q,Q; f : F'} es consistente. Por ser consistente tiene
al menos una rama de tableaux abierta y saturada. A partir del modelo inducido por tal rama,
generaremos otro modelo, de H(]) que satisfaga « en algiin mundo.

Sea B una rama abierta y saturada para el tableaux de la Figura 4.2, a partir de las formulas
{Q,(Q; THib(o) @ Q;(i @4)) : T,@,Q; f : F}, y sea M = (W,{R3, R3},V) el modelo de hCTL
inducido a partir de B, definido sobre los conjuntos de proposiciones PROP, y nominales NOM,
con V(i) = {wo},wo € V(f), para f € PROP e i € NOM distinguidos.

Definimos M’ = (W, R?, V'), modelo de H(|) sobre la misma signatura, de la siguiente manera:

R* = {(w,w') | (w,wo,w') € R3}
V'(a) = V(a),Ya € PROPUNOM.

Nuestro objetivo es ver que M’ wp, g = «, donde V' (i) = {wo}.
Comencemos analizando la rama B que inicia con {@Q,(@; THib(«) e Q;(i 7)) : T,Q,Q; f : F'}.

1.@,(Q@; THib(a) e Q, (i 7)) : T'
2.Q,Q,f : F
3.@Q,(bec): T —(e") en 1
4.Q.(Q;(ie7)): T  =(eT)enl
5.Q,@Q; THib(at) : T =(et) en 1
6.Q;(iei): T ~(QF)end
7.Q;THib(o) : T »(@T)enb
8.Q,f: F »(@Qt)en2
Sabemos entonces que @; THib(«) : T estd en B, a partir de lo cual demostraremos que se cumple
M Jwy, g E a. Para esto, deberemos probar antes dos implicaciones:

@, THib(p) : T € B entonces M’, [a],g = ¢
@, THib(p) : F € B entonces M’, [a], g [~ ¢

para todo ¢ férmula sin variables libres de H(]), tal que ¢ y f no son subférmulas de ¢, Ya € NOM,
para toda g : VAR — W.

Si probamos que es cierto, por @; THib(a) : T pertenecer a B, sabremos que M’ wg,g E «
que es lo que queriamos ver. Otra vez, la implicacién interesante es la primera, pero la segunda
es necesaria para la prueba. Lo probaremos por inducciéon en la estructura de ¢, comenzando por
los casos base:

» Q,THib(L): T € B
Como @, THib( 1) = @,Q; f, aplicando la regla @t tenemos que @;f : T' € B. Habfamos
dicho que @; f : F € B, pero como B estaba abierta, esto no puede ocurrir.
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. @, THib(L): F € B
Es trivial que M, [a], g ~= L.

» Q,THib(b) : T € B
Sabemos por un lado que b no puede ser una variable, porque supusimos que es una férmula
sin variables libres, y la traducciéon THib no las agrega. Tenemos que @Q,b: T € B, y por la
construccién del modelo inducido sabemos que M, [a], g = b, con b € NOM U PROP, por la
forma en que construimos los mundos del modelo inducido. Pero entonces, por la definicién

de M’ ocurre que M’,[a], g = b.

» Q,THib(b): F € B
Como en el caso anterior, b no puede ser variable, y sabemos que M, [a], g F~ b, lo que implica

que M, [a], g = b.
Los casos inductivos ahora, suponiendo que la propiedad se cumple para las subférmulas.

» Q,THib(Op): T € B

Analicemos qué ocurre en toda rama que contenga dicha férmula.

1. @i o5 THib(p) : T
2.Q,beyc: T —(e") en 1
3.Qui: T —(et) en 1
4. Q. THib(p) : T —(e") en 1

Como @,beyc : T estd en B, sabemos que por construccién del modelo inducido, R3([a], [8], [c]).
Como en [b] vale i por 3, wy = [b], por lo tanto R%([a],[c]). Como ademds sabemos que
Q.THib(p) : T estd en B, por hipdtesis inductiva sabemos que M’ [c],g E ¢. Como
R*([a],[c]) y M, [c], g E ¢, entonces M, [a], g = O, que es lo que querfamos ver.

» Q, THib(Cyp): F € B
Razonando por el absurdo, supongamos que M’ [a],g E <. Entonces sabemos que exis-
te un [b] tal que R?([a],[b]), y que M, [b],g = . Como R*([a],[b]), por definicién de
M, R3([a],wo, [b]) (donde wy = [i]). Esto, por Lema 4.4, nos dice que existe b tal que
@,ie2b: T € B. Veamos entonces qué sucede en una rama abierta y saturada que contenga
ambas férmulas:

1. Qi e THib(p) : F
2. @ai (D) b: T

(e )enly2< 3a.Q;i: ' 3b.Q,THib(p): F  ~(e )enly2
&
Como B estd abierta, no puede suceder que @Q;i : F' esté en la misma, por lo que concluimos
que @, THib(p) : F lo estd. Aplicando hipdtesis inductiva obtenemos que M’ [b],g = ¢,
pero habfamos dicho que M’ [b], g = . Absurdo que viene de suponer que M’ [a], g = Oy,
por lo que M, [a], g = Cp.

» Q,THib(lz.): T € B
Como Qg |z. THib(p) : T estd en B, y B estd saturada, @, THib(p)[z/a] : T también debe
estar por laregla | 7. Como @, THib(p)[x/a] : T es igual a @, THib(p[x/a]) : T por Lema 6.3,
aplicando hip6tesis inductiva obtenemos que M’ [a],g = ¢[z/a]. Pero dado que sabemos
por la construccién del modelo inducido y de M’ que M’,[a], g = a, M’,[a], g E ¢[z/a], sii
M’ la], g E |z, que es lo que querfamos ver.

. @, THib(lz.p): F € B
Anglogamente al caso anterior, si @, |z. THib(p) : F estd en B, @, THib(p)[z/a] : F también
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estd por |~. El Lema 6.3 dice que @, THib(p)[xz/a] : F es @, THib(p[z/a]) : F. Aplicando
hipétesis inductiva obtenemos entonces que M’ [a], g [~ ¢[z/a]. Y dado que por construccién
M a], g = a, M’,[a], g = ¢[z/a] es verdadero sii M, [a], g & | 2., que es lo que queriamos
probar.

» @, THib(p =) : T € B

Analicemos qué ocurre en una rama que contenga esa férmula.
1. Qg |x.(Q;(Q, THib(¢) — Q, THib(v))) : T
2. Q,(Q;(@Q, THib(p) — Q, THib(x)))) : T =(|*) en 13
3. @Q;(Q, THib(¢) — Q, THib(v)) : T =(@Q") en 2
4. Q;(iei): T ~(6) en reglas iniciales

(-»t)en3y4 < ba @Q,THib(p): F 5b. @Q,THib(¢)): T ~(—T)en3y4
(@) en 5a < 6a. Q, THib(p) : F 6b. @, THib(v)) : T =(—7) en 5b
O bien 6a estd en la rama, o bien 6b lo esta. Por hipdtesis inductiva en 6a y 6b, sabemos
que M’ [a], g £ ¢ 6 M, [al], g = ¥. Pero esto es equivalente a M’,[a],g E ¢ = 1, que es lo
que queriamos probar.

» @, THib(p = ) : F

Veamos una vez mas qué es lo que ocurre en toda rama que contenga esta férmula.

1. Qulz.(Q;(@, THib(p) — Q, THib(¢))) : F
2. @, (@,(@, THib(¢) — @, THib())) : F =(1~) en 11
3. @;(Q, THib(¢) — Q, THib(¢)) : F =(Q) en 2
4. Q.(bei): T >(—")en3
5. @,Q, THib(p): T >=(—")en3
6. Q.Q, THib(¢)) : F »(—")en3
7.Q,THib(p) : T  =(@%)en5
8. Q,THib(v)) : FF >=(@Q )en6

Por hipétesis inductiva en 7 y 8, sabemos que M’,[a],g = ¢ v M',[a],g ~ 1. Por lo tanto,
podemos decir que M’, [a], g £ ¢ = .

O

Queda entonces con esto probado el Teorema 6.1, y por consiguiente la indecidibilidad del
problema de entailment en la 16gica hCTL(@, |).

3Ya que x no ocurre en THib(¢) ni en THib(v), éstas no se ven afectadas por la substitucién.
4Ya que 2 no ocurre en THib(p) ni en THib(¢)), éstas no se ven afectadas por la substitucién.



Capitulo 7

Indecidibilidad sin @

Como dijimos en la Seccién 1.5, nuestra motivacién era encontrar una hibridizacién decidible
que incluya al operador |. En ese sentido, el resultado del capitulo anterior es negativo: hCTL(Q, |)
es indecidible. Sin embargo, la traduccion alli utilizada se basa fuertemente en la interaccién del @
con el resto de los operadores, la cual permite simular férmulas con estructura booleana. Esto nos
lleva a una pregunta natural: ;podremos lograr este mismo efecto si no contamos con el operador
@7, Vamos a ver en este capitulo que es asi, que la expresividad del operador | logra que esta
logica también sea indecidible. Para probar esto, vamos a dar una forma de reducir satisfacibilidad
de H(]) a entailment de hCTL(|).

En lineas generales, la idea de la traduccion seguird la que vimos en el Capitulo 6 para la légica
hCTL(@, |). Claramente, el problema ahora radica en que no contamos con el operador @. Para
salvar esto, deberemos utilizar una combinacién de recursos. El resultado final sera una traduccién
bastante més compleja; es por ello que comenzaremos por motivar cada una de sus partes.

Veamos para qué usdbamos el operador @. Empecemos por la traduccién de 1, @; f. Sabemos
que en i no vale f, y necesitamos una expresién que sea “globalmente falsa”. Sabemos que la
féormula i = —f es “globalmente verdadera”, y por tanto su negacién, =(i = —f) es falsa. Ahora
notemos que —(i = —f) es equivalente a =(—iV —f), que a su vez es igual a i A f. Supongamos por
un momento que tuviéramos una macro AND que permita expresar la conjuncién clasica; entonces
podriamos expresar esta férmula globalmente falsa con AND(i, f).

Otro caso que utilizaba @ de manera crucial, era el de la traduccién del =. En ésta, valiéndonos
de dicho operador, volviamos cada vez al mundo en que valia i, porque sabiamos que estaba
relacionado consigo mismo, lo que nos permitia simular la implicaciéon con el operador —. Si
logramos, en cambio, que todo mundo relevante, esté relacionado consigo mismo de esta manera,
entonces podremos traducir la implicacién directamente con un —. Pero el problema es ahora
jcomo podemos garantizar que todos estos mundos sean reflexivos?. Simplemente pidiendo que
nuestra traducciéon TH* cumpla que TH*(Op) =i o3 |x.(AND((z o ), TH*(¢))). Observar que
también en este caso suponemos que contamos con una macro AND.

Nos resta ver como expresar una conjuncién entre ¢ y 1. Simplemente nos valdremos de esta
férmula:

(p=T)e (T =)
Si M,a,g = (¢« T)e (T — 1), entonces existen b y ¢ tales que R(a,b,c), M,b= (¢ «— T)
y M,cl= (T — ). Por ser T tautologia, esto garantiza M,a,g = ¢ y M,a,g = ¥, que es lo que
buscamos. Utilizaremos la siguiente definicién para simplificar la notacién
Definicién 7.1 (A).
A :=(p—T)e(T =)

Propiedad 7.1. Si el mundo a estd relacionado mediante la relacion R sdlo de la forma R(a, a,a),
entonces M,a,g = o AN si y sélo si M,a,g = ¢ y M,a,g k= 1.

35
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Demostracion. Se demuestra directamente aplicando la Propiedad 5.2 tres veces sobre a. O

La idea general de la traduccién es esencialmente la que acabamos de esbozar. Sin embargo,
todavia necesitamos algunos ingredientes adicionales. Para entender su necesidad, conviene obser-
var porqué no funcionaria una traduccién naive basada en las ideas recién expuestas. Para ello,

consideremos entonces la siguiente traduccién TH* similar a las traducciones anteriores’.

TH*(a) = a

TH* () = iey|w.((xex) A TH*(p))
TH* (¢ =) = TH"(p) — TH*(¥)
TH*(lz.p) = |z.TH*(p)

TH*(L1) = iNf

con a € NOM U PROP U VAR; x € VAR, ¢, € FORM, y con f € PROP e i € NOM que no
aparecen en la férmula.

Esperariamos que el entailment que se utilice junto con esta traduccién, sea el siguiente:

(i A TH* (o)) A (i 00) J .

En este entailment estamos poniendo, como habiamos dicho, una f como consecuente, para
poder conseguir que funcione la traduccién de L. Pedimos ademds, usando A, que en el mundo
inicial valga el nominal 7, y que esté relacionado consigo mismo. Obviamente, pedimos ademas que
este mundo inicial satisfaga la traduccién de a.

Esta traduccién, tiene un problema esencial, que veremos maés claramente con el siguiente
ejemplo. Consideremos la féormula:

p=pP=p =>1

Evidentemente, ¢ es una contradiccién. Si la codificacién del problema de satisfacibilidad que
propusimos fuera correcta, deberfa ocurrir (i A TH*(p)) A (iei) = f. O lo que es equivalente, que
en todo mundo de todo modelo que satisfaga (i A TH*(p)) A (i ® i), también valga f. Veamos el
modelo M = (W, R3,V), de la Figura 7.1, definido de la siguiente manera:

w = {wl,w2,w3,w4,w5,w6,w7}

R3 = {(wy,w1,wr), (wr,ws,ws), (wa, ws, w1), (wr, ws, ws) }
V(i) = A{w}

V(p) = {ws we}.

Analicemos desde el mundo w;. Este punto del modelo no satisface f, por lo que deberia
suceder M, w1, g & (i A TH*(p)) A (i 7). Sin embargo, como veremos a continuacion, éste no es
el caso.

Veremos que M, w1, g = (iATH (p))A(iei), i.e., M wi,g |= (IATH(p)) — T)o(T — (iei)).
Usando la relacién R(wy,ws, ws), basta ver que M, we,g | (iATH*(p)) — Ty M,ws, g T —
(i @ 7). Pero esto vale cuando M,wy1,9 = ¢ A TH*(¢) y M,w1,g = i ei. La segunda vale ya
que V(i) = {w1} vy R(wy,wi,w;). La primera, siguiendo el mismo anélisis de recién, y usando
también que R(w1,ws,ws), es equivalente a M,w1,g E i y M,wi,g = TH*(¢). La primera
se satisface ya que V(i) = {wi}. Por lo que tendriamos que ver M,wy,g E TH*(yp), o sea,
que M,wy,9g E TH*((p = p) = 1), sii, M,wi,9 E TH*((p = p)) — TH*(L)). Como w;
es el tercero de la relaciéon en dos casos, debemos analizar ambos. Por un lado debe ocurrir que
M,wy,g £ TH*(p = p) 6 M,wy,g E TH*(L), y por otro que M,ws,g = TH*(p = p)
6 M,wy,g = TH*(L). Entonces, nos va a alcanzar con ver que M,wy,g = TH*(p = p) y
M, ws, g = TH*(p = p), es decir, M,w1,9 Ep — py M,ws,g = p — p. Pero wy no satisface

IPara el caso de TH*(Ogp), « no debe ocurrir en TH* ().
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Figura 7.1: Modelo ¢

p — p porque M,ws,g = p, v M,ws,g = p; mientras que ws no satisface p — p porque
M, we, g = p, y M,wz,g ¥ p.

Vemos entonces que hay un problema con esta traduccién, pero ;dénde?. Podemos ver mejor
lo que estd pasando usando el tableaux, pero antes veamos un lema.

Lema 7.2. Sea R una rama abierta y saturada, a € NOM, y ¢,¢ € FORM. Si Q,(p A) : T
pertenece a R, entonces Qup : T y Quep : T también pertenecen a R.

Demostracion. 1.Qup—T)o (T —): T
2 Qu(bec): T ~(eF)enl
3.Qy(e—T):T >(et)enl
4.Q (T —): T  =(eF)enl
(—")en3y2< bHa. QT:F 5b.Qup: T  =(«")en3y2
&
(=T)endy2< 6a.@T:F 6b@Qup:T (—T)endy?2
®

Observemos entonces que por 5b y 6b queda probado el Lema. O

Ahora si pasaremos al tableaux que nos referiamos.
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L @ (i A TH*(9)) A (i #4)) : T
2.Q,f: F
3. Q,(i ANTH*(9)): T  ~(Lema 7.2) en 1
4. Qy(iei): T  >(Lema 7.2) en 1
5.@ui:T  >(Lema 7.2) en 3
6. Q,TH*(p): T  >(Lema 7.2) en 3
7 Qa:T >~(NOM) en5
Qu(aei): T >(Rg)endy?
Qu(aea): T >(R3)endy?7
10.@f.F ~(ID) en 5y 2
11. @, TH*((p=p)= 1): T  >(expandir)en 3
12. Q,(TH*((p=p)) — TH*(L)): T  =(expandir) en 11

(-T)enl12y9 < 13a. @, TH*((p=p)): F 13b. Q,TH*(L):T =(—T)en 12y 9

(expandir) en 13a <14a. Q,(p — p) : F 14b. @,(i AN f): T >=(expandir) en 13b
(—7) en 13a < 15a. Q.(bea): F 15b. @Q,f : T >=(Lema 7.2) en 14b
(—7) en 13a < 16a. Qup : T 16b. @i : T >~(Lema 7.2) en 14b
(—7)en 13a < 17a. Q.p : F 17b. @Q;f : T >(ID) en 15b y 16b
&

Como vemos, al expandir el — de 14a, esperariamos que se forme un clash al intentar evaluar
la implicacién en el mundo en que vale ¢, pero como vemos, las proposiciones p positiva y negativa,
ocurren en mundos que no son el mismo. En particular, podemos observar que el problema radica
en que —, al estar en un contexto negativo (i.e., tiene polaridad F en el tableaux), funciona como
un diamante (recordemos que =<y = O-y). Por este motivo, nos gustarfa decir entonces algo del
estilo (p A i) — (p Ai), Pero la subférmula generada en ella, es de polaridad negativa, y no se
lleva bien con el — de la definicién de A. En el Capitulo 6, esto no nos traia inconvenientes, ya
que con @ volviamos al mundo en que valia i, y nos quedaban en conjunciéon ambas partes de la
implicacién con la polaridad correcta. Para resolver este conflicto, deberemos por un lado, saber
de antemano si vamos a evaluar una férmula determinada (la traduccién de la implicacién) en
un contexto positivo o negativo. Las implicaciones en contexto negativo necesitaran formulaciones
que aseguren que volvamos al mundo correcto y con la polaridad intencionada. Para ésto vamos a
proponer dos traducciones, una para cuando el contexto es positivo, TH™T, en la que funcionaria
una traducciéon como la que propusimos mads arriba, y otra para cuando el contexto es negativo,
TH™.

Veamos como podemos interpretar la implicacién para un contexto negativo, pero primero
notemos que los operadores < y — generan cambios de polaridades, por lo que los utilizaremos
de distintas maneras para obtener el resultado deseado. La traduccién propuesta es:

TH (¢ =) = lo.(TH™ (¢) o T) « (z A TH™ (¢))).

Asumimos que el mundo inicial (digamos a) estd relacionado consigo mismo. En ese caso «
actlia como una implicacién, por la Propiedad 5.2, pero como el contexto es negativo, valdra cuando
en particular en a se cumpla (z A TH*(p)) y no valga (TH™ (b)) @ T), con g(z) = a. Como se
cumple (z A THT(p)) en a, se cumple TH™(¢) ahi mismo, que era una de las condiciones que
pretendiamos. Ya que no se cumple (TH (1)) T), y sabemos que a estd relacionado consigo mismo,
y que obviamente vale T ahi, debe no valer TH (1)), que es la otra condicién que querfamos.

Si ahora pensamos en la traduccién tentativa que dimos para el &, i o5 [z.((x e x) A TH*(p)),
en la misma proponiamos que al pasar a un mundo nuevo, se creara la relacién de este mundo
nuevo consigo mismo. Pero ahora que estamos analizando las polaridades, es interesante notar que
cuando el & estd en un contexto negativo, se comporta como un O, digamos como ejemplo en
O = L. En este caso, no tendria sentido traducirlo como si se tratara de un <, con esta forma de
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asegurar las relaciones reflexivas. Podriamos simplemente traducirlo como i eo TH ™ (¢) (aunque

pondremos una variacién de esta férmula).

Definicién 7.2 (TH" y TH™). Las traducciones THY y TH~ de una férmula « de la légica
H(]) a una de hCTL(]) la definimos recursivamente como:

TH*(a) = a

TH (a) = a

TH(Op) = ey lz.((xex) A THT(p))?
TH=(Cp) = iey |z TH (p)%,4

TH*(p =) = TH-(p) — TH*(¢)

TH™(p=1) = |o.(TH™(¢)eT) — (A TH*(p)))’
TH+(lv.g) = |o.TH*(9)

tH-(lrg) = le.TH ()

TH*(L) = QNS

TH— (L) = iNf

con a € NOM U PROP U VAR; x € VAR, ¢, € FORM, y con f € PROP e i € NOM que no
aparecen en q.

Veamos que con ésta traduccion que toma en cuenta las polaridades, el ejemplo que habiamos
dado antes, se comporta como esperabamos. Pero antes observemos lo siguiente:

Observacién 7.1. Si R es una rama abierta y saturada, y a un nominal, entonces @, T : F' no
puede pertenecer a R. Si, perteneciese, entonces como T es una abreviacion para |z.x, al aplicar
a Qglzx.z: Flaregla |7, también Q,a : F' deberia pertenecer a R, pero eso generaria un clash y
R era una rama abierta y saturada.

Veamos ahora al ejemplo anterior, y veamos como se comporta con la nueva traduccién:

2
3

x no debe ocurrir en THT ().
z no debe ocurrir en TH ™ (¢).

4Vale la pena notar que ésta traduccién tiene un |z. “innecesario”, ya que dicho z no ocurre en el resto de la
férmula, y por lo tanto es equivalente a no ponerlo. El hecho de que lo hayamos incluido en la traduccidn, es debido
a que simplifica la demostraciéon de un lema, el Lema A.1.

52 no debe ocurrir en TH ™ (¢)) ni en THT ().



40 CAPITULO 7. INDECIDIBILIDAD SIN @

L Gu((i A THH (@) A(i01): T
2.Q,f: F
3.Q,i ANTHT(9)): T  >(Lema 7.2) en 1
4. Q,(ie3): T  >(Lema 7.2) en1
5.@ui: T >(Lema 7.2) en 3
6. @Q,TH"(p): T  »(Lema 7.2) en 3
7.Qa:T >=(NOM)enb
8. Quaei): T =(Rg)endyT
9. Qu(aea): T =(R3)endy?
10. @;f : F  >(ID)enby2
11. @, TH*((p=p) = L): T  +(expandir) en 3
12. @Q,(TH ((p=p)) » TH*(L)): T  =(expandir) en 11

(=) enl12y9=< 13a.Q,TH ((p=p)): F 13b. @, TH*(L): T —=(—T)en12y9
(expandir) en 13a <14a. Q,|z.((peT) «— (x Ap)): F  14b. Q,(i A f): T  >(expandir) en 13b
(I7) en 13a < 15a. Q,(peT)«— (aAp): F 15b. @ f : T >=(Lema 7.2) en 14b
(«7) en 15a < 16a. Q.(aeb) : T 16b. @ui: T >(Lema 7.2) en 14b
(«7) en 15a < 17a. Qy(a Ap) : T 17b. @Q;f : T >(ID) en 15b y 16b

(«7) en 15a < 18. Q.(pe T): F ®

(e7)en 18 y 16a < 19a. @, T : F 19b. Q,p: F >~(e7) en 18 y 16a
® 20.Qpa : T >~(Lema 7.2) en 17a
21.@Qpp: T >~(Lema 7.2) en 9
22.@,p:T  +(ID) en 20 y 21
&

Podemos apreciar que esta traduccion, resuelve efectivamente el problema visto anteriormente.
En este caso se genera un clash por ocurrir la proposicién p, tanto con polaridad positiva como
negativa en a, entre 19b y 22.

Pasemos ahora a definir el entailment:

(i ANTHT () A (iei) [~ f.

Como vemos, es similar al que mencionamos anteriormente, sélo que comenzando con la pola-
ridad que corresponde, positiva.

Teorema 7.3. Sea a una formula bien formada de H(|), sin variables libres,
a es satisfacible sii (i A THT () A (i 0) [ f,
siendo f € PROP, i € NOM, tales que no aparecen en .
Corolario 7.4. El problema de entailment en la l6gica hCTL(]) con dos relaciones es indecidible.

Para demostrar este teorema, seguiremos la misma estructura que para el Teorema 6.1: una
primera parte suponiendo que la férmula « es satisfacible, y a partir de un modelo para ella,
generaremos otro que no satisfaga el entailment anterior. Para la segunda parte supondremos
que el entailment no se cumple, y tomaremos una rama de tableaux que lo represente. Luego,
construiremos un modelo de H(]) que satisfaga a a partir del modelo inducido por la rama.

Demostracion del Teorema 7.3, parte 1: « satisfacible implica (i N TH (a)) A (i ®4) - f.
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Supongamos que « es satisfacible; entonces existe un modelo M y un mundo wy, tales que
Vg, M,wg,g E a. A partir de este modelo, generaremos M’, un modelo de hCTL(|), tal que
M wg, g = (A THY (@) A (iei), y que M’ wq, g F~ f.

Sea M = (W, R?,V),definimos M’ = (W, {R3}, R3}, V'), modelo de hCTL(]) sobre las propo-
siciones PROP’ = PROP U {f}, y nominales NOM' = NOM U {i} de la siguiente manera:

R3 = {(w,w,w)|weW'}

R3 {(w, wo,w") | (w,w') € R?}
V'(a) V(a),Ya € PROP U NOM
V(i) {wo}

Vi) = {h

Notemos que la Propiedad 5.2 aplica a todo el modelo M’ con la relacién R3.

Por una parte, podemos ver que M’ wg, g I~ f. Queremos ver ahora que
M wo,g b= (i A THY(a)) A (i @i). Como para la relacién R} los mundos estan relacionados sélo
consigo mismos, es equivalente por la Propiedad 7.1 a que M’ wo,g E THT (), M’ wq, g = 1,
y M’ wo,g [E i ei. Sabemos que los dos tltimos se cumplen, nos faltarfa ver que M’ wyg, g E
TH™ (c). Para ver esto probaremos por induccién en la estructura de o que

si M,w,g = ¢ entonces M',w, g = TH™ (p),
si M, w, g ¥~ ¢ entonces M’ w, g = TH™ ().

La segunda implicacién, como en la primera parte de la demostracién del Teorema 6.1, estd plan-
teada para que pueda funcionar la induccién, pero en realidad el resultado que necesitamos es el
dado por la primera implicacién.

« Myw,g =L

Esté claro que esto no puede ocurrir.

s Myw, g L
Supongamos por el absurdo que M’,w,g = TH~(L). Es decir, M',w,g =i A f que por la
Propiedad 7.1 es equivalente a ver que M’ w, g =1y que M’ w, g = f. Esto dltimo no puede
ocurrir porque definimos V' (f) = {}. El absurdo viene de suponer que M’,w,g = TH (L),
por lo que M’ w,g = TH(L).

» M,w,g =a,a € PROPUNOM
Si M,w,g = a entonces w € V(a), y por definicién sabemos w € V'(a), lo que nos dice que
M’ w, g E a que es igual que M’ w,g = TH" (a).

» M,w,g ¥~ a,a € PROPUNOM
Andlogamente, si M, w,g ~ a entonces w ¢ V(a), y por definicién sabemos w ¢ V'(a), lo
que nos dice que M’  w, g t~ a, equivalentemente, M’ , w, g = TH ™ (a).

» M,w,g =x,2 € VAR
M, w, g E x implica que g(x) = w, pero entonces M’, w, g = x que es lo igual que M', w, g =
TH* (z).

» M,w,g z,x€ VAR
Andlogamente, M,w,g & x implica que g(x) # w, pero entonces M’ w,g = x que es
equivalente a M’ w, g = TH ™ (x).

» Myw,g = lz.p, x € VAR, p € FORM
Si M,w,g |E lz.¢ entonces M, w, glx/w] | ¢. Aplicando la hipétesis inductiva, tenemos
que M’ w, g[z/w] |E THT (). Por la definicién de |, esto sucede sii M', w, g = |x. TH™ (p),
que a su vez es lo mismo que M, w,g E THT (|z.¢).
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" M,w,g W~ |z, x € VAR, ¢ € FORM
Nuevamente en forma andloga al caso anterior, si M, w, g & |x.¢ entonces M, w, g[z/w]
. Aplicando la hipétesis inductiva, tenemos que M', w, g[z/w] = TH (). Por la definicién
de |, esto es equivalente a M’ ,w,g £ |z.TH (¢), que a su vez es igual a M’ w,g £
TH= (lz.p).

= Mw, g O
Queremos llegar a que M’ w,g = THT(Op), o sea, que M’ w, g = ieg|z.((zex)ANTH™ (p)).

Como M, w, g |= O, entonces existe un mundo w’ tal que R?(w,w’), y M,w’,g = ¢. De
R?(w,w") concluimos que R3(w,wo,w’). Aplicando hipétesis inductiva sobre M, w’, g = ¢,
tenemos que M’ ,w', g E TH (). Por construccién de M’, sabemos que M, wy, g |= i.

A partir de esto, intentaremos ver que M’,w’,g = |z.((x e ) A TH'(p)) , si y sélo si
M W' glx/w'] = (zex)NTH™ (). Por la Propiedad 7.1, es equivalente a que M’ w’, g[z/w']
rexy M w, glz/w'] = THY(p). Lo primero vale por la definicién de R3. Como sabemos
que x no ocurre en o, M’ w' glz/w'] E THY(p) es equivalente a M’ ,w',g &= THT(p),
pero esto ya vimos que vale.

Usando ahora que M’ ,w',g = TH'(¢) y que M,wq,g [ i, obtenemos finalmente que
Mw,g i e La((z o 2) A TH(5)).

= M,w, g Op
Queremos ver que M’ w,g = TH™ (), o sea, M/ w, g t~ i o3 |x. TH™ (¢). Definimos el
conjunto A con todos los mundos que estdn relacionados con el actual en R%: A = {w' |
wR?w'}. Como M,w,g [~ Op, entonces Vu' € A, M,w',g ~ . Entonces, por hipétesis
inductiva, M’ w’, g = TH™ ().

Supongamos primero que no hay elementos en A, i.e., que #A = 0. Por construccién no
existe un w’ tal que R3(w,wp,w’). Entonces no existen a y 3 tales que M’,w,g = ey 3,y
en particular M’ w, g =i eg 2. TH™ (p).

Supongamos ahora que #A > 0, y tomemos algin w’ € A. Por construccién, (w,wp, w') €
R3. Como w' € A, M',w',g = TH™ (). Pero esto es equivalente a M’ ,w’, g = |x. TH = ()
para un x que no ocurra en TH ™ (¢), que es justamente lo que la definicién de TH ™ enuncia.
Y esto ocurre para todo w’ tal que R3(w,wo,w’), por lo que M’ w, g = i ey 2. TH ™ (p).

» Myw,g ==
Queremos ver que M’ w,g E TH (¢ = ) sii M w,g = TH (p) — THT(¢). Por
Propiedad 5.2, esto sucede cuando M’ w, g = TH™ (¢) 6 M',w,g = TH'(¢).

Como M, w, g E ¢ = 1, sabemos que M, w, g = ¢ 6 M,w,g E 1.

Supongamos que sucede M, w, g = ¢. Por hipétesis inductiva, M’ w,g = TH ™ (p). Y por
lo tanto M’ w,g = TH™ (p) — THT(¢).

Supongamos ahora que M,w,g [ . Por hipédtesis inductiva nuevamente, M’ w,g E
TH™* (1), con lo que M’ ,w,g = TH™ () — TH" ().

» Mow, g Ep =1
Queremos ver que M’ w, g = TH™ (p = 1), que es equivalente a M’ w, g £ |x.((TH () e
T) « (z A THY(p))).

Como M, w, g = ¢ = 1, entonces M, w,g = ¢ y M,w, g~ 4. Dado que M, w, g |= ¢, por
hipétesis inductiva M’ w,g = TH(p). Y dado que M, w, g F~ 1, por hipétesis inductiva
otra vez, M’ w, g = TH™ (v).

Supongamos entonces por el absurdo que M’,w,g = |z.((TH™ (¢) o T) «— (z A TH™ (¢))),

entonces M, w, glz/w] = (TH (1)) @ T) «— (z A TH'(¢)). Aplicando la Propiedad 5.2,
sabemos que o bien M’ w, glx/w] £ (x A TH(¢)) o bien M’ w, g[z/w] = (TH ™ (¢)) e T.

Supongamos que M’, w, glz/w] £ (& A TH(¢)). Aplicando la Propiedad 7.1 tenemos que
M w, glz/w] # x o que M w,g[z/w] = THT (p). M',w, glx/w] ~ x no puede ocurrir
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porque glz/w](z) = w. Si M',w, g[z/w] = TH*(p), como z no puede aparecer en TH™ (1)),
entonces tendriamos M’ ,w,g & THT(p), lo cual es absurdo porque habfamos visto que
M w,g = TH* ().

Supongamos ahora que M’ ,w,g[z/w] = (TH~ (¢)) e T. Con la Propiedad 5.2 tenemos
que M w,g[z/w] E T y que M, w,g[z/w] = TH (). Como z no puede ocurrir en
TH~ (), esto es equivalente a M’ ,w,g = TH (1), lo cual es absurdo porque vimos que
M w,g = TH™ ().

Este absurdo vino de suponer que M’ ;w,g = TH™ (¢ = 1), por lo tanto, tenemos que
M w,g = TH™ (¢ = 1))

O

Antes de adentrarnos en la demostracién, veremos algunos resultados que nos serdan utiles mas
adelante.

Lema 7.5. Sea o una férmula bien formada sin variables libres de H(|), R una rama abierta
y saturada para el tableauz de la Figura 4.2, a partir del conjunto {@Q,((i AN THY(a)) A (i @ 1)) :
T,Q,f : F}, siendo f € PROP, i € NOM, tales que no aparecen en «.Si Q,(besc) : T estd en la
rama R, entonces Q.(c ey ¢) : T también lo estd.

La demostracion de este lema, debido a su extension se encuentra en el Apéndice A.

Lema 7.6. Sea a una férmula sin variables libres de H(]), entonces TH™ (a)[y/b] = THT (a[y/b]),
y TH (a)[y/b] = TH (aly/b]), y € VAR, b€ NOM.

Demostracion.

Probémoslo por induccién para cada una de las posibles estructuras de a.

» TH*(a)
TH*(a)ly/b] = aly/t] =
a
TH*(a) = TH"(aly/b])
» TH™ (a)
Este caso se ve en forma andloga al anterior.
« THT(L)
THY(L)y/b) = (iAP/Y =
INf =
THH(L) = TH*(Lly/b)).
« TH—(L1)
También se analiza de la misma forma, ya que tienen la misma traduccién.
» TH*(lz.p)
Para esta traduccién, separaremos en dos casos: cuando coincidan z e y, y cuando no.
e I — y
TH*(lz.@)[z/b] = (la.TH*(¢))[z/b] =
lz. THY () =
TH*(lz.p) = TH*((lz.@)[z/0]).
e rFy
TH* (lz.p)ly/bt] = (la.TH*(9))ly/b] =
lz.(THY(p)[y/b]) = [por hipétesis inductiva]
le. TH* (p[y/b]) =

TH*(lz.(ply/b) = TH*((lze)[y/0]).
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H~(lz.p)

Este es otro caso que se prueba en forma andloga a su predecesor.

[ ] TH+(<>@)

THY(Op)[y/b] = (iez |x.((xex)ANTHT(p)))[y/b] = [como x no ocurre en THY(yp)]
iey |z.((xex) A (THY(p)[y/b])) = [por hipétesis inductiva]
ioy |x.((xex) NTH  (ply/b])) =
TH* (O (ely/b])) = TH*((O9)[y/b]).

[] THi(OQO)

TH=(Oo)[y/b] = (ie2 |x.TH (¢))[y/b] = [como z no ocurre en TH™ (p)]
ieo . (TH (¢)|y/b]) = [por hipétesis inductival
iey |z TH (o[y/b]) =
TH™(C(ely/b))) = TH™((Cp)[y/b]).

» TH* (p = 1))
TH (p=Y)[y/b] = (TH (p) — TH(¥))[y/d] =
( H (p)[y/b]) — (TH*(¢)[y/b]) = [por hipétesis inductival
H~ (ply/b]) — TH* (¢]y/b]) =
H* ((ely/b]) = (Y[y/0])) = TH"((¢ = ¥)[y/b]).
. (so )
H~ (¢ = ¥)[y/b] =
( (TH™(¢) o T) « (z A TH™())))[y/?] = [z no ocurre en TH™(¢) ni TH*(p)]
ll’ (((T “()[y/b]) @ T) « (x A(TH" (¢)[y/b]))) = [por hipétesis inductival
(( “(Yy/b]) @ T) — (x A THF(p[y/b]))) =
H=((ly/b]) = (¥ly/b])) = TH ((¢=¥)[y/b)]).

Demostracion del Teorema 7.3, parte 2: (i N THT («)) A (i i) = f implica o satisfacible.

Supondremos ahora que (iA THT () A(ie7) & f. Analizaremos entonces una rama saturada y
abierta generada a partir de {Q, ((i A THT () A(iei)) : T,@Q, f : F'}. Como en los casos anteriores,
a partir de su modelo inducido M, generaremos un modelo de H(|) que satisfaga a.

Sea R una rama abierta y saturada para el tableaux de la Figura 4.2, a partir de las formulas
{Q (i AN TH () A (i 0i)) : T,Quf : F}, y sea M = (W,{R},R3},V') el modelo de hCTL
inducido a partir de R, definido sobre los conjuntos de proposiciones PROP, y nominales NOM ,
con V' (i) = {wq}.Definimos M’ = (W, R?, V), modelo de H(|) sobre la misma signatura (aunque
no nos interesara i, f, ni R3), de la siguiente manera:

R2
V(a)

{(w ) | (w7w07w/) € R%}
V'(a),Ya € PROP U NOM.

Nuestro objetivo es ver que M’ wp, g |= a, donde V(i) = {wp}.

Observemos que en este caso, la traduccion de modelos que proponemos, es la misma que
usamos en el Capitulo 6.

Comencemos por analizar la rama R.
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1. Qu((i AN THT () A (1 07)): T
2.Q,f: F
3.Q,iNTH"(a)): T  >(Lema 7.2) en 1
4. Q,(ie3): T  >(Lema 7.2)en1
5.@ui:T  >(Lema 7.2) en 3
6. @Q,TH"(a): T  >(Lema 7.2) en 3
7.Qa:T >(NOM)enb
8. Qulaei): T =(Ro)endy?
9. Qu(aea): T >(R3)endy?
10. @Q;f : ' >(ID)enby2

Sabemos entonces que @Q;f : F'y @, THV(p)) : T estdn en la R, a partir de lo cual demostra-
remos que el modelo M’ en el mundo a satisface .

Como en los casos anteriores, vamos a tener dos implicaciones, de las cuales la primera es la que
necesitaremos, pero sin la segunda la induccién no funcionaria. Queremos ver que para toda FBF
© de H(]) sin variables libres, para todo g : VAR — W, para todo a € NOM,si Q,(aea): T € R,
y si f e i no son subférmulas de ¢, entonces:

Q,TH"(p): T € R entonces M, a,g = ¢
Q,TH () : F € R entonces M’ a,g £ ¢

La hipétesis que pedimos de que el mundo en el que realicemos la induccién esté relacionado
de esta forma, se debe a que todos los mundos més interesantes, los que imitan el comportamiento
de los de la otra légica, estan relacionados consigo mismos por la relacién R;, y necesitaremos este
hecho para la prueba.

Probemos esta proposicién por induccién en la estructura de ¢ y suponiendo que pertenece a

R.

« Q,THY(1): TeR
Veamos que esto no puede ocurrir, y supongamos por el absurdo que si:

1.Qu(iNf):T
2.Quf: T >~(Lema 7.2) en 1
3.Q@i: T >(Lema7.2)enl
4. @Q;f:T »(ID)en2y3

Pero sabiamos que Q; f : F' € R, y esto es absurdo porque R es una rama abierta y saturada,
por lo que llegamos a que no puede pasar que @, TH (1) : T.

» @Q,TH (L): FeR
Por definicién, M’, [a], g = L.

» Q,THY(b): TER
No hay que considerar el caso de que b sea una variable, ya que suponemos que la férmula no
contiene variables libres, y el método de tableaux no las agrega tampoco. Como Qb : T € R,
por la construccién del modelo inducido sabemos entonces que M, [al], g = b, lo que por la
construccién de M’ nos da que M, [a],g E b.

« Q,TH-(b): FER
Tampoco debemos considerar el caso de que b sea variable, por el mismo motivo. Como
en el caso anterior, a : b : F' € R, por la construccién del modelo inducido sabemos que
M, [a], g [~ b, lo que por construccién de M’; tenemos que M’, [a], g b~ b.
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» Q,THY(lz.9): T € R

Como @, |z. TH(¢) : T estd en R, y R estd saturada, @, TH " (p)[z/a] : T también debe
estar por laregla | *. Como @, TH™ (¢)[x/a] : T esigual a @, TH ™ (p[x/a]) : T por Lema 7.6,
aplicando hipétesis inductiva obtenemos que M’ [a],g | ¢[x/a]. Pero dado que sabemos
por la construccién del modelo inducido y de M’ que M/, [a], g = a, M’,[a], g = ¢[z/al, sii
M la], g E |z.p, que es lo que querfamos ver.

Q,TH  (lz.p) : F € R

En forma similar al caso anterior, si @,|z.TH (¢) : F estd en R, Q,TH (p)[z/a] : F
también estd por |~. El Lema 7.6 dice que @, TH (¢)[z/a] : F es @Q,TH™ (p[z/a]) : F.
Aplicando hipétesis inductiva obtenemos entonces que M’, [a],g ~ ¢[z/a]. Y dado que por
construccién M’,[a],g E a, M’,[a],g & ¢[x/a] que es verdadero sii M/, [a], g £~ 2.0, que
es lo que queriamos probar.

Q,THT(Cp): T e R
Analicemos qué sucede en toda rama que contenga esta férmula.

1. Q,(i e [z.((xex) N THT(9))): T
2. Qu(begc): T —(eT) en 1
3.Qyi: T (e +) en 1
4. Q.lz.((xex)ANTH  (p)): T
5. Q.(cec) N\THT (p): T  =(|T)en4
6. Q.(cec): T  ~(Lema 7.2) en 5
7.Q. TH"(¢): T  ~(Lema 7.2) en 5
8. Qu(iezc): T >(Ra)en2y3

Dado que @i @5 ¢ : T € R, sabemos por la construcciéon del modelo inducido M, que
R3([a], [i],[c]), ¥y por la construccién de M’, como V'(i) = {wo}, wy = [i]. Por lo que
R3([a],wo, [c]), que otra vez por la construccién de M’ sabemos que R ([al, [c]).

Por otro lado, podemos aplicar la hipétesis inductiva usando 6 y 7, y obtenemos que
M ], g = ¢. Pero esto significa entonces que M, [a], g E <y, que es lo que querfamos
probar.

@, TH-(¢¢): F € R
Sabemos que Q,(i o3 |x.TH (¢)) : F pertenece a la rama R, y por hipdtesis también
pertenece Q,(a o2 a) : T.

Supongamos que no se cumple la proposicién, y analicemos por el absurdo qué ocurre cuando
M’ [a], g E Op. Entonces existe [b] tal que R?([a], [ 1)y que M, [b], g = ¢. Como R?([a], [b]),
por definicién de M’, R3([a], wo, [b]) (donde wq = [i]), y por Lema 4.4, existe b tal que
@, (i e2b) : T € R. Aplicando el Lema 7.5 tenemos que @Q,(b e3 ) : T € R. Aplicando e~
entre Q,(iey . TH (¢)) : F'y Q,(ie2b) : T tenemos que ocurre @;i : F' 6 Qpla. TH (¢) : F
en R. Lo primero no puede ser porque tendriamos clash en una rama abierta. Por lo tanto
Qplaz.TH™ (v) : F € R. Aplicando |, tenemos que @, TH ~ (¢)[z/b] : F. Pero como sabemos,
por definicién de TH ™, que x no ocurre en TH(¢), concluimos que @, TH ™ (¢) : F € R.
Pero aplicando la hipdtesis inductiva (observar que podemos aplicarla porque sabemos que
Qpb ez b : T € R), obtenemos que M’,[b],g9 K& ¢. Aunque habiamos dicho més arriba que
M’ [b],9 E ¢. Absurdo que viene de suponer que M’,[a], g |E O, por lo que tenemos que

M, [a], g [~ Cop.

Q,TH Y (p=1¢): TER
Sabemos que @, TH™ (¢) — THT () : T € R, y adem4s por hipdtesis sabemos que también
@Quaea:T € R. Analicemos la rama.
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1. @, TH~(p) — TH*(t)) : T
2. Quaea:T

(M) enly2< 3aQ,TH (¢): F 3b.Q,TH*(¢): T =(—")enly?2

O bien 3a o bien 3b deben pertenecer a la rama. Si es el primer caso, entonces valiéndonos de
2 podemos aplicar la hipdtesis inductiva y obtener que M’ [a], g = ¢, de lo que deducimos
M’ [a],9 E ¢ = 1. De ser el segundo caso, aplicando también la hipétesis inductiva con 2
tenemos que M’ [a],g = 9, con lo que también llegamos a que M’ [a],g = ¢ = 3. Por lo
tanto, en ambos casos llegamos a lo que querfamos ver, que M, [a],g E ¢ = 9.

» Q,TH (¢ =19Y): FER
Sabemos que @Q, |z.((TH (¢)eT) « (xtATH"(p))) : F € R,y por hipétesis que Q,aea : T.

1. Qula.((TH= () @ T) « (x A TH™ (p))) : F
2. Qu(ae®a):T

3. Qu(TH () o T) « (aATH+(<p)):F =(17)enl
4. e

Q.(aeb): T >=(«—")en3
5. @b(a/\ THY(p)): T  =(«")en3
6. Q.(TH ()@ T): F =(«")en3

(e )enb6y4d =< Ta. QT :F 7b.Q,TH (¢): F ~(e )en6y4
® 8.Qua:T  >(Lema 7.2) en 5
9.Q,TH*(p): T  ~(Lema 7.2) en 5
10. @, TH*(¢): T >(ID)en 8y 9

Aplicando la hipétesis inductiva entre 2 y 7b, tenemos que M’ [al, g
mente la hipdtesis inductiva entre 2 y 10, obtenemos que M’, [a],g E
a que M’ [a],g = ¢ = 1, que es lo que querfamos probar.

k£ 1. Aplicando nueva-
. Con lo que llegamos

O



Capitulo 8

Conclusiones

En esta tesis comenzamos presentando una vista general de las 16gicas modales, con su sintaxis
y semantica. Observamos que las 1dgicas mas expresivas, suelen tener asociado un mayor costo
computacional.

Vimos en el Capitulo 2 las logicas hibridas, que son una familia de extensiones de las 16gicas
modales. Estas poseen caracteristicas particularmente interesantes, como la capacidad de expresar
una nocion de identidad, que con la 1égica modal bésica no puede lograrse. Para expresar la identi-
dad nos valemos de nominales. Presentamos el operador hibrido @, que nos permite movernos por
los distintos mundos arbitrariamente. También vimos el operador |, con el que podemos nombrar
mundos en tiempo de evaluacién. Observamos que, generalmente, al incluir en una légica el ope-
rador hibrido |, la 1égica resultante se vuelve indecidible. En esta tesis investigamos justamente
el efecto, en términos de complejidad computacional, que tiene el agregado del operador | en una
légica modal. En particular, nos interesa estudiar | sobre una légica tan simple como sea posible,
para poder delinear cuidadosamente el limite entre decidibilidad e indecidibilidad.

La complejidad computacional del operador | ha sido investigada principalmente sobre légicas
con estructura booleana, es decir, 16gicas que son extensiones de la légica proposicional. Cla-
ramente, la presencia de operadores booleanos facilita la codificacién de problemas dificiles en el
lenguaje. La combinacién de operadores booleanos mas el |, lleva rapidamente a la indecidibilidad.
En esta tesis, mostramos que el operador | torna indecidible aun una légica sub-booleana como
CTL. En este caso, codificar problemas indecidibles es mucho més complejo, como explicamos en
los Capitulos 6 y 7.

Presentamos en el Capitulo 3 el cdlculo CTL (o NL), que puede ser visto como una légica modal.
Esta légica que es ampliamente usada en, por ejemplo, el drea de la lingiiistica computacional,
no posee operadores booleanos. El problema de satisfacibilidad para CTL es trivial; el problema
interesante en esta légica es el de entailment. En el caso de la version no asociativa, que es la que
nos interesa, este problema esta en PTIME. Por estos motivos, la tomamos de base para nuestro
estudio.

Comenzamos en el Capitulo 4 juntando los ingredientes que teniamos hasta el momento, y
presentamos una hibridizacién de la légica CTL. En esta nueva légica, llamada hCTL(Q, | ), agre-
gamos a CTL, ademds de nominales, los operadores hibridos @ y |. Para poder trabajar con ella,
definimos un sistema de tableaux para esta 16gica, y probamos su completitud (cf. Teorema 4.1).

Para demostrar este teorema, mostramos que toda rama abierta y saturada del tableaux,
tiene un modelo que satisface todas sus férmulas. Explicamos ademaés, que este mismo método de
inferencia podemos utilizarlo en la resolucion de los problemas de entailment para aquellas 16gicas
que son fragmentos de hCTL(Q, |), en particular hCTL(@) y hCTL(|).

En el Capitulo 5 encontramos una cota inferior para el entailment de la légica hCTL(Q@)
(incluso a su fragmento con una relacién y sin <+ 6 —). Esto lo logramos resolviendo el problema
de satisfacibilidad de la légica proposicional con el de entailment de hCTL(@) (cf. Teorema 5.1).
Como sabemos que el problema SAT para LP es NP-complete, nos da una cota inferior para la
complejidad del problema de entailment en hCTL(@) (cf. Corolario 5.3). Esto muestra que sélo la
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presencia de nominales y @, incrementa considerablemente su complejidad computacional. Lo cual
es sorprendente, ya que recordemos, en la LMB al agregarle estas caracteristicas se vuelve mas
expresiva, pero manteniendo la complejidad computacional. Queda, para trabajos posteriores, la
pregunta de saber cudl es la complejidad exacta de hCTL(@), de la cual probamos aqui una cota
inferior.

En el Capitulo 5 no sélo conseguimos este resultado, sino que también observamos una forma
de poder representar una base booleana en hCTL(@). En este capitulo mostramos una forma
simplificada de la mecénica que utilizamos para resolver otros problemas en los capitulos subsi-
guientes. Fue importante el uso de = y L como conjunto de operadores adecuados, por estar mas
cercano a lo que hCTL(@) puede expresar.

Ya en el Capitulo 6, analizamos la complejidad de hCTL(Q, | ). Este es un ejemplo de légica
modal sub-booleana que posee el operador hibrido |. Vimos una forma de codificar el problema
de satisfacibilidad de la 16gica H(]), que es indecidible, utilizando el problema de entailment en
la 16gica hCTL(@, |) (en particular, de su fragmento con dos relaciones y sin <« é —) (cf. Teore-
ma 6.1), consiguiendo la complejidad del problema de entailment mencionado (cf. Corolario 6.2).

Como dijimos anteriormente, buscdbamos analizar el comportamiento computacional de una
logica sin base booleana, pero que contenga el operador |. El resultado al que llegamos fue que
esta légica es también indecidible. Observamos que en esta prueba, el operador @ jugaba un rol
fundamental, por lo que nos preguntamos si la indecidibilidad no podria ser evitada al no incluir
dicho operador, y asi acercarnos mas al conocimiento de qué es lo que lleva a dicha indecidibilidad.
Por lo que en el Capitulo 7, analizamos la complejidad de la 16gica hCTL(|) (con dos relaciones).
Para dicho anélisis nos valimos de métodos similares a los que utilizamos en el capitulo anterior,
aunque debimos apelar a diversos recursos técnicos para suplir la ausencia del @. Aun asi, conse-
guimos codificar el problema SAT de H(]) también en esta légica (cf. Teorema 7.3), infiriendo la
indecidibilidad del mismo (cf. Corolario 7.4).

Vale la pena resaltar que el sélo hecho de agregarle el operador | a una légica sub-booleana
como lo es CTL, que incluso tiene complejidad PTIME para el problema de entailment, hace que
este mismo problema se torne indecidible. Este salto expresivo es realmente sorprendente, y nos
da una pauta del gran poder expresivo que posee el operador |.



Apéndice A
Demostracion del Lema 7.5

Lema 7.5. Sea o una férmula bien formada sin variables libres de H(]), R una rama abierta
y saturada para el tableauz de la Figura 4.2, a partir del conjunto {Q,((i AN THY(a)) A (i @ 1)) :
T,Q,f : F}, siendo f € PROP, i € NOM, tales que no aparecen en «.Si Q,(begc) : T estd en la
rama R, entonces Q.(c o1 ¢) : T también lo estd.

Antes de demostrar este lema, necesitaremos ver un conjunto de definiciones y resultados que
seran cruciales para dicha demostracion.

Definicién A.1 (FormTH). Definimos el conjunto de fé6rmulas FormTH de la siguiente manera:
FormTH = {@Q, TH*(a) : V}U{Q,TH (a) : V}
con a € NOM, « € FBF de H(]) sin variables libres, a # b, b € NOM, V € {T,F},
(a=bec)= (V=F).

Sea ¢ = @, TH* () : V, p € FormTH, llamamos a V el simbolo de ¢, y a « el pardmetro. Si
es de la forma @, TH " («) : V decimos que tiene polaridad positiva, caso contrario diremos que es
negativa.

Definicién A.2 (FormD). Definimos el conjunto de férmulas FormD como sigue:
FormD = {Q, (o3 8) : V}

con a € NOM, o, € FBF de hCTL(|), V € {T,F}, y con « 6 § distintos de nominales y
variables.

Definicién A.3 (correcta). Sea ¢ € FormTH, diremos que es correcta cuando si su simbolo es
T tiene polaridad positiva, y si su simbolo es F' tiene polaridad negativa.

Definicién A.4 (adecuada). Sea ¢ € FormD, diremos que es adecuada cuando ademds ¢ €
FormTH.

Lema A.1. Si en una rama abierta ocurre una formula ¢ € FormTH que es correcta:
» Si p participa de la derivacion de una férmula v € FormTH , entonces ¥ es correcta.
= Si @ participa de la derivacion de una formula v € FormD, entonces ¥ es adecuada.

Demostracion. Vedmoslo por induccion en la estructura del pardmetro «, pero primero observemos
que el que determinada férmula @, : V' sea correcta, no depende de la etiqueta a. Por lo que
con analizar sélo una de las posibles expansiones de la féormula nos es suficiente. Dado que las
identidades (i.e., @,b : V') podrian influenciar sélo de esta forma, preservando la correctitud, las
podemos ignorar al no ser claves en la generacién de férmulas incorrectas, y tampoco ser FormTH
correctas. Lo propio haremos con las férmulas @Q,(bec) : V y @Q,(bes ) : V, ya que por un lado
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no estan en FormTH , y cuando puedan servir para activar alguna regla, como en los casos e,
—7T y «, lo consideraremos en el momento: supondremos que siempre hay alguna relacién para
activar cada una de las posibles reglas, aunque en la derivacién no ocurra. Con eso nos alcanza,
ya que lo que nos interesa es analizar la estructura de las posibles férmulas que puedan llegar a
generarse. Y por el mismo motivo, tampoco nos interesard por el momento la aplicacién de las
reglas Ry y R3, ya que tan sélo pueden generar relaciones de esa forma.

Estos mismos analisis aplican también en la segunda parte del lema: que sea adecuada una
férmula FormD no depende de la etiqueta, y ni las igualdades ni relaciones de nominales son
férmulas de FormD.

Comencemos ahora la induccién por los casos base, e iremos demostrando ambas partes del
lema en simultaneo.

= a,a € PROPUNOM

Si fuera un nominal o una proposicién, seria una férmula correcta, y no podria participar
para generar otro ¢ € FormTH correcto (salvo renombres, que ignoraremos).

Ni es, ni puede participar de la generacién de una FormD (salvo etiquetas).

» a,a € VAR
Esto no puede ocurrir, ya que supusimos que « no contiene variables libres.

= |
Como Q, THT(i A f) : T = Qu(( < T) e (T — f)) : T, analicemos qué sucede con la
derivacién

1.Q((i —T)e (T —=f):T
2.Q,(bec): T =(eT)enl
3.Qu(i—T): T =(eT)enl
4.Q (T —f):T ~(et)enl

(«T)en3y2< 5a.QT:F 5b.@Qui: T =(«")en3y2
&
(=T)endy2< 6a.@T:F 6bQ,f:T =(—T)endy?2
&

Dijimos que 2 y 5b podiamos descartarlas. 3 y 4 no son FormTH ya que ni 4 ni f pueden
pertenecer al vocabulario de «. 6b no puede generar mas FormTHs.

Ninguna es, ni puede participar de la generacién de una FormD.
Por otro lado @, TH (i A f) : F = Q. ((i — T) e (T — f)) : F. Si hay algtiin @, (b e ¢) para

desencadenar la tnica regla con la que puede interactuar, entonces generaria:

(e )enly2<= 3a. Qp(i — T): F 3b.@Q(T —f):F (e )enly?2

(«~")en3a < 4a. Q4(bee): T 4b.Q4(cec): T  >(—")en3b
(«")en 3a < S5a. Qqi : F 5b.@Quf : F =(—")en3b
(«")en3a < 6a. Q. T:T 6b.@.T:T >=(—")en3b

Otra vez, podemos descartar 4a, ba, 4b, y 5b. 3a y 3b también por no poder ocurrir 4
ni f en a. 6a y 6b son @, T : T, que como dijimos es un macro para @Q.|z.z : T, que
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visto como FormTH tiene simbolo positivo, y como es equivalente |z.x a |z. TH™ (z) y a
THY(lz.2), donde en ambos casos son correctos, e incluso aplicando la regla | ¥ nos quedaria
una identidad que descartariamos, por lo que es correcta.

Ninguna es, ni puede participar de la generaciéon de una FormD.

|z
Como Q,THY(lz.¢) : T = Qulz. TH"(p) : T, s6lo puede aplicarse |*, y as{ obtener
Q,TH™(p)[xz/a] : T, que sabemos por Lema 7.6 es igual a @, TH™ (¢[z/a]) : T, que es una
férmula correcta en la que podemos aplicar la hipétesis inductiva. Ademaés, de ser FormD,
por definicién es adecuada. Y de participar de la generacién de alguna FormD por hipdtesis
inductiva es adecuada.

El caso de @, TH~ (lx.¢) : F es andlogo.

"=
La férmula @Q,(TH ~(¢) — TH*(¢)) : T, suponiendo que haya un @Q.(b e a) para activarla,
genera @, TH™ (p) : F'y Q. TH" () : T. Ambas son correctas, y en ambas podemos aplicar
la hipétesis inductiva. De ser FormD, por definicién son adecuadas. De participar de la
generacién de alguna FormD por hipétesis inductiva, es adecuada también. Ninguna otra
férmula es una FormD.

Analicemos el drbol de @, |z.((TH ™ (¢) @ T) «— (x A TH'(¢))) : F.

1. @gla. (( H~(y)eT) — (xATH*(¢))): F

2 (T )0 T) = @A THY @) F =17 en
3. Q.(aeb): F >(«—")en2

@b(a/\ TH (p)): T  =(«")en2

5.0 (TH () o T)  F +(—) en 2

6. Q.(dee): T >=(supongo) en hipdtesis
7.QuTH (¢): F  >=(e")enbyb

(e)enby6< 8a.@T:F 8b.Qy((a T)e(T — TH"(p))):T  ~(expandir) en 4
® 9. Qy(jek): T (eT) en 8b
10. @Qj(a« T):T  >(e")en8b
11. @ (T — TH(p)): T =(e") en 8b

(—")en 10y 9 < 12a. @Q,T: F 12b.@Qpa: T >(«T)en 10y 9
o2y

(=T)enlly9 =< 13a.@;T:F 13b.Q,TH(p):T >(—=T)enlly?9
®

3, 6,9y 12b como dijimos, las podemos ignorar. 5, 8b y 4 no son FormTH ya que no hay
ningun FormTH con e como operador principal. 2 y 10 tampoco, ya que no hay ningun
FormTH con < como operador principal. 7 y 13b son FormTHs correctas, sobre las que
podemos aplicar la hipStesis inductiva. 11 podrfa compararse con TH (¢ = ), que a
su vez es correcta, y ya exploramos su arbol. 7, 11 y 12b, de ser FormD, por definicién
son adecuadas. De participar de la generacién de alguna FormD por hipétesis inductiva,
es adecuada también. Ninguna otra férmula es una FormD. El resto que se generarian son
identidades.

n O
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Supongamos que hay algin @, (beyc): T.

1. Qu(ieg Jz. TH™(p)) : F
2. Q,(beyc): T

(e7)enly2< 3a. Qpi: F 3b.Q.Je.TH (p): F (e )enly?2
4Q.TH (¢): F >(l7)en3b

Podemos ignorar 3a. En 3b, |x. TH ™ (p) es equivalente a TH ~ (| x.¢) por definicién, y como 4,
resulta ser una FormTH correcta a quien le podemos aplicar la hipétesis inductiva. Ademsds,
de ser FormD, por definicién es adecuada. Y de participar de la generacién de alguna FormD
por hipétesis inductiva es adecuada. Ninguna otra férmula es, ni puede participar de la
generacién de una FormD.

Pasemos a analizar el otro caso entonces.

1. Q,(i ey [z.((rex) AN THY(p))): T
2.Q,(beyc): T —(eF)enl
3.@Qpi: T =(et)enl
4. Q.lz.(xex) NTH (p)): T  >=(eT)enl

5.Q.((cec)NTH  (¢)): T =(lT)en4
Q.((coec)« T)e(T — TH (p)): T  =(expandir) en 5
7.Q.(dee): T ~(ot)en6
8. Qu(cec)— T:T ~(eF)en6
9.Q(T = TH'(¢)): T ~(e")en6
(«")en8y7< 10a. QT :F 10b.@Q.(cec): T  =(«1)en8y 7
&

(M) en9y7< 11la.@uT:F 11b.@Q.TH (p): T =(—T)en9y7
® 12. Q.(jok): T (o) en 10
13.Qgj: T (o) en 10
14. Qk: T (o) en 10

Las férmulas 2, 3, 7, 13 y 14 las podemos ignorar. 5, 6, 10b y 12 no son FormTH ya que no hay
ningun FormTH con e como operador principal. 8 tampoco, ya que no hay ningun FormTH
con « como operador principal. 4 no es FormTH porque no puede haber ninguno con |z.
seguido de e como operador principal. 11b es una FormTH correcta, en la que podemos
aplicar la hip6tesis inductiva. En tanto a 9, vamos a analizarla: @, T — TH'(p) : T podria
compararse con TH™T(p = 1), que a su vez es correcta, y ya exploramos su arbol. 11b y
9, de ser FormD, por definicién son adecuadas. De participar de la generacion de alguna
FormD por hipétesis inductiva, es adecuada también. Ninguna otra férmula es una FormD.
El resto que se generarian son identidades.

O

Corolario A.2. Partiendo de las formulas Q,((i N TH () A (i 0i)): T, y Q,f : F, no pueden
generarse formulas FormTH que no sean correctas, ni FormD que no sean adecuadas.

Demostracion. Comencemos analizando el arbol correspondiente.
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1. Qu((i A TH () A (i 03)): T
2. @,f: F
3. @ (((z A THJr( )) o (T —(ied))): T  >=(expandir)en 1
T =(et)en5
5. @b((z/\ TH+( ) — ):T >(o+) en 5
(T —(ie0d)): T )Jen5s

/\

T)
Qy(bec):
)

~Tenb5y4 < 7a@T F Th.Q,(i A THT () : T ~%)en5y4

/\

(-T)enb6y4 < Sa@bT F 8b.Q,(iei): T =(—")enb6y4
(1 — T) (T — TH"(«))): T  =(expandir) en 7b
10. Q,(dee): T =(et)en9
11 Qu(i—T): T >-(o+) en 9
(T — THY (« ~(et) en 9

/\

(« )en11y10<13a@TF 13b.@,i : =(«T")en 11 y 10

/\

(=) en 12y 10 < 14a.Q4T : F 14b.Q,TH" (o) : T  =(—T)en 12y 10
®

4, 8b, 10 y 13b las podemos ignorar. 3, 7b y 9 no son FormTH ya que no hay ningin FormTH
con e como operador principal. 5 y 11 tampoco, ya que no hay ningin FormTH con « como
operador principal. 14b es una FormTH correcta, en la que podemos aplicar la hipotesis inductiva.
6 podria haberse comparado con TH™ (o = 1), pero (i e i) no puede ser una FormTH por tener
como operador principal un e. 12 puede verse como TH™ (¢ = 1)), que a su vez es correcta, y ya
exploramos su arbol.

14b de ser FormD, por definicién es adecuada. De participar de la generacién de alguna FormD
por hipétesis inductiva, es adecuada también. 12 de ser FormD, es adecuada también. Ninguna
otra féormula es una FormD.

El resto que se generarian son identidades, con lo que queda probado el Corolario.

O

Lema A.3. Sea R una rama de tableauz, y T las formulas iniciales del tableaux, si I' no contiene
—o ni <3, R tampoco las contiene.

Podemos convencernos de la veracidad del Lema A.3 observando las reglas del Tableaux corres-
pondiente. En los divisores de las reglas, nunca hay un —, ni «<—5, por lo que al aplicar cualquier
regla, solo ocurririan si estdn en una anterior, cosa que supusimos que no pasa.

Ahora si, ya estamos listos para demostrar el Lema 7.5.

Demostracion del Lema 7.5. Veamos por induccién en la cantidad de pasos necesarios para derivar
una férmula ¢ en R, que si ¢ = Q,(beac) : T € R, entonces Q.(ce; ¢) : T € R, y que no existe
asignacién g tal que al aplicarle g a una férmula de la rama distinta de @, (b o5 ¢), contenga como
subférmula propia a b e c.

Nuestro caso base seran las formulas iniciales del tableaux, @,((i A THT (a)) A (i i) : Ty
Q.f: F

Ninguna de estas dos férmulas es de la forma de una relacién ni puede tener (con algin
reemplazo de variables por nominales) como subférmula propia a b es c.
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Supongamos entonces que la hipétesis es cierta para todas las anteriores férmulas en la deri-
vacién, y veremos que se cumple para la férmula actual, mirando la tltima regla aplicada.

Por el Lema A.3, las reglas —T, —~, <1 y «+~ no pueden aplicarse ya que en las ya que las
férmulas iniciales de R no contienen <5 ni —9, por lo que no podemos encontrarnos en R ninguno
de estos operadores.

Dado que como ninguna de la rama puede contener bes ¢ como subférmula propia, salvo quizéas
con un reemplazo de variables por nominales, las reglas @+, @~, =, |, | =, y NOM no pueden
generar algo que no cumpla la hipdtesis.

Si fue generado por la regla Ro, entonces se generd Q, (b eg ¢) : T' a partir de @, (b’ o5 ¢) : T,
pero como esta ultima pertenecia a la rama, por hipdtesis inductiva Q.(ce; ¢) : T ya pertenecia a
la rama.

Si se gener6 por la regla ID, ocurre algo similar al generarse @Q,(b 3 ¢) : T a partir de un
@’ (beyc): T, en cuyo caso debia pertenecer Q.(c o1 ¢) : T a su vez a la rama.

Si fue la regla R3 que produjo @, (b ey ¢) : T, fue a partir de férmulas Q,(bes ') : Ty @lc: T.
Como @, (b ey ') : T estaba en la rama, @/ (¢’ o1 ¢’) : T debe pertenecer también por hipétesis
inductiva. Analicemos entonces algunas férmulas que también deben pertenecer a la rama, ya que
R estd saturada.

Por lo que @.(c 1 ¢) : T debe también pertenecer a la rama.

Finalmente, analizaremos el caso de si fue generado @, (b e ¢) : T a partir de la aplicacién de
la regla e en un 8 = @, (¢ e2 ¢)) : T perteneciente R. Separemos en dos casos: de ser tanto ¢
como ¥ nominales, digamos que ¢ = ', ) = ¢/, y por hipétesis inductiva @Q’,(c' e; ¢') : T ya estaba
en R, y con el mismo andlisis del caso anterior, Q.(c 1 ¢) : T también lo est4.

De ser alguno de los dos distinto de nominal, y sabiendo que ninguno puede tampoco ser una
variable por no haber comenzado con ninguna férmula que contenga variables libres, por definicién
[ estd en FormD. Por el Corolario A.2, sabemos que entonces es adecuada, con lo que coincide con
una FormTH . Por ser una FormTH con operador principal e5, puede ser tanto @, THY(O48) : T
como @, TH~(<0) : T, con 6 FBF de H(|). Como es una FormTH, el Corolario A.2 también nos
dice que es correcta, por lo que (3 tiene que ser @, TH+(<O4) : T. Veamos que ocurre en este caso.

1. Q,(i e [z.((xex) N THT(5))): T
2. Qu(begc): T =(
3. Q@Qui: T >(0+)
4. Q.lz.((rex)NTH'(8)): T
5. Q.(cec) N\THT(8): T  =(lT)en4
6. Q.(cec): T  ~(Lema 7.2) en 5
7.Q. TH*(8): T  ~(Lema 7.2) en5
8. Qu(iezc): T >(R2)en2y3

Como vemos, cuando se aplica la regla ¥ es el momento en que se genera un @Q,(besc) : T
“nuevo”. Podemos ver que también en la rama debe estar @Q.(cec) : T, haciendo valer la hip6tesis.
Ademds se cumplen las condiciones para aplicar la hipétesis inductiva en @, |z.((zez) A TH(J)) :
T, ya que no existe asignacion alguna tal que al aplicarsele a una subférmula propia contenga a
d e5 e, por ser subférmula de la anterior.

O
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