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1. _ Resumen

Para que los nodos de una computadora masivamente paralela puedan comunicarse, es
necesario el intercambio de informacién. Los algoritmos de ruteo tienen por funcion llevar a cabo esta
comunicacién. Cada uno de estos algoritmos posee diferentes caracteristicas que habilitan
comparaciones entre si.

Un algoritmo de ruteo es minimal cuando sélo puede disponer de caminos de longitud minima;
escalable cuando utiliza una cantidad de buffers constante por nodo independiente de la cantidad de
nodos de la computadora masivamente paralela; full-adaptivo cuando se utilizan de todos los caminos
posibles; worm-hole cuando el tipo de mensajes ruteados no tienen longitud fija, sino que los mismos se
dividen en segmentos de tamafio constante.

Se conocen algoritmos minimales, escalables, deadlock-free para las topologias mas estudiadas
(meshes, hipercubos, toros). Sin embargo, no es conocido un algoritmo con estas caracteristicas para
las topologias de Bruijn.

En este trabajo se presentan y desarrollan dos importantes resultados originales. Primero, se
expone un algoritmo de ruteo minimal, escalable, full-adaptivo, deadlock free y worm-hole para las
topologias de Bruijn Direccionales. Segundo, se presenta un algoritmo con idénticas caracteristicas para
ias topologias de Bruijn Bidireccionales.

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pégina: 6 de 66
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2. Contenido del trabajo realizado

La presente tesis de licenciatura estd estructurada en dos secciones.

La primera de éstas es una recopilacién del estado del arte del tema que abarca los capitulos 3,
4 y 5. Luego de una breve introduccién desarrollada en el capitulo 3, en el capitulo 4 se focaliza en
diferentes topologias y sus caracteristicas. En el capitulo 5 se exponen las diferentes caracteristicas y
propiedades de Jos algoritmos de ruteo.

La segunda seccidén constituye la mas importante y se extiende desde el capitulo 6 al 9.

Generalmente, cuando se presentan y demuestran algoritmos de ruteo para arquitecturas
masivamente paralelas, se establece una funcién de ruteo y un grafo aciclico dirigido sobre la topologia
seleccionada. La funcién de ruteo se encarga de dirigir los mensajes desde el nodo origen al nodo
destino, respetando el grafo presentado. El grafo asegura que el algoritmo sea deadlock-free (ver 7.2)

En el capitulo 6 y 7 se presenta un algoritmo original de ruteo escalable, minimal, deadlock-
free, full-adaptivo, worm-hole para redes de Bruijn Direccionales utilizando la técnica anteriormente
descripta. En el primero de éstos, se trabaja sobre la funcién de ruteo y en el segundo sobre el grafo
aciclico dirigido. Ambos conforman el algoritmo de ruteo.

Concluyendo, se desarrolla un algoritmo original de ruteo escalable, minimal, deadlock-free,
full-adaptivo, worm-hole para redes de Bruijn Bidireccionales. De igual manera que para las redes de
Bruijn Direccionales, en el capitulo 8 se trabaja sobre la funcién de ruteo y en el capitulo 9 sobre el
grafo aciclico dirigido.

Finalmente, en el capitulo 10 se exponen las conclusiones del trabajo y en el siguiente capitulo
se plantean posibles extensiones a esta tesis de licenciatura.

Director; Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pagina: 7 de 66
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3. Introduccién al tema

El amplio desarrollo alcanzado en el drea de VLSI permite la construccién de computadoras
masivamente paralelas con cientos o miles de procesadores.

Una computadora masivamente paralela o multiprocesador es una red de procesadores, buffers
y ejes. Dos procesadores estédn conectados entre si por ejes. Estos ejes pueden ser Direccionales o
Bidireccionales. La forma de conexién de los procesadores es lo que define la topologia de la red.

Cada topologia tiene distintas caracteristicas que pueden influir en la eleccion de la misma para
la resolucién de un problema en particular. Principalmente se tendra en cuenta el grado (ver 4.1.1),
regularidad (ver 4.1.2), didmetro (ver 4.1.3) y bisection-width (ver 4.1.4).

En estas nuevas arquitecturas resulta critica la comunicacién entre los procesadores para que
puedan cooperar entre ellos y realizar tareas en conjunto. Esta comunicacién, cominmente llamada
ruteo, varia segln las caracteristicas de la computadora paralela a la cual se aplique.

Los aspectos mas importantes en el disefio de algoritmos de ruteo son: evitar situaciones de
deadlock (ver 5.1.3), livelock (ver 5.1.4) y starvation (ver 5.1.5); lograr la mayor performance posible
en términos de mensajes ruteados por la red y obtener baja latencia de comunicacién (ver 5.4.2).
Asimismo también es importante asegurar que todos los pares de nodos se puedan comunicar ain en
presencia de fallas (ver 5.4.3) de los componentes de la red. Adem3s, es deseable que un algoritmo sea
full-adaptivo (ver 5.2.2) lo que garantiza la posible utilizacién de cualquier camino entre origen y
destino.

El ruteo se puede realizar con diferentes modelos de mensajes. Se pueden citar como los mas
notables packet-switching (ver 5.3.1) y worm-hole (ver 5.3.2). También existen algunos modelos
hibridos tales como pipeline-circuit-switching (ver 5.3.3), acknowledged-pipeline-circuit-switching (ver
5.3.4) y scouting (ver 5.3.5) que generaliza los casos anteriores. No todos los algoritmos de ruteo
soportan todos estos modelos de mensaje.

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pagina: 8 de 66
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4.1.1 Grado constante: El grado de un nodo es el nimero de ejes que acceden a este. Una
topologia de grado constante es aquella en la que el grado de cada nodo se mantiene constante
a medida que crece en cantidad de nodos. Esta es una buena propiedad dado que la
complejidad de implementacién de un nodo no varia con el tamafio de la red.

4.1.2 Vertisimétrico o Regular: Una topologia es vertisimétrica si para todo par de nodos existe
una funcién biyectiva entre los ejes que acceden y parten de él y los nodos que comunican.
Esta propiedad resulta interesante para poder tratar a todos los nodos de igual manera, sin
tener que considerar excepciones.

4.1.3 Diédmetro: Es el camino maximo de todos los caminos minimos que conectan a dos nodos
cualquiera. (Contando los ejes). Esta medida acota superiormente la cantidad de ejes
atravesados utilizando solo caminos minimos.

4.1.4 Bisection-width: Es el nimero minimo de ejes a ser removidos para particionar la red en dos
mitades con idéntica cantidad de procesadores. Frecuentemente para algunos problemas es
necesario transmitir mensajes de una mitad de ia red a la otra, por lo tanto el Bisection-width
es un factor critico para determinar la velocidad en que la red puede producir un célculo.

4.2 Algunas topologias

A continuacion, se definiran las topologias mas usuales y representativas. Una de éstas (Bruijn)
va a ser profundamente estudiada en el resto de este trabajo.

Se puede imaginar cualguier topologia como un grafo G = (V,E) donde:
i) V son los nodos del grafo que representan los nodos de las redes
ii) E son los ejes del grafo que representan los ejes de las redes.

Se llamard V(m,n) a todo vector «, tal que a=(a0,..., an-1) donde Osaism-1 para todo i,
Osgizn-1. Se llamara valor menos significativo del vector a (o bit menos significativo cuando m es igual a
2) a a0. Asimismo el valor mdas significativo del vector o (0 bit mdas significativo cuando m es igual a 2)
es an-1.

4.2.1 Hipercubo

n
Un hipercubo n-dimensional, H(n), tiene 2 nodos llamado Ny n2 ejes,
Cada nodo corresponde a un vector distinto o tal que o € V(2,n).

Dos nodos cualesquiera o y B pertenecientes a H(n) estan conectados con un eje e(a,B) sii
1) ai # Bi para algGn i : Osisn-1

Yy
2) oj = Bj paratodo j: Ogj<iy i<jsn-1

O sea si y solo si o y p difieren en un solo bit.

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pagina: 9 de 66
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Como consecuencia de lo anterior, cada nodo de un hipercubo es incidente a n=log(N) otros
nodos, uno por cada posicion de bit en la cual pueda diferir. (Ver 13.10)

(Ver figura 12.1.1)

4.2.2 Butterfly

n n+1
La butterfly n-dimensional tiene (n+1)2 nodos llamado N y n2( ) ejes. Los nodos

identificados como pares {w, i} donde i es el nivel o dimensién de los nodos (0<isn) y w € V(2, n). Dos
nodos {w,i} y {w’,i’} estdn unidos por un eje sii I "=i+1y también:

1) wy w’son idénticos,
o
2) w y w ' difieren precisamente en el bit i-esimo..

Si w y w’son idénticos, el eje es llamado eje derecho. De otra manera el eje es llamado eje
cruzado.

(Ver figura 12.1.2)

4.2.3 Cube-Connected-Cycles

Un Cube-connected-cycles (CCC) n-dimensional se construye a partir de un Hipercubo
n-dimensional, donde se reemplaza cada nodo del Hipercubo por un ciclo de n nodos. El eje de la
i-ésima dimensién que incide a un nodo del Hipercubo es entonces conectado al i-ésimo nodo del

correspondiente ciclo en el CCC. El grafo resultante tiene n2n nodos llamado N cada uno con grado 3.
Para modificar la forma de identificar a cada nodo, se puede representar a éstos como un par {w,i}
donde i (1<i<n) es la posicién de un nodo dentro de este ciclo y w e V(n,2) es el identificador del nodo
del Hipercubo que corresponde a ese ciclo.

Entonces 2 nodos {w,i} y {w’,i"} estdn unidos por un eje en un CCC sii:
Nw=w'yii'=+1modn
0
2) i=i'y w difiere desde w"en precisamente el i-ésimo bit.

Los ejes del primer tipo son llamados ejes ciclicos, mientras que los del segundo tipo son
llamados ejes hipercubos.

(Ver figura 12.1.3)

4.2.4 Shuffle-Exchange

n n
Una Suffle-Exchange n-dimensional tiene 2 nodos llamados N y 3.2 ejes. Cada nodo
corresponde a un Unico vector V(2, n), y dos nodos o y B estén unidos por un eje Direccional sii:

1) ai = gl para0<i<n-1yan-1zpn-1. Es decir, o y B difieren precisamente en el
ultimo bit (el mas significativo)

(]

2) ai = Bi-1 para O< i< n-1y a0 = pn-1. Es decir g es igual a desplazado hacia la
izquierda.
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Una topologia Suffle-Exchange bidireccional permitiria desplazar, en el punto 2, el identificador
del nodo o tanto a la derecha como a la izquierda, eliminando los ejes repetidos.

Si o y B difieren en el Gltimo bit, el eje es llamado eje exchange. De otra manera, el eje es
llamado eje shuffle.

(Ver figura 12.1.4).

4.2.5 Bruijn

n n+1
La topologia Bruijn, notada como B(n), consiste en 2 nodos llamado N y 2 ejes
direccionales. Cada nodo corresponde a un vector V(2,n). Dos nodos a=(a0, ...,an-1) y p=(g0, ...,pn-1)
estadn unidos por un eje direccional notado como L(a,B) sii:

1) al=gl-1 para0 <isn-1
Y
2) 0<pn-lxgi.-
Al conjunto de ejes que pertenecen a B(n) lo notara LG(B(n)).-

(Ver figura 12.1.5).

n
La topologia Bruijn Bidireccional, notada como UB(n), consiste en 2 nodos llamado N. Cada
nodo corresponde a un vector V(2,n). Dos nodos a=(a0, ...,an-1) y p=(g0,...,pn-1) estdn unidos por un
eje direccional notado como L(a,B) sii:

1) ol =pi-1 para0 <i<n-1 y 0<spn-ls<i.-
o
2)al =B i+l paraO=<i<n-1 y 0<p0x<1.-

4.3.1 Hipercubo
Dado un H(n), se denominan ejes de dimension k a aquellos ejes pertenecientes a H(n) que
conectan dos nodos que difieren en la k-ésima posicion.

Dado un k, 0 < k < n-1, removiendo todo el conjunto de ejes de dimensién k se obtienen dos
hipercubos disconexos de dimensiéon n-1. Consecuentemente, un hipercubo de dimensién n, puede ser
construido a partir de dos hipercubos H'(n-1) y H”(n-1). Esto se logra agregando ejes entre todos los
identificadores de igual valor de H'(n-1) y H”(n-1), y concatenando a cada identificador de H'(n-1) el
valor 0 (como bit mas significativo) y 1 a los de H"(n-1).

Por lo expuesto en el parrafo anterior, el hipercubo posee un estructura recursiva. Ademas, el
didmetro es pequefio log(N), su bisection-width es alto:(N/2) y es vertisimétrico.

Entre sus desventajas, para su uso en arquitecturas paralelas, se puede mencionar que el grado
de los nodos crece con su tamafo ya que no es de grado constante.

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pagina: 11 de 66




Tesis de Licenciatura

4.3.2 Butterfly

La butterfly y el hipercubo son muy similares en estructura. En particular, el i-ésimo nodo de un
hipercubo n-dimensional corresponde naturalmente a la i-ésima columna de una butterfly n-dimensional,
y un eje i-ésimo (u,v) de un hipercubo n-dimensional corresponde a un eje cruzado ({u,i-1},{v,i}) y
({v,i-1},{u,i}) en el nivel i de la butterfly n-dimensional.

En efecto, el hipercubo es un plegado de la butterfly (Se puede obtener un hipercubo de una
butterfly fusionando todos los nodos butterfly que estdn en la misma fila y luego removiendo los ejes
duplicados).

Como existe una gran similitud entre el hipercubo y la butterfly, ésta Ultima también tiene
buenas propiedades. Primeramente, tiene una estructura recursiva, es vertisimétrica y no es de grado
constante. Otra importante propiedad de una butterfly n-dimensional, es que el nivel de nodo 0 en
cualquier fila w esta ligado al nodo del nivel r en cualquier fila w "por un Unico camino de longitud r. El
camino atraviesa exactamente cada nivel una sola vez, usando los ejes cruzados desde el nivel i al nivel
i+1 sii w y w'difieren en el (i+1)-ésimo bit.

Como el hipercubo, la butterfly también tiene un gran bisection-width. Esta medida es del orden
de (N/iog(N)).

4.3.3 Cube-connected-cycles

Por la forma de construccién es simple apreciar la similitud de un CCC con la estructura del
hipercubo. En particular, cualquier paso de un hipercubo n-dimensional puede ser simulado en log(n)
pasos en un CCC n-dimensional usando cada ciclo de tamafio log(n) del CCC para simular la accién del
correspondiente nodo en el hipercubo.

Las propiedades que presenta esta topologia, a diferencia del hipercubo, es que tiene grado

constante. Ademas se puede decir que tiene un didmetro de orden (log(N)) y bisection-width de orden
(N/log(N)) y es vertisimétrica.

4.3.4 Shuffle-Exchange y Bruijn

En esta seccidn, se describiran dos redes que poseen una similitud en sus estructuras. Estas
son Suffle-exchange y Bruijn. Se puede apreciar que cada paso en una topologia de Bruijm es
equivalente a realizar a lo sumo dos pasos en la topologia Suffle-exchange, un eje shuffle y si es
necesario un exchange.

A simple vista no es posible apreciar las propiedades de ambas topologias. El didmetro de
Suffle-exchange es de 2log(N-1). En Bruijn el didmetro también es de orden logaritmico, log(N-1).

El bisection-width de estas topologias es de orden (N-log(N))
Otra de las caracteristicas importantes de estas es el que tienen grado constante.

Es bueno mencionar que estas topologias son vertisimétricas o regulares. Esta caracteristica es
favorable para las funciones de ruteo, dado que no tienen gque hacer consideraciones especiales de
acuerdo al nodo donde se encuentran.
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Hipercubo Butterfly CcCC Shuffle-Exchange Bruijn

n-dimensional n-dimensional n-dimensional n-direccional n-direccional
Didmetro Orden(log(N)) Orden{log(N)) Orden(log(N)) Orden(log(N-1)) Orden(log(N-1))
Vertisimetria Si Si Si Si Si
Bisection Orden(N/2) Orden{N/log(N)) Orden(N/log(N)). Orden (N-log(N)) | Orden(N-log(N))
width
Grado No No Si Si Si
Constante
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3. Ruteos

Dentro de los nodos se encuentran las funciones de ruteo que van a determinar, ante la
presencia de un mensaje que proviene de un origen, cudl va a ser el eje de salida para llegar su destino.

Las funciones de ruteo pueden ser comparadas tomando como parametro la cantidad de
recursos criticos que utilizan. Principalmente se consideran los buffers que sirven para almacenar los
mensajes.

Cada nodo de la red puede tener asociado un conjunto de buffers ordenados en dos colas
distintas, llamadas de inyeccién y de entrega. Los mensajes deben ser inyectados en la red en la
primera cola y éstos deben ser consumidos desde la segunda.

Ademas de acceder a un destino dado en la menor cantidad de pasos posibles y utilizando todas
las alternativas, también se trata de tener baja /atencia y evitar situaciones de deadlock, livelock y
starvation. A continuacion se describird cada uno de estos puntos.

S5.1. Condiciones a tener en cuenta

5.1.1 Tipo de inyeccién
Cuando dos nodos quieren comunicarse, utilizan el pasaje de mensajes. Estos mensajes deben
ser inyectados en la red.

Si todos los nodos inyectan al mismo tiempo la inyeccion es clasificada como estética.

Por el contrario, si cada nodo inyecta los mensajes en un tiempo arbitrario, el modelo de
inyeccién es dindmico.

5.1.2 Network delay, latencia

Es el tiempo que tarda un mensaje desde que es inyectado en la red hasta que alcanza su
destino final. Cada algoritmo de ruteo deberia tener baja latencia para entregar los mensajes a su
destino.

5.1.3 Deadiock

Garantizar en una técnica de ruteo la no existencia de deadlock es un problema importante.
Todos los algoritmos deben contar con alglin mecanismo con el fin de evitar esta situacién o bien
permitiria, detectarla y finalmente recuperaria.

El gran problema con las diferentes técnicas de ruteo es el uso de los buffers que son utilizados
para almacenar mensajes. Un deadlock puede ocurrir si y solo si existe un conjunto de recursos (buffers)
ocupados por mensajes que no pueden arribar a sus destinos porque todos estos estan esperando un
recurso que no tienen (un préoximo buffer en el siguiente nodo del camino a su destino) y esta espera
genera en forma global un ciclo de esperas.

En este punto todos estos mensajes se encuentran bloqueados dado que ninguno puede
acceder al préximo nodo en su camino por estar en una situacion idéntica a la anterior.

Si uno establece un orden estricto monotoénico de los recursos criticos de manera tal que no se
produzcan ciclos y la funcién de ruteo pueda cumplir con éste, se puede garantizar que la funcién va a
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estar libre de deadlock. En caso contrario, existen dos posibles politicas para solucionar este tipo de
problemas: los mensajes pueden ser descartados con el consecuente overhead que la recuperacion del
mismo acarrea ¢ puede ser desruteado.

El orden estricto monoténico de los recursos criticos (buffers) produce un grafo aciclico dirigido
(DAG).

Figura 5.1.3.A: Anillo de 5 nodos.

Considérese un anillo de cinco nodos (figura 5.1.3.A). Se puede generar un DAG para esta
topologia como es mostrado en la figura 5.1.3.B donde el nodo ‘b’ contiene 3 buffers y en cada uno de
los demds 2.

b0 1
Bl l—
bl

20 T T o
a1l ¢
e0 ‘ .40 ]
e1 —_—L————-—t d1

Figura 5.1.3.B: DAG para un anillo de 5 nodos.

5.1.4 Livelock

Este problema ocurre cuando un mensaje puede estar moviéndose infinitamente pero sin poder
acceder a su destino. Esto se puede dar, por ejemplo, cuando un mensaje es desruteado de un nodo a
otro y luego es desruteado del segundo al primero en forma permanente.

Obviamente en un modelo en el que se utilizan solo caminos minimos de comunicacion, la
situacion de livelock no puede ocurrir dado que en cada paso l0s mensajes se aproximan a su destino.

En otros casos, diferentes politicas han sido propuestas en orden de evitar este problema. Por
ejemplo, se establece un conjunto de prioridades que estan totalmente ordenadas. Al ser inyectado un
mensaje, se le otorga una prioridad minima. Cada vez que el mensaje se rutea de un nodo a otro se
aumenta la prioridad. Luego, cada nodo ruteard teniendo en cuenta las prioridades mayores. (Ver 13.3)

Este tipo de politicas han sido criticadas porque tienen al menos dos inconvenientes. El primero
es el hecho de que las colas de prioridades deben ser implementadas para mantener los paquetes
ordenados resultando mucho mdas costosas que una simple cola FIFO. El segundo, es la necesidad de
transmitir mas informacién en los mensajes con el objetivo de guardar las prioridades.
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5.1.5 Starvation
La situacién de starvation ocurre cuando un mensaje no puede ser inyectado en la red. Esta
situacion no es factible si el modelo de Inyeccidon es estdtico y si se establece una politica justa de
utilizacién de los buffers (Donde se asegura la inyeccion de todos los datos almacenados en los buffers).
Si esto ocurre, el problema es evitado definiendo una politica de control de la inyeccién. El
objetivo es asegurar que cada nodo esté en condiciones de inyectar un paquete en la red. Algunas
politicas propuestas son las siguientes:

a) Competicién de inyeccién:
Todos los nodos tienen una cola donde se guardan los mensajes a ser inyectados en la red.
Esta cola es considerada de la misma forma que las colas de los ejes entrantes al nodo
compitiendo con éstas. Como el administrador de colas considera a todas con idéntica
prioridad, este método evita starvation. (Ver 13.3)

b) Recirculacion de buffers privados:
Esta politica permite que cada nodo reserve alguna fraccién de la cola de inyeccién. Cada
paquete debe tener una marca para determinar si éste fue inyectado en la fraccién privada
o publica. Cuando un paquete es inyectado en una fraccién privada del nodo fuente es
enviado al destino final. El receptor usa el buffer utilizado por el que entregé el paquete
para enviar un mensaje nul// hacia el emisor. Cuando un nodo necesita enviar un mensaje,
este mira por un buffer libre en su propia cola. Si encuentra uno, el paquete es inyectado
alli. De otra manera, el nodo debe esperar por una respuesta null enviada hacia él y luego
envia el paquete utilizando este buffer. Esta paolitica ha sido muy discutida porque genera
un nimero importante de paquetes nu/l. (Ver 13.3)

5.2 Caracteristicas de los ruteos

5.2.1 Minimal

Un algoritmo se considera minimal si todo camino que utiliza es minimo. La longitud de los
caminos puede ser medida en ejes o en nodos.

5.2.2 Full-Adaptivo

Esta caracteristica describe la capacidad de la funcién de ruteo para usar todos los caminos
posibles para acceder a un nodo destino. En los puntos de bifurcacidon de caminos, la congestion de la
red y la presencia de fallas pueden ser tenidas en cuenta.

Combinando las dos caracteristicas anteriores se llega a conjugar un algoritmo full-adaptivo
minimal, que se refiere a aquel que puede elegir entre todos los caminos minimos posibles de dos nodos
cualquiera.

5.2.3 Adaptivo
Esta caracteristica describe la capacidad de la funcién de ruteo para usar algunos de los
caminos posibles para acceder a un nodo destino.
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5.2.4 Oblivious
Si el algoritmo considera solo un camino entre dos nodos de la red, se define como oblivious.
Esta técnica es aplicada para reducir el conjunto de recursos necesarios en cada nodo.

5.2.5 Escalable
Un algoritmo es escalable si utiliza una cantidad de buffers constante por nodo independiente
de la cantidad de nodos de la topologia.

5.3 _Modelos de mensajes

Usualmente dos tipos de técnicas son definidas: Packet-switching y Worm-hole. Ademas se han
desarrollado otros casos que pueden ser considerados como técnicas hibridas. Estas son Pipeline circuit
switching (PCS), Acknowledged pipeline circuit switching (APCS) y Scouting. (Ver 13.5)

Los Ultimos cuatro casos pueden ser incluidos dentro de la categoria de mensajes pipeline,
donde los mensajes son divididos en flits de igual tamafio. El primero, denominado cabeza, es el que va
a establecer el camino entre el origen y destino para que luego, o mientras tanto, los demas flits de
datos puedan atravesar la red por el camino ya reservado. Por lo tanto, un mensaje puede ocupar
buffers en muitiples nodos y estar desparramado a través de multiples ejes. Este tipo de mecanismo es
particularmente susceptible a fallas de los ejes.

5.3.1 Packet-switching

Los mensajes tienen una longitud constante y pequefia y se denominan paquetes. En este tipo
de ruteo los paquetes son movidos desde un nodo a otro, almacenandose integramente en cada nodo
hasta que es transmitido al préximo.

5.3.2 Worm-hole

En esta técnica los mensajes no tienen una longitud fija, sino que cada uno es dividido en una
secuencia de flits. Estos son de longitud constante. El primer fiit lleva consigo la direcciéon destino ya que
es el encargado de determinar el camino entre el origen y el destino dentro de la red. Cuando un buffer
es accedido por la cabeza del mensaje es ocupado y no serd liberado hasta que el Gitimo flit del mensaje
lo abandone. En worm-hole, los sucesivos flits que contienen el resto del mensaje son inyectados en la
red, uno a la vez, inmediatamente después de que la cabeza del mensaje es introducida en la misma.
(Ver 13.19)

5.3.3 Pipeline circuit switching: (PCS)

En esta técnica la cabeza del mensaje es primeramente ruteada hasta obtener un camino entre
el nodo fuente y el destino, reservando buffers en los nodos que atraviesa. Cuando esto sucede, el
destino retorna un asentimiento hacia el nodo fuente utilizando el camino ya reservado. Luego, los
siguientes flits son inyectados en la red.
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5.3.4 Acknowledged pipeline circuit switching (APCS)
Esta es una técnica muy similar a pipeline circuit switching, diferenciandose por el agregando de
un asentimiento al final de la transmision desde el destino hasta el nodo fuente,

5.3.5 Scouting

En los dos casos anteriores los flits de datos no son inyectados en la red hasta que se establece
en forma completa un camino entre el origen y el destino. Esta técnica de comunicacién resuita en un
aumento importante del overhead y del tiempo de entrega de cada mensaje (latencia).

En scouting, la cabeza del mensaje siempre va adelante del primer flit de datos en al menos k
ejes (este nuimero es llamado distancia de scouting). Entonces, cuando la cabeza progresa, un
asentimiento positivo es retornado a través del camino reservado. Cuando el nimero de asentimientos
recibidos en un nodo intermedio es igual a la distancia de scouting los flits pueden avanzar. Si la cabeza
tiene la necesidad de retroceder, esta puede enviar asentimientos negativos.

Obsérvese que este caso presentado puede ser interpretado como uno mas general que abarca
Worm-hole y Acknowledged pipeline circuit switching. Tomando la distancia de Scouting k igual a 1, se
estd en presencia de Worm-hole. Si se toma k igual al didmetro de la red seria equivalente a
Acknowledged pipeline circuit switching.

5.4.1 Latencia
En las figuras 12.2.1 hasta la 12.2.4 del capitulo “Gréficos”, se presentan diagramas en el cual

se puede visualizar la evolucién de los flits que componen un mensaje a través del tiempo.

En la figura 12.2.1, correspondiente al modelo worm-hole, la cabeza avanza permanentemente
y reserva exitosamente un canal. A medida que se produce este movimiento los flits de datos fluyen por
los canales ya reservados a través de la red.

En la figura 12,2.2 (pipeline circuit switching) se puede observar que en cada movimiento de la
cabeza un buffer es exitosamente reservado. La brecha entre la cabeza y el primer flit de datos se va
incrementando hasta llegar a destino. Luego se envia un asentimiento que fluye en la direccién opuesta
hasta el origen. A partir de ese momento los flits de datos fluyen por los buffers ya reservados a través
de la red.

En la figura 12.2.3 (acknowledged pipeline circuit switching) simplemente se agrega a la figura
anterior un Gltimo asentimiento desde el destino hacia el origen.

Finalmente, en la figura 12.2.4 se presenta el modelo de scouting con una distancia k igual a 3.
A cada paso un buffer es exitosamente reservado por la cabeza y luego se envia un asentimiento
positivo. Este asentimiento fluye en la direccién opuesta. La brecha entre la cabeza y el primer flit de
datos se va incrementando hasta que la cantidad de asentimientos recibidos por el origen sea igual a k.
A partir de ese momento los flits de datos fluyen por los buffers ya reservados a través de la red.

Si se toma como L la longitud de mensajes medida en flits, D el nimero de ejes en el camino y
K la distancia de scouting, se puede derivar la expresion para cada uno de los modelos respecto a la
latencia de los mensajes:
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Latencia en worm-hole: D+L
Latencia en Scouting: D+2K-1+L
Latencia en pipeline circuit switching: 3D+L-1

Latencia en acknowledgment pipeline circuit switching: 4D+L-1

5.4.3 Fallas

Para un mejor anélisis se presentaran dos modelos de fallas que pueden ser asumidas. Luego se
expondran caracteristicas para cada modelo de comunicacion y para cada modelo de fallas teniendo en
cuenta caracteristicas y problemas para el desarrollo de algoritmos de comunicacién tolerantes a fallas.

Modelos de fallas (5.4.3.1)
En el modelo de fallas estatico Uinicamente los ejes de comunicacién pueden fallar y sélo cuando
no estén siendo utilizados.

De esta forma en packet-switching cualquier paquete pueden encontrar la falla dentro de la red.
Para todos los modelos pipelines las cabezas de i0s mensajes son los Gnicos flits que pueden encontrar
ejes dafiados.

En un modelo de fallas dindmicas en cualquier momento y en cualquier estado pueden
producirse fallas de ejes en la red. Este modelo es mucho mdas complicado de analizar en modelos
pipelines. Si se produce la caida de un eje ocupado se puede llegar a situaciones de deadlock, dado que
los buffers reservados no son liberados. Posteriormente, se plantearan soluciones a este problema.

Criterios tomados (5.4.3.2)

Mientras la deteccidn de fallas no es un problema trivial, en estos casos se supone un
mecanismo de deteccion de las mismas, con el objeto de disefiar protocolos de ruteo robustos. Si un eje
falla, es detectado y marcado como fallado. Si algiin nodo falla, éste y todos los ejes que acceden y
parten del mismo, son marcados como fallados. Si un eje es marcado como fallado no puede ser usado
para la transmision de flits. Luego, en un modelo de fallas estético, los ejes son marcados como fallados
antes que cualquier cabeza de mensaje lo utilice. En el modelo de fallas dindmico, los ejes pueden fallar
en cualquier momento y pueden interrumpir el progreso a través de la red de los datos. Dado que la
cabeza de un mensaje es la Unica que contiene el destino, en el caso de que ocurra una falla entre ésta
y los flits de datos que la suceden, se producird un blogueo y no podran ser re-ruteados. Los recursos
ocupados por los mensajes cuando ocurre este tipo de bloqueos pueden acarrear situaciones de
deadlocks. La liberacién de los recursos se presenta como principal objetivo para encontrar una solucién
de los mismos.

Comparacion en modelo de fallas estatico entre los modelos de
comunicacioén (5.4.3.3)

En Packet-switching deviene una situacién de facil resolucion el problema de rutear datos ante
una red que presenta fallas. Aqui cualquier paquete no puede ser perdido por la aparicién repentina de
una falla en medio de un ruteo desde el nodo origen a un destino dado, por lo tanto se puede tomar otro
camino que evite el eje dafiado o se lo puede descartar. La eleccién dependera de la forma de ruteo y de
sus caracteristicas (minimal, full-adaptivo, etc.)

Dada la naturaleza optimista de worm-hole, la presencia de ejes caidos puede producir
situaciones en la que los mensajes no logren progresar a través de la red ocasionando de esta forma
situaciones de deadlock.
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Sin embargo pipeline circuit, routing y APCS no son susceptibles a este tipo de problemas. Si la
cabeza, ante la presencia de fallas, no progresa, retorna por el camino ya seleccionado para intentar
acceder al destino por medio de otro.

Por Uitimo, en scouting si la cabeza progresa ante la presencia de fallas, retorna por el camino
ya seleccionado para intentar por alguno alternativo. En este caso, a diferencia con el anterior la
cantidad de pasos que podré retroceder dependerd del numero de scouting k, pudiendo enfrentar el
mismo tipo de problemas que se presenté en worm-hole o evitarlo como en pipeline circuit routing o
APCS.

Modelo de fallas dinamico (5.4.3.4)

Como ya se adelantd en Packet-switching es una situacién de facil resolucién el problema de
rutear datos ante una red que presenta alglin modelo de fallas. Aqui cualquier paquete se descartard
completamente sin dejar rastro del mismo lo que no produce inconveniente.

Una situacién muy distinta se presenta en las técnicas pipelines al producirse la caida de un eje
que afecta al camino ya formado entre la cabeza del mensaje y el ultimo flit de datos.

Para evitar este tipo de problemas se han presentado diferentes técnicas que se detallardn a
continuacion.

Compressionless routing (CR) es un protocolo que intenta detectar y recuperar situaciones de
deadlock utilizando temporizadores. CR Permite que se produzcan situaciones de deadlock, para luego
remover los mensajes de la red, siempre y cuando un tiempo suficiente haya pasado desde que un flit
experimento algun progreso.

Otro mecanismo que es totalmente distribuido y no requiere temporizadores, es el denominado
Kill flits (Ver 13.6). En orden de liberar los recursos, el controlador del eje introduce un Kill Flit dentro de
la red (Retroceso) que sigue por todo el trayecto de buffers reservados para esta comunicacién hasta
llegar al nodo fuente donde es removido de la red, liberando a su paso los recursos reservados. Ademas
el controlador del eje introduce otro Kill Flit dentro de la red (Avance) que continta por todo el trayecto
de eje reservados hacia el destino hasta llegar a éste o encontrar la cabeza ruteadora donde es
removido de la red, liberando a su paso los recursos reservados. (Figura 5.4.3.4.a)

Se observa que es posible encontrar mlltiples fallas en la red y pueden llegar a existir
colisiones de kill flits. Por ello se establece que si un kill flit de retroceso choca con un kill flit de avance,
ambos son removidos de la red.

Origen

Figura 5.4.2.4.A: Generacién de kill flits ante la presencia de una falla.
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En orden de comparar este mecanismo con el mecanismo de temporizadores, cabe sefialar que
el método de kill flits no es simple de implementar dado que aumenta notablemente la complejidad del
modelo de deteccién de fallas teniendo que generar flits para que liberen los recursos. Ademds, se
sobrecarga la complejidad de cada nodo teniendo que agregarle una funcion que distinga entre dos tipos
distintos de datos. Finalmente, otro inconveniente es que, en redes donde la comunicacién no es
bilateral, los kill flits no pueden realizar el camino de regreso hacia el nodo que originé el mensaje.

Pero, con este método se asegura que un nodo fuente de un mensaje pipeline recibe un kill flit
sl y solo si el mensaje es interrumpido por una o mas fallas. Ademas que todo canal virtual reservado
por el mensaje tarde o temprano va a ser liberado si éste es interrumpido. Los kill flits no producen
deadlocks.

El mecanismo de temporizadores resulta de simple implementacion en cada nodo, pero este
exige la existencia de un tiempo global. Las diversas técnicas de sincronizacién tienen un cierto
overhead.

Ademéas hay que tener en cuenta 'el problema de tener que detectar entre congestion y
deadlock. Si una zona de la red se encuentra muy congestionada afecta el tiempo de entrega de los
mensajes. Luego pueden vencerse los temporizadores de los mensajes y como consecuencia, se active
mecanismo de recuperacion de deadlocks.
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A continuacién se presentara la funcién de ruteo para redes de Bruijn Direccionales.
Como se ha mencionado anteriormente, el algoritmo de ruteo consta de dos partes:

1. La funcién de ruteo en la que se especifica a qué nodo adyacente debe direccionar cada nodo al
recibir un mensaje.

2. El grafo aciclico direccional - DAG - (capitulo 7) que conecta los diferentes buffers entre cada par de
nodos adyacentes, asegurando que la funcién de ruteo presentada no entre en deadlock.

Se comenzara especificando nuevamente la red de Bruijn Direccional:

. n+l
La topalogia Bruijn, notada como B(n), consiste en 2" nodos llamado N y 2 ejes
direccionales. Cada nodo corresponde a un vector V(2,n). Dos nodos a=(«0, ...,an-1) y p=(p0, ...,pn-1)
estan unidos por un eje direccional notado como L(a,B) sii:
1) ai =pi-1 para0 <i<n-1
y
2) 0spn-1<1.-
Al conjunto de ejes que pertenecen a B(n) se notard LG(B(n)).
Se comienza por demostrar algunas interesantes propiedades de estas redes. Luego de unas
definiciones auxiliares, se caracterizara el calculo de la longitud del camino minimo que conecta dos

nodos cualesquiera o y B. Luego se demostrard que existe un Unico camino minimo entre esos nodos,
para finalmente presentar la funcién de ruteo.

6.1 Propiedad de la conservacién de bits

Intuitivamente, la siguiente propiedad dice que en una red de Bruijn luego de avanzar una
cantidad de c ejes (¢ menor al didmetro de la red n) se conservan los n-c bits mas a la derecha,
desplazados ¢ posiciones hacia la izquierda.

A modo de ejemplo, se puede ver en el siguiente grafico donde se reemplazé el valor de los bits
que conforman la direcciéon del nodo por la posicién de cada bit en el nodo inicial:

012345678 | __p | 12345678x | __ 3 | 2345678xx

i .

567 8xxxxXx 45678xxxXx 345678xxx
R e

Figura 6.1.A: Desplazamiento de Bits

Propiedad

Dado un nodo o € B(n) y ¢, 0 < ¢ < n, luego de cruzar c ejes, se llega a un nodo P tal que
ai=pi-c: c<i<n

Demostraciéon
Se demostrard por induccion en la longitud del camino ¢ (se notaré |c|).
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Caso base: |c| = 1
La longitud del camino del nodo o al nodo B.

Se quiere probar que ai = Bi-1 : 1 <i < n, pero esto es cierto por la definicién de la
construccion de las redes de Bruijn.

Caso General:
Se toma un camino cualquiera de longitud c tal que cumple con ¢ <n.
Luego se tomara como verdadero lo expuesto anteriormente para todos los valores de
los caminos menores a c.
HI: Se plantea la HI: ai = B’i-¢": ¢’ <i < n para todo camino ¢’ en B(n) tal que |c’|

= |¢| -1, entonces, o = B’ i-(c-1) : c-1<i<n.

Sea un camino c de longitud |c| que parte de un nodo o y llega a un nodo B cualquiera,

talque 1 < |c| < n.

Sea ¢’ el camino obtenido de c sin el ultimo eje (B’ —f), entonces:

1. |l =|c]-1

2. PorHIesverdaderoqueai=f'I-c+l: c<i<n

3. yademas Bl =p4-1: 1<i<n-1por construccion de Bruijn
Se obtiene:

of=pictl =B (-c+li)l :c<i<n

entoncesal = Bi-¢ :c<i<n///.

6.2  Caiculo de la longitud de los caminos minimos

Se define la subcadena izquierda - SublL(«,c) - de un nodo o cuya longitud es ¢ como los
primeros c bits del identificador del nodo. De igual manera se define la subcadena derecha - SubR(q,c) ~
del nodo o con longitud c a los Ultimos ¢ bits del identificador del nodo. Estas servirdn para demostrar
que la longitud de un camino minimo que parte de un nodo a hacia un nodo p es n-c tal que c es el
maximo valor que cumple la condicién de SubR(a,c) = SubL(B,c).

Al buscar los caminos minimos para la topologia de Bruijn, se deben localizar los segmentos de
bits que se repiten en idéntico orden en los identificadores de los nodos origen y destino. Pero no
cualquier segmento de bits con estas caracteristicas es (til. Intuitivamente, supdngase que existe algin
bit o varios de ellos que se repiten en ambos nodos origen y destino, pero que el bit mas significativo del
nodo origen a no pertenece a ninguno de ellos. Dicho bit debe ser eliminado, pero la Unica manera de
hacerlo en esta topologia, es insertando n bits. A modo de ejemplo, se expone el siguiente grafico:
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11110110 10111000

Nodo o Nodo $

Figura 6.2.A: Ventana no volcada a la derecha en nodo origen

Un segmento idéntico en ambos nodos es la secuencia 1011, pero el bit de la posicién 7 del
nodo o, con valor 0, no corresponde con el bit de la posicién 4 del nodo destino B, Por lo tanto esta
secuencia no puede ser tomada en cuenta sino sélo aquellas secuencias volcadas hacia la derecha en el
nodo de origen a.

Ahora, supdngase que existe una secuencia de bits que se repite idénticamente en ambos
nodos, pero no esta volcada a izquierda:

01111011 01011100

Nodo o Nodo 8

Figura 6.2.B: Ventanas no volcada a la izquierda en nodo destino

Seria interesante utilizar la secuencia 1011, insertando los bits 100, pero se llegaria al nodo
11011100. El bit menos significativo debe ser eliminado, y la tnica manera de hacerlo es insertando un
nuevo bit. La topologia al ser direccional, no permite desplazar hacia la derecha, sino sélo hacia la
izquierda, por lo tanto no es posible utilizar esta ventana.

A esta altura se aprecia que sé6lo es posible utilizar aquel segmento de bits volcado a la derecha
en el nodo de origen y a la izquierda en el nodo destino idéntico. Demdas esta decir que el segmento
éptimo serd aquel que cumpla estas condiciones pero con cantidad maxima de bits.

Definicién (6.2.1)
Subl :Subcadena izquierda

SubL(a,c) = B, 0<c<n, con o € V(2,m) siendo a=(a0 ,..., an-1), B e V(2,c) siendo p=(B0,..., B

c-1)con y ai = Bipara0<i <c.

Definicién (6.2.2)
SubR : Subcadena derecha.

SubR(a,c) = B, 0 <c<n, con o e V(2,m) siendo a =(a0 ,..., a N-1), B e V(2,c) siendo
p=(B0 ,...,pc-1)y an-c+i =Py para0<i<c

Teorema (6.2.3)

La longitud minima de un camino que parte del nodo o y llega al nodo f3 es n-c tal que

SubR(a,c) = SubL(B, c) para el maximo c.
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Demostracién
Siendo SubR(a,c) = SubL(B, c) entoncesa N-c+i =B i paraitq0<i<ec.

Supongamos que existe un camino de longitud n-¢’, n-c’ < n-c
Luego de n-c’ ejes se obtiene el nodo P . Por la propiedad 6.1:

al=BiHn-c): nc" <i <n>ai=BiN+c": nc’ £i <n=>Seaj=i-n+c entonces i=j+n-¢’,

ajtnc’=Bj inc'sj+nc’<n=> ajtnc=Bj :0<j<c =
SubR(a,c’) = SubL(B, c’)

Siendo n-¢’ < n-c => ¢’>¢ lo cual es absurdo ya que ¢ es el maximo///.

LA
6.3 Teorema del camino unico
A continuacién se demostrara que existe un Unico camino de longitud minima para las redes de
Bruijn Direccionales.

Intuitivamente, supdngase que existen mas de un camino minimo. Luego de un nodo cualquiera
bifurcan. La Gnica manera de hacerlo es insertando un valor j para el primer camino y un valor i para el
segundo, con i # j. Como son caminos minimos y el didmetro de la red es n, la longitud de éstos debe
ser menor o igual a n. En consecuencia el bit insertado con diferente valor se conserva en el nodo
destino. De hecho se conserva en la misma posicion en ambos caminos, ya que tienen igual longitud.
Pero entonces se ha llegado a dos nodos distintos.

Teorema
Dados a y B € B(n), existe un tnico camino de longitud minima entre dos nodos cualesquiera

Demostraciéon
Supongamos que existen dos caminos de longitud minima c'(o,B) y c”(o,B) tal que
c'(a,B) = c”(a,B), por ende bifurcan fuego de algin nodo k, pasando por el nodo y' y y" respectivamente

tal que y' #v”. Se debe notarquey i =7y"1 paral< i<n.

Figura 6.3.A: Bifurcacién en caminos
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Sin embargo, la longitud del camino minimo entre v’ y B es igual a la longitud del camino minimo entre

v’y B, llamado t.

Siendo el didmetro de B(n) = n = t<n ya que son nodos intermedios del camino minimo entre

oy B cuya longitud méxima puede ser n, del cual por lo menos ya se ha cruzado un eje.
Por la anterior propiedad :

yi= Bi-t; t<i<n

y también y"i= Bi-t ; t <i<n

En particular y'n-1= B n-1-t y y"n-1= B n-1-t pero entonces y' = y". De esta forma se llega a
un absurdo por suponer que existen entre dos nodos dos caminos minimos distintos.///.

6.4 Funcion de Ruteo

La presente funcidén de ruteo permite encaminar un paquete inyectado en un nodo cualquiera o

e B(m) con destino a un nodo cualquiera B e B(m) mediante un camino de longitud minima en una red
de Bruijn.

Para todo nodo o’ que recibe un paquete con destino al nodo B:
1, Paraitalque0<i<n-1:

1.1, Desplazar hacia la izquierda el identificador de nodo de o' la cantidad de i bits

@0 ..o"n-1) = (ol ...o"ni xxx) = g.

1.2. Aplicar la funcién or exclusivo (XOR) entre o y el identificador del nodo
destino B

(BO .....pn-1) para los bits cuya posicién esta comprendida entre los valores 0 e i.
1:3: Contar la cantidad de 0 consecutivos comenzando desde la posicibn menos
significativa (desde o'0). Llamaremos a este valor ¢(a’,i )
2. Elegir el maximo §(a’, i ) tal que §(a’,i ) = n-i
3. Segunidel ¢(a, i) elegido:

3:1. Si es igual a n, entonces se llegd al nodo destino (ya que este valor sélo se
puede lograr si la cantidad de bits desplazados i es igual 0).

3.2, Para cualquier otro valor, desplazar el mensaje al nodo o”, tal que a'n-1 = f§
n-i

3.3 Si no existe ningln ¢(a’, i ) tal que ¢(o’, i ) = n - i entonces desplazar el

mensaje al nodo o tal que a”n-i = fo.
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Eiemplo:
Como ejemplo se mostrard el camino que construird el algoritmo para rutear un

mensaje insertado en el nodo o cuya direccion es 001010 con destino al nodo f rotulado

101011.
En el nodo 001010, se realizan las siguientes operaciones:

Resultado del Resuitado del Resultado del
paso 1.1. paso 1.2, paso 1.3.
001010 100001 ¢(0,0) = 0
01010X 11111X d(o,1) = ;0
1010XX 0000XX $(0,2) = 4
010XXX 111XXX ®(0,3) =0
1OXXXX 00XXXX o(o,4) = 2
OXXXXX IXXXXX #(0,5) = 0

En el paso 2 son candidatos a ser elegidos ¢(a,2) y ¢(c,4), porque todos cumplen con

que ¢(a,i) = n-i. Pero se elegira ¢(a,2) ya que este tiene el valor 4 que es igual a n-i ( con
n==6ei=2), por lo tanto en el paso 3 se ruteard el mensaje al nodo 010101 ya que
Bn-i = B4-2 = 1,

En el nodo 010101, se realizan las siguientes operaciones:

Resultado del Resultado del Resultado del
paso 1.1. paso 1.2. paso 1.3.
010101 . 11110 \ &(,0) = 0
10101X 00000X d(a,1) =5
0101XX 1111XX ®(e,2) = 0
101XXX 000XXX ®(a,3) = 3
O1XXXX 11XXXX #(0,4) = 0
IXXXXX OXXXXX o(a,5) = 1

En el paso 3 los candidatos a ser elegidos son ¢(o, 1), ¢(c,3) v ¢(a,5). Se elegird
¢(o, 1) y se ruteara al nodo 101011.

En el nodo 101011, se realizan las siguientes operaciones:

Resultado del Resultado del Resultado del
paso 1.1. paso 1.2. paso 1.3.
101011 000000 ¢(0,0) = 6
01011X 11110X o, 1) =0
1011XX 0001XX o(,2) = 3
011XXX 110XXX ¢(o,3) =0
11IXXXX 01IXXXX d(a,4) =0
1XXXXX OXXXXX #(e,5) = 1

En el paso 2 los candidatos a ser elegidos son ¢(c,0), ¢(or,3) y ¢(ct,5). Se elegird
¢(x,0) y en el paso 3 se detectarad que se llegd al nodo destino.
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3 Grafo dirigido aciclico (DAG) Seubin Diracciotial

Como se menciondé anteriormente una de las formas para garantizar la no existencia de
deadlock en el ruteo de mensajes se logra mediante la definicion de un orden estricto monoténico de los
buffers de manera tal que no se produzcan ciclos y la funcién de ruteo pueda cumplir con el mismo.

El DAG presentado en esta seccidn serd escalable, es decir que cada nodo tendrd un nimero
constante de buffers y proveera full-adaptabilidad para caminos minimos.

Z2.1. Idea intuitiva

En el presente capitulo se establece un orden total entre todos los identificadores de nodo de
una topologia de Bruijn Direccional. Se plantean nodos con cuatro buffers cada uno, que forman en la
topologia cuatro niveles de buffers. Comenzando desde el nivel inferior, todo mensaje que es ruteado
utilizando caminos minimos debe cumplir con el orden para ese nivel de buffer. En caso contrario, se
debe continuar con el nivel de buffer siguiente. Por lo tanto, el orden planteado debe permitir que los
cuatro niveles de buffers alcancen para rutear cualquier mensaje que utilice caminos minimos.

Como ya se ha indicado, cada nodo a en Bruijn Direccional esta identificado por un vector
(a0, ..... an). Se define el nimero natural W = n/2 y vector-W al vector de tamafio W (que estd incluido
en el identificador del nodo) cuyo valor natural es el maximo. Se observa que pueden existir mas de una
ocurrencia del vector-W en un identificador de un nodo. Cada una tiene una posicién inicial, tomandose
como cero el bit de més a la izquierda.

En un camino minimo en Bruijn si en algin paso j el valor natural del vector-W aumenta, el
nuevo vector-W se encontrara ubicado en el extremo derecho del identificador del segundo nodo. De
otra forma, el valor del vector-W existia en el identificador del nodo anterior al paso j. A medida que el
camino minimo es recorrido, el vector-W se desplaza paso por paso hacia la izquierda hasta que ocurre
una de las siguientes condiciones:

e Sellega a origen
e Aparece un nuevo vector-W de mayor valor (ubicado en el extremo derecho).

e Surge un nuevo vector-W de menor valor natural, desapareciendo el anterior por el
extremo izquierdo.

Si en un camino minimo aumenta el valor natural del vector-W, éste se ubica en el extremo
derecho. Si surge un nuevo vector-W de menor valor, entonces el anterior desaparecid por el extremo
izquierdo. Por lo tanto, considerando el tamafio del vector-W, se producen n/2 movimientos del
mensaje, es decir que se corrigen n/2 bits de la direccién origen.

Se plantea hacer uso del primer nivel de buffers hasta que aparezca un vector-W de mayor
valor. Al ocurrir esta condicién se comienza a utilizar el segundo nivel de buffer, hasta que surja un
vector-W menor. En conjunto se habran corregido en estos dos primeros niveles n/2 bits. Realizando el
mismo procedimiento con los otros dos niveles, se estard corrigiendo en total n bits que es el didmetro
de la red.

Por lo tanto, el primer componente del orden estard dado por el valor natural decreciente del
vector-W para los niveles primero y tercero (de esta forma, se abandona el nivel cuando aparece un
vector-W de mayor valor en el extremo derecho) y decreciente para los niveles segundo y cuarto.
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El problema principal es ordenar los identificadores que tienen igual valor natural del vector-W.
Para resolverio se efectla un andlisis més profundo del comportamiento de los vector-Ws en caminos
minimos en Bruijn Direccional.

Se define al periodo minimo de un vector como el menor nimero de bits (mayor que cero) en el
que el vector se repite .

En el punto 7.4 se demostrard que, si existen mds de una ocurrencia del vector-W en un
identificador, entonces éstos se encuentran distanciados por el periodo minimo.

Esto permite concluir que:

e En un camino minimo en Bruijn, en cada paso las ocurrencias del vector-W estdn
distanciadas por el periodo minimo de éste. La aparicion y desaparicion de otras
ocurrencias se producen en forma escalonada.

e Si la posicién del vector-W ubicado mds a la izquierda es menor al periodo minimo,
entonces puede suceder que en algin paso reciente del camino minimo haya desaparecido
una ocurrencia del vector-W.

e Si el menor perfodo del vector-W es igual al menor periodo del vector formado desde la
posicién de la ocurrencia del vector-W ubicado mas a la derecha hasta el extremo derecho
del identificador, entonces aun puede ingresar una nueva ocurrencia del vector-W.

Finalmente, se establece que los identificadores de nodo para idéntico vector-W, se ordenan por
el promedio de la cantidad de ocurrencias. El comienzo sera:

e Cero en caso de que exista la posibilidad que una ocurrencia del vector-W haya
desaparecido recientemente y que no pueda aparecer otra.

e La posicién inicial de la ocurrencia del vector-W ubicada mas a la izquierda en otro caso.

Este valor es el segundo componente del orden y permite ordenar todos los identificadores de
igual valor de vector-W, haciendo posible que, en un camino minimo una vez que un vector-W aparezca
por el extremo derecho y hasta que surja otro de valor natural menor, no se abandona el nivel de buffer
en el que se encuentra.

Los siguientes teoremas proveen condiciones necesarias y suficientes para la creacién de
algoritmos de ruteos oblivious o adaptivos, packet-switching o modelo pipelines, deadlock-free.

Teorema 1: Dado cualquier algoritmo de ruteo oblivio o adaptivo, packet-switching o modelo pipeline,
si existe un orden de los buffers tal que todos los mensajes en cada paso son movidos hacia el buffer del
orden mas alto o entregado a destino, entonces el algoritmo es deadlock-free. (Ver 13.9)

Teorema 2: Dado cualquier algoritmo de ruteo packet-switching o modelo pipeline, que sea oblivio o
adaptivo y deadlock-free, existe un orden total de los buffers tal que todos los mensajes en cada paso
son movidos hacia el buffer del orden mas alto o entregado a destino. (Ver 13.8)
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2.3. Definiciones

Dado B(n) se consideran las siguientes definiciones:

1): Relacién de orden. Se definira la sigulente relacién de orden entre dos vectores o, B pertenecientes
a V(2,n) y se utilizara de aqui en adelante para comparar dos elementos cualesquiera del conjunto dado.

Dado cualquier a € V(2,n), B € V(2,n), se dird que:
o < B sii existe un j, 0 < j<n-1, tal que aj< Bl y ot = Bt para todo t, Ost<j.

iio = B sii at = pt para todo t, O<t<n-1,

2): W():W(a,k,i) retorna un vector de longitud k desde la posicion i del vector o.

Dado k, | donde 1sksn, O<isn-k y oeV(2,m), luego W(e,k,i)= B donde Be V(2,k) y Bi=ait para
todo j, O<j<k-1.

3): Maxval: Retorna el mayor vector (en el orden de los naturales) de longitud k que se encuentre en a.

Dado k, 1gksn, aeV(2,m) luego maxval{a,k) = W(a,k,i) donde O<isn-k y para todo j=i, O<j<n-k,
W(a,k,j) < W(a,k,i).

4): WyV:
WeN w=[n/m27
Ve N, v=Ln/2].

Notar que v+w = ny que v s w < v+l

5) Val : Retorna el méximo vector de longitud W que se puede encontrar en el vector a. A partir de este
momento se denominara vector-W.

val(a) = maxval(a,W)

6) Pos : Retorna la posicion en el vector a donde comienza algin vector-W de a.

pos(a) = s con s € N tal que val(a) = W(a,w,s).

7):PosR: Retorna la posicién en el vector o del vector-W mas a la derecha.

posr(a) = s con s € N tal que s = pos{a) y no existe j tal que j = pos(a) y j > s.

8):PosL: Retorna la posicién en el vector o del vector-W mas a la izquierda.
posl(a) = s con s € N tal que s = pos(a) y no existe j tal que j = pos(a) y j < s.

9):Resto: Retorna el vector que se encuentra en un vector a que va desde PosR hasta el final hacia la
derecha

Resto(a) = W(a, m-PosR(a), PosR(a)) con a e V(2,m).
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10) P: Retorna el periodo de un vector. Entiéndase como periodo al nimero de posiciones hacia un lado
donde el vector se vuelve a repetir

P(a) =pconpeN,p>0,tal que oj = aj+p para todo 0 < j <n-p-1

11) Per: Retorna el menor periodo de un vector dado.

Per(a) = p tal que p=P(a) y no existe j tal que j=P(a) v j < p.

12) Ord: Retorna el orden de aparicidon de izquierda a derecha de un vector-W dado.

Ord(a,B) = j tal que jeN, B= Val(a) = W(a,w,s) vy si j > 1 existen exactamente j-1 B~ distintos
tal que B "= Val(a) = W(a,w,r) conr<s.

13) CantVW: Retorna la cantidad de Vector-Ws que contiene el vector .

14) PerCte: Retorna verdadero si el valor del menor periodo del vector-W de o es igual al valor del
menor periodo del resto de a. En otro caso retorna falso.

PerCte(a) Verdadero si Per(val(a)) = Per(Resto(a))

Falso en otro caso.

A continuacién se demuestra una proposicién que va a ser utilizada en el resto del presente
trabajo para poder construir el grafo de dependencias aciclico.

En la siguiente proposicién se asegura que si existen mds de una ocurrencia del vector-W, éstas
van a estar distanciadas por el periodo minimo del vector-W.

Proposicion:
Dado un vector aeV(2,n), para toda ocurrencia del vector-W B tal que B=W(a,j,W). entonces
1) j = PosR(a)
o

2) Existe un vector-W B’ tal que B'=W(a, j+Per(B), W). y no existe un vector-W g" tal
que B"=W(a, t, W) con j<t< j+Per(B).

Demostracién:
Dado un vector aeV(2,n), se toma una ocurrencia del vector-W B cualquiera tal que

B=W(a, j, W). Se supone que existe un vector-W B’ tal que g'=W(e, t, W), j<t., j+Per(B) = t y no existe
un vector-W B” tal que B”"=W(a, s, W) con j<s< t. Por lo tanto, se supone que existe un vector-W es el
primero desplazdndose hacia la derecha y se desplaza en un nimero distinto al periodo.

Luego la demostracién se divide en dos casos
a) j+Per(p) < t.
En este caso también se divide el estudio en dos partes:
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a.1) Si Médulo(t-}) =0
Per(p)

Se sabe que dos vector-Ws estdn montados entre si (o sea que el inicio de uno esta
entre el inicio y el fin de otro) o en posiciones exactamente cantiguas ( o sea que el
inicio de uno es el final mas uno del otro)

Este caso es absurdo porque entre el vector-W B8 y el vector-W B’ existiria uno o
mas vector-Ws g”.

Luego como ejemplo se toma B”= [at+per(B) , ..., at+Per(B)+W].

a.2) Si Médulo(t-j ) <>0
Per(p)

Esto es absurdo dado que B y B’ no serian la mayor ventana de tamafio W en a.
En este punto, se puede asegurar que

1) Si Médulo(t-j ) > Per/2 entonces B’ > B
Per()

2) Si Médulo(t-j ) < Per/2 entonces B"=[At-Modulo(t-j) ;e At-
Per() Per(p)

Médulo(t-j) +W]l>b
Per(B)

b) j+Per(B) > t
En este caso el vector-W B’ va a comenzar entre el inicio del vector-W g y el inicio del
vector-W g mas el periodo de 8.
Osea j < t < j+Per(B).

Luego oj+s =alt+s para 0O<s<W-t dado que en j y t comienzan 2 vector-Ws iguales. Por lo
tanto existiria un periodo menor que el menor periodo dado Per(B).

Finalmente se llega a un absurdo por suponer que el primer vector-W B’ mas a la derecha
que otro vector-W B comienza antes de la posicion de B mas el periodo del mismo.

Luego se concluye que j+Per(B)= t

Por lo tanto, dado un vector aeV(2,n), tomando un vector-W B cualesquiera tal que
B=W(a, j, W) si existe un vector-W B’ tal que p'=W(x, t, W), j < t, y no existe un vector-W p”
tal que B"=W(A, s, W) con j<s< t, entonces j+Per(B) = t. En el caso de no existir tal vector-w
B’ entonces B es la vector-W mas hacia la derecha por lo tanto j = PosR(a).///

Finalmente se concluye que j+Per(B)= t. Por lo tanto, si existe un vector-W mas hacia la
derecha éste tiene que estar desplazado exactamente en el Per(B). Si no existe un vector-W mas hacia
la derecha entonces j = PosR(a)

Con lo demostrado se puede decir que si el periodo se mantiene desde el primer vector-W mas
a la izquierda hasta el final a la derecha, es factible que ingrese un nuevo vector-W de igual valor.

‘ En el punto 7.4 se present6 una interesante propiedad de las ocurrencias del vector-W. En ésta
se demuestra que estén distanciadas por el menor periodo del mismo.
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En el presente punto se presentard un conjunto de funciones. Al tomar un vector cualquiera
obtienen como resultado el promedio de las ocurrencias del vector-W. Estos valores servirdn para
ordenar a los vectores de igual valor natural de sus vector-Ws con el fin de formar el DAG en Bruijn.

La funcién AvgW2 tomara el promedio de los valores dados por la funcién PosAvg2.

La idea intuitiva de la funcion AvgW2 es tomar el promedio de las ocurrencias del vector-w a
partir de la posicion de inicio de la ubicada mas a la izquierda,

Para facilitar la definicién de la funcién PosAvgl, se definird la funcion Posini. Esta retornara

uno de dos valores posibles.

a) Cero si el valor de la posicién inicial de la ocurrencia del vector-W ubicada maés
a la izquierda es menor que el periodo (siendo posible que en un nodo anterior
del camino minimo haya desaparecido una ocurrencia del vector-W) y el
menor periodo del vector-W es distinto al menor periodo del vector formado
desde la posicién de la ocurrencia del vector-W ubicado mas a la derecha
hasta el extremo derecho del identificador del nodo (Si ya no pueden ingresar
vector-W de igual valor a los que se tienen en ese momento)

b) El valor de la posicién inicial de la ocurrencia del vector-W ubicado més a la
izquierda, en otro caso.
La funcién AvgW1 tomara el promedio de los valores dados por la funcién PosAvgl,

La idea intuitiva de la funcidon AvgW1 es tomar el promedio de las ocurrenclias del vector-W a
partir del valor dado por PosIni.

7.5.1 Definiciones
Dados o € V(2,n) y B=val(a) se define:

e PosIni(a) = o Si Posl(a)<Per(B) y NOT PerCte(w).
i) PosL(a) Sino.

e PosAvgi(c,p) = (Pos(B)-((Ord(p)-1)=(Per(B)-1)) = PosIni(a).

s PosAvg2(o,p) = Pos(B)-((Ord(B)-1)+(Per(B)-1).

Luego se define el conjunto de naturales 8 y T como:
1) Para todo B = Val(a) entonces PosAvgl(o,B)e S.

i) Para todo B = Val(a) entonces PosAvg2(a,B)e T.

En el siguiente diagrama se expone una idea visual de lo presentado en este punto. Se trata de
un caso con gran cantidad de ocurrencias de vector-Ws en un camino minimo (El vector-W es 1010 y el
periodo es 2). Con una X se presentan marcados los valores de las posiciones de las ocurrencias del
vector-W para las definiciones de PosAvgl y PosAvg2 respectivamente.

Se puede observar que cuando dos nodos contiguos de la funcién PosAvgl son iguales, los
valores de la funcién PosAvg2 no lo son. En este caso, estos segundos valores disminuyen.
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Vector-W PosAvgl PosAvg2
0 1 2 3 456 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 12 3 456 7
0 000t 010 - - - - X - - - L - = = X 5 = s
0 0 0jr o100} E -~ 4 X - - - - e G
0 Ot 01010 - - X X - - - - L - X X - - - -
oIt o1 010} - X X - - - - - L % ¥ = s & o= =
10101010 X X X - - - - - X X X - - - - -
ot o1 010 X X - - - - - - L X X - - - - -
1 010101 O X X - - - - - - PC X 5 = v o= o= s
0t o1 0 00 X - - o~ = = s - A
1 010 000 X - - - - - - - X - - - - - - -

7.5.2 Definiciones: AvgW1, AvgW2.
AvgW1: Avg(S)

AvgW2: Avg(T).

(Avg es la notacion de la funcién promedio para un conjunto de naturales).

7.5.3 Orden total de los nodos

Para definir un orden total entre los identificadores de Bruijn se utiliza una cuatro-upla, Cada
uno de los componentes estd definido por una funcién tomando como parametro el identificador del
nodo.

Asi mismo, se definen cuatro 6rdenes:

En el primer orden se suceden en forma creciente los identificadores cuyo valor literal del
vector-W decrezca (Primer componente de la cuatro-upla). Si el vector-W de los identificadores es igual,
se utilizan los valores de las funciones presentadas en el punto anterior. Se ordena en forma
descendente segln el valor de la funcién AvgW1 (Segundo componente de la cuatro-upla) y si ésta
continia siendo igual, se ordena en forma descendente segun el valor de la funcién AvgW2 (Tercer
componente de la cuatro-upla). Si los tres primeros componentes de la cuatro-upla son iguales, se
ordena en forma ascendente segtlin el valor literal del identificador del nodo. (Cuarto componente de la
cuatro-upla)

En el segundo orden se suceden en forma creciente los nodos cuyo valor literal del vector-W
crezca (Primer componente de la cuatro-upla). En los casos en que los nodos tengan un mismo valor se
aplicara la misma técnica del orden anterior. (Segundo, tercero y cuarto componente de la cuatro-upla)

Los drdenes tercero y cuarto son idénticos a los érdenes primero y segundo respectivamente.

7.5.4 Definiciones de los 6rdenes: Ordenl, Orden2, Orden3, Orden4.
Dados o e V(2,n) se definird la tupla:

Tupla: T(a) = (tu, tu, ta te) donde :
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ta = val(a)
tz = AvgW1(a)
te3 = AvgW2(a)

tes = valor literal de a.

Dados a € V(2,n) ¥ B € V(2,n), a#B, T(a),T(B) se definen dos 6rdenes de cuatro-uplas:

Ordenl: o< sil
i) tus >t o
) ta =t Y taa >t o
tu=thyte=toyta>ts o
i) tar =ty ¥tz = tp2 ¥ tus = tp3 ¥ s < tpa.

Oorden2: o <,p sii
i) tar < tps o
) tar = b1 Y bz >t o
i)t =th Y tea = tho ¥ taa > ts3 0
W) toy =t Ytz = te2 ¥ tas = Lg3 ¥ tus < tpa.

orden3: a <f sii a<p

Ordend: o<, B sii a<B

En esta seccion se demuestra un conjunto de propiedades que servirdn para comparar las
funciones dadas anteriormente, de acuerdo a la entrada, salida o movimiento de las ocurrencias del

vector-W en caminos minimos en Bruijn.

Se toma K cualquiera pertenecientes a N.

7.6.1 Propiedad de los valores contiguos constantes.
Esta propiedad servird para comparar el promedio de un conjunto de valores contiguos
pertenecientes a los naturales con el promedio de los mismos valores decrecidos en uno.

Como ejemplo se expone el promedio del conjunto {3,4,5,6} =4.5 es mayor que el promedio
del conjunto {2,3,4,5} =3.5.

Gréficamente:
Valores 0 1 2 3 4 5 &
Conjunto 1 X X X X
Conjunto 2 X X X X

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pagina: 35 de 66



Tesis de Licenciatura

iZ‘ 5 (i+H(K+1)) ;230 (i+K)
>
s+1 s+ 1
Demostracion:

Se puede observar que cada componente de la primer sumatoria es, elemento a elemento, mayor que
los de la segunda.///

7.6.2 Propiedad de los valores contiguos crecientes.

Gracias a esta propiedad es posible comparar el promedio de un conjunto de valores contiguos
pertenecientes a los naturales mayores que cera, con el promedio de los mismos valores mas un valor
que resulta de restar uno al menor valor del primer conjunto. Como ejemplo se expone el promedio del
conjunto {3,4,5,6}= 4.5 es mayor que el promedio del conjunto {2,3,4,5,6}= 4.

Gréficamente:

Valores |0123456

Conjunto 1 X X X X
Conjunto 2 X X X X X

Dadon > 0, 0<k <n, se define:

‘Z;“M 0] ;Z:k @
>
n-k n-k+1
(@)
Demostracion:

Dividiendo el primer término se tiene que:

iz:k O i2=nk+1 @ k
= +
n-k+1 n-k+1 n-k+1
® ®

Luego en las sumas de («) y de (B) hay n - k términos.

Un término cualquiera de (o) serd, paraK <i<n:
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Luego se transforma la suma de (B) y (8) en otra () dividiendo (8) en n-k partes y sumando
estos subtérminos a cada término de la suma en (B). Por lo tanto, un término cualquiera de (n) serd,
paraK<isn:

k i k+in+ik
+ =
(n-k+1)(n-k) (@-k+1) (@-k+)@-k

Entonces si:

k+in+ik i
< ; kt+im-ik <im-ik+i; k<

m-k+1) @k (k)

se tiene que cada término de la suma de (o) es mayor que cada término de la suma de (n). Como todos
los términos son mayares que cero, (o) e€s menor que (wn). Como (n) es igual a (B) mas (3), la
desigualdad queda demostrada.///

7.6.3 Propiedad de los valores contiguos decrecientes.

Esta propiedad es (til a la hora de comparar el promedio de un conjunto de valores contiguos
pertenecientes a los naturales con inicio en cero con el promedio de los mismos valores menos el
ndmero de mayor valor del primer conjunto. Como ejemplo se expone el promedio del conjunto
{0,1,2,3}= 2 es mayor que el promedio del conjunto {0,1,2}= 1.

Gréficamente:

Valores 0 1 2 3 4 5 6

Conjunto1 X X X X
Conjunto2 IX X X

Dado s = 0, se define:

s+l s
iZ_ . ) iZ, . 4]
>
s+2 s+ 1
(o)
Demostracién:
Se tiene que:
s+l s
iZ_ . @ ;Z, . (&) s+1
= +
s+2 s+2 s+2
®) ®)

Luego en las sumas de () y de (p) se tiene s+1 términos.
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Se tiene que un término cualquiera de (o) sera, para 0 <i < s+1 ;

1
——————

s+ 1

Luego se transformara la suma de (B) y (8) en otra (n) dividiendo (8) en s+1 partes y sumando
estos subtérminos a cada término de la suma en (B). Por lo tanto, un término cualquiera de (r) serd,
para0<i<s+1:

i s+1 is+i+s+1
-+ =
s+2  (s+2)(stl) (s+2) (s+1)

Entonces si:
i is+tits+1 is+i+s+1

= 31 Commemmcmeeeeee 5 g+ iR <ds+itst+] ) i<stl
) (t2) b (s+2)

se tiene que cada término de la suma de (o) es menor que cada término de la suma de (n). Como todos

los términos son mayores que cero, (a) es menor que (n). Como (n) es igual a (B) mas (8), la
desigualdad queda demostrada.///

En esta seccion se expondran algunas caracteristicas en caminos minimos para poder deducir la
cantidad de buffers necesarios en ruteos minimos en Bruijn

Dado un camino minimo de longitud t que parte de un nodo o llegando a un nodo B en B(n),
notado por a=a0,al,...at-1=f se dice que:

7.7.1 Propiedad de la posicion del vector-W creciente.
Si el valor del vector-W crece en algin paso de un camino minimo entonces el nuevo vector-wW
va a estar ubicado en el extremo mas a la derecha del identificador del nodo.

Propiedad:
Si val(ai) < val{ai+1) para algin i O<ikt-1 entonces posL(ai+1)=n-W.

Demostracién:
Se supone que si val{ai) < val(ai+1) entonces posL(ai+l) <> n-W.

Primeramente se descarta la suposicion de posi(ai+1) > n-W dado que la longitud del vector-w
es de W, por lo tanto, no puede superar esa posicién,

En el otro caso, posL(ai+1l) < n-W, y por la forma de construccion de Bruijn, el vector-W de ai+1
que se encuentra en esa posicién también existiria en el vector ai en la posicion posL(al+1)+1. Luego
val(ai) = val{ai+l).

Por lo tanto se liega @ un absurde con val(al)<val(ai+l) por suponer que posk(aitl) <> n-W,
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Entonces posL(ai+1) = n-W. ///

7.7.2 Propiedad de la cantidad de ocurrencias del vector-W en un camino
minimo.

En esta propiedad se demuestra que si el valor natural del vector-W se mantiene igual al
realizar algiin paso de un camino minimo, entonces la cantidad de ocurrencias del vector-W va a diferir
en a lo sumo uno

Propiedad:
Si val(ai)= val(ai+1l) para algin i O<i<t-1 entonces la Abs(CantVW(ai) - CantVW(ai+1))<1

(Abs es la funcidn que retorna el valor absoluto de un entero)

Demostracién:
Esta propiedad se comprueba por la forma de construccién de Bruijn. En ésta se observa que

dos nodos o y B cualquiera estdn unidos por un eje si:
al =g i-1 para0 <ism-1 y
O<pm-1<1,
Todos los bits de o se mantienen en B en una posicién menor. Luego, todas las ocurrencias del

vector-W en o se mantienen en B excepto si se encuentra uno que comienza en la posicibn menos
significativa. En este caso existiria una diferencia de uno a favor de a.

En B puede ser que con la apariciéon de un nuevo bit en la posicién mads significativa, se genere

otra ocurrencia del vector-W. En este caso existiria una diferencia de uno a favor de B.

“ Por lo tanto la diferencia de vector-Ws entre a y  es a lo sumo uno.///

7.7.3 Propiedad del comportamiento de vector-W en caminos minimos.
En esta propiedad se analiza el comportamiento, en caminos minimos, de los valores de las
funciones de comparacién de los identificadores de los nodos.

Para mayor claridad se divide el estudio en partes y subpartes seglin corresponda y solamente
utilizando el Ordenl y Orden2 dado que son similares al Orden3 y Orden4 respectivamente.

Parte 1 (7.7.3.1)
A continuacién se analizan los pares de nodos que estan unidos por un eje en Bruijn. En el
primero de ellos, la posicién de inicio de la ocurrencia del vector-W ubicado mds a la izquierda es
mayor o igual que el periodo del mismo.

Bajo esta suposicion en el segundo nodo la cantidad de ocurrencias del vector-W puede ser
igual 0 mayor en uno, si apareciere una nueva.
Primer caso ( cantidad de ocurrencias de vector-W iguales):
7.7.3.1.1) Si PosL(ai)zPer(val(ai)) y CantVW(al-) = CantVW(ai+1) para algin | Osi<t-1
entonces ai<,ai+l Yy ai<o i+1.
Demostracion:
Tomando la hipétesis de que CantVW(ai) = CantVW(ai+1), val(ai)= val(ai+l), y teniendo

en cuenta que Poslni(ai)= Posl(c) y aplicando el punto 7.6.1 se demuestra que
AvgW1(ai)> AvgW1(ai+1) por lo tanto ai<,ai+l y ai<o i+1.///

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A, Pagina: 39 de 66




Tesis de Licenciatura

Segundo caso (Cantidad de ocurrencias del vector-W difiere en uno):
7.7.3.1.2) Si PosL(ai)zPer(val(ai)) y CantVW(ai) = CantVW(ai+1)+1 para algin i O<i<t-1
entonces ai<tai+l y ai<2o i+1.
Demostracién;
Tomando la hipétesis de que CantVW(ai) = CantVW(ai+1), val(ai)= val(ai+1), y teniendo

en cuenta que Poslni(ai)= PosL(ai) y aplicando el punto 7.6.2 se demuestra que
AvgW1(ai)> AvgW1(ai+1) por lo tanto ai<,ai+l y ai<a i+1.///

Parte 2 (7.7.3.2)
Se analizan los pares de nodos que estan unidos por un eje en Bruijn donde, en el primero la
posicién de inicio de la ocurrencia del vector-W ubicado méas a la izquierda es menor que el
periodo minimo del mismo.

Bajo esta suposicién se pueden plantear dos casos: cuando en el primer nodo del eje el periodo
minimo del vector-W es distinto al periodo minimo del resto o cuando dicho periodo es igual.

Para el primer caso (El perfodo minimo del vector-W es distinto al perfodo del Resto):

7.7.3.2.1) Se divide el estudio en dos partes. Si la cantidad de ocurrencias del vector-w
es igual o disminuye en uno en el segundo nodo.

Primer caso (Cantidad de ocurrencias del vector-Ws es igual):
7.7.3.2.1.1) Si PosL(ai)>0, Posl(ai)<Per(val(ai)), Not PerCte(ai) y CantVW(ai) =
CantVW(ai+1) para algin i O<i<t-1 entonces ai<,ai+l Yy ai< i+1.
Demostracion:
Tomando la hipétesis dada, entonces PosIni(ai)=0, PosIni(ai+1)=0 y aplicando el

punto 7.6.1 se demuestra que AvgW2(ai)> AvgW2(ai+1) por lo tanto ai<,ci+l y
al<o +1.7/7

Segundo caso (Cantidad de ocurrencias del vector-W disminuye en uno)

7.7.3.2.1.2) Si Posl(wi)=0, PosL(ui)<Per(val{ai)), Not PerCte(ai) y CantVW(ai) =
CantVW(ai+1)+1 para algldn i O<i<t-1 entonces ai<,ai+l Y al<a i+1.

Tomando la hipétesis dada, entonces PosIni(ai)= 0, PosIni(ai+1)=0, y aplicando el

punto 7.6.3 se demuestra que AvgW1(ai)> AvgW1(ai+1l) por lo tanto ai<ai+l vy
ai<o i+1.///

Segundo caso (Periodo minimo del vector-W es igual al periodo minimo del Resto):

7.7.3.2.2) Se divide el estudio en tres partes. Si la cantidad de ocurrencias del vector-w
es igual, disminuye en uno o aumenta en uno en el segundo nodo.

Primer caso (Cantidad de ocurrencias del vector-W igual):
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7.7.3.2.2.1) Si PosL(al)>0, PosL{ai)<Per(val(ai)), PerCte(al) y CantVW(ai) =
CantVW(ai+1) para algin i Osi<t-1 entonces ai<,oi+l y ai<a i+1.

Demostracién:
Tomando la hipétesis dada, entonces PoslIni(al)= Posl(al), PosIni(ai+1l)=

PosL(ai+1) o PosIni(ai+1)= 0, y aplicando el punto 7.6.1 se demuestra que
AvgW1i(ai)> AvgW1(ai+1) por lo tanto ai<ai+l vy ai<a i+1.///

Segundo caso (Cantidad de ocurrencias del vector-W disminuye en uno):

7.7.3.2.2.2) Si PosL(ai)= 0, PosL(ai)<Per(val(ai)), PerCte(ai) y CantVW(ai)+1 =
CantVW(ai+1) para algin i Osi<t-1 entonces ai<ai+l Yy ai<a i+1.

Tomando la hipétesis dada, entonces PosIni(ai)= PosL(ai), Posini(ai+1)=
PosL(ai+1) o Poslni(ai+1)= 0, y aplicando el punto 7.6.3 se demuestra que
AvgW1(ai)> AvgW1(ai+1) por lo tanto ai<,ai+l Y ai<e i+1.///

Tercer caso (Cantidad de ocurrencias del vector-W aumenta en uno):

7.7.3.2.2.3) Si PosL(ai)>0, PosL(ai)<Per(val(ai)), PerCte(ai) y CantVW(ai) =
CantVW(ai+1)+1 para algin i O<i<t-1 entonces ai not <, ai+l Yy ol not< o i+1.

Demostracién:

Hay que notar que se estd en un caso que no es camino minimo, dado que por el
segundo nodo ya he pasado. En este caso ai not<,ai+l y ai not<,a i+1, por lo tanto
se produciria un cambio de nivel.///

7.7.4 Propiedad de la cantidad de movimientos.

En esta propiedad se asegura que, dado un vector-W ubicado en el extremo derecho de un
identificador de un nodo, si en un camino minimo aparece un vector-W menor, entonces se corrigieron
por lo menos W posiciones

Demostracién
La demostracion es trivial, dado que el Gnico movimiento permitido en B(n) es el

desplazamiento de una posicién en cada paso de derecha a izquierda. Como el vector-W es el vector de
tamafio W mds grande, para que aparezca uno mas chico es necesario que el actual desaparezca. Por lo
tanto tendran que realizarse n-W movimientos para que el vector-W se ubique en la posicién 0 y un paso
mas para que pueda entrar un vector-W inferior,

Luego como W = |n/2] se tiene que
Cantidad de pasos = (n- W) +1 = (n - ( n/2 1)) +1 = (n/2)+1 Sin es par
Cantidad de pasos = (n - W) +1 = (n - ( n/2 1)) +1 = (n/2) Sin es impar

El algoritmo de ruteo en Bruijn, para que sea deadlock-free (seglin lo expresado en el punto
7.2) ruteara sobre un DAG que se forma de la siguiente manera:
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En cada nodo existen cuatro buffers identificados con los nimeros 1,2,3 y 4, y se notan como &i
con O< | <4.

El ruteo entre los dos nodos contiguos en un camino minimo es dado por la funcién desarrollada
en el punto 6 y se el buffer del segundo nodo se obtiene con la funcién Fbff.

Dados B(n) , o € V(2,n), B € V(2,n) , L(a,B) € LG(B(n)) se define :

Fbff: o, B, 8 ~==---~ > 8') con O<i <4 , isj <4, & « buffers de o y 8" € buffers de B.
Luego:

Fbff(o,B,si) i) &i si o <i .

i) 8i+1 sia no < f.

Los mensajes inyectados en la red se ubican en el buffer 1 del nodo donde se generan. Mientras
los identificadores de los nodos sean comparables en forma ascendente segun el ordeni, el mensaje se
desplazara por el primer nivel de buffers. Cuando esto no sea factible, entonces se comenzara a utilizar
el siguiente nivel de buffers y continuard con su camino mientras se cumpla con el orden2. De idéntica
manera se procederd con los restantes niveles de buffers.

A lo largo de este capitulo se presentaron cuatro 6rdenes totales para los identificadores de
nodos de B(n), se demostraron importantes propiedades de los mismos para caminos minimos y se
construy6 con ellos un DAG entre los cuatro buffers de cada nodo.

Finalizando, en este punto se demuestra que estos cuatro buffers son suficientes en caminos
minimos en Bruijn, para rutear un mensaje desde cualquier nodo origen hasta cualquier nodo destino.

Dado un camino minimo de longitud t que parte de un nodo « hacia un nodo B en B(n), notado

por a=o0,01,...at-1=0:

7.9.1 Abandono del nivel de buffers 1
Los casos en los que se abandona el nivel de buffers 1 al nivel 2 son:

7.9.1.1) Si val(ai) < val(ai+1) para algin i Osi<t-1.

Seguin lo demostrado en la propiedad 7.7.1 el siguiente vector-W se ubica en el extremo mas a la
derecha del identificador del nodo ai+1

7.9.1.2) Si val(ai) = val(ai+l) y AvgWi(ai) < AvgWi(ai+l) y AvgW2(ai) < AvgW2(ci+l) para
algun i O<i<t-1.

Segun lo demostrado en la propiedad 7.7.3.2.2.3 no se esté en presencia de caminos minimos.

7.9.2 Abandono del nivel de buffers 2

Teniendo en cuenta que se comienza a utilizar el segundo nivel de buffers, el vector-W estd
ubicado en el extremo derecho del identificador, se dird que los casos en los que se abandona el
nivel de buffers 2 al 3 son:

7.9.2.1) Si val(ai) > val(ai+1) para algtn i O<i<t-1,

Director: Pifarré G. Tesistas: Harari O., Goyeneche A. Pagina: 42 de 66



Tesis de Licenciatura

Segun lo demostrado en la propiedad 7.7.4 en este nivel se han corregido por lo menos W
posiciones.

7.9.2.2) Si val(ai) < val(ai+l) y AvgW1(oi) < AvgW1(ai+l) y AvgW2(ai) < AvgW2(ui+l) para
algln | Osi<t-1,

Segun lo demostrado en la propiedad 7.7.3.2.2.3 no se esta en presencia de caminos minimos.

7.9.3 Abandono del nivel de buffers 3
Los casos en los que se abandona el nivel de buffers 3 al nivel 4 son:

7.9.3.1) Si val(ai) < val(ai+1) para algin | O<i<t-1.

Segln lo demostrado en la propiedad 7.7.1 el siguiente vector-W se ubica en el extremo mas a la
derecha del identificador del nodo ai+1

7.9.3.2) Si val(al) > val(ai+l) y AvgW1(ai) < AvgWi(ai+l) v AvgW2(ai) < AvgW2(ai+l) para
algtn i Osi<t-1.

Segun lo demostrado en la propiedad 7.7.3.2.2.3 no se estd en presencia de caminos minimos.

7.9.4 Abandono del nivel de buffers 4
Teniendo en cuenta que en el orden 4 la ocurrencia vector-W ubicado en el extremo derecho del
identificador, se dirad que los casos en los que se abandona el orden4 son:

7.9.4.1) Si val(ai) > val(ai+1) para algin i O<i<t-1.

Segun lo demostrado en la propiedad 7.7.4 en este nivel se corrigieron por lo menos W
posiciones.

7.9.4.2) Si val(al) < val(ai+l) y AvgWi(ai) < AvgWi(ai+1l) v AvgW2(ai) < AvgW2(ai+l) para
algin i O<i<t-1.

Segln lo demostrado en la propiedad 7.7.3.2.2.3 no se estd en presencia de caminos minimos.

Luego, queda demostrado que en cada par de érdenes, Ordenl-Orden2 y Orden3-Orden4 , se corregira
como minimo [n/2] posiciones. Por lo tanto:

[n/21+n/21=n Sin es par
[n/21+n/2] = n+2 Si n es impar

Luego, cuatro buffers por nodo son suficientes para todo camino minimo en redes de Bruijn.///
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8 Redes de Bruiin Bidireccional
A continuacién se presentaran los algoritmos de ruteo para redes de Bruijn Bidireccionales.

Como se ha mencionado anteriormente, el algoritmo de ruteo consta de dos partes: la funcion
de ruteo que se desarrolla en el presente capitulo y el gréfico aciclico dirigido (capitulo 9)

Nuevamente se comienza especificando la red de Bruijn Bidireccional:

n

La topologia Bruijn Bidireccional, notada como UB(n), consiste en 2 nodos. Cada nodo
corresponde a un Gnico vector identificados V=(v0 ,......vn-1) e V(2,n). Dos nodos a=(a0, ...,an-1) y
B=(p0,...,pn-1) estén unidos por un eje direccional notado como L(a,B) sii:

)] ol =pi-1 para0<ign-1 y 0<pn-1l<i.-
o
i) ol =pi+l paraO<i<n-1 y 0<pO<i.-

Al conjunto de ejes que pertenecen a UB(n) se lo notard ULG(UB(n)) divididos en dos tipos
ULGL(UB(n)) y ULGR(UB(n)) definidos en i) y ii) respectivamente.

Se demostrard que la funcién de ruteo minimal presentada en este trabajo es correcta teniendo
la propiedad de ser full-adaptiva.

Se comienza probando que si un camino minimo cualquiera que une dos nodos o y B con una
longitud menor que el didmetro de la red, entonces existe una secuencia de bits que se repite
idénticamente en ambos nodos o y B. Luego se demostrara que si el camino es minimo alguna secuencia
de bits se conserva integra, es decir que en cualquier nodo intermedio perteneciente al camino se podra
hallar dicha secuencia.

Se continda analizando el comportamiento de las redes de Bruijn Bidireccionales cuando existen
mas de una secuencia de bits idénticos en ambos nodos origen y destino. Se llega a la conclusién que a
la funcién de ruteo le basta con analizar de a una secuencia de bits independientemente de las otras
ocurrencias. So6lo se puede utilizar una Unica secuencia para llegar al nodo destino.

Finalmente se presenta una funcién que permite calcular la longitud del camino minimo entre
dos nodos y la funcién de ruteo minimal full-adaptiva.

8.1.1 Definicién de ventana
Esta definicion especifica formalmente una secuencia de bits idénticos que se repite en ambos
nodos origen y destino de ahora en adelante llamada ventana. Asimismo agrega el concepto que dicha

secuencia es maximal, no siendo ésta una subventana de otra.

Una ventana V(«,B) es un segmento de bits idéntico que se repite en los nodos « y § de longitud
maxima, no importando la posicién de dichos segmentos.

V(a,B) = (aj..aj+K)sii3cd: (0< cd <n-k)tgoi+c=gi+d vi:0=<i<k

y(c=00d=000aC1lxpd1l )y (c+k=nlod+k=n-10aCtk+lsxpd+k+l)
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8.1.2 Existencia de ventanas en caminos minimos

La siguiente proposicién dice que de existir un camino entre los nodos o y B pertenecientes a
UB(n) cuya longitud sea menor al didmetro de la red n, entonces existe una ventana entre los nodos a y
B

Intuitivamente se puede observar que si se recorre ¢ ejes, insertando ¢ bits, ¢ menor que n,
entonces existe una ventana entre los nodos o y B, estos bits son aquellos que no fueron eliminados (Se
puede pensar que no fueron ingresados).

Proposicién
Si existe un camino ¢ entre los nodos o y B de longitud L menor al didmetro de la red (n)

entonces existe por lo menos una ventana V(a,B).

Demostraciéon
Supdngase que existe un camino ¢ entre los nodos o y B de longitud L menor que n y no existe

ninguna ventana V entre los nodos o y B,

Por la construccién de la red de Bruijn Bidireccional, en cada movimiento se cambia un (nico
bit.

Sea L = Lizq + Lder, donde Lizq son los bits insertados por el extremo izquierdo y Lder los bits
insertados del extremo derecho para arribar al nodo destino B. La cantidad maxima de bits modificados
es igual al méximo de {Lder , Lizq} (esto se debe a que al insertar por un extremo se pierden los
Ultimos bits del extremo opuesto).

El nimero de bits maximos a ser modificados se obtiene insertando bits s6lo por un extremo, ya
que maximizar la funcién max {Lder, Lizq} resulta igual a L que es la cantidad maxima de bits que se
modifican.

Dado que L<n se conserva un segmento de n-L bits idénticos de la direccién del nodo a y del
nodo B sin modificar, por lo tanto existe una ventana. Con esta afirmacién se llega a un absurdo de la
suposicion planteada.///

8.1.3 Corolario de la conservacion de la ventana

El presente corolario dice que en un camino minimo de longitud ¢ menor que n, alguna ventana
se conserva integra a lo largo del mismo, es decir que ninguno de los bits que la conforman se pierde
por desplazamiento. Intuitivamente se ve que de perderse por lo menos algln bit, el mismo deberfa
volver a ser insertado, por lo tanto el camino no seria minimo ya que se podria haber evitado a priori
cruzar dos ejes, el primero para eliminario por algin extremo y el segundo al ser ingresado nuevamente
por el mismo extremo que fue eliminado.

Corolario
Alguna ventana V(a,B) se conserva integra a lo largo de todo un camino minimo ¢ de

longitud < L.

Demostraciéon
Supongamos que no se conserva integra a lo largo de todo el camino minimo ¢, sino que sélo se

conservan k bits de la ventana, 0 <k s<n -L alolargo de todo el camino.

Entonces existe un nodo 8 perteneciente al camino c tal que no contiene a toda la ventana, sino
por lo menos a una subventana SB de V(a,B) de longitud menor que n-L bits.
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Como toda la secuencia de bits que pertenecen a la ventana también pertenecen al nodo
destino B, estos bits que no se conservan, tendran que ser insertados nuevamente, por lo tanto se re-
definira:

« Lder = L'der + L"der donde L‘der son los bits insertados por la derecha que no pertenecian
a la ventana V(a,B) y donde L“der son los bits insertados por la derecha que pertenecian a
la ventana V(o) .

e Lizg = L'izq + L"izq donde L'izq son los bits insertados por la izquierda que no pertenecian
a la ventana V(a,8) y donde L"izq son los bits insertados por la izquierda que si
pertenecian a la ventana V(«,B), donde L"izq + L"der > 1,

Por lo tanto la cantidad de bits nuevos insertados es L’ = L'izq + L'der, resultando L'<L. La
cantidad maxima de bits modificados es L’ que también resulta de maximizar la funcién
max(L’lzq , L'der,), Luego ¢ no es un camino minimo ya gque existia una ventana V'(a,B) que se obtenia
con un camino que s6lo modifica L' bits.

Se llega a un absurdo por suponer que alguna ventana no se conserva integra a lo largo de todo
un camino minimo.///

8.2 Conjunto de Ventanas

8.2.1 Definicion de secuencia
Una secuencia S es una secuencia de n ventanas entre dos nodos a y .

S = { VO(a,B),.....,Vi(a,B),.....VN-1(a,B) }

8.2.2 Definicién de configuracion
Una configuracion C es una secuencia de n ventanas que se repite en ambos nodos, sin
solaparse.

C = {V 0(«,8),....,V l(er,B),.....V N=1(r,B) }
Donde si Vh(q,B) = (ah..ah+K) = para todo Vi (ac..ac+2) e Ctqi=h:
c>h+koblenh+k<c¢

Se trabajara con configuraciones ya que al no estar solapadas las ventanas es posible reutilizar
los bits de éstas para obtener la direccién del nodo destino.

8.2.3 Definicién de orden en configuraciones
Orden : Si la posicidn de comienzo de una ventana Va es menor qgue la posicién de comienzo de

una ventana Vb en el nodo o también lo es en el nodo p.

Sea C={V O(alﬁ)l Va(o,B), vy vb(alﬁ)l ---- N e, B),.V N-1(a,B), }

Si vVa(a,p) = (aj..aj*k) siidcd0sc, dsn-ktqai+c=gi+d vi:0<isk

y (¢=00d=00ac1lxpd-1)y(c+tk=n-1o0d+k=n-10 aCtk+1 = pd+k+1)
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y Vb(a,B) = (ai’...ai'+K’) sii 3 ¢’,d’ 0<c’, d'sn-K’ tq ai+c’ = pi+d’ vi:0<i<k’
y (c’=00d'=00acC™-1xpd-1) y (c'+k’ =n-10d+k’ = n-1 0 aC’+k'+1 « pd'+k'+1)

entonces sic <c'=>d <d’

8.2.4 Definicién de posicion en configuraciones

Posicién: Las configuraciones estardn en Posicidn si sus ventanas estdn idénticamente
distribuidas en ambos nodos, es decir que si la distancia que separa a las ventanas Va y Vb es igual en
ambos nodos.

Sea C = {V 0(a,p), va(a,B), ..... ’ Vb(q)ﬁ)l ----- N (0,B),..V n"]‘(arp) b

Si va(e,p) = (aj..ajtk) siidc,d0<sc, d<sn-ktqai+c = pi+d vi:0<isk

y (c=0 0 d=0 0 aC-1 # pd-1 ) y (c+k=n-1 0 d+k=n-1 0 aC+K+1 = pd+k+1)

y Vb(a,B)=(al"...ai'+K’) sii 3 ¢’,d" 0 < ¢, d’sn-k’ tq al+C'=pi+d" vi: 0<i<k’

y (c’=00d'=00 ac™-1 % pd~1)y (c'+k’=n-1 0 d'+k’=n-1 0 aC'+K'+1 # pd'+k'+1)

entonces | c-¢’'| = |d-d’]

8.3 Propiedad de las ventanas en orden y posicién

Intuitivamente, esta propiedad dice que en una secuencia de ventanas en orden y posicién
cualquier par de ventanas estdn separadas entre si por lo menos por un bit que no pertenece a ninguna
de éstas. De no cumplirse esta propiedad, como estdn en orden y posicién, son adyacentes y no son
ventanas (Por su definicién son de longitud méxima), siendo ambas reemplazadas por una nueva. Esta
uitima es la concatenacién de las dos ventanas anteriores.

Propiedad
En una configuracién C en orden y posicién, las ventanas estdn separadas entre si con un
segmento de por lo menos un bit que no pertenece a ninguna de las dos ventanas.

Demostracién

Supongamos que existen dos ventanas V' y V” consecutivas llamadas V'(o,B) y V'(a,B) tal que la
posicién del bit de comienzo de V' es menor que la posicién del bit de comienzo de la ventana V”. Como
son consecutivas:

V{(e,B) = (aj..al+k) y V"(e,B) = (at..at+th) dondej+ k + 1 =t

Luego V' no es ventana ya que para serlo debe cumplir con la siguiente definicion:
V(a,B)=(aj...aj+k) sii 3 ¢,d O<c, dsn-ktqa i+Cc = gi+d Vvi: 0<i<k
y (c=0 0 d=0 0 aC-1 « pd-1 ) y (c+k=n-1 0 d+k=n-1 0 o C+K+1 = gd+k+1)

pero c+k<> n-1y d+k <> n-1 (Ya que luego comienza la segunda ventana) y a C+k+1 = at y
pd+k+1 = at entonces o Ct+k+1 = pd+k+1,
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Cualquier algoritmo que encuentre caminos minimos en una red de Bruijn, obtendré los mismos
caminos minimos considerando sélo aquellas configuraciones en orden.

Demostraciéon
La Unica forma de modificar el orden de las ventanas en las redes de Bruijn es descartar la
ventana fuera de orden e insertarla nuevamente en el orden correcto.

Al no conservarse la ventana primeramente encontrada y tener que ingresarla como si no
existiera en el nodo origen, se puede afirmar que no es necesario considerarla.

Cualquier algoritmo que encuentre caminos minimos en una red de Bruijn, obtendrd los mismos
caminos minimos considerando sélo aquellas configuraciones donde las ventanas estén en posicion.

Demostracion

La Unica forma de modificar la posicién de las ventanas en las redes de Bruijn es desplazar los
bits del identificador del nodo para introducirla en posicibn como si nunca hubiese existido.
Eventualmente incluso habra que eliminaria.

Al no ser la ventana primariamente encontrada aquella que es posicionada como corresponde
puede no ser tomada en cuenta.

§ E !! I ” -

Seglin lo demostrado en los dos teoremas anteriores, sélo aquellas configuraciones que estén
en orden y posicién deberdn ser tomadas en cuenta en los algoritmos que obtengan caminos minimos en
redes de Bruijn.

Como se ha demostrado oportunamente, en las configuraciones con orden y posicion, las
ventanas estan separadas entre si por lo menos con un segmento de bits. Este segmento de bits tendré
que ser corregido por la funcién de ruteo, cualquiera sea ésta. Para corregir este segmento es necesario
eliminar alguna de las dos ventanas adyacentes a él. Por lo tanto sélo una ventana de una secuencia

podra ser utilizada para obtener un camino minimo.

A continuacién seé presentard una formula que permite calcular la longitud minima entre dos
nodos o Y $ en una red de Bruljn Bidireccional a partir de la utilizacién de una Unica ventana. Se
comienza desarrollando una propiedad la cual dice que cualquier camino minimo en una red de Bruijn
Bidireccional, tiene a lo sumo tres fases. Se entiende por fase al conjunto de movimientos contiguos
hacia la misma direccién. Es decir, los movimientos sélo tendrén alguna de las siguientes formas:

¢ Ingreso de secuencia de bits por la posicidn menos significativa, ingreso de secuencia de
bits por la posicibn mas significativa y finalmente, ingreso de secuencia de bits por la
posicién menos significativa.
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e« Ingreso de secuencia de bits por la posicion mas significativa, ingreso de secuencia de bits
por la posicidbn menos significativa y finalmente, ingreso de secuencia de bits por la
posicién mas significativa.

¢ Ingreso de secuencia de bits por la posiciébn menos significativa e ingreso de secuencia de
bits por la posicién mas significativa.

¢ Ingreso de secuencia de bits por la posicién mas significativa e ingreso de secuencia de bits
por la posicién menos significativa.

¢  Solo Ingreso de secuencia de bits por la posicién menos significativa.

» Sélo Ingreso de secuencia de bits por la posicion mas significativa.

Obsérvese que algunos caminos minimos requieren tres fases como el siguiente ejemplo: del
nodo 1xxxxxx1l se desea rutear al nodo Oxxxxxx0. Se han marcado con x los bits que corresponden a la
ventana entre estos nodos. Existen ocho caminos minimos para conectar este par de nodos:

Fase 1 Fase 2 Fase 2 Fase 3

0 1XXXXXX XxXxxx00
\1xxxxxx0

11XXXXXX / KXXXXX01

Ixxxxxx1 XXXXXX0

XXXxxXx10 L. DOXXXXXX
\‘Oxxxxxxl <

XXXXXX11 / 1 OXXXXXX

Figura 7.7.A: Ejemplo de caminos minimos

Como se ha demostrado anteriormente, sélo se puede trabajar con una Unica ventana para
hallar un camino minimo que una dos nodos o y B. Es por esto que, de no estar volcada la ventana
seleccionada en el nodo de origen en alguno de los extremos, no se puede comenzar a formar una nueva
ventana, ya que existiria un segmento de bits en el medio de ambas. La (nica alternativa es hacerla
llegar a alguno de los extremos, donde concluiria ia primera fase, habiendo ingresado f1 bits. En caso
que originalmente la ventana este sobre algln extremo, la fase puede ser nula, no cruzdndose ningiin
eje.

Luego se debe comenzar a agrandar el tamafio de la ventana, ingresando f2’ bit por el extremo
que estd volcada. Luego de esta fase se puede haber llegado al nodo destino. De no ser asi, se debe
continuar en esta fase, ingresando f2" bits cualquiera hasta hacer llegar la ventana al extremo opuesto.

Se continla en la tercera fase ingresando f3 bits por el mismo extremo que en la primera, pero
esta vez se extiende la ventana. Obsérvese que f3 = f2”, en caso contrario se perderia alguno de los f2’
bits ingresados en la primer etapa de la fase 2, y que se ha extendido la longitud de la ventana en
f2’+f3 bits. De hecho se ha llegado al nodo destino ya que la ventana estd volcada en ambos extremos.

De existir una cuarta fase se ingresarian f4 bits, pero se eliminaria por lo menos 1 bit de los
ingresados en la fase 3. Sin embargo para ingresar ese bit no sélo se cruzé un eje en la fase 3, sino
también se posicion6 la ventana para aceptarlo, cruzdndose un eje en la segunda etapa de la fase 2. Por
lo tanto el camino encontrado no es minimo ya que se han cruzado f1+f2'+f2"+f3+f4 ejes, pero se
podrian haber cruzado f1+(f2’'+1)+(f2"-1)+(f3~-1)+f4 ejes.
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La figuran 7.7.B presenta los parametros de la funcién que permite calcular la longitud de un
camino minimo en una red de Bruijn Bidireccional utilizando tGinicamente una ventana.

¢ c: Indica el comienzo de la ventana en el nodo de origen o
e d: Indica el comienzo de la ventana en el nodo destino

e |: Indica la longitud de la ventana. Este valor puede ser calculado a partir de los
nodos oy B vy los valores cy d.

Nodo a P d Nodo 8
NEREREEREEEE N RREEEENENEEN
[ \/—V
V(a.b)

¢ = Comienzo de ventana en nodo a origen
d = Comienzo de ventana en el nodo § destino
| = Longitud de la ventana

Figura 8.7.B: Parametros de funcién de ruteo

Se presentaran primeramente diferentes casos vy luego una férmula genérica:

Caso 1: La ventana se encuentra volcada en extremos

opuestos.
La longitud del camino minimo en este caso es de (n-l) MNodo o
ya que se ingresara esta cantidad de bits para hacer ﬁﬁﬁ@
llegar esta ventana a su posicién final. ) ;
. . V(e
Los bits ingresados corresponden con la direcciéon de Nodo

destino. Utilizando esta ventana, el camino minimo es

unico.

Figura 8.7.C: Extremos opuestos

Figura 8.7.D: Mismo extremo

Caso 2: La ventana se encuentra volcada en
ambos nodos en el mismo extremo.

Nodo « La longitud del camino minimo en este caso es de
i 2(n-1), siendo 2(n-1) < n que es el didmetro de la

red. De no cumplirse esta condicién, no puede ser
tomada en cuenta esta ventana, ya que consume

menos pasos generar la direccion del nodo destino
como si no existiese dicha ventana. Se deben
ingresar n-lI bits por el extremo donde se
encuentra volcada la ventana hasta hacerla llegar

al otro extremo, para luego ingresar los n-l bits que corresponden a la direccion del nodo destino. El
hecho de poder ingresar en la primer fase cualquier secuencia de bits permite afirmar que el camino
minimo en este caso no es tinico.
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Caso 3 : La ventana no se encuentra en un extremo en alguno o los dos nodos.

En este caso existen dos alternativas. Ambas son similares y estan compuesta de tres fases que sélo
difieren en la direccién de los movimientos de cada una:

1. Desplazar la ventana hasta que llegue a un extremo, ingresando cualquier secuencia de bits.

2. Insertar los bits correspondientes al

nodo hasta llegar a alguno de los dos
extremos del nodo destino y luego
insertar cualquier secuencia de bits
hasta que la ventana liegue al extremo

opuesto

3. Insertar la secuencia correspondiente de
bits del nodo destino por el extremo
donde se encuentra situada la ventana
hasta llegar al nodo destino

Figura 8.7.E:Ventanas libres

La secuencia de bits Insertados en la fase 1, asi como la secuencia ingresados en la segunda
etapa de la fase 2, nos permite afirmar que también en este caso existe més de un camino minimo.

La cantidad de bits insertados es :

Primer Movimiento Izquierda Primer Movimiento Derecha
Fase 1 ¢ bits n - (c+l) bits
Fase 2 n-| bits n-l bits
Fase 3 n-(d+1) bits d bits
c+ (n-) + n-(d+1) = n-(c+) +(n-) +d=
Total 2(n-) +¢c-d 2(n-l) -~ ¢ + d bits
2(n-1) - {c-d| bits

Forma general :
Dada una ventana V(«,8) que de longitud |, tal que comienza en el bit c en el nodo o y en el bit d en el

nodo destino §:
F(n,c,d,l) = 2(n-l) - |c-d|, siendo F(n,c,d,l)<snén
Es la misma férmula presentada en el caso 3.

Se debe observar que en el caso 1, {c-d| = n-l por lo tanto F(n,c,d,l) = n-l. En el caso 2, c=d, siendo
|c-d| = 0 resultando F(n,c,d,l) = 2(n-1}.

Por lo tanto, la funcién para calcular el camino minimo en una red de Bruijn Bidireccional es:
Min( v ¢, d : F(n,c,d,l) ) = Min( Vv ¢,d : 2(n-l) - [c-d| )

Esta funcion, calcula la longitud del camino minimo. Es correcta ya que no existe ninguna ventana entre
los nodos a y B que no sea contemplada.

El presente algoritmo de ruteo permite encaminar un paquete inyectado en un nodo a con

destino a un nodo B mediante cualquier camino de longitud minima en una red de Bruijn Bidireccional.
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Para todo nodo o’ que recibe un paquete con destino al nodo B:

1. Caleular la funcién de camino minimo
¥ Min( vV ¢,d: F(n,c,d,l) ) = Min( vV ¢c,d : 2(n-l) - |c-d} )

2. Si¥ = 0 Se llegb al nodo destino.

3. Si¥>n:
Insertar por el extremo izquierdo el bit con valor g[n-1], o bien
Insertar por el extremo derecho el bit con valor p[0]
Si¥Y =n:
Insertar por el extremo izquierdo el bit con valor g{n-1], o
Insertar por el extremo derecho el bit con valor p[0]

O bien continuar al punto 4

4. Segunc, d:
Sid<c:

(4.1) Si n = ¢ + | insertar por el extremo derecho el bit con valor g[d+I].
(d <¢c = d+| < c+! =n entonces d+| < n)
(4.2) Caso contrario, insertar cualquier bit por el extremo izquierdo

Sid>c:

(4.3) Si ¢ = 0 insertar por el extremo izquierdo el bit con valor g[d-1].
(d>c=0=d=0)
(4.4) Caso contrario, insertar cualquier bit por el extremo derecho

Sid=c¢:

(4.5) Si d = 0 insertar cualquier bit por la izquierda
(4.6) Si d + | = n Insertar cualquier bit por la derecha

(4.7) Caso contrario, insertar cualquier bit por cualquiera de los dos

extremos.

El algoritmo anterior genera todos los caminos de longitud minima en una red de Bruijn. A
continuacién, se demostrard que en cada paso el mensaje es ruteado a un nodo, para el cud! existe un

camino de longitud minima menor que el anterior hasta llegar al nodo destino.
En el paso 2 se asegura que el algoritmo termina dado que llega al nodo destino

En el siguiente, paso 3, de no ser k < n, al insertar el bit correspondiente en cualquiera de las dos

alternativas se obtiene un camino de longitud minima de n-1.

Para las distintas alternativas del paso 4:
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(4.1) Luego de insertar por el extremo derecho el bit con valor B[d+!] se obtiene c'=c¢c-1 y

I'=1+1, d'=d y siendo d<c = d'<c’:
f(n,c’,d’,I) = 2(n-I') = (c’-d) =2(n-1-1) ~ (c~-1-d) = 2(n-1) - (c-d) - 2 + 1 = f(n,c,d,l) -1

(4.2) Al insertar cualquier bit por el extremo izquierdo se obtiene c¢'=c+1, I'=l, d’=d, y siendo

d<c = d'<c”:
f(n,c’,d’,I") = 2(n-)-(c’~d) = 2(n-D)-(c+1-d) = 2(n-1)-(c-d) - 1 = f(n,c,d,l) -1

(4.3) Luego de insertar por el extremo izquierdo el bit con valor B[d-1], se obtiene c'=c=0,

I'=l+1, d’=d-1 y siendo d>c = d>c":
f(n,c’,d’ 1y = 2(n-1")-(d’-c) = 2(n-I-1)-(d-1-¢) = 2(n-l) =(d-c) -2+1 = f(n,c,d,})-1

(4.4) Luego de insertar cualquier bit por el extremo derecho, se obtiene c'=c-1, I'=l, d’=d y

siendo d>c = d'>¢":
f(n,c’,d’ 1) = 2(n-1)-(d-¢) = 2(n-1) - (d-c+1) = 2(n-l) ~(d-c) -1 = f(n,c,d,1)-1

(4.5) Luego de insertar cualquier bit por el extremo izquierdo c¢'=c+1, d’=d , I'=l y siendo

c=d = ¢ >d":
f(n,c’,d’ 1) = 2(n-1) - (c"-d) = 2(n-I)-(c+1-d) = 2(n-1)-(c-d)-1 = f(n,c,d,)-1

(4.6) Luego de insertar cualquier bit por el extremo derecho se obtiene ¢'=c¢-1, d'=d, I'=l y

siendo c=d = ¢'<d":
f(n,c’,d’,I") = 2(n-l) - (d-c") = 2(n-1) - (d-c+1) = 2(n-I)-d(d-c) - 1 = f(n,c,d,l)-1
(4.7) Si se inserta cualquier bit por el extremo izquierdo, se obtiene c'=c+1, d'=d y I’=l y siendo
c=d = ¢'>d":
f(n,c’,d’ 1} = 2(n-N)-(c’-d) = 2(n-l) -~(c+1-d) = 2{n-1) - (c-d) -1 = f(n,c,d,1)-1

De insertar cualquier bit por el extremo derecho, se obtiene c'=c-1, d'=d y I'=l y siendo

c=d = ¢'<d";
f(n,c" d',1) = 2(n-1)-(d-¢") = 2(n-1) ~(d-c+1) = 2(n-1) - (d-c) -1 = f(n,c,d,l1)-1

Finalmente, se debe notar que en todos los casos del punto 4, la ventana se mantiene integra y

en alguno de los casos aumenta su longitud, hasta llegar al nodo destino.
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Como se menciond anteriormente una de las formas para garantizar la no existencia de
deadlock en el ruteo de mensajes se logra mediante la definicién de un orden estricto monoténico de los
buffers de manera tal que no se produzcan ciclos y la funcién de ruteo pueda cumplir con el mismo.

El DAG presentado en esta seccidn serd escalable, es decir que cada nodo tendrd un ndmero
constante de buffers y proveera full-adaptabilidad para caminos minimos.

En la siguiente definicion se toman como recursos criticos a los buffers de los nodos, y se
establece con éstos un grafo aciclico dirigido (DAG).

El presente punto se basa fuertemente en el DAG desarrollado en el capitulo 7 y en las
caracteristicas de los caminos minimos en Bruijn Bidireccional desarrolladas en el punto 7 del capitulo 8
que expresa la cantidad de fases (movimientos contiguos y en el mismo sentido) de éstos.

9.2. Definiciones

Fase: Es el conjunto de ejes contiguos de un caminc minimo entre dos nodos o y B
pertenecientes a UB(n) tal que todos pertenecen a ULGL(UB(n)) o bién a ULGR(UB(n)).

Fasel. Es el conjunto de ejes contiguos de un camino minimo entre dos nodos o y 8
pertenecientes a UB(n) tal que todos pertenecen a ULGL(UB(n)).

FaseR Es el conjunto de ejes contiguos de un camino minimo entre dos nodos o y §
pertenecientes a UB(n) tal que todos pertenecen a ULGR(UB(n)).

En este punto se nombran las caracteristicas de caminos minimos de Bruijn Bidireccional
desarroliadas en el punto 8.7. En éste se establece como en todo camino minimo entre dos nodos
cualquiera en UB(n) existe a lo sumo 3 fases.

Por lo tanto en cada camino minimo se tendré a lo sumo:

a) Fasel + FaseR + Fasel

(o]

b) FaseR + Fasel + FaseR.

Lo expuesto en el punto 7 se basé en redes de Bruijn Direccionales con ejes del siguiente
formato

De cada nodo V =(v O, ...., .vn-1) parte un eje direccional a un nodo W=(w 0, ...,, .wm-1) sii

vi=wi-1 paral1<i<n-1
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b4
oswn-l<1
por lo tanto, se supone un desplazamiento de la direccién de derecha a izquierda.
Si se plantea una topologia de Bruijn con el siguiente tipo de ejes (Bruijn Direccional Inverso):
De cada nodo V =(v 0, ...., .vn-1) parte un eje direccional a un nodo W=(w 0, ...., .wm-1) sii
vi = wi+l para0<i<n-2
Y
0swi<1
se supone un desplazamiento de la direccién de izquierda a derecha.

En Bruijn Bidireccional se usan ejes en ambos sentidos. El DAG de Bruijn Direccional Inverso es
similar al desarrollado en el capitulo 7. El mismo no es expuesto dado que no aporta ningin valor
adicional al presente trabajo.

9.6 _DAG en Bruiin Bidireccional

En el algoritmo de ruteo en Bruijn Direccional se utilizaron cuatro buffers por nodo.

Como es de facil deduccién, cada fase puede ser tomada como un ruteo dentro de una topologia
de Bruijn Direccional o Direccional Inverso. Dependiendo del sentido de la fase (Fasel o FaseR) se utiliza
el DAG correspondiente.

Por lo tanto, para el DAG en Bruijn Bidireccional se utilizan 4 capas de 4 buffers cada una.
Estos, buffers y capas se identifican como &5 con 0<iz4, O<js4, donde i implica el nimero de buffer y j el
nimero de capa.

El DAG formado por los buffers de los nodos « UB(n), sobre el cual ruteard la funcién dada en el
capitulo 8, es dado por la siguiente funcion:

Dados UB(n) , o € V(2,n), B € V(2,n), L{a,B) € ULG(UB(n)) se define :
Fbffu: o,B,8iy ~=----- > 8'secon O<i <4, iss <4, O<j<4, jst<4, 8 e 0 y 8%e B.

Luego, para j=1 0 j=3.

Fbffu(a,B,8:4) i) 81y si a < By L(o,B) € ULGL(UB(n)).
it) 813 sio<py L{a,B) ¢ ULGL(UB(n)).
i) By si o no < By L(e,B) € ULGL(UB(N)).
fiE) Biy1 01 siano <Py L(«p) ¢ ULGL(UB(N)).

Luego, para j= 2 0 j= 4,

Fbffu(e,B,8:,) 1) 84 si o< By L(a,p) e ULGR(UB(N)).
i) 8150 sl a < By L(a,B) ¢ ULGR(UB(n)).
i) S1ag si @ no < B y L(a,B) € ULGR(UB(N)).
ti) di13n sl a no < By L{a,B) ¢ ULGR(UB(N)).
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El algoritmo ubicara todos los nuevos mensajes en el buffer 1 de la capa 1 del nodo en el cual
se generan.

Si el camino minimo entre los nodos comienza en fasel, entonces utiliza la técnica direccional
descripta en el punto 7.8. En cambio, si comienza en faseR, automdticamente se comienza a utllizar los
buffers de la segunda capa con la técnica descripta en el punto 9.5. Al cambiar de fase se procede a
utilizar el buffer 1 de la siguiente capa con la técnica adecuada.
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10. Conclusiones

En el presente trabajo, primeramente se realiz6 una introduccién al los algoritmos vy
arquitecturas paralelas. En ésta se presentaron diferentes topologias con sus caracteristicas y algoritmos
de ruteo con sus propiedades que fueron (tiles para compararlos y medir su performance. El resultado
de esta primera seccidn no sélo es una introduccién al tema, sino también, es una considerable
recopilacién de los aportes presentados en los Gltimos trabajos del drea.

La segunda seccién constituye el aporte original de la presente tesis de licenciatura. En ésta,
para las redes de Bruijn Direccionales, se ha demostrado que sdélo existe un Unico camino de longitud
minima exponiendo una férmula para calcular su longitud, se presenté la funcién de ruteo y se desarrolié
un DAG escalable que solo utiliza cuatro buffers por nodo. Como resultado de todo esto se obtuvo un
algoritmo de ruteo minimal, escalable, full-adaptivo, worm-hole.

También se trabajé sobre redes de Bruijn Bidireccionales. Se demostré que cualquier algoritmo
de ruteo sélo debe considerar una Gnica ventana para rutear mensajes sobre caminos minimos. Otra
importante caracteristica presentada es la existencia de a lo sumo tres fases. El DAG para éstas redes
plantea la utilizacién de un DAG direccional independiente para cada una de estas fases. Finalmente se
llegé a un algoritmo de ruteo minimal, escalable, full-adaptivo, worm-hole, para topologias de Bruijn
Bidireccionales, siendo éste también un aporte original, dado gue hasta el momento no se han publicado
trabajos que conjugan esas caracteristicas.

Para terminar, en el presente trabajo se dejan planteados algunos puntos para posibles futuras
extensiones. Estos pueden servir para mejorar y profundizar algunas areas, dandole asi posibilidades a
otros grupos de trabajo.

Finalizando, deseamos destacar a modo personal, el conocimiento ganado en el transcurso de la
elaboracién del trabajo, mas alld del propio de la materia. Los desafios sorteados al escribir una tesis
original, donde tomando el primer camino no siempre se llegé al resultado esperado, la incertidumbre
resuelta con persistencia y mucho trabajo de no saber si se lograria completar el trabajo en su totalidad,
mas alld de los resultados particulares y la ardua tarea de formalizar el contenido del mismo, salvado
con la gran paciencia de nuestro director y jurados.
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EXEeNnsSione - ES al presente trang

Dada la similitud existente entre Bruijn y Shuffle Exchange, el presente trabajo podria ser
utilizado como base para lograr un algoritmo de ruteo para la segunda topologia con idénticas
caracteristicas.

Otra extension posible a ser analizada en mayor profundidad es desarrollar una nueva técnica
de ruteo tolerante a fallas para las redes de Bruijn Bidireccionales. A continuacidén se presenta
intuitivamente:

En el punto 5.3, se han descripto las mds usuales técnicas de ruteo. En
Packet-switching los mensajes son de tamafio constante y se pueden almacenar integramente en un
buffer de un nodo y en técnicas pipelines los mensajes no tienen una longitud fija, sino que son divididos
en una secuencia de flits.

En el punto 5.4.3 se presentaron los dos modelos de fallas: estdticas y dindmicas.

La funciébn de ruteo presentada en el punto 8.8, otorga full-adaptabilidad para caminos
minimos. Por esta razén, existen nodos intermedios en caminos minimos donde se puede optar por
rutear el mensaje hacia mds de una salida (Puntos de bifurcacién) y otros donde sélo existe una
alternativa. Una idea Interesante es plantear una técnica nueva de ruteo pipeline, donde la cabeza
ruteadora avance sola desde un punto de bifurcacién hasta llegar a otro. Alli se puede enviar un
asentimiento para que el resto de los flits avancen desde su posicién actual hasta éste punto. En los
nodos donde sélo existe un Unico camino a seguir, pueden continuar todos los flits juntos. Para una
mayor performance ante fallas, la cantidad de puntos de bifurcacion que avanza la cabeza ruteadora
pueden ser mayor a uno.
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12. Grificos
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Figura 12.1.1: Hipercubos n-dimensionales paraniguala 2,3y 4.
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Figura 12.1.2: Butterfly 3-dimensional.
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Figura 12.1.3: CCC 3~dimensional.
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Figura 12.1.4: Suffle exchange 3-dimensional.
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Figura 12.1.5: Bruijn 3-dimensional.
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Ruteo worm-hole
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Figura 12.2.1: Diagrama de tiempo espacio para ruteo worm-hole,
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Ruteo pipeline circuit switching

Figura 12.2.2: Diagrama de tiempo espacio para ruteo pipeline circuit switching
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Acknowledged pipeline circuit switching (APCS)
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Figura 12.2.3 Diagrama de tiempo espacio para ruteo acknowledged pipeline circuit switching

Ruteo scouting
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Figura 12.2.4: Diagrama de tiempo espacio para ruteo scouting.
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Nodo Val Per(Val) Per(Resto) | PosIni AvgW1i AvgW2
00111 111 1 1 2 2 2
10111 111 1 1 2 2 2
01111 111 1 1 1 1.5 1.5
01110 111 1 4 1 1 1
11111 111 1 1 0 1 1
11110 111 1 5 0 0.5 0.5
11100 111 1 5 0 0 0
11101 111 1 5 0 0 0
00110 110 3 3 2 2 2
10110 110 3 3 2 2 2
01101 110 3 3 1 1 i
01100 110 3 4 0 0 1
11000 110 3 5 0 0 o]
11001 110 3 4 0 0 0
11010 110 3 5 0 0 0
11011 110 3 3 0 0] 0
00101 101 2 2 2 2 2
01010 101 2 2 1 1 1
10101 101 2 2 0 0,5 0,5
01011 101 2 4 0 0 1
10100 101 2 5 0 0 0
00100 100 3 3 2 2 2
01001 100 3 3 1 1 1
01000 100 3 4 0 0 1
10000 100 3 5 0 0 0
10001 100 3 4 0 0 0
10010 100 3 3 0 o 0
10011 100 3 5 0 0 0
00011 011 3 3 2 2 2
00010 010 2 2 2 2 2
00001 001 3 3 2 2 2
00000 000 1 1 0 1 1

Cuadro 12.3.1: Identificadores pertenecientes a V(2,5) ordenados segiin <; y <3
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Nodo Val Per(Val) Per(Resto) | PosIni AvgW1i AvgW2
00000 000 1 1 0 1 1
00001 001 3 3 2 2 2
00010 010 2 2 2 2 2
00011 011 3 3 2 2 2
00100 100 3 3 2 2 2
01001 100 3 3 1 31 1
01000 100 3 4 0 0 1
10000 100 3 5 0 0 0
10001 100 3 4 0 0 0
10010 100 3 3 0 0] 0
10011 100 3 5 0 0 0
00101 101 2 2 2 2 2
01010 101 2 2 1 1 1
10101 101 2 2 0 0,5 0,5
01011 101 2 4 0 0 1
10100 101 2 5 0 0 0
00110 110 3 3 2 2 2
10110 110 3 3 2 2 2
01101 110 3 3 1 1 1
01100 110 3 4 0 0 1
11000 110 3 5 0 0 0
11001 110 3 4 0 0 ]
11010 110 3 5 0 0 0
11011 110 3 3 0 0 0
00111 111 1 1 2 2 2
10111 111 1 1 2 2 2
01111 111 1 1 1 1.5 1.5
01110 111 1 4 1 1 1
11111 111 1 1 0 1 1
11110 111 1 S 0 0.5 0.5
11100 111 1 5 0 0 0
11101 111 1 5 0 0 0

Cuadro 12.3.2: Identificadores pertenecientes a V(2,5) ordenados seg(n <, y <4
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