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Capitulo 1

Introduccion

Una wvariedad diferenciable de dimensiéon n es un espacio topolégico que localmente es
isomorfo a R™. Eso quiere decir que para todo punto p del espacio existe un abierto isomorfo
a R™ que lo contiene. Algunos ejemplos son: R", Pg, Snt

Una foliacidn es una descomposicién de una variedad diferenciable dada por subvariedades
de la misma dimensién llamadas hojas.

El teorema de Frobenius establece una correspondencia entre foliaciones e ideales diferen-
ciales de Qp,(d). En particular, las foliaciones de codimension 1 se corresponden con los
ideales diferenciales principales de Q5. (d), o sea ideales dados por una sola forma (w) tal
que w A dw = 0.

Al fijar el grado d y el diferencial 7, Q. (d) tiene estructura de R-espacio vectorial. Los
coeficientes de la ecuacién w A dw = 0 son polinomios en los coeficientes de w. El ideal
que definen esos polinomios parametriza a las foliaciones de codimensién 1 de la variedad
diferenciable.

Un espacio de moduli es un espacio que parametriza objetos geometricos de interés. Es un
espacio en el que cada punto representa uno de dichos objetos. Permite estudiarlos como
familias continuas.

Al estudiar las distintas formas de asociar foliaciones a una variedad diferenciable, es
natural preguntarse por las familias que pueden deformarse unas en otras de modo continuo.
El espacio para estudiar estas familias es el espacio de moduli de foliaciones.

Los sistemas de algebra conmutativa (ej.: Singular, Macaulay?2) son adecuados para tratar
ideales de anillos de polinomios, pero no proveen funcionalidad para manipular ecuaciones
con formas diferenciales. La propuesta del proyecto diffAlg es cubrir ese vacio para poder
estudiar, entre otros problemas, el espacio de moduli de foliaciones.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Preliminares matematicos

2.1.1. Introduccion

En esta seccién daremos algunos preliminares matematicos bésicos. La idea es presentar la
teoria e introducir los conceptos que fueron utilizados en la realizacién de diffAlg. Para
ampliar estas ideas una buena fuente es [War83).

El objetivo principal es poder enunciar y comprender el teorema de Frobenius que da una
correspondencia entre formas integrables y foliaciones del espacio.

Trabajaremos en R"*!. Sus elementos son vectores formados por n+ 1 coordenadas reales,
v = (vg,v1,...,0,). Notar la numeracion adoptada, comienza en 0 y termina en n. Hay
n + 1 coordenadas.

2.1.2. Foliaciones

Una foliacion en R"*! es una particion dada por una familia de subvariedades. Por ejemplo,
en el plano, viene dada por una familia de curvas. La manera mas sencilla de definir una
foliacién es dando una ecuacién diferencial de primer orden, por ejemplo

Yy =Y

Las curvas integrales de esta ecuacién son de la forma ae’ donde a € R.
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En R3 podemos considerar foliaciones por curvas o por superficies. Demos un ejemplo por
curvas y otro por superficies,
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FEl teorema de Frobenius en su forma més general, dard una relacién entre sistemas de
ecuaciones diferenciales (dados por campos o formas integrales) y foliaciones. Relaciona
datos algebraicos con geométricos.

2.1.3. Polinomios homogéneos

Consideremos sobre R"*! polinomios homogéneos de grado d. Mas precisamente, un po-
linomio homogéneo de grado d es una combinacion lineal de monomios de grado d. Un
monomio de grado d es un producto de grado total d de las variables {zg, z1,..., 2y},

ahoxk gk ko b k4 Ak = d

n
Notar entonces que hay exactamente (”;d) monomios y estos forman una base del espacio
de polinomios homogéneos de grado d. Para concluir, un polinomio homogéneo de grado d

es de la forma

ko k k
P(xo,...,xn) = g kg, kn Lo L1 - Ty Qg ke € R
ko+...tkn=k

Demos algunos ejemplos en tres variables {z,y, z},
z? + y2, 2w+ 4z, a3, ryz + y3 + yzz.
Denotaremos R[zg, ..., x,]q al espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado d.

Es usual adoptar la notacion de multi-indices. Un multi-indice es un vector de ntmeros
enteros positivos, k = (ko,...,k,) donde k; € Ny = {0,1,...}. El multi-indice k tiene
asociado su largo

k| ==ko+ ...+ k,

y su monomio,

k ko, .k1

— k
= =xyr Ty

U
Esta notacion facilita la escritura de un polinomio homogéneo de grado d,

P(z) =) apa.

|k|=d
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2.1.4. Formas diferenciales

Para hablar de formas necesitamos hablar del producto exterior o wedge. Consideremos los
diferenciales formales {dxo, ..., dz,}. Estos diferenciales, que pueden pensarse como varia-
bles, se multiplican utilizando el producto wedge. El producto wedge es anti-conmutativo,

dx Ndy = —dy A dzx,
luego si en un monomio aparecen dos diferenciales iguales, este monomio sera cero:

dr Ndr = —dzx Ndx = 2dex Ndx =0 = dx ANdx = 0.

Una r-forma monomial sera
dzi, Ndzi, A ... Ndx;,.

Como el producto wedge es anti-conmutativo, cualquier r-forma monomial puede reorde-
narse (salvo signo)

dri, Ndzi, Ao N dx,, 1 <<

Esto indica que hay (";H) formas monomiales de grado r en variables {dxy, ..., dz,}.

Una r-forma de grado d es una combinacién polinomial de r-formas monomiales,

w= Y Py._adwi Nz, A Ndzi,, Py, € Rlxo,. .. Tala.
’i1<...<ir

Al espacio vectorial de r-formas de grado d lo denotaremos Qpns1 (d). La dimensién de este

n+1) (n+d) _

espacio es ( N d

Demos algunos ejemplos de formas en tres variables {z,y, 2z}

ydr, (2®+y?)dy + zzdz, Sryzdr Adz, (yz +zy+ 22)dz Ady A dz.

Cuando se trabaja con formas también hay una notacién de multi-indices. Dado un sub-
conjunto I C {0,1,...,n} de r elementos, I = {i1,...,4,} denotamos

dr; =dx;, Ndxi, Ao . Ndz,, 11 <...<ip.
Luego una r-forma de grado d se escribird,

w= Y Pidz;, PreRfzy
#I=r
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2.1.5. Wedge

El producto exterior o wedge es una operacién entre formas. Multiplicar una r-forma de
grado d con una s-forma de grado e devuelve una (r+ s)-forma de grado d+e. En simbolos,

— A = Qpnia(d) X Qpnia(e) = Q%’;il(d +e).
Algebraicamente tenemos,

w= Y Prdz;, PreRlzy, n= )Y Qsdz; Qj€R].—
#I=r #J=s

— wAn= Z Z PrQydz; Ndzxy.
#I=r #J=s

Por simplicidad hemos decidido no simplificar la altima cuenta. Es necesario aclarar que si
los conjuntos I y J se intersecan, dx; A dzx; = 0. Esto se debe a que habran diferenciales
repetidos, y como hemos aclarado, dara cero.

2.1.6. Diferencial

Aparte del producto wedge entre formas, existen més operaciones. Una de ellas es el diferen-
cial. El diferencial es una aplicacion lineal que manda r-formas de grado e en (r+1)-formas
de grado e — 1. En simbolos,

d: Qpnii(e) = Qgﬁh@ -1).

A una 0-forma de grado e (o sea, a un polinomio homogéneo de grado e) le asigna su
gradiente que es una 1-forma de grado e — 1,

dP = Z-an g;];dxi’ P € Riz]e.
En general, se tiene la siguiente férmula simboélica
d(Pdz;) = dP Ndzx;.
Demos algunos ejemplos en variables {z,y, z},
d(zxdy + zdy) = dx Ndy + dz ANdy = dx N dy — dy N dz,

d(zxydx AN dz) = ydx Ndx Ndz + zdy ANdx Ndz = —zdx A dy A dz.

2.1.7. Campos de vectores

Los campos son el concepto dual al de formas. Un campo se define asignando a cada punto
del espacio un vector, veamos un ejemplo en R? y otro en R3,
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FEstos ejemplos corresponden, respectivamente, a los siguientes campos

(:162—1—:1334)2—312 0 ng—i—zya +22£

ox oy ox oy 0z
En general, un campo de grado d en R"*! es una combinacién polinomial de las variables
{6%0, . %}. Si bien un campo es un vector de polinomios, hemos adoptado la notacién
de ganchos, %. La importancia de esta notaciéon tomard relevancia cuando definamos
operaciones entre campos. Al espacio vectorial de campos de grado d se lo denota Tn+1(d),

tiene dimension (n + 1) ("+d)

2.1.8. Flujos

A un campo le podemos asociar sus curvas integrales. Para cada vector v € R"*! conside-
ramos la siguiente curva que pasa por v dada por una ecuacién diferencial,

n
0
X:ZRT%, Po,...,PnER[wo,...,(L‘n]d, U:(Uo,...,vn)GRn+1:>

d(t) = (Po(c(t), Pr(c(t)), - - -, Pa(c(t)))
c(0) = (vo,...,vp)

La existencia y unicidad de esta curva se debe al teorema de existencia y unicidad de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Veamos un ejemplo, para X = —y(% + xa% su curva

integral viene dada por la siguiente ecuacién,

(cp(t), c1 (1)) = (=er(t), co(t))

(co(0), ¢1(0)) = (vo, v1) = c(t) = (vo cos(t) — vy sin(t), vo sin(t) + vy cos(t))

Notemos entonces que a cada campo, le hemos asociado una foliacién por curvas del espacio.
El teorema de Frobenius generalizara esto.

2.1.9. Corchete

El corchete es una operaciéon entre campos. Si X, Y son campos de grado d y e respectiva-
mente, su corchete es otro campo de grado d+ e — 1 y se denota [X,Y]. Geométricamente
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mide cudnto cambia un campo respecto al otro. Algebraicamente se calcula de la siguiente
manera:

X = ZP , Py ER[%Q,...,mn}d,

)

- 0
Y=3 Qiz— Qo Qn€R[zo,..., 7] =
=0

- a oP; 9
X V)= 33 o - A5

j=0 i=0

En simbolos tenemos,

[—, =] : Trn+1(d) X Trn+1(€) = Trn+1(d + e —1).

2.1.10. Contraccién

Esta operacién es muy particular porque relaciona campos con formas. Contraer una r-
forma de grado d respecto a un campo de grado e, devuelve una (r — 1)-forma de grado
d+e,

—a— : Tins1(e) X Qpusa (d) = Qi (d +e).

3

0
X=3 Py PeRi, w= Y Qrdz;, Qr€Rlz]q—>

Jj=0 #I1=r

X_JW_Z Z QrP;(— d:cl\j

=0 #I=r,jel

Expliquemos un poco el tltimo término. La segunda suma se hace sobre todos los I C
{0,1,...,n} de cardinal r que contienen a j y recordemos que dxp\; significa que es una
(r — 1)-forma monomial donde no aparece el diferencial dz;. Veamos algunos ejemplos en
variables {z,y, z}:

5 ((2° + zyz)dz A d2) = (2° + zy2)dz,

2.1.11. Distribucién integrable

El teorema de Frobenius tiene dos versiones equivalentes. Una con campos y otra con
formas. La que utiliza campos necesita la nocion de distribucion integrable que definiremos
aqui. Una distribucion de dimension k es un conjunto de k campos {Xi,..., Xy} tal que
punto a punto, estos campos son linealmente independientes. Seamos mas precisos, dado
un campo podemos considerar su vector sobre cada punto de R**+!,

X = ZP P, eR[zo,...,z0la, v=(v0,...,v,) ER"T =



14

Xy = (Py(v), Pi(v), ..., Py(v)) € R™,

Luego para cada v = (vg, ..., v,) € R""! consideramos los siguientes k vectores de R"*1,
{X1]v, .., Xk|v}- Si estos son linealmente independientes para todo v € R**! diremos que
los campos {X7,..., X} forman una distribucién de dimension k.

Una distribucidn integrable es una distribucion cerrada por corchete, o sea, si { X1, ..., Xx}
es una distribucién de dimensién k, diremos que es integrable si cualquier corchete entre
ellos puede escribirse como combinacion polinomial de {X7,..., X},

[Xi, X1 =Y i Xe,  cf; € Rlzo, ..., 2],

2.1.12. Teorema de Frobenius I

Teorema. Eziste una biyeccion (diccionario) entre distribuciones integrables de dimension
k y foliaciones de dimension k. Mds ain, si {X1,..., X} es una distribucion integrable,
el espacio tangente a v en la hoja de su foliacion es el espacio vectorial gemerado por
{X1lvs ooy Xk}

Veamos un ejemplo sencillo. Cualquier campo X da lugar a una distribucién integrable de
dimension 1. Esto sale de la definicion del corchete ya que [X, X] =0. Si X = ya% + m%
la foliacion asociada de dimension 1 son las curvas que cumplen,

{<ca<t>, (1) = (ea(t) colt))

(c0(0),¢1(0)) = (vo, v1)

v — voe_t v1 + Vg t’ v1—v _; U1+ et)
2 2 2 2

Notemos que fijado v = (vg, v1) existe una tunica curva (o hoja) ¢(t) que pasa por v. El

espacio tangente en v es la recta con direccion ¢(0) = (vi,v9) = Xy

—

— cft) = (-

2.1.13. Ideal diferencial
Pasemos a la otra version del teorema de Frobenius. Definamos el espacio de formas §5,.,1,

n+1 oo

i = P P s (d).

r=0 d=0

El espacio vectorial Qp,,., es de dimension infinita. Notar que las operaciones de wedge y
diferencial estan definidas sobre este espacio,

- /\ — Q[Tgn-kl X Q]En-kl — Qin-kl;

d . Q%”"’l — Qikgn+1~

Con estas operaciones al espacio (g, se lo denomina dlgebra graduada conmutativa dife-
rencial. Como en toda dlgebra tenemos la nocion de ideal.
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El ideal Z generado por las formas {wi,...,ws}, es el subespacio de Qpni1 generado por
todos los productos posibles entre elementos del dlgebra y los generadores,

Z:{171/\@01+...—|—77k/\wk|?71,...,?7kGQin+1}gQin+1.

Un ideal no necesariamente es cerrado por el diferencial: puede pasar que 7 pertenezca al
ideal, pero dn no. Cuando el ideal respeta el diferencial, en simbolos,

dZ CT.
decimos que el ideal Z es un ¢deal diferencial.

Por ejemplo, el ideal generado por la forma w = z?dy no es diferencial ya que debers con-
tener a la forma dw = 2xdx A dy. Por otro lado, de manera tautoldgica, el ideal generado
por una forma y por su diferencial es un ideal diferencial.

Recordemos que en el caso de campos habfamos definido la nocién de distribucién de
dimensién k. Definamos entonces la nociéon de ideal diferencial de dimensién k. Esta defini-
cién se basa en la operaciéon de contraccion. La contraccién da una biyecciéon entre ideales
diferenciales y distribuciones integrables. Dado Z definimos la siguiente distribucién inte-
grable,

{X € Trn+1 |X4w Yw € I}.

Es un teorema la afirmacién de que obtuvimos una distribucién integrable y que cualquier
distribucion integrable se obtiene de esta manera. Si k es la dimension de esta distribucion,
diremos que k es la dimension de Z.

2.1.14. Teorema de Frobenius II

Teorema. FEriste una biyeccion (diccionario) entre ideales diferenciales de dimension k y
foliaciones de dimension k.

Veamos un ejemplo sencillo. Supongamos que w es una 1-forma de grado e — 1 dada por
w = dP donde P es un polinomio homogéneo de grado e. De la definiciéon del diferencial
se deduce que aplicarlo dos veces da cero, luego se cumple trivialmente que el ideal ge-
nerado por w es diferencial ya que dw = 0. La foliacién asociada a w viene dada por las
hipersuperficies

{(z0,...,xn) € R" | P(xg,...,2,) =c}, cER.

En R? podemos tomar el polinomio P(z,y) = 2 + y? y definir la forma w = dP =
2xdx + 2ydy. Las hojas de la foliacion asociada son circulos con centro (0,0),
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2.1.15. Observaciones

Para finalizar mencionemos algunos conceptos mas avanzados,

= El primero tiene que ver con las foliaciones dadas por una sola forma w. Sabemos que

w determina una foliacion de dimensién n (equivalentemente, de co-dimensidn 1) si
y s0lo si el ideal que genera es diferencial. El problema es que es muy dificil saber
si un ideal es diferencial, pero existe una manera algebraica de determinar esto. Méas
precisamente, la condiciéon w A dw = 0 equivale a que el ideal generado por w sea
diferencial. Luego, todas las w que cumplan esta ecuacién poseen una estructura geo-
métrica. El espacio (variedad) de todas estas formas se denomina espacio de moduli
de foliaciones de co-dimension 1. La geometria de este espacio es misteriosa.

El segundo concepto tiene que ver con el espacio ambiente R"*!. En geometria se
trabaja, preferentemente, con espacios denominados compactos. Resulta que R™*!
no cumple esta propiedad y es habitual reemplazarlo por el espacio proyectivo Py.
Si bien no nos detendremos en sus propiedades ni en su definicién, es relevante decir
que existe una aplicacién entre R* ! y Pk. Ahora bien, no toda forma desciende al
proyectivo, sélo las que son invariantes por el campo radial. Mas precisamente, el
campo radial es

0 0
R=xg—+... n=— € Tpn+1(1
x08$0+ +x oz, € Trn+1(1)

y diremos que una forma w desciende al proyectivo P si
Rw=0.

Finalmente, tenemos definido el espacio de moduli de foliaciones proyectivas de co-
dimension 1. Son las formas invariantes por el campo radial que generan un ideal
diferencial. Este espacio también es misterioso.

Este ultimo comentario tiene que ver con los nimero reales R. Si bien hemos definido
todo sobre R, cabe aclarar que todas las definiciones dadas pueden hacerse sobre C,
los nimeros complejos, o también sobre Q los nimero racionales.
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2.2. Preliminares sobre sistemas de algebra conmutativa

2.2.1. Introduccién

El objetivo de esta seccidn es presentar las bases de Grébner, que son la herramienta funda-
mental que implementan los sistemas de dlgebra conmutativa (ej.: Macaulay2 o Singular)
para calcular las componentes irreducibles de una variedad algebraica. Para ampliar estos
contenidos una buena fuente es [Eis95, Capitulo 15].

Se asumen conocidas las nociones de variedad algebraica, ideal y mddulo sobre un anillo y
los resultados basicos de geometria algebraica que vinculan a las variedades y los ideales
de un anillo.

A lo largo de la seccién se considerara S = k[x1,...,z,], un anillo de polinomios sobre un
cuerpo k. Los S-mo6dulos seran finitamente generados.

Esquematicamente una base de Grébner de un ideal I C S es un conjunto de generadores
de I con una cierta propiedad adicional. Las bases de Grobner permiten resolver entre
otros, los siguientes problemas:

= Calcular divisiéon con resto: dado un conjunto de generadores de un ideal I C §
y un polinomio f € S, se trata de determinar una base del espacio vectorial S/I,y
de computar la imagen de f en S/I en términos de la base calculada. En particular
si f € I (o sea la imagen es 0) se trata de escribir a f como combinacién lineal de
los generadores de 1.

= Calcular syzygies: calcular el nticleo de un morfismo de moédulos libres ¢ : G — F'.
= Calcular la interseccion de dos ideales de S.

= Calcular el anulador de un médulo.

= Calcular el médulo de homomorfismos entre dos médulos.

= Calcular la funciéon y el polinomio de Hilbert de un médulo graduado.

2.2.2. Ideales monomiales

En esta parte se mostrara que algunos problemas dificiles de tratar en el estudio de ideales
en general, resultan posibles de computar en el caso de ideales monomiales.

Los monomios en S se definen usando multiindices: si a = (a1, ..., a,) € Nj, entonces x*

serd el monomio: z{" ... xd".

Un ideal monomial de S es un ideal generado por monomios. De modo mas general, si F
es un modulo libre con base e;, un monomio en F' es un elemento de la forma m = x%g;,
para algin e;; se dice que m estd asociado al elemento de la base ¢;. Un submddulo
monomial, es un submédulo generado por monomios de F'. Estos submoédulos se pueden
escribir de la siguiente manera:

M = @Ijej C @Sej =F
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donde I; C S es el ideal monomial generado por los monomios z tal que x%; € M.

Un término de F' es un monomio multiplicado por un escalar u € k: uz®e;. Si m,n son
monomios de S'y u,v € k con v # 0, se dice que el término ume; es divisible por el término
vnej sii = j y m es divisible por n en S; el cociente es um/vn € S.

Las operaciones entre monomios son muchos maés sencillas que entre polinomios arbitra-
rios. Por ejemplo el maximo comiin divisor y el minimo comiin miltiplo entre dos
monomios. Si a = (a1,...,a;) y b= (b1,...,by):

MCD(z%, 2 = avgnm(al’bl) .. .x,’,n""(a“br)

MCM (2%, a%) = 2@t | gmastarde)

T

Estas operaciones se extienden naturalmente a términos en un modulo libre F. Median-
te estas dos operaciones es facil determinar la interseccién y cociente entre submoédulos
monomiales.

Si M C F es un submoédulo generado por los monomios my, ..., m; es muy sencillo deter-
minar si un monomio m pertenece a M: es suficiente con que sea divisible por alguno de

los m;. En general, un elemento f € F' pertenece a M si todos sus monomios pertencen a
M.

Por otro lado, dado un conjunto de generadores de un submédulo monomial M, se pueden
eliminar aquellos que son divisibles por otros elementos y seguir teniendo un conjunto de
generadores, se puede continuar este procedimiento hasta obtener un conjunto minimal
de generadores de M.

2.2.3. Ordenes monomiales

En esta parte se mostraré como se puede deducir un ideal monomial de un ideal cualquiera
que preserve propiedades del ideal original.

Para motivar la construccién empecemos dando una aplicaciéon. Si J C S es un ideal
monormial, entonces el conjunto B de todos los monomios que no estan en J, forman una
base del espacio vectorial S/J. Si I C S es un ideal cualquiera seria de utilidad obtener una
descripcion analoga del espacio vectorial S/I. Como los monomios de S forman una base
de S como espacio vectorial, su imagen genera S/I (S — S/I), por lo tanto un conjunto
linealmente independiente maximal serd una base monomial.

Lema 2.2.1. Si J es un ideal monomial y B es el conjunto de monomios que no estdn en
J, entonces los elementos de B se mantienen linealmente independientes mddulo un ideal
I sty sélo si J contiene al menos un monomio de cada polinomio de I.

Dem. Consideremos el morfismo canénico ¢ : S — S/I.
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<) Supongamos que hay alguna dependencia lineal entre los elementos de B en S/I, o sea
existe una combinacién lineal de elementos de B que esté en el nicleo de ¢:

Z”ibi el, b,eB, vek
i
Pero esto no puede ser porque los polinomios de I tienen al menos un término contenido
en J.

=) Por otro lado si suponemos que existe un polinomio p € I de modo tal de que ninguno
de sus términos esté en J, entonces p serd combinacién lineal de elementos de B y esto no
puede ser porque habria una dependencia lineal entre los elementos de B en S/I. [

Para que ademés el conjunto B sea efectivamente una base de S/I, el ideal J tiene que
ser minimal en relacién a la cantidad de términos que contiene de los polinomios de I.
Para ilustrar la situacion consideremos un ejemplo: sea I = (mj + mg) un ideal principal
generado por la suma de dos monomios. Segiun el lema, en este caso hay dos alternativas
para el ideal monomial: J; = (mq) o Jo = (mg2) (consideremos que B; son los monomios
que no estan en el ideal J;, con i = 1,2). Si ademas suponemos que my divide a ma, al optar
por la elecciéon de J; surge que este ideal monomial no es minimal en el sentido mencionado
porque contiene a los dos términos del polinomio my + mo € I, con lo cual my, ms & By.
Pero si elegimos J, surge que m; € Ba, 0 sea obtenemos un elemento de la base de S/I que
antes no habfa aparecido. La conclusion es que para que no haya "pérdida" de generadores
de S/I, el ideal monomial J debe ser minimal en el sentido descripto.

Para construir un ideal monomial J en base a un ideal cualquiera I que permita obtener
una base de S/I, hay que observar la siguiente situaciéon: supongamos que mq, mg, ms son
monomios distintos de grado d y que el ideal I esta generado del siguiente modo:

I = (mq + ma, ma + m3) + (todos los monomios de grado mayor que d)

Supongamos que, segin el lema anterior, para generar J los monomios elegidos de los
polinomios mq +msg y mg + msg de I son my y me, respectivamente. Pero ademés en I esté
el polinomio: (mj + mg) — (ma + mg) = my — ms. Del polinomio m; — m3 necesariamente
debe elegirse el monomio mj porque de los contrario J no seria minimal.

La conclusion es que si escribimos m1 > mg para la relacion "my es elegido antes que mo",
entonces > debe satisfacer el axioma de una relacién de orden: m; > msg > mg = ml > mg.
Un anélisis méas delicado permite establecer la misma conclusién incluso cuando los grados
de los m; son diferentes.

O sea, es necesario definir un orden total entre los monomios de S, y generar el ideal J a
partir de los mayores monomios de cada polinomio de I. Hay dos requisitos importantes
para definir este orden total. Por un lado como se vio en el ejemplo anterior, debe refinar el
orden definido por la divisibilidad: si mq divide a mq, entonces se debe imponer la relacién
mgy > my. Por otro lado, el orden debe preservarse por multiplicacion: si I = (mq + mg)
y se tiene que m; > mo de modo que m; € J, entonces del polinomio nmj + nmsg € I,
necesariamente habra que deducir nm; > nmy, porque de lo contrario J no serfa minimal.
Para resumir y generalizar estos hechos se define el concepto de orden monomial.
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Definicion 2.2.2. Sea F un S-moédulo libre con base. Un orden monomial es un orden
total > definido en los monomios de F, de modo que si m1, mo son monomios de F y n # 1
es un monomio de S, entonces:

mi1 > Mo = NNy > N'mMag > Mo

Si > es un orden monomial, para cada f € F' se define el término inicial de f (in(f))
como el mayor término de f respecto al orden >.

Teorema 2.2.3 (de Macaulay). Sea F un S-mddulo libre con base, y sea M C F un
submddulo. Para cada orden monomial > en F, el conjunto B de todos los monomios que
no estin en in(M) define una base de F/M.

Considerando los multiindices a,b € Ny, los monomios m = z%,n = z°, y suponiendo que
xr1 > -+ > x,, algunos ejemplos de ordenes monomiales sobre S son los siguientes:

= Orden lexicografico: m >, n si a; > b; para el primer indice i tal que a; # b;.

» Orden lexicografico homogéneo: m >p., n si deg(m) > deg(n) o deg(m) =
deg(n) y a; > b; para el primer indice i tal que a; # b;.

» Orden lexicografico inverso: m >, n si deg(m) > deg(n) o deg(m) = deg(n)
y a; < b; para el dltimo indice ¢ tal que a; # b;. La definicién de este orden puede
resultar un poco confusa pero es el mas robusto en la implementacion algoritmica.

Definicion 2.2.4. Una base de Groébner con respecto a un orden monomial > sobre
un modulo libre con base F' es un conjunto de elementos G = {¢1,...,9:} C F, tal que
si M C F es el submo6dulo generado por los elementos de G, entonces in(g1),. .., in(g:)
generan in(M). En tal caso se dice que G es un base de Grébner de M.

Siempre existe una base de Grobner para cada submédulo M C F' con respecto a un orden
monomial. Un resultado importante es el siguiente.

Lema 2.2.5. Si N C M C F son submddulos y in(N) = in(M) con respecto a un orden
monomial entonces N = M.

Una vez que uno calcula una base de Grébner, es facil resolver el problema de decidir si un
elemento pertenece a un cierto submédulo: dado M C F, para decidir si f € F' pertenece
a M hay que elegir un orden monomial en F' y encontrar in(M) y in(M + Sf). Por el
lema, f € M siy solo si in(M) = in(M + Sf) y esto es facil de determinar porque son
submédulos monomiales.

2.2.4. El algoritmo de division

Una de las operaciones mas ttiles y simples con polinomios univariados es el algoritmo de
division. O sea dados f,g € k[z], dividir a f por g consiste en expresar a f del siguiente
modo:

f=he+ [, deg(f)=deg(frg), deg(f’) <deg(g)

La extension de esta operacion al caso multivariado permite calcular las bases de Grébner.
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Proposicion 2.2.6. Sea F' un S-mddulo libre con base y un orden monomial >. St f,g1,...,9t €
F' entonces existe una erpresion:

f:Zfigi+f/7 ['eF, fies

de modo tal de que los monomios de f' no pertenecen al conjunto {in(g1),...,in(ge)} vy
in(f) > in(figi) (para todo i). La expresion se llama expresion estandar, f’ es el resto.

Algoritmo 2.2.7. (de divisién) Sea F' un S-modulo libre con base y un orden monomial
>. S f,01,...,9t € F, se puede generar una expresion estandar

fzzmugsu"‘f/

de f con respecto a g, ..., g:. Para ello se sigue un procedimiento inductivo. Supongamos
que al cabo de p pasos se eligieron los s1,...,5, y m1,...,mp, si

p
fh=F=)_ mugs, #0

i=1

v m es el término maximal de fz’, que es divisible por algun in(g;), entonces elegimos:
Sp+1 = (3

mp+1 = m/in(g;)
El procedimiento termina cuando f;, = 0 o ningtn in(g;) divide a un término de f;. El

resto f' es el tltimo f;.

El algoritmo de division es importante en el caso en el que los g; forman una base de
Grobner de un submédulo M C F; se puede ver que en este caso, el resto de la divisién
(f"), da una expresion de f mod M.

2.2.5. Bases de Grobner

El algoritmo de divisién permite calcular una base de Grébner de un submaédulo M C F.

Para ver esto sea F' un S-médulo libre con base, un orden monomial >y gi1,...,9; € F
elementos no nulos de F. Para cada par de indices 4, j, tal que in(g;) y in(g;) involucran
al mismo elemento de la base de F', se define:

mij = in(g;)/MCD(in(g;),in(g;)) € S

Luego para cada par i, j, se considera la expresion estandar
— ij
mjigi — Mijg; = E T gu + hij

Por convencion, si in(g;) y in(g;) involucran elementos distintos de la base de F', estable-
cemos que h;; = 0. Notemos por otro lado que in(fijgu) < in(mj;g;), esto es facil de ver
porque en la expresion estandar in(g;) y in(g;) se anulan. Las expresiones mj;g; — mi;g; se
conocen como las syzygies de F'. Con estas consideraciones se puede enunciar el siguiente
teorema.
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Teorema 2.2.8 (de Buchberger). Los elementos g1, ..., gt forman una base de Grobner si
y solo si h;; = 0 para todo i, 7.

Este teorema da lugar al siguiente algoritmo.

Algoritmo 2.2.9 (de Buchberger). Supongamos que M C F es un submoéduloy g1, ..., g
es un conjunto de generadores.

1. Computar los restos h;;.

2. Sitodos los restos h;; son 0, entonces los g; definen una base de Grobner; el algoritmo
termina.

3. Si no agregar uno de los h;; # 0 al conjunto de los g; y repetir el proceso.

Como el submoédulo generado por las formas iniciales de g1,...,g¢, hij es estrictamente
mayor que el generado por las formas iniciales de los g1, ..., g;, €l proceso debe terminar
en un namero finito de pasos (por Noether).

Este algoritmo tiene una cota superior en el peor caso para los grados de los elementos
de una base de Groébner. Supongamos que estamos en el caso de un ideal homogéneo
(g1,---,9t) € S (el caso no homogéneo puede reducirse a este) con respecto al orden
lexicografico, entonces la cota es

((r+1)(d+1) = 1)+
donde:
= r = namero de variables.
» d = grado de los polinomios g;.

s s = el grado del polinomio de Hilbert (esto es uno menos que la dimension del ideal;
esta entre 0 y r — 1).

La cota es doblemente exponencial en el nimero de variables, esto sugerirfa que el algoritmo
es inutilizable en la practica. A pesar de eso, tiene buena respuesta en el tratamiento de
muchos problemas de interés.

2.2.6. Aplicaciones

Las implicancias de las bases de Grobner son extensas y profundas y por lo tanto escapan
a las posibilidades de este trabajo.

A modo de cierre, se describiran brevemente algunos problemas que se pueden resolver con
ellas.

Problema de pertenencia a un ideal: dado un conjunto de generadores de un ideal
I C S, se trata de determinar una base del espacio vectorial S/I, y dado un polinomio
f €S, se trata de computar su imagen en S/I en términos de la base. Ademas, en caso de
que f € I, osea fmod I = 0, se trata de computar una expresion de f como combinacién
lineal de los generadores de I.
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Fn las secciones anteriores ya se sugirié parcialmente la idea. Para resolverlo, hay que darle
un orden monomial a S y con el conjunto de generadores de I = (fi,..., fs), computar
una base de Grébner I = (g1, ..., ¢g:). Entonces:

» El conjunto de monomios que no pertenecen a in(I), forman una base de espacio
vectorial S/1.

= El resto de la divisién de f por g1,..., 9, es la expresion de f como combinacién
lineal de la base de S/I.

= Si f € I, el algoritmo de division, expresa a f como combinacién de los g;; y como por
construccion los g; estan dados como combinacién lineal del f;, esto permite expresar
f como combinacién lineal de f;.

Polinomio y funcién de Hilbert: este problema se apoya en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.10 (de Macaulay). Sea P un S-mddulo graduado finitamente generado, dado
por generadores y relaciones como P=F /M, donde F es un mddulo libre con base homogénea
y M es un submddulo generado por elementos homogéneos. Entonces la funcion de Hilbert
de P es igual a la funcion de Hilbert de F/in(M).

Anillo graduado asociado: este problema consiste en construir gryR. Si R es un anillo
y I C R un ideal, el anillo graduado asociado a R con respecto a [ es:

griR:=R/I®I/I*®

Una pista de por qué esta construcciéon es importante es que si I es un ideal maximal
finitamente generado, entonces gryR es un algebra graduada finitamente generada sobre
el cuerpo R/I. Esto permite, por ejemplo, transformar un anillo local noetheriano en un
anillo graduado finitamente generado que son més faciles de tratar. Por ultimo, Ry griR
comparten propiedades, con lo cual se pueden deducir propiedades del anillo original.

Eliminacion: dado un ideal I C S[yi,...,ys] (teniendo en cuenta que S = k[x1,...,x,]),
se quiere computar J = I N S. Esto puede interpretarse como la proyeccion de I en su
anillo de base, S. Se dice que se quiere "eliminar" las variables yi,...,ys.

Clausura proyectiva: dado un conjunto algebraico en el espacio afin, V C A", se quiere
calcular la clausura V de V en P".

Saturacion: si M es un submdédulo de un S-moédulo libre F'y J € S es un ideal, se definen:

(M:J)={feF/fJe M}
(M : J>) GM Jh

El submoédulo (M : J°°) se conoce como la saturacion de M con respecto a J. Esta
construccién tiene relevancia en el contexto de descomposiciones primarias de ideales.
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Levantamiento de morfismos: ilustremos este problema con un ejemplo, supongamos
que F, Gy H son tres S-moédulos libres con base y supongamos que se tiene el siguiente

diagrama
N
©

F
de modo tal que im(y) C im(y). El problema consiste en encontrar un morfismo
v:G— H

de modo que 1 = . Este problema es de gran relevancia en 4lgebra homolégica.

Teoria de mddulos: mediante bases de Grobner se pueden computar, entre otras, las
operaciones:

= Pullbacks, intersecciones y anuladores.
= Nucleos de morfimos.

= Hom, Ext, Tor.

2.2.7. Bases de Grobner y el proyecto diffAlg

La motivacion de estas notas preliminares esté dada por el hecho de que el proyecto diffAlg
como resultado termina generando un ideal homogéneo en un anillo de polinomos cuyas
propiedades se quiere estudiar.

La herramienta para ese estudio son las bases de Grobner implementadas por los sistemas
de algebra conmutativa. Es por eso que las bases de Grobner determinaran el limite de las
conclusiones que puedan obtenerse a partir de diffAlg.



Capitulo 3

Resena historica

El objetivo de este capitulo es aportar algunas nociones que permitan contextualizar his-
toricamente el problema que motivo el proyecto diffAlg, o sea el problema de entender la
geometria del espacio de moduli de foliaciones.

FEl capitulo esta ordenado cronolégicamente y no prentede ser un anélisis riguroso, sino
esquematico de algunas ideas.

3.1. El problema de Pfaff

El contenido de esta seccion fue elaborado a partir de [Haw05].

El contexto de trabajo de Pfaff era el estudio de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)
de primer orden iniciado por Euler y Lagrange. O sea, ecuaciones de la forma:

0z )
F(x17'~-7xm7zvp1)"'7pm):07 plzaia 7’:17"'am'
T
Donde z es una funcion de las x; y el objetivo es obtener una solucion z = ¢(x1, ..., Tm, C1, ..., Cip)
(donde las C; son constantes arbitrarias).

En aquel entonces, obtener una solucion (o sea integrar una EDP) estaba asociado a reducir
el problema a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y resolverlo. Siguiendo esta
idea, Lagrange se encontr6 con dificultades técnicas: no pudo resolver el problema para
ecuaciones no lineales con m > 2 (o sea para mas de dos variables). Para abordar esta
cuestion, Pfaff propuso estudiar una ecuaciéon méas general:

w=ai(z)dr + ... + an(z)dz, =0
Es més general en el sentido de que se puede transformar cualquier EDP de primer orden

en una ecuacion de este tipo (llamada ecuacion de Pfaff).

La ecuacion de Pfaff se puede interpretar geométricamente del siguiente modo: como w €
Q! (o sea, pertenece al espacio dual al espacio tangente en un punto), una solucién es
una wvariedad V tal que para todo z = (z1,...,z,) € V, y todo v € T,(V), el vector v es
ortogonal al vector a(x) = (a1(z), ..., an(x)).

25
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El problema de Pfaff consiste en determinar la dimensién maxima de las variedades inte-
grales de w (o sea aquellas que son solucion de la ecuacion).

3.2. El teorema de integrabilidad de Frobenius

El contenido de esta seccion fue elaborado a partir de [Haw05].

Frobenius definié6 un marco conceptual que permitié resolver completamente el problema

de Pfaff.

Empezé por estudiar una version algebraica del problema que le permitié definir un cri-
terio de equivalencia entre las ecuaciones. La equivalencia estaba dada por un invariante
algebraico, o sea un p € Z llamado clase de w. De modo tal de que dos ecuaciones de Pfaff
eran equivalentes si su clase era la misma.

En su estudio algebraico, Frobenius demostré que la clase estaba determinada por w y por
una 2-forma 2 denominada forma bilineal covariante. Tiempo después, la teoria de cdlculo
de formas diferenciales de Cartan interpretaria {2 como —dw.

Al pasar del caso algebraico al caso analitico, en el que la equivalencia de dos ecuaciones
wy w' ya no estaba dada a menos de transformaciones lineales, sino a menos de funciones
analiticas, Frobenius encontré una dificultad técnica:

= dado un sistema S de r ecuaciones de Pfaff linealmente independientes
n
Wy = Eaz‘jdl‘j = O,i = 1, ey Ty
j=1

determinar bajo qué condiciones el sistema es completo (o sea, tiene n—r soluciones).

Este problema le permiti6é precisar una dualidad entre S y el sistema de ecuaciones S’:

0
Xk(f) = Zbk,ia—j =0,k=1,...,n—r
i=1 !

Donde f = C es una solucion de S. Este hecho expresa la dualidad entre distribuciones
integrables e ideales diferenciales.

El teorema de integrabilidad da una condicién necesaria y suficiente para determinar cuando
un sistema de ecuaciones de Pfaff es completo. Algunas aclaraciones antes de enunciarlo,
si se considera una 1-forma w = Y1 | a;(x)z;:

» Fijado un punto x € G donde G es una variedad y b € T,.(G), evaluar la forma en b
es: w(b) =D ai(x)b = a.b

» La 2-forma bilineal covariante asociada a w evaluada en dos vectores b, c € T,(G) se
define como:

", da; Oa,
Qb,c) = (5= 78;)@0]»
7 7

ij=1
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Teorema 3.2.1 (Frobenius). Dado un sistema de r ecuaciones Pfaffianas w; = Z?zl a; jdrj =
0,i = 1,...,7 es completo si y sdlo si: fijado un punto z, cada vez que w;(b) = wi(c) =0
para todo i, implica que Q;(b,c) = 0 para todo i.

En el lenguaje actual , esto significa que el ideal I = (wy,...,w,) es un ideal diferencial (o
sea dw; € I, para todo 1 < i < r). Una aclaraciéon importante es que el teorema es local,
en el sentido de que el sistema de ecuaciones tiene solucién en un abierto x € U.

3.3. Algunos conceptos de la teoria de Elie Cartan

El contenido de esta seccion fue elaborado a partir de [CC52].

3.3.1. Introduccién

La teoria de Cartan fue concebida para tratar la existencia y unicidad de soluciones locales
de sistemas de EDPs en el contexto de funciones analiticas en R. Sintetiza y conceptua-
liza los trabajos desarrollados en el siglo XIX por Monge, Pfaff, Jacobi, Frobenius, Lie y
Darboux.

Como ya se mencioné un sistema de Pfaff consiste de un cierto ntimero de ecuaciones de la
forma Aidzi+-- -+ Apdx, =0, donde A4, ..., A, son funciones en las variables z1, ..., Z,.
Una variedad paramétrica r-dimensional dada por z; = fi(t1,...,%) (1 < i < n) es una
soluciéon del sistema si las ecuaciones se satisfacen al reemplazar las x; por las f; y los
diferenciales correspondientes.

Para reducir un sistema de EDP’s a un sistema de Pfaff se sigue el siguiente procedimiento:
si el sistema contiene ecuaciones de orden mayor que 1 (ecuaciones que involucran derivadas
parciales de orden 2 o superior), se pueden reducir a ecuaciones de orden 1 introduciendo
nuevas funciones que representen a esas derivadas superiores.

Luego se obtiene un sistema de ecuaciones de la forma Fj(z1,...,Zn;21,. .., 2p; - -, g%;, o)
0 donde las z's son las incognitas y las a’s las variables independientes. Si se define
g—;’: = t,5, €l sistema original puede ser reemplazado por el sistema de Pfaff compues-
to por las ecuaciones Fj(z;2;t) =0, dz, — Y tysdxs = 0. La solucién del sistema original
estd asociado a las variedades r-dimensionales que son solucion del sistema de Pfaff.

Una forma diferencial exterior es una expresion de la forma: ) Aj, . 4, dw; . .. dx, donde los
coeficientes Ail.,,ip son funciones de las x’s. Entre estas expresiones se define un produc-
to anti-conmutativo (dx;dx; = —dxjdz;), llamado producto exterior (o producto wedge).
Con la suma y el producto exterior, estas expresiones definen el dlgebra de formas exte-
riores. Sobre este algebra (desarrollada por Grassmann), Cartan definié la operacion de
diferenciacion exterior que es invariante respecto de cualquier cambio de variables:

d(z Allzpdarl . dl’p) = Z dAil...ipdxi v d.fp

donde los diferenciales dA;, . ;, se expresan como combinaciones lineales de los dx1, . .., dxy,.
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Si se considera el sistema de Pfaff: w1 = 0,...,wr = 0, se deduce que cualquier solucién
del sistema, también serd solucién de las ecuaciones dwi = 0, ...,dwr = 0. De modo mas
general, cualquier solucién del sistema, serd solucion del ideal diferencial I =< wq, ..., wg >

3.3.2. Solucién general de un sistema diferencial

Un elemento de contacto E, i en una variedad V' es un par (p, K) donde p € V es un punto
de la variedad y K C T),(V) es un subespacio del espacio tangente en p de dimension k.

Sixi,...,x,, son coordenadas locales en un abierto que contiene al punto p, entonces el
elemento de contacto ) g puede ser representado paramétricamente por ecuaciones de la
forma dx; = Li(v1,...,v;) donde los L’s son formas lineales en los k parametros: vy, .. ., v.
Se dice que una forma diferencial w se anula en E), i si al reemplazar las coordenadas de
p por las variables x1,...,x, de los coeficientes de w y los L; por los diferenciales dx;, la
forma es 0.

Sea I un ideal diferencial, se dice que un elemento de contacto E), i es un elemento integral
de I si toda forma de I se anula en E), k.

Una solucién r-dimensional del ideal diferencial I se denomina variedad integral y se define
como: una subvariedad W r-dimensional tal que los elementos de contacto F), i donde
K =T,W para todo p € W son elementos integrales de I.

Para definir el concepto de solucion general de un ideal diferencial I, Cartan definié las
nociones de elemento integral general y elemento integral regular. Una solucion general
r-dimensional de I es una variedad r-dimensional cuyos puntos son elementos integrales
generales de I y al menos un punto es un elemento integral regular.

El teorema de existencia de soluciones generales establece que un elemento de contacto
regular r-dimensional es un elemento de contacto de una variedad integral, o sea de una
solucion del ideal diferencial I.

3.3.3. Soluciones singulares de un sistema diferencial

Las soluciones singulares de un sistema diferencial son aquellas que no pertenecen a la
solucién general. Para lidiar con el problema de encontrar este tipo de soluciones, Cartan
describié6 un método que no pudo demostrar rigurosamente pero que en la practica le
permitié encontrarlas.

El método consiste en agregar cierto tipo de ecuaciones al sistema para que las soluciones
singulares del sistema original sean soluciones generales del nuevo sistema.

3.4. La escuela de Ehresmann
El contenido de esta seccion fue elaborado a partir de [Hae05].

Ehresmann fue discipulo de Cartan. Junto con sus alumnos Reeb y Haefliger, fueron quienes
formalizaron la teoria de foliaciones.
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3.4.1. Introduccién

A continuacion se definen algunos conceptos y objetos de estudio.

Una distribucion K de dimension p (o de p-planos) y clase C” sobre una variedad V se
define del siguiente modo: a cada punto x € V se le asocia un subespacio del espacio
tangente (K(z) C T,(V)). Los subespacios varian de modo r-diferenciable al variar el
punto z. La dimensioén p es la dimension de K(x) en los puntos genéricos (o sea en los
puntos no singulares).

Sin esla dimension de V, se dice que ¢ = n—p es la codimension de K. Por la dualidad entre
campos de vectores v formas diferenciales, localmente K puede definirse por la anulacion
de un sistema de ¢ 1-formas (i.e. ecuaciones de Pfaff) linealmente independientes.

Una subvariedad integral de K es una subvariedad conexa de V de dimensién p tangente en
cada punto x a K (z). K se dice completamente integrable si por cada punto de V pasa una
Unica subvariedad integral y ademéas V es la unién disjunta de las subvariedades integrales.

Ejemplos:

» Sip=1(0sea K es un campo de vectores), K es completamente integrable (esto
resulta de la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales).

= Una distribucién de codimension 1 estd dada por una ecuacion de Pfaff w y la con-
dicion de integrabilidad es w A dw = 0. En este caso, existe localmente una funciéon
no nula A (llamada factor integrante) y una funcion ¢ (llamada integral primera) tal
que w = Ad¢p. (Observacion: es el caso particular en que la clase de w es 1 segun la
clasificacion de Frobenius y es el caso particular estudiado por Euler).

3.4.2. La tesis de Reeb

Ehresmann le propuso a Reeb estudiar las propiedades globales de las distribuciones com-
pletamente integrables, inspirado por un problema propuesto por Hopf en 1935:

= Existe sobre la 3-esfera de Riemann un campo de vectores nunca nulo v tal que
el producto escalar v.rot(v) = 0 (donde rot(v) es el rotor de v). Esta condicién es
equivalente a la condicion de completa integrabilidad de la ecuaciéon de Pfaff asociada
a v (por dualidad): w A dw = 0.

En 1944 escribieron el trabajo fundacional de la teoria de foliaciones. En ese trabajo ademas
de responder afirmativamente al problema de Hopf, publicaron el teorema de estabilidad
global:

Teorema 3.4.1 (Reeb). Si K es una distribucion completamente integrable de dimension
n-1 definida por una forma de Pfaff y si Cp—1 es una subvariedad integral compacta con
grupo de homotopia finito, toda subvariedad integral en una vecindad es homeomorfa a
Cn-1. Si ademds V,, (la variedad ambiente) es compacta, todas las subvariedades integrales
completas son homeomorfas a Cn_1 y definen una fibracion en V,,. Y si Vi, es cualquier
variedad tal que todas sus subvariedades integrales completas son compactas, entonces son
homeomorfas entre si y definen una fibracion en V,.
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Este teorema determina (con las hipotesis correspondientes) que si la variedad ambiente
es compacta, entonces las subvariedades integrales completas son las fibras de un fibrado
cuya base es S'. Y que si el espacio ambiente no es necesariamente compacto pero todas
las subvariedades integrales completas si lo son, entonces la base del fibrado es una recta.

La definicién de foliacién fue dada por Reeb en 1947.

Una foliacion de dimensién p de una variedad diferenciable V' de dimensién n es, a grosso
modo, una descomposicién de V' en subvariedades conexas de dimension p llamadas hojas,
las cuales se aglomeran localmente como subconjuntos de R” = RP x R"7P, tal que la
segunda coordenada es constante. El ejemplo més simple es la foliacion de R" = RP x R" 7P
donde las hojas son los p-planos de la forma RP x ¢ donde ¢ € R*7P,

Definicién 3.4.2. Sea V una variedad de dimensiéon n y clase C*°. Una foliacién de
clage C" y dimensién p de V, es un atlas maximal F de clase C" en V con las siguientes
propiedades:

» Si (U,p) € F entonces p(U) = Uy x Uy C RP x R"7P, donde U; y Us son discos
abiertos de RP y R™"P,

= Si (U,p) y (V,¢) € F tales que UNV # (), entonces el cambio de coordenadas
Yo t:pUNV) = p(UNV) es delaforma oo (z,y) = (hi(z,y), ha(y)). Esta
condicién dice que los cambios de coordenadas entre las cartas de F estian dados por
difeomorfismos locales que preservan las hojas.

Del trabajo de tesis de Reeb se desprendieron cinco problemas que guiaron el desarrollo de
la teorfa durante las décadas siguientes:

1. Siuna variedad V admite una distribuciéon K de dimensién p, admite una foliacién de
dimensién p 7 Més precisamente, K es homotépico a una distribucién completamente
integrable 7

2. Existe una foliacién analitica real de codimension 1 sobre S3 ? Toda foliacion de
codimension 1 de S? tiene una hoja compacta ?

3. En una foliacién topoldgica, las hoja vecinas a una hoja compacta F' simplemente
conexa, son homeomorfas a F' 7 De manera equivalente, una submersion topoléogica
propia es una fibracion 7

4. Si una foliacidon sobre una variedad compacta tiene todas sus hojas compactas, cada
hoja posee un sistema fundamental de vecindades saturadas por las hojas, o sea el
grupo de holonomia de cada hoja es finito 7

5. Bajo qué condiciones una forma de Pfaff holomorfa completamente integrable con
singularidades, admite localmente una integral primera 7

3.5. El problema de clasificacién en el caso holomorfo

El contenido de esta seccion fue elaborado a partir de [LNOT].
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3.5.1. Imntroduccién

El problema de clasificacion de foliaciones holomorfas en variedades complejas es un pro-
blema en el que se estd trabajando actualmente. En particular tiene interés el caso de
foliaciones de codimensién uno.

Una foliacién singular holomorfa de codimensién uno en el espacio proyectivo P”, puede ser
definida en una carta afin C"™ C P", por una ecuacién diferencial del tipo w = 0 donde w es
una 1-forma integrable con coeficientes polinomiales tal que w A dw = 0. O sea, est4d dada
localmente por una ecuacion de Pfaff que satisface la condicion de integrabilidad definida
por Frobenius. Si se define w del siguiente modo:

n
w= Z Aj(z)dz;
j=1
donde los A; son polinomios en z € C", la condicién de integrabilidad w A dw = 0 es

equivalente a la condicién de Jacobi:

(DA 0A; L 0 DA 04 04,
l(azj aZk)+ ](aZk 82’1)—’_ k( 8Zi 8,2]-

) =0

para cualquier terna 1 < i < j < k < n. Si se fija el grado méaximo de los polinomios, se
puede ver que los coeficientes de los A; satisfacen ecuaciones algebraicas cuadréticas, las
cuales definen un subconjunto algebraico del conjunto de todas las formas polinomiales de
un cierto grado. Este subconjunto permite parametrizar a todas las 1-formas integrables
(con el grado de los A; fijo) o sea, permite parametrizar a las foliaciones correspondientes.
El conjunto algebraico es el espacio de moduli de foliaciones proyectivas. El problema de
clasificacién consiste en determinar las componentes irreducibles del espacio de moduli.

3.5.2. Foliaciones en espacios proyectivos

A continuacién se enuncian algunas definiciones y resultados del estado actual de la teoria:

Teorema 3.5.1. Toda foliacion de codimension uno en P" puede ser definida por 1-formas
polinomiales en cartas afines.

Definicion 3.5.2. Sea F una foliacién en P”, una recta L1 inmersa linealmente en P se
dice invariante por F si esta contenida en una hoja o en sing(F) (donde sing(F) es el lugar
singular de la foliacion).

Definicién 3.5.3. Sea F una foliacién en P" y L; una recta inmersa linealmente en P”,
Tang(F, L1) es el numero de tangencias contadas con multiplicidad entre F y L.

Proposiciéon 3.5.4. Sea F una foliacion de codimension uno en P*, L1 y Lo dos rectas no
invariantes por F, entonces Tang(F, L1) = Tang(F, L2). Tang(F, L1) es por definicidn,
el grado de F.

Definiciéon 3.5.5. El conjunto de foliaciones de codimensién uno y grado k en P™ se denota
Fol(n,k).
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Proposicion 3.5.6. FEs posible identificar Fol(n,k) con un subconjunto algebraico de un
cierto espacio proyectivo PN, Sea Apy1(n) el espacio vectorial de las 1-formas en C"1 cu-
yos coeficientes son polinomios homegéneos de grado k+1. Tomando N+1 = dimc(Ag+1(n)),
surge que P(Agy1(n)) ~ PN, Una forma Q € Apy1(n) representa a una foliacion en P si
satisface las siguientes ecuaciones:

1. QNdQ =0 (que defina un ideal diferencial)
2. R.Q =0 (que sea invariante por el campo radial)

Estas ecuaciones imponen condiciones algebraicas a los coeficientes de ). Por lo tanto
Fol(n, k) puede ser identificado con el subconjunto algebraico de P(Ak11(n)) cuyos elemen-
tos satisfacen estas ecuaciones.

Proposicion 3.5.7. Para todo n > 2, Fol(n,0) tiene una inica componente irreducible.
Teorema 3.5.8. Fol(n,1) (n > 3) tiene 2 componentes irreducibles.

Teorema 3.5.9. Fol(n,2) (n > 3) tiene 6 componentes irreducibles.



Capitulo 4

Implementacion

4.1. Descripcién del proyecto

4.1.1. Introduccion

El proyecto surgié como complemento de los sistemas de algebra conmutativa para estudiar
el espacio de moduli de foliaciones proyectivas.

Como se mencioné en los preliminares esas foliaciones estan dadas por ideales diferenciales
definidos por una sola forma (w € ¢+ (d)) invariante por el campo radial. O sea que w
debe satisfacer dos ecuaciones:

» wAdw =0 (que defina un ideal diferencial)
» R_w =0 (que sea invariante por el campo radial)
Estas dos ecuaciones imponen condiciones a los coeficientes de la forma w:

» wAdw = 0 < todos los coeficientes de w A dw son 0 (porque w A dw pertenece al

espacio vectorial Qéﬁjﬂ (2d — 1))

» R.w = 0 < todos los coeficientes de R.w son 0 (porque R_w pertenece al espacio

vectorial Q&}H(d +1))

O sea que fijados n, r y d, es posible traducir el estudio de este espacio de moduli al estudio
de variedades algebraicas sobre el anillo de polinomios en los coeficientes de w.

Por ejemplo: si w es la forma genérica en Q2;(4) (en este caso, n = 4,r = 3,d = (4)):

0= Y Y datae,

#1=3 k|=4

Es posible estudiar el espacio de foliaciones de IP’fé parametrizadas por los coeficientes de

w, a partir de estudiar el ideal generado por los coeficientes polinomiales de w A dw v Riw
en Clay] (#1 =3, |k = 4)

33
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Los sistemas de algebra conmutativa tienen limitaciones para realizar operaciones con
formas genéricas del algebra diferencial. Pero pueden tratar adecuadamente los ideales de
anillos de polinomios.

Fste proyecto cubre ese vacio, o sea permite escribir explicitamente las ecuaciones que
definen al ideal asociado a la foliaciéon dada por w. Una vez que se tienen las ecuaciones del
ideal se puede, por ejemplo, intentar calcular la dimensién de sus componentes irreducibles.

4.1.2. Descripciéon de la Implementaciéon

El proyecto estd implementado en perl, que es un lenguaje multiplataforma, interpretado
y débilmente tipado. Estd orientado al manejo de strings y expresiones regulares y tiene
tres tipos de datos nativos: scalars (ntimeros y strings), arrays y hashmaps.

El proyecto estd compuesto por los siguientes médulos:

= dif fAlg.pm: una libreria de funciones matematicas

= Form.pm: una clase que encapsula los casos particulares de la libreria dif fAlg.pm
(formas, polinomios y escalares)

= Tools.pm: una librerfa de herramientas de proposito general

= ¢md: un programa de linea de comando para realizar operaciones
Cada forma diferencial estd representada por dos archivos:

= uno que contiene los términos de la forma propiamente

= y otro de metadata que contiene informacién complementaria, por ej.: cantidad de
variables (n), el diferencial (r), el grado (d) y las variables

Cada término de una forma diferencial estd compuesto por un coeficiente, un monomio y
un diferencial. Una forma se representa con un hash map en el que cada par clave-valor
define un término de la forma. El valor es el coeficiente del término y la clave codifica la
informacién del multigrado del monomio y el diferencial. El hashmap se almacena en disco
en una Berkeley DB.

Ejemplo. Consideremos la 1-forma genérica con n =2,r =1,d = 2:
w = ayx3xYdr, + agriazlde, + azaleide, + agxiaddrs + asrizidey + agxdz3da,

El contenido del archivo de la forma es:

1;0,2 = a2
11,1 =a4
1;2,0 = a0
2;0,2=ag02
2;1,1=a544

2;2,0 =agap
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Y el contenido del archivo de metatadata es:

n=2
r=1
d=2

formFile =w

formVars = aj;11 a21,1 @1;,20 a2,0,2 22;2,0 21;0,2

La decision de trabajar almacenando las formas en disco se debe a que la cantidad de
términos crece exponencialmente. Por ejemplo: la cantidad de términos de una 5-forma de

grado 12 en PO, es:
10412\ /11
= 298750452
("2")(5)

4.2. Componentes de Software

4.2.1. La libreria dif f Alg.pm

En esta libreria estan implementadas las operaciones de algebra diferencial. Estd compuesta
por tres grupos de funciones:

= Funciones combinatorias: funciones auxiliares para generar formas diferenciales ge-
néricas

= Construccion de campos y formas: funciones que construyen campos de vectores y
formas diferenciales

» Operaciones: operaciones del algebra diferencial (wedge, contraccion, derivadadeLie,
etc.)

Funciones combinatorias

El objetivo del proyecto es construir y operar con formas genéricas del C-espacio vectorial
Qfn41(d). Estas son combinaciones lineales de los generadores en las que los coeficientes
son variables. Por ejemplo paran=2,r=1,d = 2:

w = arziryde; + apriridry + azalride, + agxirddey + aszirides + agrlrid,

Donde los a; son las indeterminadas del anillo de polinomios C[a]. La base canonica del
espacio vectorial es:
zF @ dz;(con|k| = d, #I =r)

Donde los z¥ son los monomios de C[zg, . . . , 2,4 y 1os dz; son los diferenciales {dxy, . .., dz,}.
Para construir esta base es necesario generar todos lo monomios y diferenciales. Las fun-
ciones de la libreria que generan estos objetos son:

= combN _R: genera todos los subconjuntos de r elementos de un conjunto de n ele-
mentos (r,n € N, r < n). Estos son los diferenciales de Q".
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= monomialsDegrees: genera todas las secuencias de longitud n de elementos de Ny,
tal que la suma de los mismos sea d (n,d € N). Estos son los exponentes de los
monomios de Clxo, ..., Zn]4.

Funciones de construccion de campos y formas

Como se mencioné previamente, las formas diferenciales estan representadas por dos hash-
maps almacenados en disco como BerkeleyDBs: uno que contiene los términos de la forma
propiamente y otro que contiene informacién complementaria.

Las funciones de esta libreria generan el archivo que contiene los términos de la forma.

Ejemplo. El contenido del archivo (clave = valor) que representa a la siguiente forma
(n=2,d=2,r=1):

w = ayxixddry + agrizidry + azaleide + agriaddars + asrizidrs + agadridr,

es:
;2,0 =a1
1;1,1 =a9
1;0,2 = a3
2;2,0 =ay4
2;1,1 = a5
2,0,2 =ag

Los valores de hashmap son los coeficientes, mientras que las claves se arman a partir del
diferencial y los exponentes del monomio del término separados por ’;".

La libreria construye los siguientes objetos matematicos:
= formas diferenciales

= campos de vectores: si se fija el grado d de los términos, los campos de vectores tienen
estructura de C-espacio vectorial generado por z* ® a%i(con\k\ =d, 1 <i<n-+1).
En términos de implementacién son indistinguibles de las 1-formas diferenciales. Lo
que distingue a un campo de vectores de una 1-forma es el uso que se hace de él.

= polinomios homogéneos: los polinomios homogéneos de grado d definen un C-espacio
vectorial generado por los monomios z*(con|k| = d). Los polinomios son 0-formas
diferenciales.

Las funciones de construcciéon de la libreria son las siguientes:

» formCoef ficients: devuelve una forma diferencial genérica de Q. (d)

» polynomialCoef ficients: devuelve un polinomio genérico de grado d (o sea la forma
genérica de O, (d))
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» vectorField: devuelve el campo de vectores genérico de Ten (d)

» radial Field: devuelve el campo radial (Tcn (1))
Operaciones
Este grupo de funciones define las operaciones bésicas del algebra diferencial:

» wedge: calcula el wedge (A) de dos formas diferenciales

= wedgeFormPoly: calcula el wedge entre una forma diferencial y un polinomio

» wedgePolyPoly: calcula el producto de dos polinomios

= wedgeScalar: multiplica una forma diferencial por un escalar

= contraction: calcula la contraccién de un campo de vectores con una forma diferencial
= contractionOne: contrae una 1-forma diferencial contra un campo de vectores

= dif fExt: calcula el diferencial exterior de una forma diferencial

» dif fPoly: calcula la derivada de un polinomio de C"(d) (o sea el diferencial de una
0O-forma)

» add: calcula la suma de dos formas diferenciales
= addPoly: calcula la suma de dos polinomios

= LieDerivative: calcula la derivada de Lie entre un campo de vectores y una forma
diferencial

4.2.2. La clase Form.pm

La clase Form.pm estid motivada por dos aspectos:

s Encapsular las funciones de la libreria dif fAlg.pm: porque la libreria implementa
funciones distintas para casos particulares de las operaciones, por ejemplo: la funcién
wedgeFormPoly implementa un caso particular de wedge (entre una forma y un
polinomio)

» Sobrecarga de operadores: en perl es posible sobrecargar algunos operadores (ej.: +,
A) que simplifican la escritura de expresiones en los programas

Los métodos de la clase son los siguientes:

s newForm: el constructor de la clase
s add: calcula la suma de dos formas
= wedge: calcula el wedge de dos formas

» wedgeScalar: calcula el producto de un escalar por una forma
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= contraction: calcula la contracciéon de una forma por un campo de vectores
= vectorField: construye un campo de vectores

» [ieDerivative: calcula la derivada de Lie de una forma diferencial con un campo de
vectores

» d: calcula el diferencial de una forma

= R: construye el campo radial

4.2.3. La libreria Tools.pm

La librerfa T'ools.pm define un conjunto de funciones complemetarias de prop6sito general.
Conceptualmente estan agrupadas del siguiente modo:

s funciones de administracion: administran el directorio de trabajo
= funciones de creacidn de formas: permiten crear formas diferenciales concretas

= funciones matemdticas: calculan los generadores de la imagen y del nicleo del mor-
fismo que define una forma diferencial

= funciones de traduccion: construyen objetos matemaéticos de interés expresados en
lenguajes especificos (Singular, Macaulay?2, Octave). Por ejemplo un ideal en un anillo
de polinomios o una matriz numérica

4.2.4. El programa cmd

El programa cmd, es una utilidad de linea de comando que permite ejecutar de modo
conveniente las funciones de la libreria T'ools.pm.
4.3. Algoritmos Combinatorios

Las ideas para calcular la complejidad algoritmica fueron tomadas de [Wil02, Capitulos 1
y 2.

Una forma diferencial genérica es una forma en la que los coeficientes son variables. Para
poder implementar una r-forma diferencial genérica de grado d hay que poder construir
todas las r-formas monomiales de grado d.

Por lo tanto, es necesario definir algoritmos que permitan:
1. generar todas las r-formas en n variables

2. generar todos los monomios de grado d en n variables
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4.3.1. Algoritmo: Combinatorio (")

El problema de generar todas las r-formas en n variables es el problema de generar todos
los subconjuntos de r elementos de un conjunto de n elementos.

En un sentido estricto, este algoritmo devuelve la lista de todas las secuencias crecientes
de longitud r del conjunto {1,...,n}. Es claro que hay una correspondencia biyectiva entre
estas secuencias y los subconjuntos de r elementos.

A continuacién se presenta el algoritmo y posteriormente se describe su complejidad.
Algoritmo 4.3.1 (Algoritmo combinatorio).

< INPUT: pos: la posicion dentro de la lista de elementos a partir de la cual calcular el
combinatorio, n : cantidad de variables del espacio, r: el cardinal de los subconjuntos
de elementos del combinatorio

= OUTPUT: La lista de secuencias de los elementos del combinatorio (7)

1. para cada valor entero i en el rango [pos,..n —r7 + 1]

2. secuenciallength(secuencia)-r] := i

3. si r==1 (si es el Gltimo elemento de la secuencia actual)
4. asignar la nueva secuencia de r elementos a la lista

. else

6. llamar recursivamente (parédmetros: i+ 1, n, r—1)

Para calcular la complejidad temporal del algoritmo, el criterio que se adoptara sera contar
la cantidad de asignaciones (paso 2 del algoritmo).

Definicion. Sea F'(n,r) (con 1 <r <n) la cantidad de asignaciones del algoritmo.

Es posible sistematizar el conteo a partir de una relaciéon de recurrencia teniendo en cuenta
lo siguiente:

1. Sea S una secuencia creciente de longitud r, ésta puede dividirse en dos partes: S :=
S" + a, donde S’ es una secuencia de longitud r — 1y a € {1,...,n}. (Designemos a
S’ como el prefijoy a a como el ultimo elemento de S)

2. Notar que para obtener una secuencia a partir de su ultimo elemento y su prefijo
hace falta una sola asignacién.

3. Por lo tanto, como la lista que devuelve el algoritmo tiene (:f) secuencias, si se tienen
en cuenta solamente las asignaciones del ultimo elemento de cada secuencia, hay (:f)
asignaciones.

4. En relacion a los prefijos, hay que notar que el tinico elemento del conjunto {1, ...,n}
que no puede pertencer al prefijo de una secuencia creciente de longitud r, es n.



40

5. Por lo tanto, la cantidad de asignaciones asociadas a los prefijos de las secuencias
es Fln—1,r—1)

Entonces, la relacion de recurrencia queda definida del siguiente modo:

r

Fn,r)=F(n—-1,r—1)+ <n>
Y la formula cerrada asociada es:

F(n,r)zi(n_;+i>

i=1
El peor caso del algoritmo ocurre cuando F(n,r) se maximiza. Analizando el cociente
F(n,r)/F(n,r — 1) puede verificarse que el méximo se alcanza cuando r = n/2.

Para mostrar que el algoritmo no es polinomial es suficiente con encontrar una cota inferior
no polinomial de F'(n,r) para el peor caso.

Proposicién 4.3.2. 22 < F(n,n/2) < 2"

Para verificar la proposicion hay que suponer que r = n/2 (n par, el caso impar es analogo),

y notar que: . n/2 n/2+1 n—r+1
()= =(%7) =07

Para todo 1 < i < n/2. Entonces:

n/2 n/2 .
nj2 _ n/2 n/2+1 _F 5
Y por otro lado:
n/2 . n
n/2+i n n
F(n,n/Q)_ZZ:;< Z_ )<;<i>_2

Corolario 4.3.3. El orden del algoritmo es O(2")

4.3.2. Algoritmo: Monomials Degrees

FEl problema de generar los monomios de grado d en n variables es, esencialmente, el de
computar los exponentes.

FEste algoritmo resuelve el problema equivalente de generar todas las secuencias de longitud
n de elementos de Ny, tal que la suma de los mismos sea d.

A continuacion se presenta el algoritmo y posteriormente se describe su complejidad.
Algoritmo 4.3.4 (Algoritmo monomialsDegrees).

< INPUT: pos: la posicion en la tira del exponente a calcular, n : cantidad de variables
del espacio, degree: el grado total restante que queda por asignar
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= OUTPUT: La lista de secuencias de exponentes de los monomios de un polinomio
homogéneo genérico de grado total n

1. si pos no es el 4ltimo exponente de la tira

2. para cada valor entero i en el rango decreciente [degree,...,0]
3. asignar el exponente 7 en la posicidén pos de la tira
4. llamar recursivamente (pardmetros: pos+ 1, wvars, degree — i)

5. 81 no (pos es el Gltimo exponente de la tira)
6. asignar degree en la posicidén pos

7. asignar la nueva secuencia de n elementos a la lista

Para calcular la complejidad temporal del algoritmo, el criterio que se adoptara sera contar
la cantidad de asignaciones (pasos 3 y 6 del algoritmo).

Definicién. Sea F(n,d) la cantidad de asignaciones del algoritmo. (Donde n es la cantidad
de variables del espacio y d el grado total de los monomios)

Para sistematizar el conteo hay que tener en cuenta lo siguiente: si S es una secuencia de
elementos de Ny de longitud n y suma d, ésta se puede escribir como S := S’ + a (donde
S’ es el prefijoy a € Ny es el ultimo elemento de S). Hay que notar que S’ no es una
instancia de menor complejidad del mismo problema que S

1. S es una secuencia del problema: devolver las secuencias de longitud n cuyos elemen-
tos suman exactamente d.

2. Mientras que S’ es una secuencia (de menor complejidad) del problema: devolver las
secuencias de longitud n tal que la suma de sus elementos sea < d

Designando Fi(n,d) y Fa(n,d) a la cantidad de secuencias asociadas a los problemas 1) y
2) respectivamente, es claro que:

n—1

F(n,d) = Fi(n,d) + > _ F(i,d)
i=1
Porque Fi(n,d) cuenta la cantidad de asignaciones de ultimos elementos de las secuencias

del algoritmo. Y el segundo sumando (377" F5(i,d)) cuenta la cantidad de asignaciones
asociadas a los prefijos de las secuencias.

También es claro que:

sH

Fy(n,d) = Fi(n,d) + Fi(n,d — 1) + ... + Fi(n,0) = > Fi(n, j)
j=0

Porque la cantidad de secuencias de longitud n cuya suma es < d es equivalente a considerar
los casos en que la suma es: exactamente d, exactamente d — 1, etc.



42

Por otro lado:

Fi(n,d) = (n_clg+d>

Entonces:
n—1+dy i1+
=" EE(T)

Para poder estimar la complejidad se puede acotar F(n,d) del siguiente modo:

-1 -1
<n d+d> §F(n,d)§nd<n d+d>

En este caso, a diferencia del algoritmo combinatorio analizado en la seccién anterior, n y
d son independientes. Para determinar el orden del algoritmo se asume que:

= n,d— 00
LI 0 e d
Proposicion 4.3.5. n~ /24" < F(n,d) < n3/24"

La verificacién de la proposicién surge directamente de reescribir la cota inferior a partir
de la formula de Stirling (h! ~ (£)hv/2rh):

-1
(n d+d> -~ n_1/24n

Por lo tanto:
n~124" < F(n,d) < n®/?4"

Corolario 4.3.6. El orden del algoritmo es O(n3/24™)

4.3.3. Conclusiones

Los algoritmos descriptos no son eficientes en el sentido de que su complejidad no es
polinomial. No obstante, tienen buena performance para los valores de los parametros
requeridos en los casos de estudio.

4.4. Algoritmos de Algebra Diferencial

A continuacién se describen los algoritmos que implementan las operaciones de algebra
diferencial.
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4.4.1. Observaciones Preliminares

Vamos a fijar en C™ al espacio ambiente.

Sea w € Q"(c+ r) una 1-forma genérica. La podemos escribir de manera tnica como

w = Z f[ dl‘]: Z Z aJ .« X« da}[

Ie{0,1}" 1e{0,1}" a€N}
[7|=r [|=r |al=c
donde fr € Clz1,...,2n]c, Ga, € Cy notamos X¢ como
XY =afad?. L apn con  o; €Ny

y a dxy como
dey =dzi N ... Ndx;,

donde 71, ...,1, son las coordenadas de I tales que I;, =1 parak=1,...,7.

De esta forma, podemos ver a Q"(c + r) como un C-espacio vectorial con la base
Bc,r = {Xa dwl}a,[
y a cada w € Q"(c + r) asociarle las coordenadas (aq,r) en B,

Lo mismo se puede hacer para cualquier otro Q™ (—). La idea de todo esto es expresar las
operaciones usuales del algebra diferencial en coordenadas en las bases B_ _ para poder
computar soluciones de ecuaciones.

4.4.2. Wedge:w An

Sea w € Q"(c+ r) como antes y tomemos n € Q°(d + s) como

n= Y grdzy= > > bysX’da,.

Je{o,1}m Je{0,1}" BeNn
|J]=s [J|=s |Bl=d

Calculemos w A n:

wAn= Zfldﬂﬁl A ZngwJ :fogjdwf/\dwz
[I|=r |J|=s [I|=r
[J|=s

= Y frgpgdendreg= > | Y sg(IK\I) fr gir | dok =
\K‘\H—::- |K|=r+s \|I|=r

- Z hy dz g

|K|=r+s
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donde sg(I, K\) es el signo del producto dr; A dxg\ ;. Continuando

hie =Y sg(I,K\I) fr ginr = Y sg(ILK\I) | D ara brygg X | =
|I|=r |I|=r lal=c

|8|=d

= Z Z Sg(IvK\I) aj o bK\I,v\oa X7

frimc+d \ [T/=r
lal=c

Es decir que podemos escribir@

wAnN= Z Z Z sg(I, K\I) ara b1\ | X7 dog

|K|=r+s |y|=ctd \ |[I|=r

|a|=c

Algoritmo 4.4.1 (Algoritmo ¢ = w A 7).
< INPUT: Dos formas diferenciales w € Q"(c+7) y n € Q°(d + s)

= OUTPUT: Una forma diferencial ¢ € Q""5((c +d) + (r + s))

1. WEDGE := 0 (inicilizar el resultado)
2. Construir los monomios y diferenciales de la forma resultante (formCoefficients)

3. Para cada termino t de la forma resultante

4. D, := conjunto de los diferenciales aportados por w (combinatorio n,
r(w))

2. M,, := multigrados de los monomios aportados por w (monomialsDegrees)

6. para cada diferencial d, de D,

7. dy, := calcular el diferencial de 7 asociado a d, (t-d.)

8. para cada multigrado m,, de M,

9. my := calcular el multigrado de 7 asociado a my, (t-my)

10. WEDGE = WEDGE + w(my;dy) * 1(my;dy,)

!Siempre se puede agregar I C K y o C «y para simplificar la cuenta.
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4.4.3. Diferencial : dw

Vamos a calcular el diferencial exterior de w.

dw = Z ( gf) dx; Ndxy = Z <ng {i}, K\{i}) fK\{}>d T =
i=1

[1|=r |K|=r+1 \i=1
E hi drg
|K|=r+1
Teniendo en cuenta que 80X = q; X% veamos la pinta que tiene hg:
l

n

b = 3 sl KVGD M 2 5™ s3], V(i) gy X075 =
i=1 i=1
lar|=c

= > (Z sg({i}, K\{i}) (3 + 1) K\) X7

l=e-1 \

de esta forma

= > > (Z sg({i}, K\{i}) (v +1) aK\f,n,ﬁi) X" drg

|K|=r+1|y|=c—1 \ i
Algoritmo 4.4.2 (Algoritmo dw).
< INPUT: Una forma diferencial w € Q" (c+r)

= OUTPUT: Una forma diferencial dw € Q" 1((c + 1))

1. DIFFEXT := 0 (inicilizar el resultado)
2. Construir los monomios y diferenciales de la forma resultante (formCoefficients)

3. Para cada termino t de la forma resultante

4. (M, D;) := (multigrado de t, diferencial de t)

5. para cada diferencial d; en Dy

6. dy, := el diferencial D; quitando d;

7. m,, := el multiindice M; con el exponenete asociado a la variable

x; incrementado en 1

8. DIFFEXT = DIFFEXT + w(my;d,,)



46

4.4.4. Contraccion : (Y,w)
SeaY € T'(s — 1) un campo de vectores. Tenemos que Y se escribe como
n n
VoY Vom =YY e X0
i=1 i=1 6€Ng
|6]=s

. 0
donde por dx; entendemos B

Calulemos la contraccién de w por Y:

7

(Yw) =" Y fr (Owi der) = ) (Z sg(i, K +&) Y, fK+ei> dry =

7;7] |K|:T’71

= Z hy drg

|K|=r—1

hyg = Z sg(i, K + &) Y; frqe, = Z Z 59(i, K + &) Yis arcyero X0 =

i i |8|=s
lor|=c

= Z Z Sg(i,K + 82') Yi,s OK+e;7\6 X7
|v|=s+c \ 4,0

Finalmente, tenemos

(Y,w) = Z Z Z sg(i, K +¢€;) Yis agye, s | X7 drk

|K|=r—1|y|=s+c |5\i:s
Algoritmo 4.4.3 (Algoritmo (Y, w)).
< INPUT: Una forma diferencial w € Q"(c¢) y un campo de vectores Y € T'(s — 1)

= OUTPUT: Una forma diferencial ¢ € Q" 1(c + s)

1. CONTRACTION := O (inicilizar el resultado)

2. Construir los monomios y diferenciales de la forma resultante (formCoefficients)
3. Para cada termino t de la forma resultante

4. (M, Dy) := (multigrado de t, diferencial de t)

D. My := multigrados de los monomios aportados por Y (monomialsDegrees)

6. para cada variable del espacio wz;
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7. si dx; no ocurre en Dy

8. para cada multigrado my de My

9. d, := construir el diferencial de w (D; Adzx;)

10. m,, := calcular el multigrado de w asociado a my (Mi-my)

11. CONTRACTION = CONTRACTION + w(my;dy,) * Y (my;dz;)



Capitulo 5

Casos de estudio

5.1. Observaciones preliminares

A continuacion se daran algunas definiciones para poder estudiar ciertos aspectos del es-
pacio de foliaciones proyectivas.

Definicion 5.1.1. Una 1-forma logaritmica w € P" se define en coordenadas homogéneas

Como: . . .
w= (] Z)\zcjfl = \Fidf,
i=1 i=1 ¢ i=1

donder > 2, fi,..., fr son polinomios homogéneos, I; = ([ ];; f;) y los escalares A1, ..., A,
verifican:

D Adeg(fi) =0
=1

Definicion 5.1.2. Una l-forma racional w € P" se define en coordenadas homogéneas
como:

w = gr(f)fdg — gr(g)gdf
donde f y g son polinomios homogéneos y gr(f), gr(g) son los grados de f y g.

Como se mencion6 en la ultima seccién de la resena historica, al conjunto de foliaciones
de codimension uno y grado k en P" se lo denota Fol(n,k). Una foliacién de Fol(n,k) se
representa en coordenadas homogéneas por una 1-forma de grado k + 1.

Se mencion6 también que Fol(n,1) (n > 3) consta de 2 componentes irreducibles:
1. R(n;1,2): son formas racionales tal que deg(f) =1, deg(g) = 2.

2. L(n;1,1,1): son formas logaritmicas tal que deg(f1) = deg(f2) = deg(f3) = 1.

Por altimo, Fol(n,2) (n > 3) consta de 6 componentes irreducibles:

1. R(n;2,2): son formas racionales tal que deg(f) = deg(g) = 2.

48
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2. R(n;1,3): son formas racionales tal que deg(f) =1y deg(g) = 3.

3. L£(n;1,1,1,1): son formas logaritmicas tal que deg(f1) = deg(f2) = deg(fs) =
deg(fs) = 1.

4. L(n;1,1,2): son formas logaritmicas tal que deg(f1) = deg(f2) =1y deg(f3) = 2.

5. PBL(n,2): son formas que son pull-back de foliaciones en P? por una aplicacion
racional: ¢ : P* — P?

6. Af(n;1,2,3;1,—1): a esta componente se la conoce como componente excepcional.

5.2. Componentes irreducibles

El problema de entender las componentes irreducibles del espacio de moduli de foliaciones
proyectivas fue el que motivé el desarrollo de diffAlg. Lo que se conoce hasta ahora esta
expuesto en [LNOT].

El objetivo era tratar de extender los resultados conocidos a Fol(n,3). Pero eso no fue
posible porque, a pesar de que con diffAlg se puede generar el ideal de ecuaciones, los
sistemas de algebra conmutativa (Singular y Macaulay?2) no pueden calcular la base de
Grobner requerida para hacer una descomposicion primaria del ideal.

Por lo tanto tuvimos que orientar el estudio en otras direcciones.

5.2.1. Foliaciones en P?

Es un resultado conocido que los elementos del conjunto Fol(2,k) (el conjunto de foliaciones
en P? de grado k + 1) definen una tinica componente irreducible.

En Singular y Macaulay2 se puede computar el espacio de moduli de foliaciones de P?
grado a grado. Para eso primero es necesario generar el ideal con diffAlg. Por ejemplo, el
siguiente programa calcula las foliaciones en Fol(2,1) (que equivalen a 1-formas de grado
2 integrables y proyectivas):

$w = newForm(3,1,2,"w","a");

my $integ = $w A d$w;

renameForm($integ, "integ");
renameForm(contraction(R(3), $w),"contr");
toSingular("integ", "contr");

De modo anélogo se puede computar el ideal para grados superiores. A continuacion se
detallan los resultados de este anélisis:
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espacio | grado | componentes | dimensién
Fol(2,0) 1 1 3
Fol(2,1) 2 1 8
Fol(2,2) 3 1 15
Fol(2,3) 4 1 24
Fol(2,4) 5 1 35
Fol(2,5) 6 1 48
Fol(2,6) 7 1 63
Fol(2,7) 8 1 80

Donde el "grado" es el grado de los monomios de las formas diferenciales, las "componentes"
es la cantidad de componentes de la variedad en el espacio de moduli y la "dimensién" es la
dimension de la variedad. Este analisis permite verificar en estos casos que Fol(2,k) define
una unica componente y que la dimension de Fol(2,k) es (k + 1)(k + 3). Esto ultimo se
debe a que las tinicas ecuaciones que tienen relevancia son las de radialidad. Estas tienen
la codimensién correcta.

Este resultado es util como cota de la dimension de la componente pull-back: PBL(n, k)
para cualquier k.

5.3. Espacio tangente

Las definiciones de deformaciones infinitesimales de una foliacién, se encuentran en el
apéndice de "Deformaciones y Unfoldings".

El espacio tangente en un punto w del espacio de moduli se identifica con las deformaciones
nfinitesimales de w modulo la deformacion en la direccidon de w.

La dimensién del espacio tangente en un punto regular de una variedad tiene la misma
dimensién que la variedad, o sea que a partir de esa informacién local se puede extraer
informacién global.

El espacio tangente en un punto es un espacio vectorial. diffAlg permite calcular una base
del mismo.

5.3.1. Caso de estudio: £(4;1,1,2)

Para ilustrar el procedimiento, consideremos la siguiente 1-forma genérica w € £(4;1,1,2)
(que se corresponde con un punto regular del espacio de moduli):

w = A1fofadft + A2 f1 f3dfa + A3 f1 fadfs
fi=m:
fo =2
f3 =% — 23 + iz} — a3

)\1:17)\2:%)\3:_%
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Para generar los polinomios fi,..., f3 ver el apéndice correspondiente. El programa que
genera la forma w es:

$f1 = newForm(‘f1’);
$£2 = newForm(‘f2?);
$£3 = newForm(‘f3’);

$wl = ($£2 A $£3) A d($f1);

$w2 = wedgeScalar(i, ($f1 A $£3) A d($£2));

$w3 = wedgeScalar(-(i+1)/2, ($f1 A $£2) A d($£3));
$w = $wl + $w2 + $w3;

El programa que calcula las deformaciones infinitesimales proyectivas de w es:

$w
$n

newForm(‘w’) ;
newForm(4,1,3,‘n’,‘b?);

renameForm(contraction(R(4), $n), ‘contraccion’);
renameForm($w A d$n + d$w A $n, ‘deformaciones’);
toSingular("deformaciones", ‘contraccion’);

Este programa genera el ideal de ecuaciones que expresan las dos condiciones: que la
forma descienda al espacio proyectivo y que sea una deformacion de w. La tltima linea del
programa genera un archivo para Singular. Y por ejemplo se puede calcular la dimensién
de dicho espacio:

Ejecutar D

Singular deformaciones__contraccion.singular
dim(groebner(I));

La dimensiéon de las deformaciones infinitesimales es 17, por lo tanto la dimensién del
espacio tangente es 16 (porque hay que cocientar por la deformacion en la direccion de
w). Para calcular espcificamente los generadores de este espacio en el formato interno de
diffAlg, se puede proceder de la siguiente manera en la linea de comando:

./cmd -gK deformaciones__contraccion
./cmd -tS deformaciones__contraccion_gK
./cmd -eG deformaciones__contraccion_gK.singular

Estos comandos generan los 17 archivos correspondientes a los generadores de las defor-
maciones infinitesimales.

'Observar que en este caso las ecuaciones son lineales, de modo que el calculo de la base de Grébner se
reduce a triangular un matriz
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5.4. Deformaciones y Unfoldings

En esta seccién se comparan deformaciones y unfoldings de una foliaciéon dada. Se suponen
conocidos los contenidos del apéndice correspondiente en el que se definen los conceptos

5.4.1. Caso de estudio: £(4;1,1,2)

Este caso de estudio se anexa al caso anterior (espacio tangente). La idea es calcular la
dimension de los espacios de la sucesion exacta (definida en el apéndice):

01:0— K(w) — U(w) — D(w)
asociados a una 1-forma w. La dimension de D(w) como se mostr6 anteriormente es 17.

El programa que calcula las ecuaciones que definen a K(w) (factores integrantes) y U(w)
(unfoldings) es el siguiente:

$w = newForm("w");
$h = newForm(4,0,4,"h","a" );
$n = newForm(4,1,3,"n","b");

$factIntegrantes = $h A (d$w)+$w A (d$h);
$unfoldings = ($h A (d$w))-($w A ($n-(d$h));

Cabe aclarar que la condicién de radialidad estd implicada por la condicién de unfolding,
por lo tanto no hay que contraer a $n con el campo radial

En este andlisis surge que las dimensiones de los espacios vectoriales K (w), U(w) y D(w)
son respectivamente: 1, 17 y 17. Esto muestra que la dimension de la proyeccion de U(w)
en D(w) es 16, por lo tanto existe una deformacioén que no proviene de un unfolding.

5.4.2. Conclusiones

Este caso de estudio se muestra cémo es posible calcular la homologia del complejos o1
para una forma diferencial fija. Esa informacion es valiosa porque aclara la relacién entre
las deformaciones y los unfoldings de la foliacién asociada, algo que no estaba explorado
hasta ahora.

Este tema est4 desarrollado en profundidad en [Mol12].
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Conclusiones

Si bien el proyecto fue pensado para calcular las componentes irreducibles de foliaciones de
codimension 1 en P™ de grado 3, esto no fue posible porque la técnica empleada por los pro-
gramas de algebra conmutativa, las bases de Grébner, tienen una complejidad doblemente
exponencial.

El proyecto fue fundamental para calcular la dimension del espacio tangente en un punto
del espacio de moduli de foliaciones proyectivas. Esto se debe a que el espacio tangente esta
dado por ecuaciones lineales y este calculo tiene complejidad polinomial. Por ejemplo, esto
permite determinar si dos puntos regulares dados estdn en distintas componentes, esto se
puede ver comparando las dimensiones de sus respectivos espacios tangentes.

FEste proyecto pudo realizarse combinando conocimientos provenientes de distintas dis-
ciplinas. Demostré gran utilidad para extraer conclusiones de diversos casos de estudio,
por ejemplo: la conexiéon entre deformaciones y unfoldings. Permitié enunciar conjeturas y
construir contraejemplos. En particular el trabajo doctoral [Moll2] hizo uso intensivo de
las capacidades de este proyecto.
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Trabajos futuros

Un trabajo futuro a realizar es el de computar la dimensién de las componentes logaritimi-
cas y racionales. Para eso se debe generar un programa heuristico que calcule la dimensién
del espacio tangente en un punto regular logaritmico o racional elegido al azar.

La dimensién del espacio tangente en un punto se calcula como el rango de un matriz. En
los ejemplos estas matrices son esparsas y de gran tamano, por lo cual nos vimos en la
necesidad de hacer una aplicacién que triangule este tipo de matrices. Los programas de
calculo numérico (Octave, Matlab) tienen limitaciones para tratar estos casos. El proble-
ma que se nos presentd es poder controlar la propagacion de los errores con operaciones
de punto flotante. Una alternativa que implementamos fue considerar las operaciones en
cuerpos finitos, dando un resultado exacto. Quedaria pendiente solucionar el problema en
caracteristica 0.

o4
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Apéndices

8.1. Operaciones con diffAlg

8.1.1. Los programas perl

Los programas en per! deben incluir el siguiente encabezado:

#!/usr/bin/perl
use DB_File;

use Form;

use Tools;
require "formrc";

Hay dos formas de empezar a trabajar en un programa: cargando una forma diferencial
que ya existe en el directorio de trabajo o crear una forma genérica (donde los coeficientes
son variables). La instruccion es la misma con distintos pardmetros. Por ejemplo, si en el
directorio de trabajo ya esta creada la forma w, la instruccién:

$w = newForm("omega");

la carga y se la asigna a la variable $w. Por otro lado, si se quiere trabajar con una forma
genérica, se la puede construir mediante:

$w = newForm(4,1,2,"omega","a");

en este caso se crea el archivo omega que representa una 1-forma de grado 2 en las variables
x1,...,2Tq4, donde los coeficientes son las variables a;, v se la asigna a la variable $w.

Las operaciones entre formas diferenciales son operadores sobrecargados. La siguiente tabla
describe sus caractersticas:
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operador descripcion ejemplo
A wedge de dos formas $w A $h
+ suma dos formas $w + $h
- resta dos formas $w - $h
|| | contrae una forma por un campo | $campo || $forma
d diferencial de una forma d$w
R es el campo radial R

A modo de ejemplo se detalla un programa que permite calcular las ecuaciones de las
1-formas integrables de grado 2 en las variables x1,...,x4:

#!/usr/bin/perl
use DB_File;

use Form;

use Tools;
require "formrc";

$w = newForm(4,1,2,"omega", "a");
$w A d$w;

8.1.2. Creacién manual de formas diferenciales y polinomios

Para definir manualmente formas diferenciales, debe seguirse el siguiente procedimiento:
1. Crear un archivo de texto con cierto formato.
2. Editar el archivo para ingresar los coeficientes.

3. Transformar el archivo de texto en una Berkeley DB.

Supongamos que se quiere crear la siguiente forma diferencial:
w = Qx%dacg + zoxsdrs + 3$id$4

Se trata de una 1-forma homogénea de grado 2 en las variables x1,...,24. Para crear el
archivo de texto se emplea el comando:

cmd -d 4 1 2 omega

Este comando genera el archivo de texto omega.mk. El archivo de texto contiene pares
(clave=valor) donde la clave codifica el diferencial y el multigrado de cada término (sepa-
rados por ";") v el valor es el coeficiente de dicho monomio. Por ejemplo, el par: 2;2,0,0,0

= 2 representa al término 2z3dzs .

Luego hay que editar el archivo e ingresar los valores de los coeficientes de w:
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2:2,0,0,0 = 2
3:1,1,0,0 = 1
4:0,0,0,2 =3

Para tranformar el archivo en una Berkeley DB hay que ejecutar el comando:
cmd -b omega.mk

Este comando crea los dos archivos que representan a la forma w: el archivo con los términos
("omega") y el de metadata ("omega.meta"). En caso de que se quiera definir manualmente
un polinomio el procedimiento es el mismo teniendo en cuenta que un polinomio es una
0-forma.

8.1.3. Visualizar una forma diferencial

Una forma diferencial esta representada por dos archivos: uno contiene los términos de la
forma y otro contiene la metadata. Ambos son archivos con formato Berkeley DB del tipo
(clave=valor).

Supongamos que en el directorio de trabajo tenemos los archivos correspondientes a una
cierta forma w. Para visualizar sus términos hay que ejecutar el comando:

cmd -v omega
Y para visualizar sus metadata hay que ejecutar el comando:

cmd -v omega.meta

8.1.4. Traduccién a Singular y Macaulay2

Al trabajar con formas diferenciales en un cierto espacio vectorial Qp,(d), es de gran
utilidad saber bajo qué condiciones se anulan sus coeficientes (que son polinomios en un
cierto anillo). Ese analisis se traduce en el estudio del ideal definido por los coeficientes.

En este tipo de situaciones es conveniente traducir las ecuaciones del ideal al formato de
un lenguaje de algebra conmutativa como Singular o Macaulay?2. Para ello diffAlg provee
2 funciones. Supongamos que en el directorio de trabajo se tiene una forma w cuyo ideal
de coeficientes se quiere traducir. En el caso de Singular hay que ejecutar:

cmd -tS omega
Y en el caso de Macaulay?2:
cmd -tM omega

Estos comandos dejan en el directorio de trabajo los archivos omega. singular y omega.macaulay?2
respectivamente.
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8.1.5. Dimensién de un ideal en Singular

Una vez que se tradujo un ideal al lenguaje Singular, uno puede por ejemplo querer calcular
su dimensién. Supongamos que en el directorio de trabajo se tiene una forma w y su
correspondiente traduccon a Singular. Primero hay que cargar el ideal en Singular.

Singular omega.singular
Y luego dentro de Singular, para calcular la dimensién hay que ejecutar el comando:

dim(groebner(I));

8.2. Deformaciones y Unfoldings

8.2.1. Definiciones

En esta seccion se mostrara cémo el proyecto diffAlg permitié precisar algunas conexiones
entre las nociones de deformacidn y de unfolding de una foliacién proyectiva de un cierto
grado fijo.

Trabajaremos con una foliacién fija, que por el teorema de Frobenius equivale a w € Q%m (d)
homogénea que verifica:

= Condicién de integrabilidad: w A dw = 0.
= Contraccion con el el campo radial: ip(w) =0 .

A lo largo de la seccion S designara a Clzg,...,z,], y Sg serd la componente homogénea
de grado d.
Definiciéon 8.2.1. Una deformacion infinitesimal de orden 1 de w estd dada por una
1-forma diferencial integrable é,, de la siguiente forma:

0w = w+€n

donde €2 =0, n € Q.. (d).

La condicion de integrabilidad de 4, se sintetiza en la expresion:
wAn:=wAdn+doAn=20
Al conjunto de deformaciones de w, lo denotamos:

D(w) = {n € Qpn(d)/ w1 1n=0}
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Definicién 8.2.2. Un unfolding infinitesimal de orden 1 de w esti dada por una 1-forma
diferencial integrable p,, de la siguiente forma:

le = w + €n + hde

donde €2 = ede = 0, n € QL. (d), h € Sy.

La condicién de integrabilidad de p,, se sintetiza en la expresion:
hdw =w A (n — dh)
Al conjunto de unfoldings de w, lo denotamos:

U(w) = {(h,n) € Sa x Qpn(d)/ hdw =w A (- dh)}

Definicién 8.2.3. Un factor integrante es un polinomio homogéneo h € S; tal que:
hdw = —w A dh

De modo equivalente un factor integrante es un polinomio h € Sy tal que:

d(w/h) =0

Al conjunto de factores integrantes de w, lo denotamos:

K(w)={h € S4/ hdw=—wAdh}

Un hecho inmediato de la definicién anterior es que:
(h,0) e U(w) & h € K(w)
Por otro lado, vale la siguiente propiedad:

(h,n) € U(w) = n € D(w)

FEstos hechos dan lugar a la siguiente sucesiéon exacta corta:
01:0— K(w) — U(w) — D(w)

8.2.2. Clases de isomorfismo

Antes de enunciar las definiciones cabe mencionar que un campo de vectores de grado 0 es
de la forma:

0
X = Z_fia—xi, deg(fi) =1
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Definicién 8.2.4. El espacio de clases de isomorfismo de deformaciones se define del
siguiente modo

D(w) = D(w)/L(w)
L(w) ={Lx(w)/ Xesun campo de vectores de grado 0}

Definicion 8.2.5. El espacio de clases de isomorfismo de unfoldings se define del siguiente
modo

U(w) =U(w)/J(w)
J(w) ={(ix(w), Lx(w))/ Xes un campo de vectores de grado 0}
Una observacién inmediata es que por la proyeccién en la segunda coordenada:

J(w) — L(w)

Esto permite pasar al cociente la sucesién exacta oy:

02:0— K(w)/J1(w) N K(w) — U(w) — D(w)

donde J;(w) designa la primer coordenada de J(w).
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