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Resumen

En este trabajo se estudia una manera de manejar la interferencia en modelos

de optimizacién combinatoria que representan redes de comunicacién inaldmbrica.
En una red tipica se tiene interferencia por co-canalidad cuando dos antenas que
solapan sus areas de cobertura utilizan la misma frecuencia para establecer las comu-
nicaciones. Por otra parte, se genera una interferencia de menor magnitud cuando
estas antenas utilizan canales de frecuencias adyacentes.
Esto motiva la formulacién del minimum-adjacency vertex coloring problem que,
dado un grafo de interferencia GG representando la potencial interferencia entre las
antenas y un conjunto de colores/canales, consiste en hallar un coloreo de G mini-
mizando la cantidad de aristas cuyos Vvértices reciben colores adyacentes.

Se presentan en este trabajo tres modelos de programacién lineal entera y se
reportan resultados computacionales para estimar la contribucién practica de cada
uno de ellos. Se elije luego la mejor formulacidn y se realiza un estudio poliedral del
politopo asociado. Se presentan cuatro desigualdades vélidas, las cuales definen fa-
cetas del mismo. Finalmente, se describe la implementacién de un algoritmo Branch
& Cut y se presentan los resultados computacionales obtenidos.

Abstract

In this work we study a particular way of dealing with interference in combinato-

rial optimization models representing wireless communication networks. In a typical
wireless network, co-channel interference occurs whenever two overlapping anten-
nas use the same frequency channel, and a less critical interference is generated
whenever two overlapping antennas use adjacent channels.
This motivates the formulation of the minimum-adjacency vertex coloring problem
which, given an interference graph G representing the potential interference between
the antennas and a set of prespecified colors/channels, asks for a vertex coloring of
G minimizing the number of edges receiving adjacent colors.

In this work, three integer programming models are presented for this problem
and computational results are provided in order to assess the practical contribution
of each one. The best formulation is chosen and a polyhedral study is performed
on the polytope asociated. Four facet-defining inequalities are presented for this
formulation. Finally, an implementation of a Branch & Cut algorithm is described
and its computational results are presented.
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cAPiTuLO 1

Introduccidon

Las comunicaciones hoy en dia representan un aspecto fundamental de la
sociedad como tal. La importancia de la transmisién y recepcién de informacion
hacen imprescindible el hecho de establecer medios de comunicacién eficaces.
Las redes inaldmbricas, en particular, resultan ser una de las tecnologias més
prometedoras y abarcativas para esta tarea y, por este motivo, han sido objeto
de estudio intensivo en los anos recientes. Ejemplos de esto son los sistemas
de telefonia celular basada en satélites, los sistemas de radio de tipo point-to-
multipoint y los sistemas de telefonia celular mévil terrestre (ver [1, 11]).

En este capitulo se presentard con detalle una de las tecnologias mas uti-
lizadas en el &mbito de los sistemas de redes inalambricas para telefonia celular,
a saber las redes GsM, y se planteara un problema asociado a las mismas.
Luego de comentar el estado del arte de este problema, se lo modelara matemati-
camente formulando el minimum adjacency vertex coloring problem. Finalmente
se hara un breve resumen de los contenidos de cada capitulo de este trabajo.

1.1. Redes GsM de telefonia celular

El sistema GsM (de General System for Mobile Communications) provee
un servicio de comunicaciones inaldmbricas para envio y recepcién de voz y
de datos. En cuanto a los servicios de envio y recepcién de datos, éstos son
usualmente utilizados para brindar servicio de acceso a Internet y servicios de
mensajeria corta (SMS).

Redes y antenas

Para que las comunicaciones puedan ser establecidas en un drea determinada,
es necesario cubrir la misma con una red de antenas fijas, también llamadas
TRXs. Cada una de estas antenas cubre una determinada porcién del drea. En
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Figura 1.1: Red de antenas cubriendo un area

la Figura 1.1 se muestra un ejemplo de este tipo de redes.

Estas redes utilizan frecuencias de radio para establecer las comunicaciones.
Las frecuencias utilizadas corresponden a una determinada porcion del espectro
electromagnético, la cual estd dividida en canales discretos. A cada antena se
le asigna uno o mas canales para establecer las comunicaciones necesarias, cada
una de ellas puede establecer un nimero fijo de comunicaciones en simultdneo
utilizando técnicas de multiplexacién en el tiempo. Este limite suele ser de 7
u 8 comunicaciones simultaneas en general y por este motivo en dreas de mu-
cho tréafico de red, suelen desplegarse mas de una antena para cubrir las mismas.

Comunicaciones

Cuando una persona quiere establecer una comunicacién utilizando un telé-
fono celular, el mismo debe detectar primero las antenas que estan cubriendo
el lugar en la que se encuentra. Una vez detectada la antena mas cercana, el
teléfono utilizara el canal asignado a la misma para establecer una comunicacion
con ella. De ahi en adelante, mientras el mévil se mantenga dentro del area de
cobertura de esta antena, la comunicacion seguird establecida utilizando el canal
asignado a la misma.
El teléfono puede encontrarse en movimiento, con lo cual es probable que en
algin momento llegue a una interseccién entre dos areas de cobertura de dis-
tintas antenas. En este momento el aparato detectarda que la senal utilizada
comienza a perder poder y que a su vez una nueva senal estd gandndolo. Se pro-
duce aqui un proceso llamado hand-over que consiste basicamente en el pasaje
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de la comunicacién de una antena a la otra. Este proceso debe hacerse sin que
el usuario lo note.

Interferencia en las comunicaciones

Como se mencioné previamente, existen regiones del drea que se encuentran
cubiertas por mas de una antena, en las cuales se efectiia el proceso de hand-over.
Sin embargo, este proceso, asi como las comunicaciones en estas areas, funciona
correctamente solo cuando las antenas en cuestién utilizan distintos canales para
sus comunicaciones, pues en los casos en que éstas comparten el canal asignado,
se produce una interferencia llamada interferencia por co-canalizacion, la cual
impide el establecimiento de comunicaciones dentro del area.
Otro tipo de interferencia surge cuando las antenas en cuestién utilizan canales
adyacentes, conocida como interferencia por canales adyacentes. Este tipo de
interferencia no prohibe por completo las comunicaciones en el area, aunque
genera problemas menores en las mismas.

ok

Por estos motivos, puede verse que el problema de asignar canales a las an-
tenas de una red, evitando este tipo de inconvenientes, puede resultar ser un
problema muy dificil. En las siguientes secciones de este capitulo mencionare-
mos los trabajos hechos sobre estos temas y luego presentaremos el problema
particular analizado en este trabajo.

1.2. Estado del arte

El problema de asignacion de frecuencias en redes de telefonia celular es muy
importante en la préactica, ya que todos los operadores de telefonia celular con
tecnologia GsM deben enfrentarse con él.

Este problema tiene muchas caracteristicas que lo transforman en un problema
dificil en la préctica. Ademas de su complejidad computacional tedrica, diversos
aspectos précticos dificultan el mismo, por ejemplo:

e El trafico en una red es un dato muy dificil de estimar a priori.

e Las interferencias dadas entre cada par de antenas dependen de diversos
factores como la distancia entre ellas, la presencia de obstéculos (edificios,
elevaciones del terreno, etc), la ubicacién de otras antenas, etc., y por ello
son dificiles de medir.

e En redes grandes, se dificulta estimar a priori el impacto que generan los
cambios en las mismas.
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Muchas variantes y simplificaciones de los problemas de asignacién de fre-
cuencias han sido muy estudiados utilizando heuristicas y algoritmos aproxima-
dos. Ejemplos de ello se pueden ver en [2, 3, 5, 12, 13, 14, 19].

Existen también aplicaciones de software basadas en técnicas de optimizacion
combinatoria, las cuales se utilizan para obtener planes de asignacién de frecuen-
cias. Ejemplos de ellas son:

e Mentum Planet© (Metnum — http://www.mentum.com),
e CelPlan®© (CelPlan Technologies, Inc. — http://www.celplan.com), y
e Motorola NetPlan®© (Motorola - http://www.motorola.com).

Estos paquetes utilizan técnicas heuristicas y metaheuristicas (algoritmos ge-
néticos y algoritmos evolutivos, principalmente), combinados con heurfsticas
ad-hoc para casos particulares. Actualmente, todos los operadores de telefonia
celular cuentan con este tipo de paquetes de software.

Sin embargo, hay muy pocos estudios sobre métodos exactos de resolucién para
este tipo de problemas. La aplicacion de programacién lineal entera para la
planificacién de frecuencias en redes GsM fue propuesta por primera vez en [3] y
las ideas derivadas de ese trabajo inicial se continuaron parcialmente en [6] y [7].

Los problemas de asignacién de frecuencias en redes de telefonia celular estan
muy relacionados, como veremos mas adelante, con los modelos clasicos de co-
loreo. Estas relaciones se estudian con detalle en [8].

1.3. El problema a estudiar

Una caracteristica importante del problema practico es la existencia de los
dos tipos de interferencia mencionados en la Seccién 1.1. Estas interferencias se
pueden manejar de distintas formas de acuerdo con la definicién del problema
e incluso de las preferencias del operador de la red de telefonia.

Una posible situacién en la planificacién, si se sabe que no hay una gran canti-
dad de tréafico en la red' y hay una cantidad suficiente de canales disponibles,
corresponde a prohibir ambos tipos de interferencia.

Por otro lado, una practica habitual es penalizar fuertemente la co-canalizacion
y admitir, con una penalizaciéon mas débil, las interferencias por canales adya-
centes.

Motivado por esta practica habitual, en esta tesis se estudia un problema
de optimizacién combinatoria que captura este tratamiento de la interferencia,
prohibiendo las interferencias por co-canalidades y minimizando las interferen-
cias por canales adyacentes sobre la estructura combinatoria resultante.

1Es decir, no serd necesario cubrir una misma zona con més de una antena.
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La idea de este problema es capturar las caracteristicas de la planificacion rela-
cionadas con este doble nivel de interferencia, estudiando sus implicaciones sobre
la estructura combinatoria del problema resultante.

Grafo de interferencia

Para un modelado correcto de este problema definimos el grafo de interferen-
cia G = (V, E) asociado a una instancia. En el mismo, para cada antena de la
red existe un vértice en V', y para cada par de antenas cuyas areas de cobertura
se solapen, se unen los vértices correspondientes con una arista de F.
Se define ademéds un conjunto de colores consecutivos C' = {¢1,...,¢}, con el
cual se representan los canales disponibles para la asignacién.
Con estas definiciones, puede verse claramente que un coloreo de G que utilice
colores de C' representa una asignacion de frecuencias sin co-canalidades para
la instancia.

Como se coment6 en la Seccion 1.2, las interferencias dadas entre cada par
de antenas dependen de diversos factores y por lo tanto se considera a las mis-
mas como un dato de entrada para el problema. Para cada vw € E, definimos
Y(vw) € [0,1] como el nivel de interferencia generado cuando v y w reciben
colores/canales adyacentes. De esta forma, podemos definir el minimum-adja-
cency vertex coloring problem como el problema de hallar un coloreo vélido de
G utilizando colores de C' minimizando la suma de las interferencias generadas
por canales adyacentes. Formalmente,

min Z Y(ow) yGC(G,C)}

vweEE
ly(v)—y(w)|=1

donde C(G,C) representa el conjunto de todos los coloreos validos de G que
usan colores de C.

Es sencillo ver que este problema resuelve el problema clasico de coloreo y

de esta manera se demuestra que el minimum-adjacency vertex coloring problem
es NP-hard ([9]). Esto justifica la eleccién de un método de programacién lineal
entera.
Si bien diversos problemas de asignacion de frecuencias han sido estudiados en la
literatura, no estamos al tanto de estudios sobre este problema particular, es de-
cir, sobre el minimum-adjacency vertex coloring problem. Mas aun, no tenemos
conocimiento de estudios poliedrales sobre problemas derivados de la asignacién
de frecuencias en redes de telefonia celular con tecnologia GSM.
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1.4. Contenido de la tesis

El objetivo de esta tesis es realizar un estudio poliedral del minimum-ad-
jacency vertex coloring problem, e implementar un algoritmo Branch & Cut
basado en estos resultados.

En el Capitulo 2 se presentan tres modelos de programacién lineal entera
para el problema propuesto y se realiza una experimentacién con un algoritmo
Branch € Bound sobre un conjunto de instancias. Se analizan los resultados
obtenidos con el objetivo de elegir uno de estos modelos como punto de partida
para realizar un estudio tedrico sobre el poliedro asociado.

El Capitulo 3 presenta el estudio poliedral realizado al politopo asociado
al modelo elegido en el capitulo anterior. Se presentan aqui cuatro familias de
desigualdades vélidas para el poliedro y se demuestra que, bajo ciertas condi-
ciones, éstas definen facetas del mismo.

En el Capitulo 4 se detalla la implementacién de un algoritmo Branch &
Cut que utiliza como planos de corte las familias propuestas en el capitulo an-
terior. Se presentan diversos procedimientos de separaciéon basados en técnicas
de backtracking y en heuristicas golosas. Se muestra también la implementacion
de técnicas adicionales, incluyendo técnicas de redondeo de soluciones, seleccion
de variable de branching y fijacion de variables por implicaciones ldgicas.

En el Capitulo 5 se comenta en detalle la experimentacién realizada con el
algoritmo Branch & Cut implementado. La misma estd dividida en cuatro eta-
pas progresivas con el objetivo de ir refinando la configuracién para el Branch
& Cut. Se prueban distintas familias de desigualdades y distintos valores de
parametros, tanto para los procedimientos de separacién como para parametros
propios del Branch €& Cut. Finalmente se exponen una conclusiones y se com-
paran los tiempos de ejecucién con los resultados obtenidos por CPLEX.

Por tltimo, en el Capitulo 6 se reunen las conclusiones obtenidas a lo largo
de esta tesis y se describen algunas lineas de trabajo futuro.

Se agrega en el Apéndice A una recopilacién de conceptos bésicos sobre
temas de optimizacién combinatoria y teoria poliedral, con el objetivo de servir
de referencia al lector para poder comprender correctamente todos los conceptos
del presente trabajo.



CAPITULO 2

Modelado con programacion lineal entera

En este capitulo se plantean tres formulaciones de programacién lineal en-
tera para modelar el minimum-adjacency vertex coloring problem; dos de ellas
son adaptaciones de formulaciones preexistentes para el problema clasico de co-
loreo de vértices y la tercera es, a nuestro entender, un nuevo enfoque para el
modelado de problemas de coloreo de grafos con técnicas de programacién lineal
entera. Se comenta también una cuarta formulacién para problemas de coloreo
tenida en cuenta, que no puede ser adaptada a este problema en forma directa.

Finalmente se presentan resultados computacionales con los tres modelos
iniciales y sobre la base de esta nueva informacién se elije el modelo a utilizar
como punto de partida para el estudio poliedral del Capitulo 3.

2.1. Stable model

Este modelo es una adaptacién directa del modelo presentado en [15] para
el problema clasico de coloreo de grafos. Para cada vértice v € V' y cada color
c € C utilizamos la variable de asignacion binaria x,., de modo tal que x,. =1
si el vértice v recibe el color ¢ y x,. = 0 en caso contrario. También utilizamos,
para cada vw € E, con v < w, la variable de adyacencia binaria z,,, que
recibird el valor 1 siempre que los vértices v y w reciban colores adyacentes.
De esta manera, el stable model para el minimum-adyacency vertex coloring
problem queda dado por:

min Z (VW) X Zyyy

vweE
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> e =1 Yo eV (2.1)

ceC
Toe + Twe < 1 Yow € E,v <w, VYeeC (2.2)
Toey + Twey, < 1+ 2y Yow € E,v <w, Vep,c0 €Ciler —eo] =1 (2.3)
Zye € {0,1} YveV, VeeC (2.4)
Zow € {0,1} Yow € E,v < w. (2.5)

Las restricciones (2.1) aseguran que cada vértice reciba exactamente un co-
lor de C' y las restricciones (2.2) impiden que vértices adyacentes reciban un
mismo color, obteniendo asi un coloreo valido para el grafo. Por otro lado, las
restricciones (2.3) indican que la inica manera para que dos vértices adyacentes
reciban colores adyacentes es que la variable de adyacencia correspondiente tome
el valor 1, pues de lo contrario la suma de las variables de asignacién no po-
dra superar 1, es decir, ambas variables no podran estar prendidas al mismo
tiempo. Cabe notar el hecho de que estas restricciones no aseguran que la varia-
ble de adyacencia z,,, tome el valor 0 cuando los vértices v y w reciban colores
no adyacentes, sin embargo dado que la funcién objetivo consiste en minimizar
dichas variables, las mismas tomaran ese valor en cualquier éptimo siempre que
esto sea posible!.

El tamafio del stable model es de nt 4+ m variables y n +m(2t — 1) restricciones.

2.2. Orientation model

Este modelo es una adaptacién directa del orientation model para el proble-
ma cldsico de coloreo de grafos [3]. Para cada vértice v € V', definimos la variable
de color entera x, € {1,...,t}, que contiene el color asignado a v. Definimos
también, para cada arista vw € E, con v < w, las variables de orientacion bi-
narias 0,y ¥ Owe de manera tal que 0, = 1 si y sélo si x, < x,. Por ltimo,
incluimos también las variables de adyacencia definidas para el modelo ante-
rior. Bajo estas definiciones, el orientation model para el problema de coloreo
de grafos queda dado por:

min Z Y(VW) X Zyy

vweE
Ovw + 0w =1 Yow € E,v < w (2.6)
Ty — Ty 22— 2y — (|C| + 1) X 0y Yow € E,v < w (2.7)
—Zy + X > 2 — Zpw — (|C| + 1) X 0o Vow € E,v < w (2.8)
1<z, <|C| YoeV (2.9)
Ty €L YveV (2.10)
Ovw; Owv, Zvw € {0,1} Yow € E,o <w.  (2.11)

LA lo largo de este trabajo (en particular en el Capitulo 3) se utilizard muchas veces esta
caracteristica de las variables de adyacencia.
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Las restricciones (2.6) seleccionan una orientacién para cada arista del grafo,
y con las restricciones (2.7) y (2.8) se asegura que los colores asignados respeten
este orden parcial, definiendo a su vez las variables de adyacencia con valores
coherentes. Por tltimo, las restricciones (2.9) fuerzan a los colores elegidos a
estar dentro del rango de colores disponibles.

El tamano del orientation model es de n 4+ 3m variables y n + 3m restric-
ciones aunque es importante aclarar que en la implementacién de este modelo,
es posible reducir a la mitad la cantidad de variables de orientacion, ya que
para cada arista, las variables correspondientes resultan ser complementarias.
De esta forma, también se eliminan las restricciones (2.6) dejando el tamano del
modelo en n + 2m variables y n 4+ 2m restricciones.

2.3. Distance model

El distance model es, a nuestro entender, un nuevo enfoque para el modelado
de problemas de coloreo de grafos con técnicas de programacién lineal entera,
y puede ser adaptado facilmente al problema clasico de coloreo. Para cada par
de vértices v, w € V,v < w, incorporamos la variable de distancia entera x,,, €
[—(t—1),t—1], que registra la distancia entre los colores asignados a los vértices
v y w. Por ejemplo, si el vértice v recibe el color 5 y el vértice w recibe el
color 2, entonces x,, = 3. También utilizamos en este modelo las variables de
orientacion y de adyacencia ya presentadas en los modelos anteriores. Con estas
definiciones, el distance model queda dado por:

min Z (VW) X Zyyy

vweE
Opw + Oy =1 Yow € E,v < w (2.12)
Tow = Tok + Thw Yo, k,aw e Vo <k <w (2.13)
Tow 22— 2y — (JC| + 1) X 0y Yow € E;v < w (2.14)
—Tp 22— 2y — (|C| + 1) X 0y Yow € Ejv <w (2.15)
—(IC|=1) <apw <|C| -1 Yo, w e Vo <w (2.16)
Tow €L Yo, w e Vv <w (2.17)
Ovws Owy, Zow € {0,1} Vow € E,v < w (2.18)

Las restricciones (2.13) aseguran la consistencia entre las distancias, mien-
tras que las restricciones (2.14) y (2.15) validan el coloreo y definen los valores
de las variables de adyacencia. Finalmente, las restricciones (2.16) limitan los
valores de las distancias para garantizar que ninguna sea mayor que (|C| — 1).

Es importante remarcar que las restricciones (2.13) no son linealmente inde-
pendientes ya que la cantidad de restricciones es de orden ciibico en el tamano
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de V. Mas aun, cualquier implementacién con este tamano de modelo seria pro-
bablemente una mala eleccion. El siguiente teorema caracteriza un conjunto de
restricciones equivalente de orden cuadrético.

Teorema 2.3.1. El conjunto de restricciones (2.13) es equivalente a

Typt+1l T Totlu+2 = Towt2 Yv € V., 1<v<n-2 (219)
Tow + Totl,w—1 = Tow—1 + Tott,w VO, WEV, 1<v<n—-3, v+3<w<n.
(2.20)

Demostracion. Demostraremos la equivalencia en dos pasos:

=) Sea z € R™5 tal que z cumple (2.13). Dado que (2.19) es un caso
particular de (2.13), entonces x la cumple trivialmente. Veamos ahora que x
también cumple (2.20).
Sean v,w € V talesque 1 <v<n—-3ywv+3<w< n. Entonces

Tyw = Tyw—1 T Tw—1w

Ty+1,w—1 + Tw—1,w = To+lw

usando (2.13) con (v,w — 1,w) y (v+ 1,w — 1,w) respectivamente. Sumando
estas ecuaciones se obtiene

Ty + Ty+1,w—1 = Tyw—1 + Ty4+1,w-

Como v y w son arbitrarios, se tiene la validez de (2.20).

n(n—1)

<) Seaz € R
cumple (2.13).
Llamamos Ry (v) y Raz(v,w) a las ecuaciones (2.19) y (2.20) respectivamente
y representamos cada ecuacion por su matriz de coeficientes. Por ejemplo, las
matrices de coeficientes de (2.13), Ry (v) y Rz(v,w) son

tal que x cumple (2.19) y (2.20). Veamos que también

v k w
v +1 -1
k +1

Tok + Thw = Tow
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v+l vH2 w—1 w

v +1 -1 v +1 -1

v+1 +1 v+l -1 +1
Rq(v) Ra (v, w)

respectivamente.

Sean entonces v, k,w € V talesque v < k< w.Sik=v+1lyw=k+1,
entonces es sencillo ver que (2.19) es (2.13). Supongamos entonces que esto no
sucede.

Veamos primero el caso en que ¥ = v + 1 pero w > k + 1. En este caso,
partiendo de la restriccién R;(k —1), sumando las restricciones Ro(k — 1,k +2),
Ro(k — 1,k +3), ..., Ra(k — 1,w), y cancelando las variables que aparecen a
ambos lados de la ecuacion resultante se obtiene la siguiente ecuacién:
k w
k-1 +1 -1
+1

(@)

y dado que v = k — 1, entonces (a) es exactamente (2.13).

Finalmente resta ver el caso en que k > v+1. Aqui, partiendo de la restriccion
Ry (v, k+1), sumdndole Ry (v, k+2), Ra(v,k+3), ..., Re(v,w) y cancelando las
variables que aparecen a ambos lados de la ecuacién resultante es sencillo ver
que se obtiene la siguiente matriz de coeficientes:

k w
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y si a la ecuacién obtenida le sumamos ahora Ro(v+ 1,k + 1), Ro(v+ 1,k + 2),
..oy Ro(v+ 1, w), obtenemos

k w
v +1 1
o2 -1 +1
Repitiendo el procedimiento con las filas v + 2, v + 3, ..., k — 2 se obtiene
k w
v “+1 -1
k-1 -1 +1

()

Y por tltimo, sumando (a) y (b) obtenemos finalmente la ecuacién que bus-
2
camos?:

k w
v +1 -1
k +1

(a) + (b) = (2.13)

Por lo tanto, la restriccién (2.13) puede escribirse como combinacién de las
restricciones (2.19) y (2.20). O

Es sencillo ver que la cantidad de ecuaciones de (2.19) es n — 2, y en el caso
de (2.20) la cuenta es un poco menos directa pero se puede ver que para cada

2Vale aclarar que la existencia de (a) no depende de la hipétesis que indica que k = v + 1.
Dicha hipétesis se utiliza s6lo para ver que en ese caso, (a) es equivalente a las ecuaciones del
modelo.
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v=1,...,n— 3, existen n — 2 — v vértices w que cumplen con v+ 3 < w < n.
Por lo tanto la cantidad de ecuaciones de (2.20) es

n—3 n—3 n—3
Z(n—?—v)zZ(n—2)—Zv
v=1 v=1 v=1
—(n—3)(n—2)— (n—3)2(n—2)
_ (n—=3)(n-2)
2

De esta manera, utilizando (2.19) y (2.20) como reemplazo de (2.13), y sumando
también las 3m restricciones provenientes de (2.12), (2.14) y (2.15), la cantidad
de restricciones del distance model es de

3m + (”_2)+w :3m+W’

y la cantidad de variables para este modelo es 3m + @ Sin embargo, al

igual que el orientation model, las variables de orientacién pueden reducirse a la

mitad dejando al modelo con un tamano final de 2m + %

y 2m + w variables.

restricciones

Si bien este modelo tiene un tamano considerablemente mayor que los otros

dos, hay un aspecto interesante a destacar con respecto a la cantidad de solu-
ciones enteras de cada uno de ellos. Puede verse que para cualquier solucion
entera del orientation model existe una tnica solucién en el distance model
que representa el mismo coloreo, y se obtiene de manera directa calculando las
distancias entre los colores asignados a los vértices y copiando las variables de
adyacencia y orientacién®. Sin embargo, no ocurre lo mismo en el sentido inverso
ya que dada una solucion del distance model pueden existir multiples soluciones
en el orientation model que representan el mismo coloreo. Esto muestra que la
cantidad de soluciones enteras del distance model resulta ser menor que la del
orientation model.
Anélogamente, puede verse facilmente que ocurre lo mismo para el stable model.
En este caso las variables de orientaciéon no pueden copiarse ya que no existen
en el primer modelo, pero las mismas se obtienen de manera directa una vez
que se calcularon las variables de distancia para cada par de vértices.

*okok
Ademis de los tres modelos descriptos, tuvimos en cuenta el representatives

model presentado en [4]. En este modelo se especifica un coloreo por medio de
las clases de color que induce (una clase de color es el conjunto de vértices que

3Estas variables tienen el mismo significado en ambos modelos.
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reciben un mismo color), y cada clase de color se especifica por medio de un
vértice representante, que es referenciado por los restantes vértices de su clase.
Si bien este modelo resulta interesante para el problema cldsico de coloreo de
grafos, no es posible realizar una adaptacién directa al problema de coloreo
de adyacencias minimas ya que este modelo no admite una nocién de distancia
entre los colores asignados. Es decir, no indica qué color asignar a cada conjunto,
sino que simplemente particiona el grafo en conjuntos independientes.

Una posible adaptacién de este modelo para el minimum-adyacency vertex co-
loring problem seria mediante el agregado de variables para representar el color
asignado a cada clase de color, pero de esta forma se perderia la estructura
particular de este modelo.

2.4. Resultados computacionales

En esta seccién se reportan resultados computacionales sobre instancias
reales, con el objetivo de determinar los tiempos de resoluciéon y la calidad
de las soluciones obtenidas por cada uno de los modelos presentados en este
capitulo.

2.4.1. Instancias de prueba

La experimentacién fue realizada sobre las instancias de CELAR (Centre
d“Electronique de 1”ARmement France) del proyecto EUCLID CALMA (ver [11]).
Dado que el principal interés recae sobre los tiempos de ejecucién necesarios
para lograr optimalidad, se extrajeron subgrafos conexos inducidos de las ins-
tancias con el objetivo de controlar los tamanos y densidades de las mismas
para los experimentos.

El procedimiento de generacién de subgrafos a partir de las instancias esta ba-
sado en la idea de la extraccion de “vecindades” del grafo. En cada paso del
algoritmo se agrega un nuevo vértice escogido de manera aleatoria entre los ve-
cinos de los vértices ya escogidos previamente, manteniendo un grafo conexo.
Ademas, al agregar cada nuevo vértice, el mismo es conectado con todos los
vértices ya escogidos con los cuales estaba conectado en el grafo original.

A continuacién se muestra un pseudocdédigo del procedimiento de extraccion
de subgrafos, que recibe como parametros de entrada el grafo en cuestion y la
cantidad de vértices para el grafo resultante:

Una posibilidad interesante seria ponderar la eleccién del nuevo vértice en
cada iteracién en funcidon de la cantidad de vértices ya elegidos que sean ad-
yacentes a él. De esta manera se esperaria que la vecindad extraida sea mas
compacta y menos proliferada.
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Algoritmo 1 Extraer subgrafo

Entrada: G = (V,E), k
: v« verticeAleatorio(V)
H — {v}
vecinos «— vecinos(G,v)
mientras |H| < k hacer
v « verticeAleatorio(vecinos)
H — HU{v}
vecinos < vecinos \ {v} U vecinos(G,v)
fin mientras
devolver subgrafoInducido(G, H)

2.4.2. Resultados computacionales

En la Tabla 2.1 presentamos los resultados computacionales para 165 instan-
cias generadas, agrupadas por su cantidad de vértices y densidad. Mostramos,
para cada grupo, la cantidad de instancias resueltas de manera 6ptima con el
tiempo de ejecucién promedio y el desvio estandar para cada uno de los tres
modelos. Para las instancias no resueltas luego de un limite de tiempo de una
hora, mostramos el gap de optimalidad promedio. Los experimentos fueron eje-
cutados usando CPLEX 10.0 con parametros por defecto en una computadora
Silicon Graphics Origin 200 con 1024 MB de memoria RAM y cuatro micro-
procesadores R12000, corriendo a 400 MHz cada uno.
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2.4.3. Cantidad de instancias resueltas

Un primer aspecto a evaluar es la cantidad de instancias que cada modelo re-
suelve en forma 6ptima. Puede verse que para los grupos de instancias pequenas
(10 y 12 vértices por grafo) ninguno de los tres modelos encuentra problemas
para resolver las instancias generadas.

Con instancias levemente més grandes (14 vértices), los tres modelos siguen re-
solviendo las instancias con baja densidad, pero para densidades mayores, s6lo
el stable model logra resolver todas las instancias en forma 6ptima, mientras que
los otros dos modelos comienzan, en este punto, a encontrar problemas para lo-
grar un 6ptimo en algunas de ellas.

Al pasar al grupo de grafos de 16 vértices, si bien ninguno de los tres modelos
logra resolver todas las instancias propuestas, es claro que la cantidad de instan-
cias resueltas por el stable model es muy superior a la de los otros dos modelos.
En los ultimos dos grupos de instancias si bien se mantiene esta diferencia entre
el stable model y los otros dos modelos, la misma no es demasiado marcada
ya que incluso el primer modelo deja muchas instancias sin resolver. Tal vez la
diferencia més interesante sea la que se da en las instancias de mayor densidad
del 1ltimo grupo donde puede verse que el stable model contintia resolviendo
algunas instancias de manera éptima a diferencia de los otros dos modelos que
dejan la serie entera sin resolver.

Una aclaracién importante es el hecho de que ninguno de los tres métodos
logran resolver instancias de tamano mayor que 20 vértices, y por lo tanto éstas
no se muestran en la Tabla 2.1. Si bien el minimum-adjacency vertex coloring
problem no puede compararse en forma directa con el problema clasico de co-
loreo, vale la pena mencionar que, para este ultimo, existen algoritmos en la
literatura que lo resuelven de manera exacta en instancias de hasta 90 vértices,
para grafos aleatorios. Un ejemplo de esto puede verse en el Branch & Cut
presentado en [16].

2.4.4. Tiempos de resolucion

La Tabla 2.1 muestra, para las intancias resueltas en forma 6ptima, los tiem-
pos de resolucién promedio y el desvio estandar para cada grupo y cada densi-
dad.

En cada uno de los grupos de instancias y para cada modelo puede verse
notablemente como el tiempo de ejecucién se incrementa considerablemente al
aumentar la densidad de los grafos.

También puede notarse, para cada modelo, el aumento en el tiempo de ejecucion
a medida que el tamano de las instancias se hace mas grande, pudiendo verse
que con leves aumentos en el tamafio® el incremento en los tiempos de ejecu-
cién resulta ser muy grande. Este comportamiento no llama especificamente la

4Los grupos aumentan de a 2 vértices.
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atencion ya que como dijimos en la Seccién 1.3, el problema es NP-Hard.

La comparaciéon maés interesante surge al comparar los tiempos de los mode-

los entre si. Puede verse cémo en casi todos los grupos de instancias, el stable
model logra tiempos de resolucion significativamente mejores que los otros dos
modelos. Si bien hay algunos grupos en los que esto parece no cumplirse, en un
analisis un poco mas detallado puede deducirse el porqué.
Uno de estos casos es el grupo de instancias de 16 vértices y densidad media;
se ve en este grupo que el tiempo promedio de los tres modelos es muy similar,
sin embargo mirando la cantidad de instancias resueltas por cada modelo puede
notarse que el stable model resuelve 10 instancias mientras que los otros dos
modelos logran resolver solamente 2. Profundizando el analisis sobre los tiempos
individuales de este grupo (presentados en la Tabla 2.2), puede verse que sélo
una de las 10 instancias resueltas por el stable model es resuelta también por
los otros dos modelos y que los tiempos obtenidos por el stable y el orientation
model para la misma son relativamente bajos comparados con los de las demads
instancias. Esto beneficia claramente al promedio obtenido por el orientation
model, pues las demds instancias (no resueltas) no se tienen en cuenta para el
célculo del mismo.

Tiempo (seg.)
Sta ‘ Ori ‘ Dis
829 | *¥x ook
1692 | *** *okok
1687 | ok sokok
sokok sokok Hokok
1690 | *** *okok
1694 | *ok* ok
*RE 11926 | 729

9927 *okok K%k

563 kksk kk3k

1072 *ok ok *%k
394 441 2519

981 kkk kk3k

**%: No resuelta

Tabla 2.2: Tiempos para 16 vértices y densidad media.

Por otro lado, en la tabla puede notarse también otro caso particularmente
interesante, en el cual el stable model no logra resolver la instancia y los otros
dos modelos si®. En este caso el mejor tiempo es obtenido por el distance model,
mejorando levemente el promedio final del mismo. De todas maneras, si bien
los tiempos promedio en este grupo resultan ser similares para los tres modelos,
puede verse en la tabla que en la mayoria de los casos el mejor resultado es

5No se analizé en profundidad esta instancia, pero probablemente este hecho tenga relacién
con alguna caracteristica de la estructura del grafo.
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obtenido por el stable model.

Otros dos casos particulares se dan en los grupos de 18 y 20 vértices, de
densidad media en ambos casos. Los tres modelos resolvieron una sola instancia
de cada uno de estos grupos y puede verse que el orientation model obtiene el
mejor de los tiempos en ambas. Sin embargo, los tres modelos obtienen tiempos
de resolucion extremadamente bajos en comparacion con los tiempos para el
resto de las instancias de estos grupos y por este motivo puede considerarse a
estas dos instancias como casos particulares que probablemente sean instancias
muy sencillas de resolver.

2.4.5. Calidad de las soluciones

Para las instancias que no pudieron ser resueltas en forma Optima la tabla
muestra el promedio de los gap de optimalidad obtenidos.
Se puede observar claramente que ya desde el grupo de instancias de 14 vértices,
tanto el orientation model como el distance model comienzan a tener problemas
para resolver instancias y por lo tanto en la tabla se muestra el gap obtenido en
estos casos, obteniendo el orientation model resultados levemente mejores.
En los siguientes grupos de instancias, ya los tres modelos generan gaps no nulos
con el limite de tiempo impuesto, sin embargo en todos los casos el stable model
parece comportarse mejor que los otros dos modelos, logrando siempre gaps més
ajustados.

Ya en el ultimo grupo de instancias puede verse claramente que la calidad
de las soluciones obtenidas por el stable model con un limite de tiempo de una
hora es muy superior a las obtenidas por los otros dos modelos.

2.4.6. Conclusiones

El objetivo de la experimentacion con los modelos propuestos es el de contar
con la mayor informacién posible para poder elegir uno de ellos como punto de
partida para la realizacién de un estudio tedrico del poliedro asociado al mismo.
Por lo expuesto en las secciones anteriores, el modelo elegido es el stable model,
ya que éste demostré un desempeno mucho mejor que los otros modelos en las
instancias evaluadas y por ello pareceria ser el mejor punto de partida para este
estudio.

El estudio poliedral mencionado se verd en detalle en el capitulo siguiente,
en el cual se presentan varias desigualdades validas fuertes para la capsula con-
vexa del poliedro. Luego, en el Capitulo 4, se describird una implementacién de
un algoritmo Branch € Cut, en el cual se utilizaran como planos de corte las
familias de desigualdes validas halladas. Para ello se implementaron distintos
procedimientos de separacion, los cuales se presentan en el mismo capitulo. Fi-
nalmente veremos, en el Capitulo 5, resultados computacionales del Branch &

Cut.
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2.4.6. Conclusiones




CAPITULO 3

Estudio poliedral

En este capitulo se presenta un estudio poliedral de la capsula convexa de
las soluciones factibles del stable model. Al comienzo se analiza la misma con el
objetivo de determinar su dimensién, y luego se presentan algunas desigualdades
vélidas encontradas y, en la mayoria de los casos, se demuestra que las mismas
definen facetas del poliedro asociado.

3.1. Estudio de la capsula convexa

Dado un grafo G = (V, E) y un conjunto de colores consecutivos C, defini-
mos PS(G, C) C R™™ como la cédpsula convexa de los vectores de incidencia
de todas las soluciones factibles del stable model formulado para el grafo G y el
conjunto de colores C.

Damos ahora una definicién importante para este capitulo. Dados un poliedro
P C RF, una matriz A € R"* y un vector b € R, si Az = b es un sistema
de ecuaciones linealmente independientes, entonces se dice que es un sistema de
ecuaciones minimal para P si todo punto x € P cumple Ax = b. Se demuestra
en [18] que, en este caso, la dimensién del poliedro es dim(P) = k — h.

Teorema 3.1.1. Si |C| > x(G) entonces las ecuaciones (2.1) definen un sis-
tema minimal de ecuaciones para PS(G,C).

Demostracion. Sean A € R™T™ vy \g € R tales que A\y = \g para toda solucién
y = (z,2) € PS(G,C). Veremos que (A, Ag) es una combinacién lineal de los
vectores de coeficientes de las ecuaciones (2.1).

Dado que |C| > x(G), entonces existe una solucién y = (x, z) en la cual al
menos un color no se utiliza. Sea v € V' un vértice arbitrario, y llamemos ¢ € C'
al color asignado a v en y. Sea ¢/ € C el color no utilizado en y, y sea y’ = (2/, 2’)
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la solucién que se obtiene cambiando en y el color de v a ¢’ y dejando el resto de
las asignaciones sin modificar. La solucién 3’ es factible, ya que v no comparte
el color ¢’ con ningtin otro vértice, pues ¢’ no estaba utilizado en y.

Es facil ver que las soluciones y e 3’ coinciden en los valores de todas las
variables salvo en x,. y e, para las cuales tenemos

!/
Tye = Tyer = 1

/
Tyer = Ty = 0.

Sabemos ademés que Ay = A\g y Ay’ = Ag con lo cual
Ay =Xy (3.1)
Si cancelamos en (3.1) los términos que sabemos que son iguales, obtenemos

/ /
Az Toe + Axvc/m'uc’ = Appo Ty + ’\% Toyer

Toye o

y reemplazando las variables por los valores correspondientes podemos ver que

Agye = A, (3.2)

ve

Permutando los colores de y se obtienen distintas soluciones en las cuales
¢y ¢ pueden ser colores cualesquiera de C, con lo cual la ecuacién (3.2) es
valida para cualquier par de colores distintos de C. Ademds, como el vértice v
es arbitrario, tenemos

Aove =Xa,,  YwEVVe,d el

Veremos ahora que, para cada arista vw € E, el coeficiente de A para la
variable z,, (es decir, A,, ) es nulo. Tomemos una solucién y = (z,z) en la
cual los colores asignados a v y a w no son adyacentes. Esta solucién puede
hallarse permutando los colores asignados de ser necesario, pues |C| > 3 (ya que
|C| > x(G) y, como E # (), entonces x(G) > 2). Podemos asumir que en esta
solucién la variable z,,, toma el valor 0. Ademads, podemos asumir que existe
una solucién con estas caracteristicas, en la cual para toda arista v'w’ distinta
de vw, la variable z,,s vale 1 (sin importar que los colores asignados a los
extremos de dicha arista sean adyacentes).

A partir de la solucién y, podemos construir la solucién ¢y’ = (2/, 2’) cambiando
el valor de la variable z,,, a 1, y de esta manera ambas soluciones coinciden en
todos los valores salvo en esta variable.

Finalmente, podemos ver que (A, \g) es una combinacién lineal de los vec-
tores de coeficientes de las ecuaciones (2.1) ya que

Az = Z ﬂv Z Lyc

veV ceC

donde S, es el valor que toman todos los A;, ., para un determinado vértice
v € V' y cualquiera de los colores de C'. O
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Corolario 3.1.1. i |C| > x(@), la dimension de PS(G,C) es n(t —1) + m.

El Corolario 3.1.1 caracteriza la dimensién de PS(G, C) cuando |C| > x(G).
La caracterizacién de la dimensién de este politopo para el caso |C| = x(G) es
un problema abierto para esta y otras formulaciones del problema de coloreo,
dado que este parametro estd fuertemente influenciado por la estructura de G.

3.2. Desigualdades validas

En esta seccion presentamos algunas desigualdades validas encontradas para
PS(G, C). En la mayoria de los casos, las desigualdades propuestas definen, bajo
determinadas circunstancias, facetas de este politopo.

3.2.1. Consecutive colors clique (CCK) inequality

Esta desigualdad valida impone una cota inferior para las variables de adya-
cencia correspondientes a las aristas de una clique de G cuyos extremos reciban
colores dentro de un conjunto de colores consecutivos. Antes de dar la definicién
formal de la misma, se comenta a continuacién el origen de la desigualdad.

Consideremos una clique dada por un conjunto de vértices K C V', y consi-
deremos también un conjunto de colores consecutivos @ = {c1,...,¢,} € C. En
el caso en que se utilicen todos los colores de ) para pintar vértices de K, se
generarian ¢ — 1 adyacencias de color entre los vértices de la clique, pues éstos
son todos adyacentes entre si. En este caso se podria afirmar que

Sin embargo, por cada color de @) no usado, la cantidad de adyacencias generadas
por estos colores disminuye, aunque cuanto disminuye depende de cudl sea el
color que no se utilice. Si el color no utilizado es el primero o el dltimo (es
decir, ¢1 0 ¢4, resp.), entonces la cantidad de adyacencias deberfa disminuir en
1. Podemos entonces cambiar la desigualdad para reflejar esta posibilidad de la
siguiente manera:

> zwz(ql)(lem)<1vacq>,

v,weK veK veK

ya que Z Tye, ¥ Z Ty, valen 1 sic1 y ¢q estan asignados a vértices de K, y

veEK veK
valen 0 si no, respectivamente. En el caso en que el color no utilizado esté entre

C2 y cq—1 inclusive, entonces la cantidad de adyacencias disminuirfa en 2, y
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analogamente podemos representar esto en la desigualdad como

v,weK veEK vEK veEK

(3.3)

ceQ\{c1,cq}

La desigualdad definida a continuacién es una reescritura de esta iltima.

Definicién 3.2.1. Sea K CV un conjunto de vértices que inducen una clique
de G, y sea Q ={c1,...,¢q} € C un conjunto de colores consecutivos tal que
Cit1 = ¢ + 1, para i = 1,...,q — 1. Definimos la consecutive colors clique
inequality asociada a K y QQ como

Yoo +Tue, Y 2| <S@—D+ Y zew.  (34)

veK ceQ\{c1,cq} v, wEK

Antes de demostrar la validez de estas desigualdades definimos la nocién de
distribucion de colores. Sea (Q C C un conjunto de colores consecutivos y sea
W C V un conjunto de vértices del grafo. Dado un coloreo de G con colores de C,
decimos que los conjuntos disjuntos de colores consecutivos Q1,Qs2,...,Q, C @
representan una distribucion de colores de @Q en W si Ve € @,

¢ € Q; para algin i € {1,...,r} < c estd asignado a algin vértice v € W.

Decimos que la distribucién de colores es minimal si paratodo: =1,...,r—1, los
conjuntos Q; y Qi+1 son no contiguos. Podemos visualizar esto con el siguiente
ejemplo:

- T s T T TxTxTx]

donde una X en el color ¢; indica que c; estd asignado a algtin vértice de W,
y asi la distribucién minimal de colores para este ejemplo estaria dada por

Q1 = {ea,c3,¢4}, Q2 = {cs} v Q3 = {c10,¢11,¢12}. Es sencillo ver que la dis-
tribucién minimal de colores es tnica en cualquier caso.

Andlogamente se define la distribucion inversa de colores de QQ en W, te-
niendo en cuenta en este caso los colores de () no utilizados por vértices de W.
Es decir, Qy, ..., Q- es una distribucién inversa de colores de Q en W si sucede
lo siguiente:

c € Q, para algin i € {1,...,7} < ¢ no esté asignado a ningin vértice v € W.

La nocién de minimalidad es andloga. En el ejemplo anterior, la distribucion
minimal inversa estarfa dada por Q; = {1}, Qy = {cs5} vy Q5 = {c7,c8,00}.

> zew = (q—1)—<1 -y xvcl>—<1 -y a:ch> - > 2 <1 = e

) |
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Proposicion 3.2.1. Las consecutive colors clique inequalities son wvdlidas para

PS(G,0).

Demostracion. Dada una solucién y = (z,2) € PS(G,C) N Z"*T™  queremos
probar que la desigualdad (3.4) es cumplida por y. Definimos, para simplicidad
de la demostracién, ¢; € {0,1} de manera tal que

5 — 1 siel color ¢; estd asignado a algin vértice de K,
0 sino.

Sea @Q1,Q2,...,Q, la distribucién minimal de colores de @) en K. Es posible
reescribir el lado izquierdo de la desigualdad (3.4) como

S | wver + Toe, D Z2|Qi|] — 6, — 6, (3.5)

2Tpe | = [
veEK ceQ\{c1,¢cq} =1

pues las unicas variables activas entre las variables x son las que corresponden
a colores pertenecientes a la distribucién de colores y, cada uno de estos colores
estd asignado exactamente a un sélo vértice de K, ya que K es una clique.
Ademas, la resta de 61 y d, asegura que, en el caso de que ¢; o0 ¢4 estén usados
en la distribucién, cada uno de ellos sume sélo 1 (en lugar de 2), tal como lo
hacen en el lado izquierdo de (3.4).

Por otro lado, podemos acotar el lado derecho de (3.4) con

(q—1)+ szw_q—1+Z|Qz|—1 (q—l—r+ZlQ| (3.6)

v,weK

ya que sabemos que para cada @;, se tienen |@;| — 1 variables de adyacencia
activas.
Dicho esto, sélo resta probar que

[Zw |] —01 =0, < (¢ 1) —7‘+Z\Qz (3.7)

y con ello, usando (3.5) y (3.6), podemos demostrar la validez de (3.4).

Hasta este momento sabemos lo siguiente:

1. La cantidad de colores de ) asignados a vértices de K estd dada por
I
> leil
i=1

2. Entre cada par de conjuntos @; y Q;+1, dado que la distribucién es mini-
mal, existe al menos un color de @ que no esta asignado a ningtin vértice
de K. Por lo tanto existen al menos r — 1 colores de ) no asignados a
vértices de K.
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3. La cantidad de colores de ) asignados a vértices de K mas la cantidad
de colores de @ no asignados a vértices de K es igual a la cantidad de
colores de @ en total (trivial).

Por lo tanto podemos afirmar que
(s
dYlQil+(r-1)<gq (3.8)
i=1

Més aun, si ¢; y ¢, no estdn asignados a ningin vértice de K entonces estos
colores no se estan contando en ninguno de los dos sumandos del lado izquierdo
de (3.8). Por lo tanto, podemos agregarlos a (3.8) de la siguiente manera:

1@+ 1)+ (-8 + (-0 < 39

ya que (1 —0;) =1 sélo cuando ¢; no estd asignado a ningin vértice de K.

Finalmente, reescribiendo (3.9) y sumando Z |Q;| a cada lado se obtiene

i=1

[Zﬂ@ﬁ] 0 =0 <(g— 1) —r+ > |Qi
i=1

i=1

lo que prueba (3.7) y por lo tanto la desigualdad (3.4) es satisfecha por la
solucién y = (z, z). Como esta solucién es arbitraria entonces (3.4) es vélida

para PS(G, C). O

Veremos que bajo ciertas condiciones estas desigualdades definen facetas de
PS(G,C), pero antes caracterizaremos las soluciones y = (z, z) € PS(G,C) N
Z™F™ que cumplen por igualdad las CCK inequalities con el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Si |C] > 2|K| — |Q| + 1, entonces una solucién y = (z,z) €
PS(G,C)NZ™ ™ cumple por igualdad la CCK inequality asociada a K y a Q
st y solo si se cumple que:

e para cada par de colores consecutivos de (), al menos uno de ellos es
utilizado en la solucion por un vértice de K,

e no existen variables de adyacencia zyw = 1, con v,w € K tal que v y/o w
reciben colores fuera de @), y

e no existen variables de adyacencia z,, = 1 con v,w € K tal que v y w
reciben colores mo adyacentes.

Demostracion. Supongamos que existen en y variables de adyacencia z,,, = 1
con v, w € K tal que v y/o w no reciben colores adyacentes. Si se fija la variable
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en el valor cero, el lado derecho de (3.4) se hace mds pequefio y entonces y no
cumple (3.4) por igualdad, con locual esto no puede ocurrir.

Supongamos ahora que existen en y variables de adyacencia z,, = 1 con

v,w € K tal que v y/o w reciben colores fuera de Q. Si existiera algin color
de @ no utilizado por vértices de K, seria posible permutar ese color con el
asignado a v (0 a w), para poder poner z,,, = 0. De esta manera se hace mds
estrecha la diferencia entre el lado izquierdo y el derecho de MCCK, y por lo
tanto la solucién y no cumplia (3.4) por igualdad.
En el caso en que todos los colores de @) estan usados por vértices de la clique,
permutando los colores fuera de Q) es posible hacer que esta adyacencia desa-
parezca, reduciendo asi nuevamente la diferencia entre el lado derecho y el lado
izquierdo de (3.4) (pues este tltimo se mantiene igual), y probando asi{ que la
solucién y no cumplia por igualdad (3.4). Para que estas permutaciones sean
posibles hace falta disponer de suficientes colores fuera de ) para poder pintar
sin adyacencias los colores de K que no se hayan pintado con colores de Q.
Ademas, no se puede utilizar tampoco el color inmediatamente anterior a ¢; ni
el inmeditamente posterior a ¢, (pues los mismos generarfan adyacencias). Es
decir,

IC\(QU{er = Lieg +1})[ = 2(|K[ - Q) — 1

!

Cl=1QI =2 = 2[K| - 2[Q| -1

!

ICl = 2|K| = Q[ +1,
lo cual estd garantizado por las hipdtesis del lema.

Asumimos entonces que en cualquier solucién que cumple por igualdad (3.4),
no existen variables de adyacencia z,, = 1 con v,w € K tal que v y w reciben
colores no adyacentes y tampoco tal que v y/o w reciben colores fuera de Q.

Sea Q1, ..., Q, la distribucién minimal de colores de Q en K,y Qy, ..., Q-
la distribucién inversa minimal de colores de @ en K.
Dado que las tnicas variables activas entre las variables = de (3.4) son las que
corresponden a colores pertenecientes a la distribucién de colores y que cada uno
de estos colores estd asignado exactamente a un solo vértice de K, es posible
reescribir el lado izquierdo de la desigualdad como

D7 |mver F Tue, + D> 2| = [me] — 01— 3, (3.10)
i=1

veK ceQ\{c1,cq}

donde d; es igual a 1 si ¢; estd asignado a un vértice de K y es igual a 0 si no.
La resta de d; y 6, asegura que, en el caso de que ¢; 0 ¢4 estén usados en la
distribucién, cada uno de ellos sume sélo 1 (en lugar de 2), tal como lo hacen
en el lado izquierdo de (3.4).
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Ademaés, sabemos que con los colores de la distribucién y de la distribucién
inversa se cubren todos los colores de @, es decir

Ql=q=>Y_1Qil+>_1Q,, (3.11)
i=1 j=1

y por otro lado, sabemos que las adyacencias de color en las aristas de la clique
provienen sélo de los colores utilizados en la distribucién de colores, con lo cual

r

> 2= 3010 - 1), (3.12)

v,weK =1

De esta manera, utilizando (3.10), (3.11) y (3.12) para reescribir (3.4), se puede
ver que la misma se cunple por igualdad si y sélo si

DT R DSTIED DL} RS wTIEE Rt
i=1 i=1 j=1 i=1
y se cumplen las condiciones del lema. Cancelando los términos que aparecen a
ambos lados de (3.13) podemos reescribirla como

i|éj|:r+17517(5q:(r71)+(1751)+(17(5q). (3.14)

Es decir, que la cantidad de colores de @ no utilizados en vértices de K, ademés
de eventualmente ¢; y ¢4, son exactamente r — 1, y esto ocurre si y sélo si hay
solamente un color entre cada par de conjuntos @; y Q;+1 correspondientes a
la distribucién de colores. O

Teorema 3.2.1. Si se cumplen |C| > x(G), |C| > |Q|, |C| > |K|+5, |C| >
2|K|—|Q|+3, y | K| > %Jrl, entonces las consecutive colors clique inequalities

definen facetas de PS(G,C).

Demostracion. Sea m € R™*™ ¢l vector de coeficientes de (3.4) y mp € R el
término independiente de la misma. La cara de PS(G,C) definida por esta
desigualdad es entonces

F={yeR"™ :my=m}NPS(G,C).

Sean A € R™T™ v )\j € R tales que Ay = A\g,Vy € F. Veremos que A es una
combinacién lineal de 7 y los vectores de coeficientes de las ecuaciones (2.1) del
modelo, con lo cual F' es una faceta de PS(G,C).

Para demostrar que A es una combinacién lineal de 7 y los vectores de co-
eficientes de las ecuaciones (2.1) del modelo veremos que los coeficientes de A
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cumplen con ciertas condiciones, las cuales se van demostrando a continuacion.

Dada una arista vw € E, tal que v,w ¢ K, veremos que A, = 0. Tomemos
una solucién y = (z,2) € PS(G,C) que cumpla (3.4) por igualdad en la cual
los vértices v y w reciban colores no adyacentes y z,,, = 0. Esta solucién puede
construirse permutando el color asignado a uno de estos vértices para lograr la
no adyacencia. Luego, construimos la solucién ¢y’ = (2/, 2') € PS(G, C) a partir
de la solucién y pero poniendo z,, = 1. Esta solucién sigue siendo valida, y
dado que z,,, no participa de (3.4), la misma sigue cumpliéndose por igualdad.
Dado que tanto iy como 1’ pertenecen a I, sabemos que Ay = A\g v Ay = Ao
y por lo tanto Ay = Ay’. Sabemos ademés que y coincide con y’ en todos sus
elementos salvo en z,,,, con lo cual se deduce que

Azy Zow = Aayo 2

Zow Tvw?

y por lo tanto

[Condicion 1] Ay =0 Yow € E tal que v,w ¢ K. (3.15)

Zyvw

Tomemos ahora un vértice v ¢ K. Veremos que A, = A, , para cualquier
par de colores ¢, ¢’ € C. Dado que |C| > x(G), es posible construir una solucién
en la cual el color ¢’ no esté utilizado por ningtin vértice del grafo. Consideremos
entonces una solucién y = (z, z) € PS(G, C) que cumple (3.4) por igualdad en
la cual ¢’ esté libre de vértices y en la cual el vértice v reciba el color ¢ (esto
puede conseguirse permutando los colores de la solucién). Luego, construimos
una solucién y' = (2’,2') a partir de y, en la cual el vértice v recibe el color
c’. Podemos visualizar la diferencia entre estas dos soluciones con el siguiente
diagrama:

<
!

~

Esta solucion es valida pues este color no estaba ultilizado por ningin otro
vértice del grafo, y ademds esta solucién pertenece a la cara F' ya que, como
v ¢ K, sigue cumpliendo (3.4) por igualdad.

Dado que tanto y como 3’ pertenecen a F, sabemos que Ay = A\g y Ay’ = Ao
y por lo tanto Ay = Ay’. Sabemos ademés que y coincide con y’ en todos sus
elementos salvo en x,., T, y en algunas variables de adyacencia incidentes a v.
Sin embargo, por (3.15) sabemos que A = 0,Yvw € FE, y entonces podemos
deducir que

Zyw

/ !
A Tye + Axvcz Tye! = )‘Evcxvc + )\ZL’UCI‘TJUCU

Tye



36 3.2.1. Consecutive colors clique (CCK) inequality

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que

[Condicion 2] Ay, =Xa,, YwE K Ve eC. (3.16)

A continuacién, consideremos un vértice v € K. Veremos en esta ocasién
= Azye, = Azyo — Az, Para algin color ¢ ¢ Q y algtn vértice w € K.
Veremos primero lo que ocurre para A, -

Tomemos una solucién y = (x, z) € PS(G, C) que cumpla (3.4) por igualdad en
la cual el vértice v utilice el color ¢; y en la cual un vértice w € K utilice el color
co. Ademds, pediremos que haya un color ¢ ¢ @ libre de vértices (esto puede
construirse gracias a que |C| > x(G)) y los colores a ambos lados de ¢ no estén
asignados a vértices de la clique (para esto es necesario que |C| > 2|K|—|Q|+3,
lo cual esta garantizado por las hipdtesis del teorema). Luego, construimos una
segunda solucién y' = (2/, 2") a partir de y pero pintando en este caso el vértice
v con el color c.

& C1 Co Cq
y— O | 0] 0k 0 | v | w
y — 0k | v | 0k O w

Esta solucién sigue siendo valida ya que ¢ no estaba utilizado en ningun vértice.
Ademsds, por el Lema 3.2.1 la solucién sigue cumpliendo (3.4) por igualdad, con
lo cual pertenece a la cara F' y por lo tanto, al igual que en casos anteriores, se
puede ver que Ay = Ay’. En este caso, y coincide con 3’ en todas sus variables
salvo en Zy¢, , Tye, 2ow y Otras variables de adyacencia incidentes a v. Estas ulti-
mas variables sin embargo quedardn anuladas pues, por (3.15), los coeficientes
de \ para esas variables son nulos. Se puede decir entonces que

/

_ / '
/\wucl Tyey, T AzyToe + Az Zow = )‘wucl Tye, T ATy T Azpu Zpws

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que

A +A

Analogamente, utilizando los colores ¢, ¥ ¢;—1 para v y w, respectivamente se
prueba que

Tyeq Zow )\mvc- (317)

A = Aoy (3.18)
y por lo tanto, de (3.17) y (3.18) decimos que

+A

Luecq Zyw

[Condicién 3] A = Az, = Az, — A

para algin ¢ ¢ @ y algin w € K.

- ... YweK, (3.19)
vey vw

Vale aclarar que el color ¢ puede ser, permutando los colores, cualquier color
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fuera de @ (para el caso de ¢ = ¢1 — 1 0 ¢ = ¢4 + 1 se puede utilizar la igualdad

Azyey = Az,,, COMO prueba). Con esto, y teniendo en cuenta que el vértice w es

arbitrario, es facil ver que
[Condicién 4] A

=X, YweK Ve d ¢Q. (3.20)

Twe we

Consideremos nuevamente un vértice v € K y ahora también un color
c € Q\{c1,cq}. Veremos que Ay, = Ay, — Az, — A para algin color
¢ ¢ @Q y algin par de vértices wy,ws € K.
Tomemos una solucién y = (z,2) € PS(G,C) que cumpla (3.4) por igualdad
en la cual el vértice v utilice el color ¢ y en la cual dos vértices wy,wy € K
utilicen los colores adyacentes a c. Ademés, pediremos que haya un color ¢’ ¢ Q
libre de vértices (esto puede construirse gracias a que |C| > x(G)) y los colores
a ambos lados de ¢’ no estén asignados a vértices de la clique (para esto es
necesario que |C| > 2|K|—|Q| + 3, lo cual estd garantizado por las hipétesis del
teorema). Luego, construimos una segunda solucién y' = (2/, 2’) a partir de y
pero pintando en este caso el vértice v con el color ¢'.

Zvwo

c c | ... c | e
Yy — O | 0| Ok wy | V| we
y — O | v | Ok w1 w2

Esta solucién sigue siendo valida ya que ¢ no estaba utilizado en ningtiin vértice.
Ademsds, por el Lema 3.2.1 la solucién sigue cumpliendo (3.4) por igualdad, con
lo cual pertenece a la cara I’y por lo tanto se puede ver que Ay = \y’. En este
caso, y coincide con gy’ en todas sus variables salvo en Zyc, Toers Zowss Zows Y
otras variables de adyacencia incidentes a v que no participan en la desigualdad
y por lo tanto, por (3.15), los coeficientes de A para ellas son nulos. Se puede
decir entonces que

)\xvcxvc + )\zmzmvc/ + )\szl Zowy + )\szQ Zowy =

o / ’ ’ ’
- )\m'ucx’UC + Am,uc/mvc’ + >\szl Zle + )\vaz vag’

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que

[Condicion 5] Aeye = Az, — A

Toe ve Zow, -A VUGK,VCGQ\{Cl,Cq},

(3.21)

para algiin ¢’ ¢ @Q y algtin par de vértices wy,ws € K.

Zywg

y dado que los vértices w; y wsy son arbitrarios, la condicién anterior implica
que

Aoy, = Azpw, VO, W1, W2 € K,
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lo cual a su vez implica lo siguiente:

[Condicion 6] A Y1, v9, wy, ws € K. (3.22)

Zojwy — MZugwg

Con esto finaliza la demostracién de condiciones particulares sobre los coe-
ficientes de A. Veremos ahora cémo estas condiciones implican el hecho de que
A es una combinacién lineal de 7 y los vectores de coeficientes de las ecuaciones
(2.1) del modelo.

La condicién (3.16) indica que dado un vértice v fuera de la clique, el coeficiente
de A para la variable x,. es el mismo para cualquier color c¢. Llamemos entonces,
By a este valor. Es decir, dado v ¢ K

Azy. =00 VeceC.

Por otro lado, la condicién (3.20) indica que dado un vértice v € K, el coeficiente
de A para la variable . es el mismo para cualquier color ¢ € C'\ Q. Llamemos
entonces, (3, a este valor!, o sea

Azpe =P Yee C\ Q.

En la condicién (3.22) se ve que A, , = A
Si llamamos « a este valor obtenemos que

Zoguw, PATA todo vy, v9, w1, we € K.

A =a Yv,we K.

Z’Uu!

Definidos a y 3, para cada v € V, podemos ver qué valores toman el resto de
los coeficientes de A en funcién de éstos.

Tomando la condicién (3.19), podemos ver que

=0y—a YveK,

Tyey — Moueqy
y utilizando la condicién (3.21), se ve que

Aoye =0 — 20 Yv e K,Vee Q\{c1,¢q}.

Tye

De esta manera, teniendo en cuenta ademds la condicién (3.15), se puede ver
que A se puede formar como la combinacién lineal

S fue® — an,

veV

donde e(") representa el vector de coeficientes de la ecuacién de (2.1) corres-
pondiente al vértice v. Por lo tanto, las consecutive-colors clique inequalitites

definen facetas de PS(G, C). O

1Vale aclarar que, dado que 3, depende de v, estos pueden ser distintos para cada vértice.
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Un aspecto interesante de esta familia de desigualdades son las desigualdades
que surgen al utilizar K = {v,w} para alguna arista vw € E, y Q = {c1,¢a},
donde ¢1 y ¢5 son colores consecutivos de C. La desigualdad en este caso es

(x’Ucl + xvcz) + ({I}wcl + chz) S 1 + va7

y puede verse que la misma domina a las desigualdades (2.3) del modelo. Asi,
en una implementacién de este modelo, serfa conveniente reemplazar (2.3) por
las CCK inequalities dadas para cada arista del grafo y cada par ordenado de
colores consecutivos de C. De esta manera, ademés de utilizar restricciones més
fuertes, se reduce la cantidad de restricciones ya que para cada par de colores
consecutivos sélo se necesita una restriccién por arista en lugar de dos (como se
da en el modelo original).

3.2.2. Multi-consecutive colors clique (MCCK) inequality

La siguiente desigualdad valida es en realidad una generalizacién de la CCK
inequality, y la idea de la misma consiste en utilizar mas de un conjunto de
colores consecutivos para acotar las variables de adyacencia. Antes de dar la
definicién formal, se la discute brevemente.

Consideremos nuevamente una clique dada por el conjunto de vértices K C V
y, en esta ocasion, consideremos p conjuntos no contiguos de colores consecu-
tivos Q',Q?,...,QP C C. Sabemos que la CCK inequality definida para K y
cualquiera de estos conjuntos es vélida para cualquier solucién y = (x,z) €
PS(G, C). Por otro lado, se puede ver que cada una de las aristas de K puede
ser relevante para la desigualdad sélo si ambos extremos de la misma reciben
colores dentro del mismo subconjunto );, pues de no ser asi los colores asig-
nados no serfan adyacentes?. Usando estas dos ideas podemos ver que la cota
para la suma de las variables de adyacencia de la clique puede estar dada por la
suma de las cotas sobre todos los subconjuntos dados. De esta manera llegamos
a la siguiente generalizacién de la CCK.

Definicién 3.2.2. Sea K C V un conjunto de vértices que inducen un sub-
grafo completo de G, y sean Q' = {ci,...,c; },Q* = {c},...,c2,},...,Q° =
{d,..., cé’p} C C p conjuntos no contiguos de colores consecutivos tales que para

todo h € {1,...,p}, se cumple C?—H =cl+1parai=1,...,q, — 1. Definimos
la multi-consecutive colors clique inequality asociada a K, Q',...,QP~ " y QP
como

p
)25 Sl EWERIPD SR

h=1veK cth\{ci”,cgh} h

(Qh - 1) + Z Zoyw- (323)

p
=1 v,weK

Vale mencionar que (3.23) no es simplemente la suma de las desigualdades
CCK correspondientes a Q',...,QP~! y QP. Esto puede verse sencillamente

2Nétese que los conjuntos de colores son no contiguos.
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viendo que, si bien el lado izquierdo de (3.23) y parte de su lado derecho si lo
son, la sumatoria de las variables de adyacencia aparece una séla vez en (3.23).

Proposicion 3.2.2. Las multi-consecutive colors clique inequalities son validas
para PS(G,C).

Demostracion. La idea de esta demostracion es similar a la demostracién de
validez de las CCK. Para h = 1,...,py j = 1,...,qy definimos 6? € {0,1}
€como

sh 1 si el color c;-‘ estd asignado a algin vértice de K,
J 0 sino.
Para cada h = 1,...,p, sea Q7 Qh, ..., th la distribucién minimal de colores

de Q" en K. Se puede ver que

Do Ter + o+ Y, 2mye| = [i 2|Q?|] —op =6t (3.24)

veK CGQh\{cT,cqh} =1

pues las tnicas variables activas entre las variables x son las que corresponden
a colores pertenecientes a la distribucién de colores y, cada uno de estos colores
estd asignado exactamente a un sélo vértice de K, ya que K es una clique.
Ademds, la resta de 07 y (5('; asegura que, en el caso de que ¢} o c,’; estén usados
en la distribucién, cada uno de ellos sume sélo 1 (en lugar de 2), tal como lo
hacen en el lado izquierdo de la ecuacion.

Sumando las ecuaciones (3.24) para cada h = 1,...,p obtenemos
P Th
ST e gt X and | -3 ([Saat] - s -)
h=1 \veK Cth\{C}f’»th} h=1 =1
(3.25)
Por otro lado, podemos acotar el lado derecho de (3.23) con
P P P [Tk
-0+ az Y-+ (St )
h=1 v,weK h=1 h=1 \i=1
p Th
= > (<qh SRS |Q?|> (3.26)
h=1 i=1

ya que sabemos que al menos para cada Q, se tienen |Q”| — 1 variables de
adyacencia activas. Dicho esto, sélo resta probar que

> (lz 21Q7|| —oF — 55;) <> ((qh —1)—rp+ Z |Q§l> (3.27)
=1 h=1 =1

h=1




Capitulo 3. Estudio poliedral 41

y con ello, usando (3.25) y (3.26), podemos demostrar la validez de (3.23).

Hasta este momento podemos afirmar lo siguiente para cada Q"

1. La cantidad de colores de Q" asignados a vértices de K estd dada por
Th
h
> 197
i=1

2. Entre cada par de conjuntos Q" y Q?H, dado que la distribucién es mini-
mal, existe al menos un color de Q" que no esté asignado a ningin vértice
de K. Por lo tanto existen al menos r;, — 1 colores de Q" no asignados
a vértices de K.

3. La cantidad de colores de Q" asignados a vértices de K mas la cantidad
de colores de Q" no asignados a vértices de K es igual a la cantidad de
colores de Q" en total (trivial).

Por lo tanto podemos afirmar que

Th
STIQMH + (ra —1) < g, (3.28)
i=1

para todo h =1,...,p. Més aun, si ¢} y ¢/ no estdn asignados a ningtin vértice

de K entonces estos colores no se estan contando en ninguno de los dos sumandos
de (3.28). Por lo tanto, podemos agregarlos a (3.27) de la siguiente manera:

SO IQH + (1) (1— 8+ (1) < g, (3.20)
=1

ya que (1 —6") =1 s6lo cuando ¢/ no estd asignado a ningin vértice de K.
Th
Reescribiendo (3.29) y sumando Z |Q"| a cada lado se obtiene

i=1

[zzm] St <a-D-rt SR a0
=1

=1

y finalmente sumando (3.30) sobre todos los h =1,...,p obtenemos
P Th P Th
5 (S sn] -t~ ) < 3= (@ - S i),
h=1 \ Li=1 h=1 i=1

lo que prueba (3.27) y por lo tanto la desigualdad (3.23) es vélida para la
solucién y = (z, 2). O

Conjeturamos que bajo hipotesis similares a las de la CCK, las MCCK in-
equalities definen facetas de PS(G,C). Si bien la idea de esta demostracién es
muy similar a la del Teorema 3.2.1, las hipdtesis necesarias para la misma deben
detallarse con mayor cuidado. Dado que la demostracién de este teorema no se
verificé con este nivel de detalle, preferimos no enunciarlo en este trabajo.
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3.2.3. 3-colors inner clique (3CIK) inequality

La siguiente desigualdad vélida acota, al igual que las anteriores, las varia-
bles de adyacencia de las aristas de una clique, pero en este caso sélo se tienen
en cuenta las aristas incidentes a un vértice distinguido de la clique. También se
utiliza un conjunto de colores consecutivos, pero en esta ocasion es un conjunto
de solo tres colores.

Consideremos entonces una clique dada por un conjunto de vértices K C
V', un vértice distinguido £ € K y un conjunto de tres colores consecutivos
Q = {c1,c2,c3} C C. Supongamos que se utiliza ¢; para colorear el vértice k,
entonces si se utiliza co para colorear algin otro vértice de la clique se obten-
dra una adyacencia para la arista que une k con dicho vértice. Lo mismo se
daré si en lugar de pintar k£ con ¢y se lo pinta con c3. Es decir,

(They + Thes) =1 A Z Tpey =1 = Z Zok > 1.
veK\{k} veK\{k}

Esta implicacién puede escribirse como una desigualdad lineal de la siguiente

manera:
E Zok 2 (They + They)  + E Tpe, — L. (3.31)
veK\{k} veK\{k}

Como se mostrd, la desigualdad (3.31) se deduce légicamente de ciertas
caracteristicas del problema en cuestién, que involucran a las variables men-
cionadas en la misma. Sin embargo, es posible fortalecer la desigualdad me-
diante un procedimiento conocido como lifting. Este procedimiento consiste en
tomar una variable no utilizada en la desigualdad e incorporarla a la misma. Lo
que se intenta es incorporarla con el coeficiente que mejor ajuste la desigualdad,
manteniendo por supuesto la validez de la misma. Un aspecto interesante de
este procedimiento es que si la desigualdad original definia facetas del poliedro
resultante de fijar en cero la variable a incorporar, entonces la nueva desigual-
dad define facetas del poliedro original. La demostracién de este teorema puede
encontrarse en [18] junto con una excelente explicacién de este tipo de procedi-
mientos.

La siguiente definicién surge de un proceso de lifting de la variable zj., en
(3.31), con el objetivo de fortalecer esta desigualdad vélida.

Definicién 3.2.3. Sea K C V un conjunto de vértices que inducen un subgrafo
completo de G, k € K un vértice distinguido y Q = {c1, ca,c3} C C un conjunto
de tres colores consecutivos tal que c;y1 = ¢; + 1, para i = 1,2. Definimos la
3-colors inner clique inequality asociada a K, k y @ como

Z Zok 2 (Tpey + They + They)  + Z Tyey — 1. (3.32)
veK\{k} veK\{k}

Proposiciéon 3.2.3. Las 3-colors inner clique inequalities son wvdlidas para

PS(G,C).
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Demostracion. Es sencillo ver que si el vértice k no se pinta con alguno de los
tres colores de @, entonces la desigualdad se cumple trivialmente ya que, por
un lado (Zke, + Tke, + They) = 0y por otro, dado que K representa una clique,

se puede ver que
Z Tyey < 1,
veK\{k}

lo cual deja al lado derecho de la restricciéon con un valor nulo o negativo.

Por este motivo basta concentrar la atencién en los casos en que al vértice k se
le asigna algin color de Q. En estos casos (g, + Tkey + Thes) = 1, ¥y por lo
tanto deberfamos demostrar que

Yoz = D Tue (3.33)

veK\{k} veK\{k}

Si el color asignado al vértice k fuese co, entonces ningiin otro vértice de K
podria tener el mismo color asignado, con lo cual (3.33) se cumple trivialmente,
ya que su lado derecho es cero. Si, en cambio, el color asignado a k fuese ¢y,
entonces podria haber otro vértice v € K tal que x,., = 1, pero en ese caso la
variable de adyacencia z,j tomard también el valor 1y (3.33) se sguird cumplien-
do. Andlogamente, ocurre lo mismo si el color asignado a k es ¢z en lugar de
Cy. O

Es importante notar, en particular para la implementacién y el uso de esta
desigualdad valida, que tanto ¢; como c3 pueden no existir y la desigualdad
seguird siendo valida. Es decir, si se toman sélo los dos primeros colores de C'
como cg y cg respectivamente, la desigualdad sigue siendo valida frente a la
ausencia de ., . Lo mismo ocurre si se toman los tltimos dos colores de C' para
€1y ca, respectivamente, y en este caso la variable ausente seria x,.,. La validez
de estos hechos queda implicada por la dominancia de (3.32) sobre la misma
desigualdad con estas variables ausentes.

Teorema 3.2.2. Si |C| > x(G) y |C| > |K| + 5, entonces las 3-colors inner
clique inequalities definen facetas de PS(G,C).

Demostracion. Sea m € R™*™ el vector de coeficientes de (3.32) y mp € R
el término independiente de la misma. La cara de PS(G, C) definida por esta
desigualdad es entonces

F={yeR"":my=m}NPS(G,C).

Sean A € R™T™ y )y € R tales que \y = A\g,Vy € F. Veremos que \ es una
combinacién lineal de 7 y los vectores de coeficientes de las ecuaciones (2.1) del
modelo, con lo cual F es una faceta de PS(G,C).

Antes de comenzar la demostracién caracterizaremos las soluciones enteras
y = (z,2) € F en tres tipos:
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Tipo (I) El vértice k no utiliza ningtin color de @ y algin otro vértice de
la clique utiliza co. Ademds, ningin vértice de la clique utiliza un color
adyacente al utilizado por k. Es decir,

L Ikcl = kaQ = xk(13 = 03
® I,.,, =1paraalginv e K\ {k}y
® 2, = 0 para todo v € K \ {k}.

Tipo (II) El vértice k utiliza co. En este caso para que se cumpla la igualdad
los demas vértices de la clique no deben utilizar ¢; o c¢3 para no generar
adyacencias de colores, y tampoco co pues lo utiliza k. Es decir,

.kaQZ]‘y

® Ty, = Tyey, = Tyes = 0 para todo v € K\ {k}.

Tipo (III) El vértice k utiliza ¢; o c3, y las tnicas adyacencias de color dadas
entre k y los demas vértices de la clique estan dadas por el uso de co por
parte de los demds vértices. Es decir,

® iy, =10xpe, =1,y

® 2y =1 Ty, = 1 para todo v € K \ {k}.

Llamaremos tipo (IITa) y tipo (IIIb) a las soluciones de este tipo en las
cuales k utilice ¢; y c3, respectivamente.

A continuacion se muestran graficamente los tipos de soluciones descriptos.
Los espacios en blanco de la tabla indican que no hay restricciones para los
vértices que pueden recibir el color en cuestién y el simbolo @i indica que el
mismo no estd asignado a ningun vértice de la clique. Tanto v como w repre-
sentan colores de la clique.

Cc C1 Co C3
(I) — ®K k (Z)K [
(IT) — 0k | k| 0k
(I11a) — 0 | k
(I1Tb) — k| Ok

Para demostrar que A es una combinacién lineal de 7 y los vectores de co-
eficientes de las ecuaciones (2.1) del modelo veremos que los coeficientes de A
cumplen con ciertas condiciones, las cuales se van demostrando a continuacion.

Dada una arista vw € E, tal que vw ¢ {kj : j € K}, veremos que A, = 0.
Tomemos una solucién y = (z, z) € PS(G, C) de tipo (II) en la cual los vértices
v y w reciban colores no adyacentes y z,, = 0. Esta solucién puede construirse
permutando el color asignado a uno de estos vértices para lograr la no adya-
cencia. Luego, construimos la solucién y' = (2/,2') € PS(G,C) a partir de la
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solucién y pero poniendo z,,, = 1. Esta solucidn sigue siendo valida, y dado que
Zyw 1O participa de (3.32), la misma sigue cumpliéndose por igualdad.
Dado que tanto y como gy’ pertenecen a I, sabemos que Ay = A\g v Ay’ = Ao
y por lo tanto Ay = Ay’. Sabemos ademés que y coincide con y’ en todos sus
elementos salvo en z,,,, con lo cual se deduce que

Azy Zow = Aayu 2

Zow Tvw?

y por lo tanto

[Condicién 1]  A,,, =0 VYowe Etal quevw ¢ {kj:je K}. (3.34)

Zow

Tomemos ahora un vértice v ¢ K. Veremos que A,,, = A, , para cualquier
par de colores ¢, ¢’ € C. Dado que |C| > x(G), es posible construir una solucién
en la cual el color ¢ no esté utilizado por ningtin vértice del grafo. Conside-
remos entonces una solucién y = (x,z) € PS(G,C) de tipo (I) en la cual ¢
esté libre de vértices® y en la cual el vértice v reciba el color ¢ (esto tltimo
puede conseguirse permutando el color de v, asumiendo, sin perder generalidad,
que el color asignado a v es distinto de ¢y). Luego, construimos una solucién
y = (2/,2') a partir de y, en la cual el vértice v recibe el color ¢’. Podemos
visualizar la diferencia entre estas dos soluciones con el siguiente diagrama:

<
1

~

Esta solucién es valida pues este color no estaba ultilizado por ningin otro
vértice del grafo, y ademads esta solucion pertenece a la cara F' pues es también
una solucién de tipo (I).

Dado que tanto y como y’ pertenecen a F, sabemos que A\y = Ag y Ay = Ao
y por lo tanto Ay = Ay’. Sabemos ademds que y coincide con y’ en todos sus
elementos salvo en x,., T, y en algunas variables de adyacencia incidentes a v.
Sin embargo, por (3.34) sabemos que A = 0,Yow € FE, y entonces podemos
deducir que

Zow

A

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que

/ !
Tye + )\vac/ Tye! = )‘H%CIUC + >‘”c Toyets

Tye ve!

Aoy = Az, -

Para el caso en que ¢’ = ¢z, no existen en F soluciones de tipo (I) de manera
tal que no se utilice ¢/, sin embargo, se puede demostrar esta igualdad bajo el
mismo razonamiento previo utilizando soluciones de tipo (IIT). Asf,

[Condicion 2] Ay, . =Xs,, YwE K Ve eC. (3.35)

Ty

3p ; il : / . ;
ara que exista esta solucién, asumimos que ¢’ # c2; luego veremos este caso particular.
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A continuacién, consideremos un vértice v € K \ {k}. Veremos que A;,,, =
Az,. — Az, DPara algin color ¢ € C'\ {c2}. Tomemos en este caso una solucién
y = (z,2) € PS(G,C) de tipo (Illa) en la cual el vértice v utilice el color cq,
y ademads haya un color ¢ € C'\ {cz} libre de vértices (esto puede construirse
gracias a que |C| > x(G)), el cual asumimos por ahora que es distinto de ¢1 y
de c3*. Luego, construimos una segunda solucién y' = (', 2') a partir de y pero
pintando en este caso el vértice v con el color c.

C1 | C2 | C3
k| v
k

L
!
SERSSEN

Esta solucién sigue siendo valida ya que ¢ no estaba utilizado en ningun vértice.
Ademsds, esta solucién sigue siendo una solucién de tipo (IITa) con lo cual
pertenece a la cara F'y por lo tanto, al igual que en casos anteriores, se puede
ver que Ay = \y’. En este caso, y coincide con 3y’ en todas sus variables salvo
€N Tye,, Tye, Zky ¥ Otras variables de adyacencia para v. Estas tltimas variables
sin embargo quedardn anuladas pues, por (3.34), los coeficientes de A para esas
variables son nulos. Se puede decir entonces que

/\wwz Tvey T AzyeToe T Az 2ko = A 33;(;2 + )\Ivcx’luc + Az, lemﬂ

LTwveg

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se

desprende que

[Condicion 3] Az, + Az, = Az,. Vv € K\ {k}, para algin c € C\ {ca2}.
(3.36)

Tyeq

Vale aclarar que el color ¢ puede ser, permutando los colores, cualquier color
salvo co (para el caso de ¢ = ¢; la demostracién es andloga a la anterior pero
partiendo de una solucién de tipo (IIIb) en lugar de una de tipo (IIla)). Con
esto, es facil ver que

[Condicion 4] Ag,. = Xo,, Yve K\{k} Ve, d e C\{c2}. (3.37)

Veremos a continuacion que Az, = Azy., = Azy., = Az — Az, Para algin
c € C\{c1,ca,c3} yalgin v € K\ {k}. Vemos primero lo que ocurre con A, ;.
Para ello tomemos una solucién y = (z,2) € PS(G,C) de tipo (Illa) en
la cual un vértice v € K \ {k} utilice el color co, y ademds haya un co-
lor ¢ € C\ {e1,co,c3} libre de vértices (esto puede construirse gracias a que

4Veremos més adelante cémo puede demostrarse lo mismo para estos casos.
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|C] > x(@)). Pedimos también que los dos colores adyacentes a ¢ no estén asig-
nados a ningtin vértice de K; esto es factible si |C'\ {c}| > |K|+2, y esto tltimo
estd garantizado por las hipétesis del teorema. Luego, construimos una segunda
solucién y' = (2/,2") a partir de y pero pintando en este caso el vértice k con el
color c.

C C1 Co C3
Yy — O | 0| O k| v
y — 0 | k| Ok v

Esta solucién sigue siendo valida ya que ¢ no estaba utilizado en ninguiin vértice.
Ademsds, esta solucién pertenece a la cara F' ya que representa una solucién
de tipo (I) y por lo tanto, al igual que en casos anteriores, se puede ver que
Ay = A\y'. En este caso, y coincide con y’ en todas sus variables salvo en zp., ,
Tke, Zko ¥ €ventualmente algunas otras variables de adyacencia para k, aunque
estas dltimas variables quedaran anuladas pues, por (3.34), los coeficientes de A
para esas variables son nulos. Se puede decir entonces que

’ ’ ’
)‘-chl They T Az The + Azy, 2o = /\ﬂﬁkcl The, + AzreThe T Az Zhus

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que
/\wkcl + )\Zky = )\:Ekc7 (338)

para algin v € K \ {k} y algin c € C'\ {c1, 2, c3}.
Anélogamente, partiendo de una solucién de tipo (IIIb) en lugar de una de tipo
(Illa) se demuestra lo mismo para Ay, . Es decir,

>\ka3 + )\qu_, = >\5Ekc7 (339)

para algin v € K \ {k} y algin c € C'\ {c1, c2,c3}.

Veremos ahora que A;,., = Ay, ., para de esa manera completar la quinta condi-
ci6n que debe cumplir A. Tomemos entonces una solucién y = (z,z) de tipo
(IT) en la cual el color ¢s no esté utilizado. Pedimos ademds que el color que
le sigue a c3, llamémoslo ¢ = c3 + 1, no esté asignado a ningin vértice de la
clique (nuevamente esto es factible ya que |C| > x(G) v |C\ {c3}| > | K|+ 1).
Luego, construimos otra solucién y’' = (2’,2) a partir de y en la cual pintamos
k utilizando c3.

C1 C2
y— k
Yy —

>~ =L

= s
=

=

Esta solucién es una solucién factible pues c3 estaba libre de vértices. Ademés
es una solucién perteneciente a F' pues representa una solucién de tipo (IIIb).
De nuevo, tenemos que Ay = Ay’ y en este caso y coincide con 3’ en todas
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sus variables salvo en Zyc,, Tre, y eventualmente algunas otras variables de
adyacencia para k, aunque estas ultimas quedaran anuladas pues los coeficientes
de X para ellas son nulos. Se puede decir entonces que

— / /
)‘fﬂkcz They + )\ka3 Lkes = /\zkcz Te, T )‘sz3 Leg»

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones
podemos ver que

)\xkcz = /\ﬂﬁkcs' (340)

Finalmente, combinando (3.38), (3.39) y (3.40) llegamos a

[Condicion 5] Auy., = Aiye, = Aapey, = Azpe — A (3.41)
para algin v € K \ {k}, y algun ¢ € C'\ {c1, 2, c3}.

They They The 2k

Vale aclarar que el vértice v se tomé de manera arbitraria y puede usarse
cualquier vértice v € K \ {k}, con lo cual utilizando (3.41) variando el vértice
elegido se deduce que

[Condicién 6] X, = A;,., Yv,we K\ {k}. (3.42)

La tultima condicién a demostrar es el hecho de que A;,, = Az, para todo
¢, € C'\{ec1,ca,c5}. Tomemos entonces una solucién y = (z, z) de tipo (I) en
la cual el vértice k estd pintado con el color ¢; es factible construir esta solu-
cién permutando los colores asignados. Ademds, el color ¢’ debe estar libre de
vértices; nuevamente la hipdtesis |C| > x(G) permite tomar esta solucién. Y por
iltimo, pediremos que en esta solucion tanto los colores adyacentes a ¢ como
los adyacentes a ¢’ no estén asignados a ningun vértice de K; esto es factible si
|C\ {c}| > |K]|+4, lo cual estd implicado por las hipétesis. Luego, construimos
una solucién y’ = (2, 2’) a partir de y en la cual el vértice k utiliza el color ¢'.

o
Q
~

y — 0

= s
=
= s
=
> =)
= s
=

x

S
=
=

Esta solucién es una solucién vélida ya que el color ¢’ no estaba utilizado por
ningun vértice. Ademas, esta solucién pertenece a la cara F' ya que, al igual que
y, es una solucién de tipo (I).

Estas dos soluciones coinciden en todos sus valores salvo en los valores de zg.,
Tre ¥y eventualmente algunas variables de adyacencia entre k y vértices fuera
de la clique (pues aseguramos que los colores adyacentes a ¢ y a ¢’ no estdn
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asignados a vértices de K). Estas tltimas variables resultan anuladas por sus
correspondientes coeficientes en A, con lo cual se puede ver que

/ /
)\wkuxk:c + A;zrkc/ LTle! = )\wkuxkc + A;zrkc/ Lloe

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
obtiene
[Condicion 7] Ay, = A, Ve, € C\{er,ca,c3}. (3.43)

Terminamos con esto de demostrar las condiciones particulares sobre los
coeficientes de \. Veremos ahora como estas condiciones implican el hecho de que
A es una combinacion lineal de 7 y los vectores de coeficientes de las ecuaciones
(2.1) del modelo.

La condicién (3.35) indica que dado un vértice v fuera de la clique, el coeficiente
de X para la variable x,. es el mismo para cualquier color c¢. Llamemos entonces,
0y a este valor. Es decir, dado v ¢ K

)\mvc = ﬁv Ve e C.

Por otro lado, la condicién (3.37) indica que dado un vértice v € K \ {k}, el
coeficiente de A\ para la variable z,. es el mismo para cualquier color ¢, salvo
para co. Llamemos entonces, 3, a este valor®, o sea

Az,. = Bo Vee O\ {ea}.

De manera similar, la condicién (3.43) indica que el coeficiente para la variable
Zke s el mismo para cualquier color ¢, salvo para c1, ca v c3. Llamemos entonces,
B a este valor, es decir

Aap. = B Vee C\A{c1,ca, 03}

En la condicién (3.42) se ve que A,,, = A;,, para todo par de vértices v,w €
K\ {k}. Si llamamos « a este valor obtenemos que

Ao, = Yo e K\ {k}.

Definidos a y 3, para cada v € V, podemos ver qué valores toman el resto de
los coeficientes de A en funcién de éstos.
Tomando la condicién (3.36), podemos ver que

A =0, —a YveK\{k},

Tocy

y utilizando la condicién (3.41), se ve que

)‘wkcl = >‘5Ekc2 = )\I’Ccs = Br — a.

5Vale aclarar que, dado que 3, depende de v, estos pueden ser distintos para cada vértice.
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De esta manera, teniendo en cuenta ademds la condicién (3.34), se puede ver
que A se puede formar como la combinacién lineal

3 5 —an

veV

donde e(*) representa el vector de coeficientes de la ecuacién de (2.1) correspon-
diente al vértice v. Por lo tanto, las 3-colors inner clique inequalitites definen

facetas de PS(G, C). O

Un aspecto interesante de esta familia de desigualdades son las desigualdades
que surgen al utilizar K = {v,w} para alguna arista vw € E, y k = v. La
desigualdad en este caso es

Zow Z (xvcl + Tye2 + mvc?)) + Lwe2 — 1a

y puede verse que la misma domina a las desigualdades (2.3) del modelo.
Andlogamente, si se utiliza k = w se obtiene otra desigualdad también do-
minante para (2.3).

3.2.4. 3-colors outer clique (3COK) inequality

Esta desigualdad es muy similar a la anterior pero, en esta ocasion, se parte
de suponer que el color asignado al vértice distinguido k es ¢z, dejando los co-
lores externos de () para pintar otros vértices de la clique.

Consideremos entonces nuevamente el conjunto de vértices que definen una
clique K, el vértice distinguido k € K y el conjunto de tres colores consecu-
tivos @ = {c1,¢2,¢c3} C C. Supongamos ahora que se utiliza el ¢y para pintar
el vértice k, entonces si se asigna c; a algin vértice v € K se obtendra una
adyacencia de colores dada por la variable z,;. Lo mismo pasa si se utiliza el
color c3, en lugar de ¢, para pintar v.

Es preciso notar que ambos colores (c; y c¢3) pueden estar utilizados al mismo
tiempo sobre dos vértices distintos v,w € K \ {k}, generando asi{ dos adyacen-
cias. De hecho, la cantidad de adyacencias entre k y otros vértices de la clique
estard dada por la cantidad de estos ultimos que utilicen los colores ¢; y c3. Es

decir
They = 1 = Z Zok = Z (l'ucl + 1’1)63)7
veK\{k} veK\{k}

pero la cantidad de vértices de K \ {k} usando ¢; o ¢ es obviamente menor o
igual que 2.

Se puede escribir esta implicacién como una desigualdad lineal de la siguiente
manera:

Z Zok 2 2Tke, + Z (Tyey + Toeg) — 2. (3.44)
veK\{k} veK\{k}
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Nuevamente utilizamos aqui un procedimiento de lifting con el objetivo de
fortalecer esta desigualdad valida, en este caso para introducir las variables x.,
Y The, €0 (3.44), y obtener la siguiente definicién.

Definicién 3.2.4. Sea K CV un conjunto de vértices que inducen un subgrafo
completo de G, k € K un vértice distinguido y Q = {c1,c2,c3} C C un conjunto
de tres colores consecutivos tal que c;y1 = ¢; + 1, para i = 1,2. Definimos la
3-colors outer clique inequality asociada a K, k y Q como

Z Zok 2 (Trey + 2%pey + Thes) + Z (Tyey + Toeg) — 2. (3.45)
veK\{k} veK\{k}

Proposicion 3.2.4. Las 3-colors outer clique inequalities son wdlidas para

PS(G,C).

Demostracion. Es facil ver que si no se asigna ningun color de ) al vértice
k, entonces la desigualdad se cumple trivialmente ya que, por un lado (zg., +
2% e, + They) = 0y por otro, como K representa una clique, dados dos colores
distintos, se puede pintar a lo sumo dos vértices de la clique con ellos, es decir,

Z (zvcl + xt)Cg) <2,

veK\{k}

lo cual deja un valor nulo o negativo en el lado derecho de (3.45). Por este
motivo basta demostrar que la desigualdad es valida cuando al vértice k se le
asigna algun color de Q.

Veamos entonces qué sucede si k se pinta con el color ¢;. En este caso ocurre
(Tkey; + 2Tkey + Thes) = 1, y por lo tanto deberfamos probar que

Z Zok 2 Z (Tye, + Tpey) — L.

veK\{k} veK\{k}

Pero dado que k pertenece a la clique, el hecho de estar pintado con ¢; impide
que otros vértices de la clique estén pintados con el mismo color, con lo cual
s6lo deberiamos demostrar que

Z Zok 2 Z Tyes — ]-, (346)

vEK\{k} veK\{k}

pero esto es trivial, pues el lado derecho de (3.46) es a lo sumo cero. Analoga-
mente, se demuestra la validez si el color asignado a k es cs.

Si en cambio el color asignado al vértice k fuese ¢y, tendriamos entonces
(The, + 2Tkey + Thes) = 2, y por lo tanto habria que demostrar que

Z Zok 2 Z (xvcl + -Tvce,)~ (347>

veK\{k} veK\{k}
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Pero en esta ocasién las unicas adyacencias de color que puede tener k con
otros vértices de la clique estaran dadas tinicamente con los vértices que reciban
colores adyacentes a cs, es decir ¢; y c3, y por lo tanto por cada vértice de la
clique que reciba uno de esos colores la correspondiente variable de adyacencia
con respecto a k deberd valer 1. O

Es importante notar, al igual que para las 3CIK inequalities, que tanto c;
como c3 pueden no existir y la desigualdad seguird siendo valida. Es decir,
si se toman sélo los dos primeros colores de C' o sélo los dos tdltimos y se es-
cribe la desigualdad sin las variables correspondientes al color faltante, la misma
seguird siendo valida. La validez de estos hechos queda implicada nuevamente
por la dominancia de (3.45) sobre la misma desigualdad con estas variables
ausentes.

Teorema 3.2.3. Si |C| > x(G) y |C| > |K| + 5, entonces las 3-colors outer
clique inequalities definen facetas de PS(G,C).

La demostracion de este teorema tiene sélo leves diferencias con la del teo-
rema 3.2.2.

3.2.5. 4-colors vertex clique (4CVK) inequality

Esta desigualdad surge de analizar un caso similar a los dos anteriores. Nue-

vamente tenemos una clique K y un vértice distinguido k£ € K, aunque en este
caso comenzamos considerando sélo dos colores consecutivos, llamemos a estos
colores co vy ¢35.
Supongamos que asignamos al vértice k, el color cg. Luego, si cualquier vértice
de la clique recibe el color c3, se obtendra una adyacencia de color entre estos
dos vértices. Analogamente ocurre lo mismo si el color asignado a k es c3 y el
asignado al otro vértice de la clique es cy. Es decir

(kaQ + xkc;;) =1 A Z (x’UCQ +x’063) =1 = Z Zok > 1.
veK\{k} veK\{k}

Podemos representar esta situacién por medio de una desigualdad lineal como

Z Zok = (2ka2 ‘|’2ka3) + Z (xvq +'r’l)03) - 2 (3'48)
veK\{k} veK\{k}

Si llamamos c¢; y ¢4 a los colores inmediatamente anterior y posterior a cg y
c3, respectivamente, es posible utilizar un proceso de lifting para incorporar las
variables ke, ¥ ke, @ la desigualdad y obtener con eso una desigualdad vélida
mas fuerte. La misma se define a continuacién.

Definicién 3.2.5. Sea K C V un conjunto de vértices que inducen un subgrafo
completo de G, k € K un vértice distinguido y Q = {c1,¢a,¢c3,¢4} C C un

SEsta nomenclatura cobra sentido una vez que la desigualdad quede totalmente definida.
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conjunto de cuatro colores consecutivos tal que ciy1 = ¢; + 1, para i = 1,2,3.
Definimos la 4-colors vertex clique inequality asociada a K, k y QQ como

Z 2ok Z (xkcl +2$k02 +2$k03 +xk04)+ Z (mvcz +$v03) - 2. (349>
veK\{k} veK\{k}

Proposicion 3.2.5. Las 4-colors vertex clique inequalities son wvdlidas para

PS(G,C).

Demostracion. En el caso en que el vértice k no utiliza ningtin color de Q, es
sencillo probar la validez de (3.49) ya que (Zke, + 2%ke, + 2Tkes + The,) = 0y,
como K representa una clique, dados dos colores distintos, se puede pintar a lo
sumo dos vértices de la clique con ellos, es decir,

> (@uey + Tuey) <2,

veK\{k}

y por ello el lado derecho de (3.49) resulta nulo o negativo. Luego, basta de-
mostrar que la desigualdad es valida cuando al vértice k se le asigna algtin color

de Q.

Veamos entonces qué sucede si k se pinta con el color ¢;. En este caso ocurre
(They, + 2Tkey + 2Thes + Tie,) = 1, y por lo tanto deberfamos probar que

Z Zok > Z (Tpey + Toeg) — 1. (3.50)

veK\{k} veK\{k}

Dado que k estd pintado con ¢, sabemos que cualquier vértice de la clique que
utilice co generara una adyacencia de color con k, es decir,

Z Zok > Z Topeys (3.51)

veK\{k} veK\{k}

y ademas, al ser K una clique sabemos también que

> @y, <L (3.52)

veK\{k}

Por lo tanto, usando (3.51) y (3.52) se demuestra (3.50). Analogamente, se prue-
ba la validez de (3.49) si el color utilizado por k es ¢4, en lugar de ¢;.

Restaria ver entonces qué ocurre si el color asigando a k es ¢y o bien cs.
Supongamos entonces que se asigné co al vértice k. En este caso se puede ver
que (Te, + 2%pe, + 2Tkes + The,) = 2, ¥ por lo tanto lo que hay que probar es
que

Z Zok 2 Z (xv02 + 'T’UCg)a (353>

veK\{k} veK\{k}
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aunque en realidad sabemos que ningtn otro vértice de la clique, ademas de k,
puede recibir el color ¢z, con lo cual (3.53) se reduce a

Z Zok > Z Tocys (3.54)

veK\{k} veK\{k}

y es sencillo ver que cualquier vértice de la clique que reciba el color c3 genera-
ra una adyacencia de color con el vértice k (pues este dltimo estd pintado con
¢2) lo que demuestra (3.54). Analogamente, se prueba la validez en el caso en
que k reciba el color c3 en lugar de cs. O

Al igual que en las ultimas dos desigualdades validas, vale aclarar que los
colores de los extremos de ) pueden no existir, pudiendo utilizarse entonces los
tres primeros colores de C' para representar ca, ¢3 y ¢4, 0 bien los tres tltimos
colores de C para c1, ¢ y c3. La validez, al igual que antes, queda implicada por
la dominancia de (3.49) sobre la misma desigualdad con estas variables ausentes.

Teorema 3.2.4. Si |C] > x(G) y |C| > |K| + 5, entonces las 4-colors vertex
clique inequalities definen facetas de PS(G,C).

Demostracion. Sea m € R™T™ el vector de coeficientes de (3.49) y mp € R
el término independiente de la misma. La cara de PS(G,C) definida por esta
desigualdad es entonces

F={yecR"™ 1y =m} NPS(G,C).

Sean A € R™T™ v )y € R tales que Ay = A\g,Vy € F. Veremos que A es una
combinacién lineal de 7 y los vectores de coeficientes de las ecuaciones (2.1) del
modelo, con lo cual F' es una faceta de PS(G, C).

Antes de comenzar la demostracién caracterizaremos las soluciones enteras
y = (x,2) € F en tres tipos:

Tipo (I) El vértice k no utiliza ningtin color de @ y existen dos vértices de la
clique que utilizan ¢y y c¢3. Ademads, ninguin vértice de la clique utiliza un
color adyacente al utilizado por k. Es decir,

® Tkcy = Theg = Thes — Lkey — 07
® Ty, =1y Ty, =1 para algunos v,w € K\ {k} y
® 2, = 0 para todo v € K \ {k}.

Tipo (II) El vértice k utiliza ¢; 0 ¢4 y al menos algin otro vértice de la clique
utiliza c3 o co, respectivamente. Ademds, ningin vértice de la clique utiliza
el color adyacente al utilizado por k que estd fuera de @ (es decir ¢; — 1 o
c4+1, respectivamente). Vale aclarar que el resto de los colores pueden o no
ser usados por vértices de la clique y la desigualdad seguird cumpliéndose
por igualdad. Llamaremos tipo (Ila) al caso en que k utiliza ¢; y (IIb) que
utiliza ¢y. Es decir, en las de tipo (I1a)
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L] .Z‘kcl = 1,
e z,., =1paraalginv € K\ {k} y

e si existe ¢; — 1, entonces 4., —1 = 0 para todo v € K \ {k}.
y en las de tipo (IIb)

® Tkey = 1a
® 7,., =1 paraalgin v € K\ {k} y

e si existe ¢4 + 1, entonces 2y, +1 = 0 para todo v € K \ {k}.

Tipo (III) El vértice k utiliza c2 0 ¢3 y ningin otro vértice de la clique utiliza
el ¢1 o0 ¢y, respectivamente. Aclaramos también en este caso que el resto de
los colores pueden o no ser usados por vértices de la clique y la desigualdad
seguird cumpliéndose por igualdad. Llamaremos tipo (IIIa) al caso en que
k utiliza co y (IIIb) que utiliza c3. Es decir, en las de tipo (IIIa)

® Ty, =1y
e 1,., =0 para todo v € K \ {k}.

y en las de tipo (ITIb)

® Ty, =1y
o 1,., =0 para todo v € K \ {k}.

A continuacién se muestran graficamente los tipos de soluciones descriptos.
Los espacios en blanco de la tabla indican que no hay restricciones para los
vértices que pueden recibir el color en cuestién y el simbolo @ indica que el
mismo no estd asignado a ningin vértice de la clique. Tanto v como w repre-
sentan colores de la clique.

c €1 | C2 | C3 | Cq
(1) — D | k| O v | w
(Ila) — O | K v
(IIb) — v k| 0k
(I1Ia) — O | K
(I11b) — k| 0k

Para demostrar que A es una combinacion lineal de 7 y los vectores de co-
eficientes de las ecuaciones (2.1) del modelo veremos que los coeficientes de A
cumplen con ciertas condiciones, las cuales se van demostrando a continuacion.

Dada una arista vw € E, tal que vw ¢ {kj : j € K}, veremos que A, = 0.
Tomemos una solucién y = (z, z) € PS(G,C) de tipo (I) en la cual los vértices
v y w reciban colores no adyacentes y z,, = 0. Esta soluciéon puede construirse
permutando el color asignado a uno de estos vértices para lograr la no adya-
cencia. Luego, construimos la solucién y' = (2/,2') € PS(G,C) a partir de la
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solucién y pero poniendo z,,, = 1. Esta solucidén sigue siendo valida, y dado que
Zyw 1O participa de (3.49), la misma sigue cumpliéndose por igualdad.
Dado que tanto iy como g’ pertenecen a I, sabemos que Ay = A\g v Ay’ = Ag
y por lo tanto Ay = Ay’. Sabemos ademés que y coincide con y’ en todos sus
elementos salvo en z,,,, con lo cual se deduce que

Azy Zow = Azyo 2

Zow Tvw?

y por lo tanto

[Condicién 1]  X,,, =0 Yow e Etal quevw ¢ {kj:je€ K}.  (3.55)

Zow

Tomemos ahora un vértice v ¢ K. Veremos que \,,. = A, , para cualquier
par de colores ¢, ¢’ € C. Dado que |C] > x(G), es posible construir una solucién
en la cual el color ¢’ no esté utilizado por ningin vértice del grafo. Conside-
remos entonces una solucién y = (z,z) € PS(G,C) de tipo (I) en la cual ¢
esté libre de vértices” y en la cual el vértice v reciba el color ¢ (esto tltimo
puede conseguirse permutando el color de v, asumiendo, sin perder generalidad,
que el color asignado a v no es ni ¢y ni ¢3). Luego, construimos una solucién
y = (2/,2') a partir de y, en la cual el vértice v recibe el color ¢’. Podemos
visualizar la diferencia entre estas dos soluciones con el siguiente diagrama:

y — v

Esta solucién es valida pues este color no estaba ultilizado por ningin otro
vértice del grafo, y ademas esta solucion pertenece a la cara F pues es también
una solucién de tipo (I).

Dado que tanto iy como 7' pertenecen a I, sabemos que Ay = A\g v Ay’ = Ag
y por lo tanto Ay = Ay’. Sabemos ademds que y coincide con y’ en todos sus
elementos salvo en x,., T, ¥ en algunas variables de adyacencia incidentes a v.
Sin embargo, por (3.55) sabemos que A = 0,Yow € E, y entonces podemos
deducir que

Zow

/ /
)\wvcxvc + )\xvc/ Tye! = )\w,,,qu;c + )\a:“ x

’
o P

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que
Aeye = A,

ve

Para el caso en que ¢’ = ¢z 0 ¢ = ¢3, no existen en F' soluciones de tipo (I) de
manera tal que no se utilice ¢/, sin embargo, se puede demostrar esta igualdad

"Para que exista esta solucién, asumimos que ¢/ ¢ {c2,c3}; luego veremos estos casos
particulares.
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bajo el mismo razonamiento previo utilizando soluciones de tipo (IIIb) y (IIIa),
respectivamente. Asi,

[Condicion 2] Aeye =As,, Y0 ¢ K Ve d eC. (3.56)

Zoe

A continuacién, consideremos un vértice v € K \ {k}. Veremos que A, =
Azyey = Az, — Az, Para algin color ¢ € C'\ {¢2, c3}. Tomemos en este caso una
solucién y = (x,z) € PS(G,C) de tipo (I11a) en la cual el vértice v utilice el
color ¢z, y ademés haya un color ¢ € C'\ {co,c3} libre de vértices (esto puede
construirse gracias a que |C| > x(@G)), el cual asumimos por ahora que es dis-
tinto de ¢;%. Luego, construimos una segunda solucién 3y’ = (2, 2') a partir de
y pero pintando en este caso el vértice v con el color c.

Tye

c Cc1 Co | C3 | C4
Yy— 1] 0 | k v
y — v 0 | K

Esta solucion sigue siendo véalida ya que ¢ no estaba utilizado en ningin vértice.
Ademsds, esta solucién sigue siendo una solucién de tipo (IIIb) con lo cual
pertenece a la cara F'y por lo tanto, al igual que en casos anteriores, se puede
ver que Ay = Ay’. En este caso, y coincide con 3y’ en todas sus variables salvo
€N Tyey, Tue, Zky ¥ Otras variables de adyacencia para v. Estas ultimas variables
sin embargo quedardn anuladas pues, por (3.55), los coeficientes de A para esas
variables son nulos. Se puede decir entonces que

o / / /
)‘ m'UCS + )‘Evcxvc + )\Zlcwzkv - )‘CEucg mvc;; + )‘Evcxvc + )\Zlmfzk’l)’

Tyes

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que

A + Az, = Ay, (3.57)

Teg

Anélogamente, utilizando una solucién de tipo (IIIb) en lugar de (IIla) y par-
tiendo de una solucién en la cual el vértice v utilice el color ¢y, se demuestra,
asumiendo que ¢ # ¢4, que

A + Aoy = Az, (3.58)

Tyey

y por lo tanto, de (3.57) y (3.58) decimos que

[Condicion 8] Aa,.. =Aen.. = Aon. —Aspy Vo € K\ {k}, (3.59)

para algin c € C'\ {cg, c3}.

Lycgy Lycg Zyec

Vale aclarar que el color ¢ puede ser, permutando los colores, cualquier color

8Veremos més adelante cémo puede demostrarse lo mismo para este caso.
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salvo ¢g y ¢z (para los casos obviados en los que ¢ = ¢1 y ¢ = ¢4, se puede realizar
la demostracién andlogamente utilizando soluciones de tipo (II) en lugar de tipo
(III)). Con esto, se puede ver que

[Condicion 4] Ay, =Xa,, Ywve K\{k} Ve, €C\{cz,c3}. (3.60)

Veremos a continuacién que Ay, = Az, = Az, — Az, Paraalgin c € C\Q
y algin v € K \ {k}. Vemos primero lo que ocurre con A, ;.
Para ello tomemos una solucién y = (z, z) € PS(G,C) de tipo (Ila) en la cual
dos vértices v, w € K\ {k} utilicen los colores ¢y y cs, respectivamente, y ademds
haya un color ¢ € C'\ @ libre de vértices (esto puede construirse gracias a que
|C] > x(@)). Pedimos también que los dos colores adyacentes a ¢ no estén asig-
nados a ningin vértice de K; esto es factible si |C'\ {c}| > | K|+ 3, y esto tltimo
estd garantizado por las hipotesis del teorema. Luego, construimos una segunda
solucién y' = (2/, 2') a partir de y pero pintando en este caso el vértice k con el
color c.

c C1 | C2 | C3 | C4
y— O | 0] 0k 0 | K] v |w
Yy — 0 | k| Ok )% v | w

Esta solucion sigue siendo véalida ya que ¢ no estaba utilizado en ningin vértice.
Ademads, esta solucién pertenece a la cara F' ya que representa una solucién
de tipo (I) y por lo tanto, al igual que en casos anteriores, se puede ver que
Ay = Ay’. En este caso, y coincide con y’ en todas sus variables salvo en zj., ,
Tke, Zky ¥ €ventualmente algunas otras variables de adyacencia para k, aunque
estas ultimas variables quedaran anuladas pues, por (3.55), los coeficientes de A
para esas variables son nulos. Se puede decir entonces que

/ / !
/\wkcl They + Az The + Azyy, 2o = /\wkcl Tie, T AzkeThe T Azpy 2oy

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
desprende que

Aziey T Ay = Az (3.61)
para algin v € K \ {k} y algiin c € C'\ Q.
Andlogamente, partiendo de una solucién de tipo (IIb) en lugar de una de tipo
(ITa), en la cual el vértice v utilice en este caso el color c3, se demuestra lo mismo

para Ay, . . Es decir,
Avkey T A2y = Az (3.62)

para algin v € K \ {k} y algin ¢ € C' \ @. Finalmente, combinando (3.61) y
(3.62) llegamos a

[Condicion 5] Auy,, = Aeye, = Aape = Azpos (3.63)
para algiin v € K\ {k}, y algin c € C'\ Q.
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Vale aclarar que el vértice v se tomé de manera arbitraria y puede usarse
cualquier vértice v € K \ {k}, con lo cual utilizando (3.41) variando el vértice
elegido se deduce que

[Condicion 6] X, = A, Yv,we K\ {k}. (3.64)

Demostraremos ahora que \;,, = A, , paratodo c,c’ € C\Q. Tomemos una
solucién y = (z, z) de tipo (I) en la cual el vértice k estd pintado con el color ¢;
es factible construir esta solucién permutando los colores asignados. Ademas, el
color ¢’ debe estar libre de vértices; nuevamente la hip6tesis |C| > x(G) permite
construir esta solucién. Y por ultimo, pediremos que en esta solucién tanto los
colores adyacentes a ¢ como los adyacentes a ¢’ no estén asignados a ningin
vértice de K esto es factible si |[C'\ {c}| > | K| + 4, lo cual esta implicado por
las hipétesis. Luego, construimos una solucién y' = (2/,2’) a partir de y en la
cual el vértice k utiliza el color ¢'.

o
Q\

y—)

y —

= =
=
o=
= s
=
==
=
ol S
= =
=

=
x
=
=

Esta solucién es una solucién valida ya que el color ¢’ no estaba utilizado por
ningun vértice. Ademas, esta solucién pertenece a la cara F' ya que, al igual que
y, es una solucién de tipo (I).

Estas dos soluciones coinciden en todos sus valores salvo en los valores de xg.,
T y eventualmente algunas variables de adyacencia entre k y vértices fuera
de la clique (pues aseguramos que los colores adyacentes a ¢ y a ¢’ no estdn
asignados a vértices de K). Estas tltimas variables resultan anuladas por sus
correspondientes coeficientes en A, con lo cual se puede ver que

/ /
AzreThe T Azy oy The! = AapoThe + Aoy Thot s

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
obtiene
[Condicion 7] A, = X, Ve, € C\Q. (3.65)

La tltima condicién a demostrar es el hecho de que Ay, = Az, = Agy, —
Az, DPara algin v € K \ {k}. Tomemos entonces una solucién y = (z,z) de
tipo (IIIa) en la cual algin vértice v € K \ {k} esté pintado con el color cz;
es factible construir esta soluciéon permutando los colores asignados. Ademas, el
color ¢; debe estar libre de vértices; nuevamente la hipétesis |C| > x(G) per-
mite tomar esta solucién. Por ultimo, pediremos que en esta solucion el color
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anterior a ¢, de existir, no esté asignado a ningin vértice de K; esto es factible
si [C\ {1 — 1} > |K|]+ 1, lo cual estd implicado por las hipdtesis. Luego,
construimos una solucién y’ = (2, 2’) a partir de y en la cual el vértice k utiliza
el color c¢;.

Cl1 | C2 | C3 | C4
Yy — D | O] k| o
y' - @K k v

Esta solucion es una solucion valida ya que el color ¢; no estaba utilizado por
ningun vértice. Ademas, esta solucién pertenece a la cara F' ya que corresponde
a una solucién de tipo (Ila).

Estas dos soluciones coinciden en todos sus valores salvo en los valores de z.,,
Tkeys Zkv y €ventualmente algunas variables de adyacencia entre k y vértices
fuera de la clique. Estas ultimas variables resultan anuladas por sus correspon-
dientes coeficientes en A, con lo cual se puede ver que

/ ! /
)‘wkcl They T /\IkCQ They + Az kv = /\wkcl Tie, T )\-'L'kuz They T Az Zhvs

y reemplazando las variables por los valores que toman en ambas soluciones se
obtiene

)\mk‘cl = )\mkc2 + )\Zk'u' (366)

Andlogamente, utilizando soluciones de tipo (IIIb) y (IIb), respectivamente, se
puede demostrar que

>\$k(:4 = )\Ikcs + >\ku7 (367)
y dado que, por (3.63), Az, = Az, se demuestra que
[Condicion 8] Ay, = Azpey, = Awpe, — Azy,» Para algin v € K\ {k}. (3.68)

Terminamos con esto de demostrar las condiciones particulares sobre los
coeficientes de A. Veremos ahora cémo estas condiciones implican el hecho de que
A es una combinacién lineal de 7 y los vectores de coeficientes de las ecuaciones
(2.1) del modelo.

La condicién (3.56) indica que dado un vértice v fuera de la clique, el coeficiente
de A para la variable x,. es el mismo para cualquier color c¢. Llamemos entonces,
By a este valor. Es decir, dado v ¢ K

Ae,, =By VceC.

Por otro lado, la condicién (3.60) indica que dado un vértice v € K \ {k}, el
coeficiente de A\ para la variable z,. es el mismo para cualquier color ¢, salvo
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para cs y c3. Llamemos entonces, 3, a este valor?, o sea

)‘aivc :ﬁv Ve € C\{CQ,Cg}.

De manera similar, la condicién (3.65) indica que el coeficiente para la variable
Zre es el mismo para cualquier color ¢, salvo para c1, ca, c3 y ¢q4. Llamemos
entonces, (3, a este valor, es decir

)‘Ikc = ﬁk Vee C \ {01,02,03,04}.

En la condicién (3.64) se ve que \,,, = A,,, para todo par de vértices v,w €
K\ {k}. Si llamamos « a este valor obtenemos que

Az = Yo e K\ {k}.

Definidos «a y 3, para cada v € V', podemos ver qué valores toman el resto de
los coeficientes de A en funcién de éstos.
Tomando la condicién (3.59), podemos ver que

A =Ap,.. =Bv—a Yve K\ {k}.

Tocg Tovcg

Para el vértice k, la condicién (3.63) implica que

A

Theq = >\-75k04 = ﬁk - Q,
y entonces segin la condicién (3.68)

)\sz2 = )‘ll?ch = ﬁk — 2a.

De esta manera, teniendo en cuenta ademads la condicién (3.55), se puede ver
que A se puede formar como la combinacién lineal

3 Be® —ar,

veV

donde e() representa el vector de coeficientes de la ecuacién de (2.1) correspon-
diente al vértice v. Por lo tanto, las 4-colors vertex clique inequalitites definen
facetas de PS(G, C). O

9Vale aclarar que, dado que B, depende de v, estos pueden ser distintos para cada vértice.



62

3.2.5. 4-colors vertex clique (4CVK) inequality




cAPITULO 4

Branch & Cut

En este capitulo se presenta la implementacién de un algoritmo Branch &
Cut para el minimum-adjacency vertex coloring problem. El algoritmo utiliza
como planos de corte las desigualdades validas descriptas en el Capitulo 3 de
este trabajo e introduce ademéas una desigualdad vélida adicional ya existente
en la bibliografia.

En primera instancia se comentan los procedimientos de separacién imple-
mentados para la bisqueda de cortes para las soluciones fraccionarias en la fase
de planos de corte. Para cada familia de desigualdades se implementaron dos
tipos de procedimientos para la separacion: uno de ellos es un algoritmo de tipo
bactracking mientras que el otro es una heuristica golosa. Ambos procedimientos
son ampliamente parametrizables, con la idea de que su desempeno pueda ser
evaluado y comparado en la etapa de experimentacion. Los resultados de esta
experimentacién son comentados en el Capitulo 5 de este trabajo.

Luego de describir los procedimientos de separacién se comentaran otras
técnicas también utilizadas en el Branch & Cut. Estas técnicas incluyen la ob-
tencién de cotas primales por medio de redondeos de las soluciones, la reduccién
de los subproblemas mediante la fijacion de variables por implicaciones l6gicas
y la seleccion de la variable de branching.

4.1. Clique inequalities

Presentamos a continuacién una desigualdad valida de la literatura que fue
utilizada en el algoritmo Branch & Cut del presente trabajo. Esta desigualdad
es una adaptacién de la clique inequality presentada en [15], ya que esta tltima
esta definida para el poliedro asociado al stable model para el problema clasico
de coloreo y utiliza variables que no existen en el modelo adaptado al minimum-
adjacency vertex coloring problem. En el modelo orignal, la variable binaria w,.
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indica si el color ¢ es utilizado en el coloreo o no. La adaptacion de las clique
inequalities consiste en reemplazar esas variables por 1.

La desigualdad surge de la idea de que dada una clique de G y un color de
C, a lo sumo un sélo vértice de la clique puede utilizar este color, ya que de
haber mas de un vértice de la clique asignado a este color, el coloreo no seria
valido. Damos a continuacién la definicion formal de la misma.

Definicién 4.1.1. Sea K CV un conjunto de vértices que inducen una clique
de G, y sea ¢ € C' un color cualquiera. Se define la clique inequality asociada a
K yc como

> ae <L (4.1)

veEK

Se demuestra en [15] que, si la clique es maximal, la desigualdad define
facetas del poliedro asociado al problema cldsico de coloreo. Dado que (4.1)
no involucra a las variables de adyacencia, conjeturamos que bajo hipdtesis
similares, también define facetas de PS(G, C), ya que la demostracién de esto
parece ser similar a la presentada en [15]. Sin embargo, las hipGtesis necesarias
para esto deben ser verificadas con mayor cuidado, y por lo tanto no se enuncia,
en este trabajo, el teorema de facetitud de (4.1) sobre PS(G, C).

4.2. Algoritmos de separacion

Una de las etapas mas importantes en un algoritmo de tipo Branch & Cut
es la etapa de separacion. Luego de la resolucién de cada relajacion lineal, se
obtiene una soluciéon posiblemente fraccionaria y por lo tanto no la solucién
optima. Se comineza entonces con la fase de planos de corte.

En esta etapa se buscan, dentro de una o mas familias de desigualdades validas,
uno o mas planos de corte que sirvan para “cortar” esta solucién fraccionaria
hallada, es decir, desigualdades vélidas para PS(G,C) que no sean cumplidas
por la solucién en cuestion. Estos planos de corte se agregan a la formulacion
actual del modelo como restricciones de la misma y de esta manera la solucién
encontrada previamente deja de ser factible para este nuevo poliedro.

Dado que las desigualdades son vélidas para PS(G,C) (y por lo tanto para
toda solucién entera dentro del poliedro), no se corre riesgo de estar perdiendo
el 6ptimo entero del problema.

Veremos en esta seccién los procedimientos de separacién implementados
para la busqueda de planos de corte utilizando las siguientes familias de desi-
gualdades validas:

e 3-colors inner clique inequalities (3CIK),
e 3-colors outer clique inequalities (3COK),

e 4-colors vertex clique inequalities (4CVK),
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e multi-consecutive colors clique inequalities (MCCK) y
e clique inequalities (K).

Todas estas familias requieren una clique del grafo y por este motivo fue posible
generalizar los procedimientos para poder utilizar los mismos en varios casos.
Para las desigualdades 3CIK, 3COK, 4CVK y K se utiliza la misma imple-
mentacién variando en cada caso determinados parametros. En el caso de las
desigualdades MCCK, si bien los algoritmos comparten la idea general, fue nece-
sario particularizarlos levemente y por lo tanto esta desigualdad cuenta con un
algoritmo distinto del resto. Detallamos estas dos implementaciones en las sec-
ciones siguientes.

También, como se ha comentado en la introduccion de este capitulo, se han im-
plementado dos procedimientos de distinto tipo en cada caso, siendo el primero
un algoritmo de backtracking y el segundo una heuristica golosa. Estos dos al-
goritmos se describen en cada una de las secciones siguientes.

4.2.1. Busqueda genérica de cliques

Para explicar la generalizacion de este procedimiento, se utilizard como ejem-
plo la desigualdad 3CIK.
Supongamos entonces que § = (£, 2) es la solucién fraccionaria hallada. Por lo
tanto, queremos hallar una desigualdad de la familia de las 3CIK que sea violada
por esta solucion. Es decir, queremos hallar una clique K € V, un vértice k € K
y un conjunto @ = {c1,ca,c3} C C de tres colores consecutivos, tales que

Z évk < (i'kcl + j}kCQ + ikc'g,) + Z j:vcz - L (42)
veK\{k} veK\{k}

Ahora bien, la cantidad de posibles vértices k € V es lineal y por lo tanto no
serfa un gran problema probar una vez con cada uno de los vértices del grafo.
Lo mismo ocurre con la cantidad de conjuntos de tres colores consecutivos de
C. Sin embargo, dados k € V, y Q C C, el verdadero problema reside entonces
en hallar una clique K C N(k) que viole la desigualdad 3CIK asociada a e-
llos (es decir, que ocurra (4.2)), donde N (k) representa el conjunto de vértices
adyacentes a k, ya que la cantidad de cliques podria ser de un orden exponencial.

Si consideramos un vértice k € V' y un conjunto de tres colores consecutivos
Q = {c1,c2,c3} C C, podemos definir el peso en § de un vértice v € N (k) con
respecto a k como

wk(v) = JAS‘UC,L, - ,‘Z’Uk.
Podemos ver que (4.2) puede reescribirse de la siguiente manera

Z wk(v) > 1 - ("i}k)61 + i‘k}cz + j"’{?03)7
veK\{k}
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y por lo tanto, si hallamos una clique tal que el peso de sus vértices supere el
lado derecho de la anterior desigualdad, estariamos hallando el plano de corte
buscado.

De esta manera, podemos escribir el procedimiento de separacién para las
desigualdades 3CIK como se muestra en el Algoritmo 2. En este algoritmo, ~i

Algoritmo 2 Hallar plano de corte en la familia 3CIK

Entrada: G = (V,E), C, § = (&, %)
1: para todo k € V hacer
2:  para todo Q = {c1,c2,c3} C C, colores consecutivos hacer
3: Hallar K C N (k) tal que

> wi(v) > (4.3)

veK

4: fin para
5: fin para

representa el valor a superar por el peso de los vértices de la clique para que la
desigualdad sea violada por g, es decir v, = 1 — (Tkey, + They + Thocs)-

Como se dijo anteriormente, el punto fundamental de este algoritmo es la
busqueda de la clique que viole la desigualdad, y para ello se implementaron
los dos métodos mencionados anteriormente y detallados méas adelante, es decir
el algoritmo de backtracking y la heuristica golosa. Lo importante es que estos
algoritmos se generalizaron para poder ser utilizados no sélo en esta familia de
desigualdades sino también en las demads. Asi, parametrizando los valores de la
funcién de pesos wy y el valor a superar ~y, es posible reutilizar este procedi-
miento para hallar cliques para las demads familias de desigualdades.

Ya describimos estos valores para las $CIK inequalities, a continuacién se mues-
tra cémo se utiliza esta generalizacién para las deméds familias de desigualdades
validas:

3-colors outer clique inequalities: En este caso, dadosk € Vy Q = {c1,¢2,c3}
es sencillo ver que tomando

wk(v) = (‘%vcl + i’vc;g) - 73161)

Te = 2 - (jkcl + 2i‘k02 + fk('g,)
debemos hallar, al igual que antes, una clique K C N (k) que cumpla (4.3).

4-colors vertex clique inequalities: Para estas desigualdades, dados k € V
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y Q = {c1,ca,c3,c4} se debe tomar

wk(v) = (‘/'%’UCQ + i'vc_a,) - 72]@1)

Vi =2 = (Zrey + 28y + 28hey + They)
y asi, como antes, se deberd hallar una clique K C N (k) que cumpla (4.3).

clique inequalities: Este caso es levemente distinto, ya que esta familia de
desigualdades no requiere un vértice k € V distinguido. Sin embargo,
dado que la clique es obviamente no vacia, siempre se puede seleccionar
un vértice inicial para la clique, y como k se hara variar para todo vértice
del grafo, no se perderd generalidad. Entonces, dado k € V y ¢ € C
podemos tomar

wk(v) = i‘vc
Ve =1— g

y de esta manera el procedimiento general servird también para esta fa-
milia de desigualdades, es decir, se deberd hallar una clique K C AN (k)
que cumpla (4.3).

Si bien cualquier clique que viole la desigualdad servird como plano de corte

para la solucidén 4, es deseable hallar més de una clique para ello. Asi, se puede
aprovechar esta etapa para agregar mas de un corte a la relajacién lineal y de
esta manera recortar aun mas el poliedro actual.
Con respecto a la calidad de los cortes agregados, no hay un fundamento teérico
que los caracterice cualitativamente, sin embargo, mientras mayor sea la dife-
rencia entre el lado izquierdo y el lado derecho de (4.3), més lejos estara de la
solucién hallada el hiperplano definido por el corte, y por lo tanto se podria
esperar que este tipo de cortes resulten ser mas efectivos. Con lo cual, es intere-
sante no sélo encontrar cliques con las que se viole la desigualdad, sino encontrar
las cliques que lo hagan por un mayor margen. De esta forma, el problema de
separacion, para estas familias de desigualdades, puede reducirse a un problema
de clique de peso mdximo.

A continuacién se comentan los dos algoritmos desarrollados para la busque-
da de cliques. Ambos reciben los siguientes parametros:

e ¢l conjunto de vértices N'(k) C V,

e ¢l conjunto de aristas £’ C E inducido por N (k),
e la funcién de pesos de los vértices wy : W — R,

e ¢l valor a superar 7, y

e la cantidad de cliques a devolver

y el objetivo serd encontrar cliques K C N (k) que cumplan (4.3).
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4.2.1.1. Algoritmo de backtracking

El primer algoritmo desarrollado en este trabajo para la bisqueda de cliques
utiliza la técnica de backtracking para inspeccionar “todas”! las cliques posibles
dentro de un conjunto de vértices, el cual como se mostré previamente corres-
ponde a la vecindad de algin vértice k en particular.

Para poder explicar mejor este algoritmo visualizaremos el conjunto de posi-
bles cliques utilizando un érbol binario. Cada nivel del mismo corresponde a un
vértice del conjunto, y desde cada nodo de ese nivel, el subarbol izquierdo repre-
senta los conjuntos de vértices que contienen al vértice en cuestion y el subarbol
derecho los conjuntos que no lo contienen. Asi, para cualquier subconjunto de
vértices existe un camino desde la raiz del arbol hasta el dltimo nivel que re-
presenta a dicho subconjunto. En la Figura 4.1 puede visualizarse un érbol de
backtracking para un conjunto de vértices W = {v;,vq, v3,v4,v5}. El camino

Vi

V2

V3
V4

Vs

Figura 4.1: Arbol de backtracking

marcado en el mismo representa al subconjunto de vértices W’ = {vq,ve}. Si
este subconjunto induce una clique de GG, entonces éste serd un camino valido a
recorrer por el algoritmo, en caso contrario el algoritmo no lo inspeccionara nun-
ca.

El procedimiento para hallar una clique de peso maximo mediante esta técni-
ca es el siguiente: se comienza armando una clique inicial de un sélo vértice con
el primero del conjunto (es decir, v1) y luego en cada paso se irdn incorporando,
en orden, los vértices que le siguen, siempre y cuando el vértice a incorporar
sea adyacente a todos los vértices ya incorporados a la clique. Al llegar al final
del camino, es decir al dltimo nivel del arbol, la clique obtenida es registrada.
El proceso de bactracking, a continuacién, consiste en subir por el arbol hasta

IVeremos mds adelante que el algoritmo no inspecciona el conjunto de cliques posibles
en su totalidad sino que cuenta con un criterio de parada que impide que eventualmente se
demore demasiado tiempo, ya que obviamente esta cantidad de posibilidades podria ser de
orden exponencial.
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el nodo correspondiente al dltimo vértice agregado (v4 en este ejemplo) y con-
tinuar por la rama del arbol derecha de ese nodo, evitando asi incorporar dicho
vértice a la clique. Finalmente, cuando se recorra la ltima rama del drbol (la de
més a la derecha) se terminard la ejecucién del algoritmo y se elegird la clique
de mayor peso que se haya encontrado. En el algoritmo 3 se representa este pro-
cedimiento, utilizando wy como la funcién de pesos de los vértices?. Para mayor

Algoritmo 3 Clique de peso méaximo (backtracking)

Entrada: W, E/, w;,
1: K« {1}1}

1 2

mejorK «— K

loop

si Yw € K,wv; € E' entonces
K — KU{v}

fin si

si i < |W| entonces
1—1+1

10:  si no /* final de esta rama */

11: si wy(K) > wi(mejorK) entonces

12: mejorK «— K /* actualiza mejor solucién */
13: fin si

14: si K = () entonces /* final del arbol */
15: devolver mejorK

16: si no /* realiza el backtracking */

17: j < ultimoSubIndice(K)

18: K — K\ {v;}

19: i1

20: fin si

21:  fin si

22: fin loop

claridad, el algoritmo mostrado devuelve una sola clique, y en este caso la de
mayor peso. Sin embargo, en la implementacion real de este algoritmo, se tienen
en cuenta otros factores. En primera instancia, como se comentd en la seccién
anterior, el algoritmo recibe un parametro que indica la cantidad de cliques a
devolver y por lo tanto, en lugar de guardar s6lo una, es necesario mantener
una lista de cliques de al menos ese tamano. Ademaés de esto, todas las cliques
devueltas tienen que cumplir (4.3), con lo cual es necesario también realizar esa

28e utiliza wg (W) = Z wg (v) como abuso de notacién.
veEW
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verificacién antes de registrar la clique en cuestién.

Por otro lado, se agregd en la implementacién la posibilidad de caracterizar
las cliques devueltas por el algoritmo. Los valores posibles para este parametro
son:

first N: Al utilizar este valor, el algoritmo devolverd las primeras
N cliques halladas.

best N: Al utilizar este valor, el algoritmo devolvera las N cliques
de mayor peso halladas.

all: Al utilizar este valor, el algoritmo devolvera todas las cliques
halladas.

En todos los casos las cliques devueltas deben obviamente cumplir (4.3).3

Puede verse que este algoritmo, tal cual estd implementado, recorre en el
peor de los casos una cantidad exponencial de nodos del arbol. Obviamente,
esto no se puede permitir ya que la etapa de separacién es ejecutada una gran
cantidad de veces a lo largo de la resolucion del Branch & Cut. Por lo tanto
es necesario reducir el tiempo de ejecucion de la misma, aunque esto signifique
transformar el procedimiento en un método heuristico. A continuacién se pre-
sentan diversas optimizaciones a este método, que ayudaron significativamente
a reducir los tiempos de ejecucion de este procedimiento:

Sélo pesos positivos

Para todas las familias puede verse que el valor de v, es siempre no negativo,
sin embargo no ocurre lo mismo para los pesos de los vértices, y dado que lo que
se estd buscando es superar el valor de i con estos pesos, el hecho de agregar
vértices de peso negativo no ayuda. Por lo tanto, antes de comenzar el algoritmo
se descartan todos los vértices cuyo peso sea negativo. Esto ayuda a reducir el
tamano del arbol.

Limite en los nodos inspeccionados

Pese a cualquier optimizacién que se implemente, el algoritmo seguird siendo,
al menos en el peor caso, de un orden exponencial. Es por ello que se requiere un
criterio de parada duro. Este criterio es sencillamente un limite a la cantidad de
nodos del arbol a inspeccionar. De esta forma es posible controlar los tiempos
maximos de ejecucién de esta etapa. Este limite se agrega como parametro del
algoritmo.

3Veremos més adelante que el algoritmo respeta también un limite impuesto a la cantidad
de nodos del arbol a inspeccionar, con lo cual las opciones best Ny all quedan sujetas a este
valor.
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Ordenamiento de vértices

El hecho de imponer un limite en la cantidad de nodos a inspeccionar, implica
que sélo los primeros caminos del arbol seran las potenciales cliques a devolver.
Con esto, es deseable que estos primeros candidatos sean los méas prometedores,
y esto se logra ordenando los vértices del conjunto segin su peso de manera
descendente. De esta forma, las primeras cliques se construirdn de una manera
golosa y por lo tanto tendran mas posibilidades de generar buenos cortes.

Acotacién de los nodos

Esta optimizacién consiste en conseguir cotas superiores para las potenciales
cliques de cada subarbol. Usaremos como ejemplo nuevamente la Figura 4.1.
Supongamos que la clique conseguida por el camino marcado en la figura (es
decir W' = {v1,v2}) resulté ser la clique de mayor peso hasta ese momento, y
llamemos wy,q.. & este peso. El paso siguiente a haber llegado al final de una ra-
ma es realizar el procedimiento de backtracking, el cual en este caso nos llevaria
al nodo marcado como A en la Figura 4.2.
Los siguientes pasos del algoritmo consistirian en inspeccionar todos los caminos
posibles del subarbol correspondiente a este nodo del arbol, y en cada nodo del
mismo, deberia ver si el vértice correspondiente es adyacente a todos los vértices
ya incorporados a la clique para decidir si es posible agregarlo o no. Sin embar-

Vi

V2

V3
V4

Vs
UJNIH:I'

Figura 4.2: Obtencién de cotas para un subarbol del backtracking

go, es posible obtener una cota superior para los pesos de las cliques formadas
con este subarbol. Esta cota puede obtenerse asumiendo que se incluirdn en la
clique todos los vértices del subarbol (es decir, se tomard el camino marcado
en rojo en la Figura 4.2). El cdlculo del peso de este camino puede hacerse de
manera inmediata sin siquiera revisar que el camino final sea precisamente una
clique del grafo*. Supongamos entonces que el peso de esta potencial clique es w

4De hecho, para optimizar este cilculo se pueden precalcular los pesos de los tltimos k
vértices para todo k = 1,...,|W| y de esta manera el peso de este camino se calculard en
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y ademds w < wpq,. Entonces, es posible “podar” este subarbol por completo
y descartarlo continuando el proceso desde el nodo B del arbol.

Dado que los vértices estdan ordenados segiin su peso, es de esperar que las
primeras cliques obtenidas sean las de mayor peso, con lo cual es de esperarse
también que esto ultimo suceda con frecuencia.

Esta idea es facilmente adaptable al hecho de que el algoritmo devuelva mas
de una clique. En este caso se debe comparar w con el peso de la clique de menor
peso dentro de la lista actual de cliques de mayor peso.

4.2.1.2. Heuristica golosa

El segundo método utilizado para la bisqueda de cliques de peso maximo es
una heuristica golosa. La misma comienza armando un conjunto unitario con el
vértice de mayor peso. Luego, ird recorriendo el conjunto de vértices en orden de
pesos y, ante cada uno de ellos, lo agregara a la clique si esto es posible, es decir
si el mismo es adyacente a todos los vértices ya incorporados a la clique. El Al-
goritmo 4 muestra el pseudocédigo de la heuristica mencionada. Este algoritmo,

Algoritmo 4 Clique de peso méximo (heuristica)

Entrada: W, E', w;

: v < buscarMasPesado(W, wy,)
W =W\ {v}

K — {v}

mientras W # () hacer

L

v < buscarMasPesado(W, wy,)

W — W\ {v}

si Vw € K,vw € E’ entonces
K — KU{v}

fin si

10: fin mientras
11: devolver K

sin embargo, devuelve una sola clique y, como se menciond anteriormente, se re-
queria la posibilidad de devolver més de una (esto en funcién de un pardmetro de
la heuristica). La solucién es ejecutar varias veces este procedimiento, variando
el vértice inicial (linea 1 del algoritmo) entre todos los vértices de W.

4.2.2. Busqueda de cliques para las MCCK

El procedimiento de separacién para las MCCK inequalities consta de dos
partes. La idea es conseguir primero una desigualdad de tipo CCK que sea

tiempo O(1).
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violada por la solucién en cuestién y agregarla a la formulacién actual. Luego,
se intentard extender esta desigualdad para conseguir una o mas desigualdades
de tipo MCCK, para agregarlas también como cortes del poliedro.

4.2.2.1. Obtencion de una desigualdad de tipo CCK

Como se coment6 previamente, la bisqueda de planos de corte de esta fami-
lia de desigualdades difiere levemente de la de las demés. La primer diferencia
notable se refiere al conjunto de colores consecutivos utilizado, pues en este ca-
so la cantidad de conjuntos posibles no es lineal sino cuadrética®. Aunque por
otro lado, para esta desigualdad no se requiere un vértice distinguido k € V' y
por lo tanto no es necesario recorrer ademés el conjunto de vértices. Se deci-
di6 entonces, en esta implementacién, recorrer efectivamente todos los posibles
conjuntos Q C C de colores consecutivos e intentar encontrar una desigualdad
utilizando cada uno de ellos. Asi, dado @ = {c1,...,¢q}, sélo resta entonces
conseguir una clique K C V tal que

Z Tye, + Lo, + Z 20| > (g—1)+ Z Zow- (4.4)

veEK ceQ\{c1,cq} v,weEK

El procedimiento de separacion para las demds familias, presentado en la
Seccion 4.2.1, utiliza fuertemente la definicion de peso de un vértice, y este peso
se define independientemente de la clique a la cual se agregue el vértice. Es
sencillo ver que en este caso, el peso de un vértice, es decir el valor aportado
por el mismo a la desigualdad, depende de la clique a la cual pertenezca.

En estas condiciones es posible definir el peso de un vértice, con respecto a la
clique K, de la siguiente manera:

1
WK(U) = |Xye, + Tye, + Z 2Tye | — Z 5 Zow)
ceQ\{c1,cq} wek

y asi, (4.4) puede reescribirse como

> wi(v) > g, (4.5)

veEK

donde v = (|Q| = 1) = (¢ — 1).

Tenemos ahora un problema similar al de clique de peso mdximo pero con la
diferencia de que los pesos de los vértices en este caso son “dindamicos”, pues
dependen de la clique a la cual pertenecen. Veremos cémo repercute esta carac-
teristica en los algoritmos implementados para esta separacion.

5La cantidad de subconjuntos de colores consecutivos de un conjunto C' = {c1,...,ct} con
dos o0 més elementos es (;)
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Algoritmo de backtracking

El hecho de no conocer a priori los pesos de los vértices conlleva algunas dife-
rencias significativas con respecto al algoritmo de backtracking previamente im-
plementado. En primera instancia, no es posible un ordenamiento de los vértices
segun su peso, asi como tampoco es posible tener en cuenta el hecho de que el
peso de un vértice sea negativo para descartarlo antes de comenzar el algoritmo.
Por otro lado, tanto al agregar un vértice a la clique actual como al eliminarlo,
el calculo del nuevo peso de la clique es mas costoso que antes. Y lo mismo
ocurre con el calculo de las cotas para los subarboles.
Con respecto al ordenamiento de los vértices, y con el objetivo de no descartar
esta idea, se definié el peso estimado de un vértice, independientemente de la
clique a la cual pertenezca, de la siguiente manera:

B) = Tye, +Toe, + D 2 (4.6)
ceQ\{c1,cq}

La idea es utilizar este valor como un estimador del peso real de los vértices
para realizar el ordenamiento previo de los mismos.

Por otro lado, es facil ver que @(v) es siempre mayor o igual que wg (v) para to-
do v € V, y por lo tanto esta estimacién puede utilizarse también para calcular
cotas para los subérboles de una manera muy eficiente®.

De esta manera, el algoritmo de backtracking implementado para obtener
una desigualdad de tipo CCK resulta muy similar al primero, salvo por las
diferencias recién mencionadas.

Heuristica golosa

Para la heuristica golosa, el hecho de conocer los pesos de los vértices a priori
resulta fundamental, ya que es casi el uinico elemento que se utiliza para armar
la clique. La solucion en este caso fue también utilizar el peso estimado definido
en (4.6) como reemplazo del peso real.

4.2.2.2. Extension de intervalos de color para la MCCK

Luego de obtener una desigualdad de tipo CCK y haber agregado el corte
generado por la misma, se procede a extenderla, si es posible, para construir
una desigualdad MCCK a partir de ella.

Sean entonces Q' = {ci, ..., c}h} C Cy K CV el conjunto de colores conse-
cutivos y la clique hallada, respectivamente. Lo que se busca es poder encontrar
nuevos conjuntos de colores consecutivos Q2,...,QP C C para construir una
desigualdad de tipo MCCK.

El algoritmo comienza entonces buscando un conjunto de colores consecutivos

SObviamente, estas cotas no serdn tan buenas como las que se pueden calcular con los
pesos reales, pero se gana en eficiencia temporal.
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Figura 4.3: Extensién de intervalos de color para la MCCK

Q* ={c},...,c2,} (no adyacente a Q'). Para ello ubica primero los colores ex-
tremos del nuevo conjunto tal como se ve en la Figura 4.3(a). En el caso en que la
desigualdad MCCK resultante de esta disposicién de colores no sirva para cortar
la solucién fraccionaria en cuestién, se avanzaran ambos colores como se puede
ver en la Figura 4.3(b), y asi sucesivamente hasta que esto no ocurra. Luego,
al haber hallado un posible intervalo para @2, se procede a intentar ampliar
el intervalo haciendo avanzar 022, siempre y cuando la desigualdad resultante
siga sirviendo como corte para 7. En el momento en que esto deje de cumplirse
(representado en la Figura 4.3(c)), se interrumpe este proceso de avance y se
fija el color 032 en el color inmediatamente anterior al que fall6. De esta manera,
tal como se ve en la Figura 4.3(d), queda definido el nuevo conjunto de colores
consecutivos Q2. Agregando este conjunto al que ya se tenfa, se arma una nueva
desigualdad vélida de tipo MCCK y se la agrega a la definicién del poliedro
como corte para g.
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Este procedimiento se repite hasta que ya no se pueda hallar un nuevo conjunto
de colores consecutivos.

4.3. Redondeo de la solucion

Un punto fundamental en un algoritmo Branch & Cut es conseguir solu-

ciones enteras a medida que avanza la ejecucion del mismo. Estas soluciones
representan cotas que pueden ser usadas para reducir drasticamente el tamano
del arbol de branching. Teniendo una solucién entera, si en la relajacién lineal
de un subproblema se obtiene como éptimo un valor peor que esta solucion,
entonces este subproblema puede darse por cerrrado (evitando también todos
sus potenciales subproblemas).
La técnica de redondeo de soluciones utiliza informacién de las soluciones frac-
cionarias conseguidas en las relajaciones para intentar deducir de ellas solu-
ciones enteras validas para el problema. Esta técnica, si bien es de uso general,
se ve muy beneficiada si se usan caracteristicas particulares del problema que
se esta resolviendo.

En este caso, dada una solucién fraccionaria § = (2, 2) € R™*™ se intenta
reconstruir un coloreo valido a partir de ella. Para ello, se comienza por identi-
ficar la variable fraccionaria mas cercana a 1, dentro del conjunto de variables
de asignacién x,.. Llamemos v y c¢ al vértice y al color, respectivamente, aso-
ciados a dicha variable. Se puede ver facilmente que que Z,,. < 1 para todo
w € N(v), pues § es una solucién factible. Se considera entonces que el vértice
v sera coloreado con el color ¢, y por lo tanto se fija esta variable en 1. Luego,
para mantener la validez de esta solucién, se fijan en cero todas las variables
Tyer para todo color ¢ # ¢y con el mismo objetivo se fijan en cero las variables

Algoritmo 5 Redondeo de solucién

Entrada: § = (&, 2)
1: mientras haya z,. fraccionaria hacer

2:  elegir (v,c) tal que &, = max{z,e: 0 < xy < 1}
3. fijar Ty =1
4:  fijar &, = 0 para todo ¢’ € C'\ {c}
5. fijar T, = 0 para todo w tal que vw € F
6: fin mientras
7: si Z Z,. = 1 para todo v € V entonces
ceC
8: devolver y
9: si no

10:  no se encontrd solucion
11: fin si
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Zwe para todo w € N (v).

Finalmente, cuando todas las variables de asignacién poseen un valor entero,
se verifica si cada vértice del grafo recibe exactamente un color ”. De ser asi, se
ha obtenido un coloreo valido y por lo tanto, fijando las variables de adyacencia
en sus valores correspondientes, se obtiene una solucién factible entera para el
problema. Si al finalizar el algoritmo algin vértice ha quedado sin color asignado,
entonces la solucion hallada, si bien entera, no es valida. El Algoritmo 5 ilustra
este procedimiento.

4.4. Seleccion de la variable de branching

El método de branching consiste en elegir una variable fraccionaria en la
solucién obtenida y generar a partir de ella dos subproblemas. En uno de ellos
se agregard una restriccién que obliga a esta variable a tomar el valor 0, y en el
otro a tomar el valor 1.

La variable elegida para realizar sobre ella el branching puede ser cualquier
variable cuyo valor sea fraccionario. Sin embargo, a veces la fijacién de algunas
variables influyen més que la de otras.

En nuestro caso, fijar una variable de asignacion x,,. puede influenciar mas que
fijar una variable de adyacencia z,,,. Por este motivo, en la implementacién del
Branch & Cut se decidié priorizar el branching de este tipo de varables.

4.5. Fijacion por implicaciones logicas

Como se mencioné en la seccién anterior, el método de branching impone, en

ambos subproblemas, condiciones sobre la variable elegida. Si bien estas condi-
ciones son sélo para dicha variable, muchas veces implican condiciones para
otras variables relacionadas con ella.
Si bien estas implicaciones se dan como consecuencia de determinadas restric-
ciones del modelo, es cierto que si se las identifica previamente, es posible reducir
el tamano de los subproblemas eliminando determinadas variables mediante fi-
jacién de valores sobre ellas.

El algoritmo de fijaciéon de variables tiene dos etapas. En primer lugar, se
identifica las variables de asignacién que se hayan fijado en el valor 1, es decir,
que indiquen que un determinado vértice v recibe un determinado color ¢. Con
esta informacién es posible fijar en cero todas las variables z,. con ¢’ # ¢, y
todas las variables z,,. con w € N(v). La segunda parte del algoritmo, recorre
cada arista vw € FE y verifica si ambos vértices tienen ya un color asignado, es
decir, si existen cj1,ce € C tal que las variables x,¢, v Zw¢, han sido fijadas en

"Vale aclarar que por la manera de funcionar del algoritmo, las posibilidades al final del
mismo para cada vértice son sélo dos: que el vértice reciba exactamente un color, o que no
reciba ninguno.
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1. De ser asi, ya es posible fijar el valor de la variable de adyacencia z,,, en 1, si
los colores son adyacentes, y en 0 si no. Estos procedimientos se formalizan en
el Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Fijacién por implicaciones logicas

Entrada: § = (&, 2)
1: para todo v € V' y ¢ € C hacer

2 si Z,. = 1 entonces

3 fijar &, = 0 para todo ¢’ € C'\ {c}

4 fijar &, = 0 para todo w tal que vw € E
5. fin si

6: fin para

7. para todo vw € E y ¢1,ce € C hacer

8 si Zye, =1y Zwe, = 1 entonces

9 fijar 2, = 18i|c; —c2| =1

10: fijar Z,, = 0 si no

11:  fin si

12: fin para




CAPITULO b

Resultados computacionales

En este capitulo se presentan los resultados computacionales del Branch &
Cut implementado. En primera instancia se describe la preparacién del conjun-
to de instancias de prueba que fue utilizado a lo largo de la experimentacién.
Luego se presentan los resultados de la misma, la cual estd dividida en cua-
tro etapas progresivas. La primer etapa consiste en la separacién individual de
cada una de las familias de desigualdades, es decir, para cada familia se re-
alizé un conjunto de pruebas independiente en el cual sélo se utilizaba dicha
familia para el procedimiento de separacién. En la segunda etapa, se combinan
las familias de desigualdades para buscar de esta manera la combinaciéon que
obtenga mejores resultados. A continuacién, en la tercera etapa, se utiliza la
combinacion de familias obtenida y se experimenta con los dos algoritmos de
separaciéon implementados y con los distintos parametros de los mismos. Fi-
nalmente, utilizando la mejor combinacién de pardmetros obtenidos, la cuarta
etapa consiste en la variacion de pardmetros propios del Branch & Cut con el
objetivo de conseguir la mejor configuracién posible, al menos para este juego de
instancias de prueba. Estos parametros, a saber el skip factor y la cantidad de
rondas de cortes aplicadas en cada iteracion, pueden variar significativamente
los resultados obtenidos.

Este capitulo se cierra con algunas conclusiones surgidas de los resultados
obtenidos y finalmente, con una comparacién de los mismos contra los resultados
de la ejecucion de CPLEX utilizando el modelo original. Es decir, se ejecuta CPLEX
sobre las instancias sin el agregado de los cortes presentados en este trabajo.

5.1. Preparacién de las instancias y contexto de
pruebas

Con el objetivo de conseguir instancias de prueba que resulten desafiantes
para el Branch € Cut, se recurrié a las instancias de la experimentacién hecha
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en la Seccién 2.4 y se eligieron de alli las instancias que resultaron mas dificiles
de resolver. De esta manera, se construyé un conjunto de 30 instancias, com-
puesto por las 10 instancias mas dificiles de los grupos de 16, 18 y 20 vértices.

Los experimentos fueron ejecutados en una computadora con 2 GB de memo-
ria RAM y un microprocesador AMD Athlon®© 64 corriendo a 1.5 GHz. Todas
las ejecuciones realizadas cuentan con un limite de tiempo méaximo de ejecucion
de media hora. Concurrido este tiempo, el proceso se interrumpe y se registran
las mejores cotas obtenidas hasta ese momento.

5.2. Etapa I: Separaciéon individual

La primer etapa de la experimentacion consistié en realizar pruebas con ca-
da familia de desigualdades por separado. Para cada una de ellas, se ejecutd el
algoritmo Branch €& Cut utilizando cuatro configuraciones distintas para el pro-
cedimiento de separacion. Estas configuraciones corresponden a:

e Algoritmo de bactracking con la opcién first 10,

Algoritmo de bactracking con la opcién best 10,

Algoritmo de bactracking con la opcién all y

Heuristica golosa devolviendo 10 cliques.

Por otro lado, se agregé para cada familia el procedimiento de separacién para
las clique inequalities dado que éstas, segin [16], resultaron ser muy efectivas
para el problema cldsico de coloreo. Ademas, se realizaron también pruebas
individuales para esta familia, es decir sin la incorporacién de ninguna de las
familias de desigualdades presentadas en este trabajo.

5.2.1. Resultados

Los resultados obtenidos para las familias $CIK, 3COK y 4CVK fueron
realmente desalentadores, pues en ningun caso se logré resolver en forma 6pti-
ma ninguna de las instancias propuestas en el limite de tiempo dado. En la
mayoria de ellas se alcanzaba este limite con un gap de optimalidad grande o
incluso muchas veces sin haber encontrado una solucién factible. En el resto
de las instancias simplemente el proceso se quedaba sin memoria y debia ser
interrumpido.

Con respecto a las clique inequalitites, utilizadas individualmente, el resul-
tado fue el mismo. Sin embargo, en las pruebas que combinaban éstas con las
MCCK se obtuvieron resultados significativamente mejores. En la mayoria de
los casos, las instancias eran resueltas en cuestion de decenas de segundos y
en algunos casos en cuestién de minutos. Hubo, igualmente, instancias que no
pudieron ser resueltas en forma 6ptima dentro del limite de tiempo.
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Una conjetura surgida de estos tltimos resultados fue el hecho de que los cortes
que realmente ayudaron a los tiempos son sélo los de tipo MCCK y que los de
tipo K en realidad no beneficiaban al procedimiento. Sin embargo, para descar-
tar esta conjuetura se realizaron pruebas utilizando sélamente las MCCK y en
este caso los resultados obtenidos fueron tan malos como los obtenidos para las
demas familias, no pudiendo resolver ninguna de las instancias propuestas. De
aqui, se deduce que es la combinacion entre estas dos familias la que realmente
ayuda, y no alguna de ellas por separado.

Las clique inequalities no utilizan variables de adyacencia, puediendo decirse
entonces que su objetivo es ayudar a la definicién de un coloreo véalido. Por otro
lado, las MCCK inequalities apuntan a la definicién apropiada de la funcion
objetivo imponiendo cotas para las variables de adyacencia. Es interesante el
hecho de que la combinacién de estos dos elementos (dominio del problema por
un lado y funcién objetivo por otro), tipica de un problema de optimizacién,
sea la que obtenga mejores resultados.

Esta combinacién (MCCK+K) fue entonces la elegida como base para con-
tinuar con la experimentacién. No se presentan los resultados de esta etapa en
forma numérica ya que los mismos se veran en la siguiente seccién comparados
con otros resultados.

5.3. Etapa II: Combinaciones entre las familias

Partiendo entonces de la combinacién base de las familias MCCK+K, esta
segunda etapa de experimentacién consiste en intentar agregar las familias que
quedaron fuera, es decir las 3CIK, 3COK y 4CVK, para ver si con ellas se pueden
mejorar los resultados. Se proponen entonces las siguientes combinaciones de
familias para realizar las pruebas con ellas:

o base

o base + 3CIK
o base + 3COK
e base + 4CVK

donde base = MCCK+K.
Ademés, para cada una de estas familias se utilizan nuevamente las cuatro
configuraciones presentadas en la seccién anterior.

5.3.1. Resultados

La Figura 5.1 muestra los resultados obtenidos en esta etapa. En la parte
(a) se muestran los tiempos de ejecucién promedio para cada familia y cada
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m base

m base+3CIK
Obase+3COK
Hm base+4CVK

tiempo (seqg)

golosa

(a) Tiempos de ejecucién

mbase

mbase+3CIK
Obase+3COK
M base+4CVK

nodos abiertos

golosa

(b) Nodos recorridos

Figura 5.1: Combinaciones de familias y métodos de separacién

combinacién, y en la parte (b) se puede ver la cantidad de nodos promedio
abiertos por el algoritmo de Branch & Cut. Las cuatro series de las figuras
correponden a las 4 combinaciones de familias mencionadas previamente, y los
resultados estdn a su vez agrupados segin el método de separaciéon utilizado,
los cuales se pueden ver en los rétulos del eje = de los graficos.
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Lo primero que sobresale en estos resultados es el rendimiento de la heuristi-
ca golosa en comparacién con el método de backtracking, en cualquiera de sus
tres versiones. Se puede ver que tanto los tiempos de ejecucién como la can-
tidad de nodos abiertos al utilizar esta heuristica es extremadamente superior
a los valores obtenidos por el backtracking. Esta diferencia tan marcada llleva
a descartar la heuristica y continuar el andlisis utilizando sélo el algoritmo de
backtracking.

En la Figura 5.2 se muestra un detalle de los valores obtenidos por el algo-
ritmo de backtracking. Al igual que antes, pueden verse los tiempos de ejecucién
en el primer grafico y los nodos abiertos en el segundo.

Con respecto a los tiempos de ejecucion, puede notarse que el mejor de-
sempeno se obtiene utilizando la combinacién de base y el método de separacion
de backtracking que devuelve las mejores cliques halladas.

En cuanto a la cantidad de nodos abiertos, el método con mejor desempeno
es el mismo pero en este caso la mejor combinacién resulta ser base+4CVK.
Sin embargo, los valores obtenidos para la cantidad de nodos abiertos son ex-
tremadamente bajos, con lo cual estas diferencias resultan ser poco significativas.

Finalmente, priorizando el mejor desempeno en el tiempo de ejecuciéon por

m base
m base+3CIK
Obase+3COK

M base+4CVK

tiempo (seq)

(a) Tiempos de ejecucién

Figura 5.2: Combinaciones de familias y métodos de separacién (detalle)
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m base
m base+3CIK

O base+3COK
B base+4CVK

nodos abiertos

(b) Nodos recorridos

Figura 5.2: Combinaciones de familias y métodos de separacién (detalle)

sobre la cantidad de nodos abiertos, esta etapa concluye con la eleccién de la
combinacién de familias de base y la utilizaciéon del algoritmo de backtracking
devolviendo las mejores cliques halladas.

5.4. Etapa III: Parametros de la separaciéon

Una vez obtenida la combinacién de familias de desigualdades véalidas y el
método de separacion a utilizar, se procede a experimentar con los distintos
parametros del método, el cual es en este caso el algoritmo de backtracking de-
volviendo las mejores cliques halladas.

Un primer parametro importante a probar es la cantidad de cliques devueltas
por este algoritmo, ya que esto determina en gran medida dos aspectos del
Branch & Cut; por un lado, mientras més cortes se introduzcan al modelo, mas
se espera que se recorte el poliedro y por lo tanto mayor es la “porcién” de solu-
ciones fraccionarias que se elimina, sin embargo, a su vez estos cortes aumentan
el tamano de los subproblemas haciendo que las sucesivas relajaciones lineales
demoren mads tiempo en resolver. Esto representa un trade-off que vale la pe-
na analizar. Se hace variar este parametro N con valores del intervalo [1,. .., 34].

1Se toman sélo los valores pares para disminuir la cantidad de pruebas a ejecutar.
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El segundo parametro tenido en cuenta en esta etapa es el limite impuesto a
la cantidad de nodos a recorrer en el arbol de backtracking. Este valor se fijé en
cuatro posibles alternativas, siendo estas 150, 300, 450 y 600 nodos.

Se ejecuté el Branch € Cut sobre el conjunto de instancias de prueba para
cada una de las posibles combinaciones entre estos dos parametros.

5.4.1. Resultados

La Figura 5.3 muestra los resultados obtenidos en esta etapa. En la parte
(a) se muestran los tiempos de ejecucién promedio para cada valor de N y cada
limite de nodos para el drbol del backtracking, y en la parte (b) se puede ver
la cantidad de nodos promedio abiertos por el algoritmo de Branch & Cut. Las
series de las figuras correponden a los limites de tiempo mencionados, y en el
eje x de los graficos se muestran los distintos valores para el pardmetro N.

Se puede observar claramente en ambas figuras que los mejores resultados

m150 0450
E300 m500

tiempo (seq)

(a) Tiempos de ejecucién

Figura 5.3: Cantidad de cliques devueltas y limite de nodos
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-

m150 0450
m300 ®&00

nodos abiertos

(b) Nodos recorridos

Figura 5.3: Cantidad de cliques devueltas y limite de nodos

se obtienen cuando el valor de N, es decir la cantidad de cliques devueltas, se
encuentra entre 12 y 22. Por este motivo se presenta en la Figura 5.4 un detalle
de estos resultados, en el cual se pueden ver claramente los valores a analizar.
De nuevo, la parte (a) muestra los tiempos promedio de ejecucién y la parte (b)
muestra los nodos recorridos por el Branch & Cut.

Con respecto a los tiempos de ejecucion, puede verse que en general se ob-
tienen mejores resultados cuando se utiliza el limite de 150 nodos para el back-
tracking. Este es un hecho interesante ya que parece indicar que las mejores
cliques se encuentran siempre dentro de las primeras ramas del arbol y no es
necesario perder mas tiempo buscando en las demés. Esto probablemente se
deba a las optimizaciones mencionadas en la Seccién 4.2.1.1, ya que el objetivo
de las mismas era exactamente este.

Con respecto al valor para la cantidad de cliques devueltas, al parecer utilizando
valores entre 14 y 20 resulta ser lo mas apropiado, sin haber diferencias notables
entre estos valores.
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40

W 150 0450
m300 m600

35

30

25

20

tiempo (seq)

I
cliques 22

(a) Tiempos de ejecucién

1z

W 150 0450
H300 M600

-

nodos abiertos

16

cliques

22

(b) Nodos recorridos

Figura 5.4: Cantidad de cliques devueltas y limite de nodos (detalle)
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En la parte (b) de esta figura se presenta la cantidad promedio de nodos
recorridos. Nuevamente, las diferencias con respecto a estos valores no resultan
significativas. De todas maneras, se verifica que los mejores resultados se ob-
tienen utilizando un valor de N entre 14 y 20. No hay tampoco una diferencia
significativa con respecto al limite de nodos impuesto.

La etapa III concluye entonces indicando que los mejores resultados, al menos
sobre este conjunto de instancias, se obtienen utilizando un valor de N entre 14
y 20 y un limite de 150 nodos para el drbol de backtracking.

5.5. Etapa I'V: Parametros del branch & cut

Finalmente, en esta seccién se presentan los resultados obtenidos al probar
diferentes valores para algunos de los pardmetros propios del Branch & Cut.
El primero de ellos es el skip factor; este pardmetro indica la frecuencia con la
cual se aplica una fase de busqueda de planos de corte en los subproblemas del
arbol de Branch € Cut. Por ejemplo, un skip factor de 3 indica que esta fase se
aplica solamente en uno de cada 3 subproblemas analizados. En los subproble-
mas en los que no se aplica esta fase, simplemente se realiza el procedimiento
de branching.

Ademis del skip factor, el segundo pardametro con el cual se experimenta
en este trabajo es la cantidad de rondas de cortes en cada fase de busqueda
de planos de corte. Luego de cada relajacion lineal se buscan cortes utilizando
el procedimiento de separacion y al finalizar se vuelve a resolver la relajacion
lineal en busca de una nueva soluciéon. Este parametro indica cudntas relaja-
ciones lineales se resuelven en cada subproblema antes de realizar finalmente el
branching sobre el mismo.

Cada uno de estos parametros representa un trade-off interesante para ana-

lizar pues si bien el hecho de agregar cortes reduce el poliedro en gran medida,
cada fase de busqueda de planos de corte significa ejecutar varios procedimien-
tos de separacién que pueden ser muy costosos.
Tanto para el skip factor como para la cantidad de rondas de cortes se experi-
menta con valores entre 1 y 5. Para el segundo pardmetro, ademads se agrega el
valor “infinito”, el cual representa el hecho de aplicar rondas de corte hasta que
no se hallen mas cortes para la solucién encontrada.

5.5.1. Resultados

En la Figura 5.5 pueden verse los resultados de esta etapa. Como en las
secciones anteriores, la figura consta de dos partes en las que se muestran los
tiempos promedio de ejecucién y la cantidad promedio de nodos abiertos.
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1600 skip factor
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O3 m4

1400
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tiempo (seg)

ronda de cortes E
(a) Tiempos de ejecucién
4000

3500 skip factor

0ol m2
3000 o3 m4
m5s

2500

2000

nodos abiertos

1500

1000

500

3

ronda de cortes

inf

(b) Nodos recorridos

Figura 5.5: Skip factor y cantidad de rondas de cortes



90 5.5.1. Resultados

Con respecto a los tiempos de ejecucién, puede verse claramente el hecho

de que mientras menos rondas de cortes se apliquen, peores resultados se con-
siguen. Al utilizar s6lo una ronda de cortes, por ejemplo, se puede ver que con
un skip factor de 3, 4 o 5 se alcanza el limite de tiempo en todas las instancias
no pudiendo resolverse ninguna?.
Un aspecto remarcable de este gréfico es la influencia del skip factor en los tiem-
pos de ejecucion. Puede verse que aunque se utilicen pocas rondas de cortes,
si éstas se utilizan en todos los subproblemas (es decir, el skip factor es 1), los
resultados son abruptamente mejores que en el resto de los casos. A su vez,
puede verse que los tiempos conseguidos con un skip factor de 1, van también
mejorando mientras mas rondas de cortes se realicen.

Con respecto a la cantidad de nodos abiertos el resultado es exactamente
el mismo. En este caso, de hecho, la diferencia entre un skip factor de 1 y uno
mayor es mucho mas marcada.

Se puede ver claramente que los mejores resultados se obtienen al utilizar el
valor de “infinito” para la cantidad de rondas de cortes, sin embargo, dada la
escala de los graficos no es posible distinguir en detalle esa parte del grafico. La
Figura 5.6 muestra un detalle de esta parte del gréfico en el cual se puede ver
que las diferencias entre los distintos valores para el skip factor en estas partes
del grafico no resultan ser significativas.

skip factor

skip factor
01 W2

03 m4
[H

o1 m2
03 m4
[H

tiempo (seq)
nodos ablertos

inf

inf
ronda de cortes ronda de cortes

(a) Tiempos de ejecucién (b) Nodos recorridos

Figura 5.6: Skip factor y cantidad de rondas de cortes (detalle)

Finalmente, podemos decir que la configuracién més eficiente en este aspecto
corresponde a utilizar tantas rondas de cortes como se pueda y efectuar la fase

2Como se mencioné previamente, el limite de tiempo es de media hora, es decir 1800
segundos.
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de cutting en todos los subproblemas analizados. Esta conclusion resulta ser
extremadamente interesante ya que indica que los cortes dados por las familias
de desigualdades utilizadas son realmente eficaces a la hora de reducir el poliedro
con la intencién de llevarlo hacia la cdpsula convexa de las soluciones enteras
del mismo.

5.6. Conclusiones

La mejor combinacién de familias, al menos para este conjunto de instancias
de prueba, resulta ser MCCK+K. El resto de las familias de desigualdades vali-
das presentadas en este trabajo parecen no favorecer a los tiempos de ejecucion
del Branch & Cut.

En cuanto al procedimiento de separacion, se puede ver que los mejores re-
sultados se obtienen utilizando un algoritmo de backtracking, y en particular en
su versién que encuentra las mejores 20 cliques, dentro de un limite de 150 nodos
recorridos en el arbol de backtracking. El hecho de que al aumentar este limite no
mejoren los tiempos de ejecucion resulta interesante, como se comentd previa-
mente, pues indica que las cliques buscadas se encuentran dentro de las primeras
ramas del arbol, verificando asi las hipétesis planteadas al implementar las di-
versas optimizaciones para el algoritmo.

Con respecto a los parametros correspondientes al skip factor y la cantidad
de rondas de cortes a utilizar en cada fase de cutting, las pruebas indican que
los mejores resultados se obtienen al generar la mayor cantidad de cortes posi-
bles en todos los subproblemas analizados. Este resultado indica que los cortes
propuestos, junto con el procedimiento de separacién, son altamente eficientes
y parecen ayudar en forma decisiva a la resolucién.

5.7. Comparacion contra CPLEX

Presentamos en esta seccién una comparacién de los resultados obtenidos
contra los resultados obtenidos por CPLEX, sobre el modelo original. En esta
ocasién se utilizé la version 9.0 de CPLEX y las ejecuciones se realizaron en la
misma maquina descripta en la Seccién 5.1, en este mismo capitulo.

La Tabla 5.1 muestra los tiempos de ejecucién individuales de cada una de las
instancias ejecutadas tanto por el Branch & Cut como por CPLEX. Se muestra
también, para el Branch € Cut, la cantidad de nodos abiertos por el mismo, la
cantidad de cortes utilizados de cada familia (K y MCCK) y el tiempo utilizado
en el proceso de separacién. Para el caso del CPLEX, en los casos en que se haya
alcanzado el limite de tiempo?, se muestra el gap de optimalidad obtenido.

3Representado en la tabla con los simbolos ***.
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V| | Densidad Branch € Cut CPLEX
Nodos K  MCCK Tiempo sep(s) Tiempo(s) | Tiempo(s) GAP
48,35 % 3 169 1196 1,02 1,91 240
49,45 % 5 116 553 0,93 1,72 16
49,45 % 5 137 676 1,47 2,42 380
56,04 % 5 242 1139 1,2 2,61 Hokok 33%
14 57,14 % 9 229 1024 2,38 4,26 108
58,24 % 11 273 1329 3,39 6,39 188
59,34 % 1 279 1531 0,73 2,1 149
60,44 % 13 224 1317 3,64 7,03 63
64,84 % 2331 640 6728 679,89 1714,81 1650
65,93 % 2593 497 7145 662,9 **% /9% Hxk 9%
55,00 % 5 227 1490 2,53 5,18 ok 58 %
56,67 % 3 156 1477 2,12 4,09 kx 22 %
56,67 % 15 311 1900 5,39 12,04 kK 69 %
60,00 % 1 288 1814 1,7 4,66 Hkk 45 %
16 | 60.00% 1 288 1814 1,7 4,63 Hkok 45%
60,00 % 1 288 1814 1,75 4,73 Fokk 45 %
60,00 % 1 288 1814 1,75 4,68 o 45 %
60,83 % 17 453 2641 12,52 26,81 Hokok 56 %
62,50 % 1 333 2580 2,2 10,55 ok 48 %
70,00 % 3 468 2510 5,04 19,27 Ak 61%
46,41 % 3 337 2053 4,95 8,88 Ak 72 %
47,06 % 3 180 1669 4,47 7,22 ok 67 %
54,25 % 3 312 2133 3,14 6,53 kK 75%
56,21 % 1 296 2090 1,76 6,13 ok 76 %
18 57,52 % 1 557 2395 2,94 8,96 Hkk 75 %
60,13 % 5 378 2803 7,01 20,15 ok 5%
61,44 % 1 180 1620 1,44 5,14 kK 75 %
64,05 % 5 568 4344 11,25 45,8 ok 75%
66,67 % 1 452 3653 4,37 31,51 oAk 81 %
73,86 % 9 888 3501 18,13 53,57 ok 9%
38,95 % 11 193 2806 7,12 17,73 ok 75 %
41,05 % 13 265 2952 9,7 23,02 o 80 %
46,84 % 1 309 2626 2,09 7,98 ok 5%
47,37% 3 226 1747 3,32 7,42 ok 50 %
2 48,42 % 13 224 2594 10,54 22,65 ko 2%
50,00 % 17 198 2938 15,13 34,34 ok 5%
53,16 % 9 284 2883 12,04 26,36 ok 75%
53,16 % 7 312 2649 8,87 19,31 o 5%
54,21 % 11 295 2723 9,29 26,56 ok 75%
68,42 % 1 972 5354 10,32 103,74 Hok ok 7%

Tabla 5.1: Comparacién de resultados contra CPLEX




Capitulo 5. Resultados computacionales 93

Se agregd también al conjunto de instancias de prueba, un grupo de 10
instancias de 14 vértices, con el objetivo de poder ver con mas claridad la pro-
gresién en los tiempos de ejecucion de CPLEX.

Analizando el primer grupo de instancias (para |V| = 14), podemos ver que
los tiempos de ejecucion de ambos métodos son completamente distintos, ya que
con el Branch & Cut las instancias se resuelven casi inmediatamente mientras
que CPLEX precisa en general algunos minutos para ello. Incluso ya en este grupo
se puede ver que CPLEX no resuelve algunas de las instancias propuestas.

Una particularidad que aparece en este grupo son las tdltimas dos instancias,
las cuales al parecer representan instancias muy dificiles de resolver en las que
ambos métodos obtienen los mismos resultados.

Se puede ver en la tabla que en los siguientes tres grupos de instancias, CPLEX
no logra resolver ninguna de las mismas en el limite de tiempo dado, mientras
que el Branch & Cut sigue resolviendo en forma éptima y en la mayoria de los
casos con tiempos de ejecucién menores a un minuto. Solamente para la tltima
instancia del ultimo grupo, el tiempo de ejecucion supera el minuto, e incluso
sigue siendo menor a los dos minutos de tiempo.
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5.7. Comparacién contra CPLEX




CAPITULO O

Conclusiones y trabajo futuro

Se presentan en este capitulo las conclusiones sobre el trabajo realizado. Al-
gunas de éstas fueron ya enunciadas a lo largo del mismo, sin embargo se reunen
a continuacion. Finalmente, se enumeran los aspectos del trabajo que quedan
abiertos para un posible trabajo futuro.

Modelos de programacion lineal entera

Se presentaron en este trabajo tres modelos para el minimum adjacency vertex
coloring problem. Dos de ellos son adaptaciones de formulaciones preexistentes
para el problema clédsico de coloreo, mientras que el distance model es, a nuestro
entender, un nuevo enfoque para el modelado de problemas de coloreo de grafos
con técnicas de programacion lineal entera, y el mismo puede ser facilmente
adaptado al problema de coloreo clasico.
Se realizd con ellos una experimentacion preliminar, con el objetivo de evaluar
la performance un algoritmo Branch € Bound puro, para ser utilizado como
punto de partida en un estudio tedrico del poliedro asociado al mismo. El mo-
delo elegido fue finalmente el stable model.
Los resultados preliminares demostraron ademas, que el problema a analizar
es un problema dificil, pues aun en instancias muy pequenas los tiempos de
ejecucién eran considerablemente altos e incluso en muchas de las instancias
propuestas ninguin modelo lograba obtener una solucién éptima.

Resultados poliedrales
Se realiz6 un estudio tedrico del poliedro asociado al stable model en el cual
se hallaron cuatro desigualdades véalidas para este poliedro.

Un resultado interesante de este estudio es el hecho de haber podido de-
mostrar que bajo ciertas condiciones, tres de estas desigualdades definen facetas
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del poliedro y la restante, la MCCK inequality, lo hace en una versiéon particu-
lar de la misma, aunque se conjetura que en su version general también define
facetas del poliedro en cuestién.

Una caracteristica remarcable es el hecho de que todas las desigualdades
validas halladas en este trabajo provienen de ideas y argumentos combinatorios.
Esto resulta muy interesante y beneficia en gran medida el andlisis de este
problema mediante el uso de técnicas de combinatoria poliedral.

Procedimiento Branch € Cut

Utilizando las desigualdades halladas en el estudio poliedral se implementé un
algoritmo Branch & Cut. Para ello se escribieron procedimientos de separacién
para las cuatro familias de desigualdades halladas y para la adaptacién a este
problema de una quinta familia preexistente en la literatura.

Los resultados sobre un conjunto de instancias mostraron que la mejor com-

binacién de familias estd dada por las MCCK inequalities en conjunto con esta
quinta familia, a saber las clique inequalities.
Las clique inequalities no predican sobre las adyacencias de color generadas sino
que sélo se limitan a cortar soluciones que representen coloreos invalidos. Por
otro lado, las MCCK inequalities apuntan a la definicién apropiada de la funcién
objetivo imponiendo cotas para estas variables. Resulta un hecho muy intere-
sante que estas dos familias formen una buena combinacién, pues apuntan a
dos aspectos tipicos de un problema de optimizacion: dominio del problema y
funcién objetivo.

El mejor procedimiento de separacién, dentro de los implementados, re-
sulté ser un algoritmo de backtracking en lugar de una heuristica golosa y las
pruebas sobre parametros tales como el skip factor y la cantidad de rondas de
cortes a utilizar sugieren que los cortes implementados resultan ser muy efec-
tivos, y en algunos casos decisivos para la resolucién del problema.

Finalmente, los tiempos de resolucién logrados por el Branch & Cut mejo-

raron drasticamente los tiempos de ejecuciéon en comparacién con el Branch &
Bound realizado en un principio. Ademads, al comparar los tiempos obtenidos
por el Branch & Cut con los de las ejecuciones en CPLEX sobre el modelo ori-
ginal se obtuvieron resultados muy interesantes, pudiendo resolverse en pocos
segundos instancias que en CPLEX no se podian resolver en un limite de tiempo
de 30 minutos.
Por otro lado, la cantidad de subproblemas analizados por el Branch & Cut es,
en la mayoria de los casos, minima indicando que muchas veces el problema se
resuelve casi puramente con la aplicacién de los planos de corte. Este es otro
indicador que sugiere que los cortes proporcionados resultan ser muy eficaces.

Una tarea pendiente de esta experimentacién, que surge de manera casi
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inmediata, es la ejecucién del Branch & Cut en instancias de tamano real. Sin
embargo, al momento de buscar este tipo de instancias para este problema,
identificamos un impedimento no menor relacionado con la cantidad de colores
disponibles. Notamos que el tiempo de ejecuciéon de una instancia, por mé&s
grande que sea, esta fuertemente relacionado a la cantidad de colores disponibles
que se utilice, y la variacién en este dato puede variar significativamente los
mismos. El impedimento entonces, a la hora de experimentar con instancias de
tamano real, fue la eleccién de este valor. Por este motivo, no se incluyeron, en
este trabajo, pruebas del Branch € Cut sobre este tipo de instancias.

6.1. Trabajo futuro

Como continuacién de este trabajo, queda abierta la posibilidad de encon-
trar mas desigualdades validas fuertes y agregarlas a la implementacion del
Branch & Cut. Las desigualdades presentadas en este trabajo estan basadas es-
pecificamente en cliques. Tal vez agregando desigualdades que utilicen otro tipo
de estructuras del grafo se puedan obtener mejores resultados. En [16, 17] por
ejemplo, se utilizan para el problema clasico de coloreo, estructuras tales como
caminos 'y ciclos inducidos del grafo.

Un punto interesante a analizar es el nuevo enfoque dado por el distance
model. En este trabajo se pudo ver que el mismo no logré obtener mejores resul-
tados que los otros dos modelos, sin embargo creemos que es posible que esto se
deba al tamano del modelo tal cual estd presentado. Un posible trabajo futuro
puede ser realizar un anélisis exhaustivo sobre esta formulacion con el objetivo
de reducir el tamano del mismo.

Puede ser interesante también adaptar esta formulacion al problema clasico de
coloreo y experimentar con esta formulacion adaptada sobre instancias de prue-
ba de este problema.

Queda también como un problema abierto estudiar la complejidad computa-
cional de los problemas de separacién de las desigualdades encontradas, aunque
se sospecha que los mismos son NP-completos, puesto que estan basados en el
problema de clique méxima con relacién a alguna funcién de pesos adecuada.

kokk

Si bien queda mucho trabajo por hacer con respecto a este problema, espera-
mos que este trabajo represente un aporte a su resolucién y pueda ser utilizado
como fuente para futuros trabajos sobre este problema u otros de caracteristicas
similares.
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APENDICE A

Conceptos basicos

En este apartado se presenta un marco teérico con los conceptos basicos
utilizados en esta tesis.

Dentro del marco de la disciplina conocida como investigacion operativa se
encuentra la optimizacion combinatoria. En un problema de optimizacién se
busca el méximo o minimo de una cierta funcién, definida sobre algiin dominio.
A diferencia de la optimizacién clédsica, en la cual el dominio es continuo, en la
optimizacion combinatoria éste es un dominio discreto.

Dado un conjunto finito S (conjunto de soluciones factibles) y una funcién
f:8 — R (funcién objetivo), un problema de optimizacién combinatoria con-
siste en hallar un elemento § € S tal que

f(8) = max{f(s):s € S}.

Salvo en casos particulares, los problemas de optimizacién combinatoria sue-
len ser NP-completos ([9]).

A.1. Programacion lineal y programacion lineal
entera

Los problemas de optimizacién combinatoria estan relacionados con dos
modelos de optimizacion: la programacién lineal y la programacién lineal entera.

Problema de programcién lineal: Dada una matriz A € R™*"™ y vectores
b e R™, ¢c € R", encontrar un vector & € R™ tal que Az <by
& = maz{c'z : Az <b}.

Este tipo de problemas fue estudiado intensivamente y existen varios méto-
dos para su resolucion, siendo el més reconocido de ellos el método simplex,
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propuesto por Gearge Dantzig en 1947. Si bien este método tiene un peor caso
exponencial, es el método mas utilizado en la préctica ya que en la mayoria de
los casos es muy eficiente. Se sabe ademads que la programacion lineal pertenece
a la clase de problemas P.

De todas formas, pocos son los problemas de optimizacién combinatoria que
pueden modelarse en dominios continuos, en particular en los casos en que el
problema es NP-completo, y muchas veces es necesario que ciertas variables de
la solucién tengan dominio entero. Surgen asi los problemas de programacion
lineal entera mixta:

Problema de programcién lineal entera mixta: Dada una matriz A €
R™*™ y vectores b € R™, ¢ € R™, y un subconjunto de indices I C {1,...,n},
encontrar un vector & € R" tal que Az < by &; € Z para i € I, donde

2 =maz{ctz : Ax <byx; € Zparaic I}

En el caso en que I = {1,...,n}, este problema se denomina problema de
programacion lineal entera. Muchos problemas de optimizacién combinatoria
pueden expresarse utilizando este tipo de problemas, representando las solu-
ciones del mismo con los vectores caracteristicos de las soluciones factibles.

A.2. Algoritmos de planos de corte

Se presenta a continuacién una introduccién a los conceptos bésicos de al-
goritmos de planos de corte. Consideremos un problema de programacién lineal
entera y llamemos S al conjunto de puntos factibles:

S={zxeR": Az <bywx; € Zparaicl}.

Podemos asociar a este problema el poliedro Ps := conv(S), es decir la
capsula convexa de los puntos de S, y asi las soluciones factibles del problema
seran los extremos de este poliedro. De esta manera, resolviendo el problema
lineal méx{c'z : z € Ps} se resuleve también el problema de optimizacién com-
binatoria, dado que el éptimo del problema lineal se encuentra sobre alguno de
los extremos de Ps}. Sin embargo, no es posible caracterizar en forma eficiente
la capsula convexa de un conjunto de puntos definido en forma implicita que
representan las soluciones factibles de un problema NP-completo, a menos que
NP = co-NP.

El conjunto &’ = {z € R™ : Az < b} se denomina la relajacion lineal del
problema, y las soluciones factibles del problema inicial son aquellos puntos = €
&’ con z; € Z para toda i € I. Resolviendo el problema lineal méx{c'z : Az < b}
se obtiene un 6ptimo &, que puede no ser una solucién entera (si lo fuera, se
prueba que también es éptimo del problema entero). De no serlo, es posible
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hallar una desigualdad 7z < my que sea cumplida por todos los puntos enteros
pero tal que 7z > my. Esta desigualdad puede entonces agregarse al conjunto
de restricciones, obteniendo un poliedro méas pequeno pero que incluye todas las
soluciones enteras y ha “dejado afuera” al punto no entero z. Resolviendo nue-
vamente la relajacién lineal y repitiendo este proceso hasta hallar una solucién
entera se resuelve el problema. El Algoritmo 7 describe este método.

Algoritmo 7 Planos de corte

Entrada: A, b, c
1: & « 6ptimo del problema lineal méx{ctz : Az < b}
2: mientras existe ¢ € I tal que Z; es no entero hacer
3 Hallar una desigualdad valida mx < my tal que 72 > mg
4:  Agregar mx < 7y al conjunto de restricciones Ax < b
5. & <« nuevo 6ptimo del problema lineal extendido
6
7

: fin mientras
: devolver solucién 6ptima &

Veremos graficamente como funciona este algoritmo con el ejemplo de la
Figura A.1. Supongamos que hemos resuelto la relajacion lineal, obteniendo el
6ptimo que se indica con la flecha en la parte (a) de la figura. Dado que esta
solucién no es entera, se genera un corte para la misma, es decir una desigualdad
valida, que la deja fuera del poliedro pero que mantiene a todos los puntos en-
teros dentro del mismo (en la parte (b) se indica con la flecha el corte agregado).
Luego se vuelve a resolver la relajacién lineal y se obtiene una nueva solucién
6ptima, la cual se puede ver en la parte (c) de la figura. Dado que esta nueva
solucién tampoco es entera, se vuelve a generar un corte para ella. Se resuelve
nuevamente la relajacion y en esta ocasién se obtiene un éptimo que coincide
con uno de los puntos enteros dentro del poliedro, con lo cual la solucién halla-
da es la solucién 6ptima del problema (en la parte (d) se puede ver este ultimo
corte agregado y la solucién entera obtenida).

La principal complicacién que encuentra este algoritmo es la generacién de
una desigualdad vélida (cumplida por todos los puntos enteros) violada por el
6ptimo Z actual. Esto es lo que se conoce como problema de separacion. Es-
tas desigualdades pueden buscarse de varias maneras, sin embargo las técnicas
que han producido mejores resultados se basan en el estudio de los poliedros
asociados a cada problema con el objetivo de hallar desigualdades validas es-
pecificas del mismo. El procedimiento habitual consiste en hallar familias de
desigualdades validas tan fuertes como sea posible y definir luego procedimien-
tos de separacion para cada una de ellas. Estos procedimientos son en general
de caracter heuristico, pues muchas veces el problema de separacién resulta ser
NP-completo.
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Figura A.1: Ejemplo de planos de corte

Los métodos de resolucién basados tinicamente en planos de corte no son
eficientes en la practica, sin embargo al combinarse con técnicas de enumeracion
(Branch & Bound) se logran los mejores resultados. Esta combinacién recibe el
nombre de Branch & Cut.

A.3. Algoritmos Branch € Cut

Un método Branch & Bound constituye un esquema de divide and con-
quer, que intenta resolver el problema original dividiéndolo en subproblemas
mas pequenos, para los cuales se computan cotas inferiores y superiores. La re-
solucién recursiva de los subproblemas origina una enumeracién exhaustiva de
todas las soluciones factibles, y es computacionalmente intratable. Manteniendo
en forma simultanea los subproblemas aun no resueltos, y calculando cotas infe-
rior y superior para el 6ptimo, los algoritmos Branch & Bound pueden reducir
el niimero de pasos de la enumeracién, obteniendo tiempos de ejecuciéon menores.

El método mantiene una lista de subproblemas abiertos y en cada paso
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selecciona un elemento de la misma. Se resuelve una relajaciéon de subproblema
para obtener una cota superior del 6ptimo. Si la solucién es factible entera, se
ha encontrado el éptimo para ese subproblema y por lo tanto se lo elimina de la
lista de nodos activos. Si no, se divide el problema en dos o méas subproblemas
y se incorpora a los mismos a la lista de subproblemas abiertos. En cada paso
se actualizan las cotas inferior (mejor solucién hallada hasta el momento) y
superior. Los componentes basicos del algoritmo son:

Branching: Este proceso de subdivisién puede representarse en forma de un
arbol, llamado drbol de enumeracion, en el cual cada nodo representa
un subproblema y sus hijos representan los subproblemas derivados del
mismo. Una técnica habitual de branching es generar dos nuevos nodos
agregando las restricciones x; < k y x; > k + 1 respectivamente, donde Z;
es fraccionaria, i € I y | ;] = k.

Bounding: Cuando de la relajacién de un subproblema se obtiene un valor
menor que la cota inferior actual, entonces ninguna de las soluciones
factibles del subproblema podra ser solucién éptima y, en este caso, puede
eliminarse al subproblema de la lista (se dice que el nodo se “cierra”).
Por otro lado, si el 6ptimo de la relajacién es solucion factible entera del
subproblema, entonces es su 6ptimo, con lo cual no se lo divide y también
se lo cierra.

Utilizando las cotas inferior y superior halladas hasta el momento, se define
una medida de calidad de la solucién factible actual, conocida como gap de opti-
malidad. Esta medida representa el maximo error relativo que la solucién actual
puede tener con respecto del 6ptimo real. El algoritmo Branch & Bound ter-
mina cuando ambas cotas, inferior y superior, coinciden, en cuyo caso la mejor
solucién factible hallada hasta ese momento es 6ptimo del problema original.

El método Branch & Cut generaliza al método Branch & Bound y agrega la
aplicaciéon de planos de cortes a las relajaciones resueltas en cada subproblema.
Si luego de resolver la relajacién lineal del subproblema no se puede cerrar el
nodo correspondiente, se aplica un procedimiento de planos de corte (descrip-
to en la seccién anterior). La cantidad de planos de corte aplicados puede ser
parametrizada y representa un parametro muy importante para este tipo de
algoritmos.

Se han desarrollado algoritmos basados en este método para un gran niimero
de problemas de optimizacién combinatoria, logrando resolver instancias de gran
tamano en algunos casos. Hasta la fecha, este enfoque ha resultado el mas efec-
tivo para la resolucion exacta de esta clase de problemas.



