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Resumen

Las Secuencias Maximizadoras de Subcadenas (SMS) son una familia
de secuencias infinitas que se caracterizan por maximizar la cantidad de
subcadenas distintas que contienen sus prefijos. En este trabajo las pre-
sentamos mediante tres definiciones alternativas, y demostramos que son
equivalentes entre si. En base a una de las definiciones presentamos un al-
goritmo eficiente para generarlas. La familia de secuencias SMS incluye a
dos secuencias binarias particulares estudiadas anteriormente: una fue dada
por A. Ehrenfeucht y J. Mycielski al mismo tiempo que dejan la pregunta
abierta de cudn aleatoria es desde el punto de vista estadistico. Y la otra
fue propuesta por C. Kimberling, dejando abierta la pregunta de si posee la
propiedad de disyuntividad (una secuencia es disyuntiva si todas las cadenas
del alfabeto son subcadenas de la secuencia dada). En esta tesis responde-
mos estas preguntas de manera general. Demostramos que toda secuencia
de la familia de las SMS (para cualquier alfabeto) es disyuntiva. Estudiamos
estadisticamente algunas SMS, analizando las semejanzas y diferencias que
se observan al compararlas con una secuencia normal, la secuencia de Cham-
pernowne, y con una de ruido aleatorio. Concluimos que las SMS no son una
buena fuente de aleatoriedad.
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1. Introduccién

En este trabajo presentaremos lo que denominamos “secuencias maxi-
mizadoras de subcadenas”, o SMS. Damos tres definiciones equivalentes y
en base a una de estas definiciones damos un algoritmo que las genera. De-
mostramos que las SMS contienen a todas las cadenas (a esta propiedad se
la conoce como disyuntividad o w-densidad). Realizamos una serie de tests
estadisticos sobre una SMS generada en el alfabeto {0, 1} y los comparamos
con los de la conocida secuencia de Champernowne [4] y con una secuencia
de propiedades de ruido blanco. El resultado de estos andlisis estadisticos
muestra que nuestra SMS :

1. no admite compresibilidad estadistica y es indistinguible al compararla
graficamente con ruido aleatorio;

2. pasa el test de y? si se consideran tamaifios de palabra cortos;
3. no pasa el test de permutaciones;

4. la velocidad con que aparecen todas las subcadenas en nuestra SMS
es mucho mayor que la que tiene la secuencia de Champernowne, y
también mayor a la que tiene el ruido aleatorio.

Una vez finalizada la investigacién que exponemos en este trabajo encon-
tramos un antecedente de la SMS en el alfabeto {0,1} (que utilizamos para
nuestros andlisis estadisticos) en [9], donde justamente enunciaba el proble-
ma de si esta secuencia tiene la propiedad de ser disyuntiva. Nuestra solucién
a este problema, formulado y abierto desde 1997, fue publicada en [6].



2. Definiciones preliminares

A continuacién damos algunas definiciones de términos utilizados en
nuestra discusién. Siendo ¥ un conjunto finito de simbolos, llamamos ca-
dena a una sucesién finita de simbolos de ¥ yuxtapuestos. Representamos
a la cadena vacia con \ y escribimos ¢ = ¢g...cp,, ¢; € £, 0 < 7 < n, para la
cadena ¢ cuya longitud |c| es n+ 1. Llamamos secuencia a una yuxtaposicién
de simbolos infinita a derecha s = sgs7..., s; € . Usamos £* y ¢ para el
conjunto de todas las cadenas y secuencias en el alfabeto ¥, respectivamente.
En ocasiones llamaremos digitos a los simbolos que componen una cadena
o secuencia. Asumimos que X tiene al menos dos simbolos, y utilizamos
#(X) = k para denotar su cantidad de elementos. Decimos que cadena (o
secuencia) ¢ € X* (s € X¥) estd en base k, si #(X) = k. Una cadena b se
dice subcadena de una secuencia s (o cadena c) si existe una cadena a y una
secuencia t (cadena d) tal que s = abt (¢ = abd). La cadena a es prefijo de
la cadena c € £* (o la secuencia s € £¢) si a es una subcadena inicial de ¢
(s). Reciprocamente a es sufijo de la cadena c si a es subcadena final de c.

Definimos la funcién Ps+ : £* — 2% que da el conjunto de subcadenas
de una cadena dada, es decir, Ps-(c € £*) := {d € £* : 3a,t € ¥, c = adt}.

La funcién #yg- : ¥* — IN da la cantidad de subcadenas distintas de una
cadena, es decir #yx-(c) = #(Ps+(c)). Es facil demostrar que para ¢ € £* en
base b,

lel

1
ol < #e(c) < 3 _min(¥, |l +1-1) < M(ICITH
=1
#z-(c) = |c[ cuando c estd compuesta por |c| digitos iguales. #5-(c)

es igual a ]—Cl(l—ch“L—Q s6lo cuando estd compuesta por |c| simbolos distintos.

Si para algun largo [ la cadena c contiene a todas las cadenas de largo
[, y ademds ¢ no contiene repeticiones de ninguna cadena de largo [ + 1,
#s+(c) = }C__ll min(b, |c| +1 —1)

Dadas ¢,d € ¥* |c| = |d|, decimos que ¢ es mds compacta que d si
#x+(c) > #5+(d). Por ejemplo, la cadena 0100011 es mds compacta que la
cadena 0110110, ya que la primera contiene 2 +4+5+4+3+2+1=21
subcadenas distintas, mientras que la segunda contiene 2+3+3+3+3+2+1 =
17 subcadenas distintas.



3. Presentacion y definicién de las SMS

Definicién 1 (SMS) Llamamos a una secuencia s € ¥, s = s9S1... ma-
ximizadora de subcadenas (o abreviando SMS) cuando, para cada i € IN,
#xx(80-.-8i-18;) > #x+(S0..-8i-10), para todo o € X. Es decir, s € I“ es
SMS si y solo si cumple:

" 50 €Y
" Si41 € {O’ €Y FH#x- (S()...SiO') > #Es(SO...SiO’/)VoJ eEX }

Informalmente, el algoritmo que construye estas secuencias tiene por obje-
tivo hacer que cada prefijo de las mismas contenga una cantidad méaxima
de subcadenas distintas: la secuencia se genera extendiendo de a un digi-
to su cadena prefijo, tal que ese digito sea el que maximiza la cantidad de
subcadenas distintas.

Nuestro algoritmo recuerda al método de permutaciones propuesto por
M. H. Martin [12], al que hace referencia Knuth en [10]. Mediante el método
de Martin es posible construir una cadena de largo m! 41 — 1, que contiene
las m! posibles cadenas de largo I en base m, sin repeticiones. Estas cadenas
también se conocen como Cadenas de De Bruijn [7]. Este método aprovecha
al maximo la longitud de la cadena: la cadena final contiene una cantidad
maxima de subcadenas de largo [/; sin embargo este método solo es aplicable
si se desea concatenar una cantidad finita de digitos, conocida de antemano.
Sus prefijos no son maximales en la cantidad de subcadenas que presentan,
por lo que no es 1til si lo que se busca es construir una secuencia (cadena
infinita) o una cadena de largo a priori indefinido.

4. Definiciones equivalentes

La definicién 1 presenta a las SMS en base al criterio de maximizar la
cantidad de subcadenas distintas en sus prefijos. A continuacién damos dos
definiciones alternativas y demostramos que las tres son equivalentes entre
si.

Definicién por minimo largo de nueva subcadena

Definicién 2 (SMLNS) Sea la funcién t(q,c) que da el sufijo de largo q
de la cadena c y Py«(c) que da el conjunto de subcadenas que aparecen en
una cadena c. Llamamos SMLNS a la secuencia s si:

m S0 EX

si+1 € {o € X/Vo' € £, ming (t(q, So...5i0) ¢ Px+(s0...8;)) <
ming (t(g, so...s;0") ¢ Ps+(s0...8;)) }



Proposicién 3 Sea s € ¥, s es SMLNS si y solo si s es SMS.

DEMOSTRACION. Llamamos “nueva subcadena de sg...s,” a una cadena
que aparece en Sg...S, PEro no en sg...S,_1. Al extender en un simbolo
una cadena de largo n, la cadena resultante tiene al menos una ca-
dena nueva, la misma de largo n + 1; es decir, #x5+(80...Sn—15) =
#x+(80..-8n—1) + k, para algin k£ > 1. Todas las subcadenas nuevas
tienen que ser sufijo de sg...S,_1Sn, ya que de lo contrario no serian
nuevas, es decir ya estarian en sg...sp—1. Como hay a lo sumo n + 1
subcadenas con tal sufijo, 1 <k < n+ 1. Sea s,,_4...5, la subcadena
nueva de largo menor. Entonces todas las subcadenas que la extienden
también serdn nuevas. Por lo tanto, k = n — ¢+ 1: la cantidad de sub-
cadenas distintas se maximiza cuando el largo de la menor subcadena
nueva se minimiza, y viceversa. Es decir, una secuencia es una SMS sii
es una SMLNS. ®

Definicién por primeras apariciones de c en s

Definicién 4 (SC) Llamamos a una secuencia s € ¢ una Secuencia Com-
pleta o SC si para todo ¢ € ¥*, las primeras #(X) apariciones de ¢ en s
preceden a simbolos distintos. Es decir

Vi, 7,1 <i<j < #(8), S1(s,c,i)+]c| e SI(s,c,5)+]c|
donde I(s,c,1) es el indice de la i-ésima aparicion de c en s (1 > 1).
Proposicién 5 Sea s € “. s es SMS si y solo si s es SC.

DEMOSTRACION.

(=). Supongamos que s € 3¢ es SMS pero no SC. Como s no es SC,
existe una cadena ¢ € ¥* y un 7 € ¥ tales que

3,5,1<i<j< #(2)7 SI(s,c,i)+|c| = SI(s,ci)+lc] = T

es decir, dos de las primeras #(X) apariciones de ¢ son sucedidas por
el mismo simbolo 7. Ahora bien, por el criterio anterior y como s
es SMS, Sy(s.cj)+|c| € tal que minimiza el largo de la menor cade-
na nueva de $o...81(s,c,j)-+-SI(s,c,j)+|c|- LOr hipétesis, cr ya aparecia en
80-+-81(s,c,j)+|c|—1, Por lo que la cadena nueva de largo menor al agre-
garle 7 serd de largo mayor a |e7|. Como 0 < j < #(X), tiene que
existir un 7/ € ¥ tal que Vi,1 < i < 5,7 # S1(s,c;i)+|c|- Por lo tanto,
c7’ no aparecia en 80--81(s,c,j)+|c|-1, entonces usar 7’ en vez de 7 en la
posicién I(s,c,j) + |c| hubiese dado una cadena nueva de largo menor
o igual a |er|. Esto contradice la hip6tesis de que s es SMS.



<). Supongamos que s es SC pero no SMS. Entonces existe un indice
i+ 1 tal que s;41 no minimiza el largo de la subcadena nueva menor,
es decir:

si+1 ¢ {c € B/ ming (t(g, so...550) ¢ Pg+(80...8:)) <
ming (t(g, So...5;0") ¢ Ps+(s0...5:))}

O sea,

Jdo € £/ ming (t(g, So...5i0) ¢ Ps+(s0...5;)) <
ming (£(q, so...5i5i+1) & Ps=(50...5:)) ()

es decir, el menor sufijo de sg...s;0 que no estd en sgp...s;, es de largo
menor que el menor sufijo de sg...s;8;4+1 que no estd en sgp...s;.

Tomemos el menor de tales i + 1; para todo s;,j < i+ 1 se cumplirdn
las restricciones de las SMS. Sea p = sg...s;.
Como s es SC, las primeras b = #(X) apariciones de cualquier cadena
c en s preceden a simbolos distintos. Para todo sufijo ¢ de p puede
darse uno de estos tres casos:

A. t aparece menos de b veces en p

B. t aparece exactamente b veces en p

C. t aparece mads de b veces en p

En particular tomemos como t el sufijo de p de minimo largo tal que
t cumple A o B (siempre existe alguno, en el peor caso p = t).

Sit cumple B, y como s es SC, las b — 1 anteriores apariciones de t en
p tienen como simbolo sucesor a los b — 1 simbolos de ¥ distintos de
s;+1. Entonces, ts;11 es una cadena nueva, y haber puesto cualquier
simbolo o # s;4+1 hubiera dado una cadena nueva de largo mayor. Pero
esto contradice (*).

Sit cumple A, las k < b veces que aparece ¢ en p tienen como simbolo
sucesor a simbolos distintos en X3, y como s es SC, s;41 también serd un
stmbolo distinto. Entonces, ts;11 es una cadena nueva. Por hipdtesis,
todo sufijo propio t' de ¢, con largo q < k, estard en la categoria C)
(porque elegimos ¢t de minimo largo cumpliendo A o B), por lo tanto
Vo € ¥,t'o no serd cadena nueva. Luego ts;11 es una cadena nueva de
minimo largo, lo que contradice (*). ®

Como corolario inmediato notemos que, si s es una SMS, sq..s,_1 estd com-
puesto por una permutacién de los b simbolos en 3.



5.

Las SMS son disyuntivas

La propiedad de disyuntividad de una secuencia es también conocida

como la propiedad de w-densidad y significa que una secuencia del alfabeto
Y contiene en su expansion infinita a todas las palabras de X*.

Definicién 6 Una secuencia s € X% es disyuntiva si, para todo w € ¥*, w
aparece en s, es decir, existe i € IN tal que $;...Sitjy| = W1 ... W

El siguiente teorema implica que las SMS son disyuntivas.

Teorema 7 Si s € X% es una SMS entonces toda cadena w € ¥* aparece
nfinitas veces en s.

DEMOSTRACION. Sea s € ¥ una SMS. Es trivial ver que la cadena A\ de

largo 0 aparece infinitas veces en s. Veamos que w € X*,w = dj...d,
aparece infinitas veces, si w™ € Y*,w™ = d;...d,—1 aparece infinitas
veces. Supongamos que existe un w € X* |w| > 1, que aparece en s
solo una cantidad finita k& de veces, k > 0. Por hipdtesis, el prefijo
de w, w™ = dy...d,_1, aparece infinitas veces en s. Supongamos que
k = 0, es decir que w no aparece en s. Pero dado que w~ aparece
infinitas veces, las primeras b = #(X) veces estd sucedida por simbolos
distintos, en particular uno de esos simbolos debe ser d,, haciendo
aparecer dj...d,_1d, = w, absurdo.

Sea entonces k > 1, es decir que w aparece al menos una vez en s.
Supongamos que la iltima aparicién de w finaliza en la posicién p. De
esta manera, Sp_p41...Sp = W, y esta es la ultima aparicién de w en s.
En consecuencia, no hay cadenas de longitud p+2 que tengan a w como
sufijo. Sin embargo, necesariamente hay alguna cadena de longitud
p+ 1 que tenga como sufijo a w~ y aparezca en s infinidad de veces,
ya que w~ aparece infinidad de veces y solo hay una cantidad finita
de cadenas en X* de largo p. En particular, las primeras b apariciones
de esa cadena deberdn estar sucedidas por b simbolos distintos, entre
los que deberia estar d,,, absurdo. El absurdo viene de suponer que las
SMS no son disyuntivas, es decir, que hay palabras que aparecen solo
una cantidad finita de veces en una SMS.

®

Conjetura: las SMS son secuencias normales

En la busqueda de una definicién de aleatoriedad, en 1909 Emil Borel

definié el concepto de normalidad para secuencias infinitas: una secuencia
s € % es normal si todas las cadenas w € £* ocurren con frecuencia 1/b!*!
en la expansion infinita de s, donde b = #(X), b > 2.



Definicién 8 (Borel [2]) s € ¥ es normal en base b si y solo si

cantidad de apariciones de w en s¢Sjy...Sp—1 1

Ywe X*  lim = —
n—o0 n plwl
Es decir, no solamente s incluye a todas las cadenas, sino que éstas aparecen
con igual frecuencia relativa.

La definicién de Borel se extiende inmediatamente a niimeros reales con-
siderando su expansién decimal en una base dada. Borel luego define el
concepto absoluta normalidad: un real es absolutamente normal cuando es
normal en toda base mayor o igual que 2. En el mismo trabajo [2] Borel de-
muestra que el conjunto de nimeros absolutamente normales tiene medida
de Lebesgue 1, lo que significa que con probabilidad 1 un ntimero real escogi-
do al azar es absolutamente normal. Hasta el dia de hoy persiste la conjetura
de que las constantes irracionales fundamentales de las matemadticas como
7, e [1] son absolutamente normales.

Champernowne [4] construyé el primer ejemplo de secuencia normal en
base 10:

Champernowne 1234567891011121314....

En [5] se generaliz6 el método usado por Champernowne demostrando
que la secuencia de digitos de nimeros primos 23571113171923... también
es normal en base 10.

La propiedad de disyuntividad de una secuencia es condicién necesaria
para la de normalidad, pero no suficiente. Conjeturamos que las SMS son
normales en la base en la que fueron definidas. En la seccion 7.4 mostraremos
resultados estadisticos que soportan nuestra conjetura.



6. Un algoritmo para SMSs

En esta seccién discutimos algunas cuestiones acerca de la implementacién
de un algoritmo que genera SMSs.

Funcion de decisién

De la definicién 1 de las SMSs se ve que cada simbolo que la compone
es elegido de un subconjunto de X. Para implementar la generacién de una
SMS, definiremos una funcién de decisién d : IN x 2* — ¥, que dado un na-
tural y un subconjunto no vacio de ¥, da un elemento de ese subconjunto.
Esa funcion serd usada por el algoritmo para decidir qué simbolo de los
posibles es el siguiente en la secuencia, cada vez que haya simbolos que
empatan (con respecto a la cantidad de subcadenas diferentes que inducen
en el prefijo extendido).

Algoritmo

El siguiente es un algoritmo generador de SMSs, escrito en pseudocddigo.
Se utilizan las fuciones sufijo( I, S ), que da la cadena sufijo de largo [ de
S,y len(S) que da la cantidad de simbolos que componen la cadena S.

Parametros! del algoritmo:

Base en la que se generara la secuencia (conjunto de simbolos).

B
I8 Maximo largo de sufijo a considerar.
d(int,set) Funcion de decision. Devuelve uno de los elementos del

segundo parametro. En cada invocacion de la funcion el primer

parametro tendra un valor distinto, lo que permitira generar
cualquier SMS. (podemos no querer que la desicion sea
siempre la misma ante un mismo conjunto de alternativas)

Algoritmo:
S=\; comienzo con la cadena vacia
Cadenas = { A }; por ahora la unica subcadena de S es A.

Mientras (true) {

posibles = {}; inicializo conjunto de simbolos elegibles
1=0; empiezo por considerar el largo de sufijo menor
Mientras (posibles == {}) {

1 = 1+1; incremento el largo de sufijo a considerar

Si (1 > L) END; si excedo el limite L termino la ejecucion

"Por problemas de formateo de mi XTEX debf evitar usar acentos en la descripcién del
algoritmo



ParaCada( s € ¥ ) { busco posibles extensiones de S
Si ( sufijo( 1, S++s ) ¢ Cadenas )
posibles = posibles |J { s };

}

} aqui posibles tiene las posibles extenciones de S
S =S ++ d( len(S), posibles ); decido entre los posibles y extiendo S
ParaCada (1 < i <L) { agrego a Cadenas los L sufijos de S mas cortos

Cadenas = Cadenas |J { sufijo( i, S ) };

}

El algoritmo termina cuando alcanza la cota del largo de sufijo que es
necesario considerar para conseguir el siguiente simbolo. Esta cota deter-
mina la cantidad de simbolos que se van a obtener. Vale la pena comentar
que a partir de los resultados de nuestras pruebas en distintos alfabetos X,
conjeturamos que la cantidad de digitos obtenidos considerando sufijos de
tamafio méximo L es del orden de bL. No tenemos una demostracién que
confirme esta conjetura.

En el apéndice 1 se muestra una implementacién en lenguaje C de este al-
goritmo. Permite obtener los primeros digitos de las SMS con ¥ = {1,...,b}
con 1 < b < 10, y funcién de decisién d(n, S) = min(S). El pardmetro L de-
penderd de la cantidad de memoria que se desee utilizar, ya que el conjunto
Cadenas esta implementado usando un byte por elemento posible (es decir,
la memoria usada es proporcional a b% ).

6.1. Complejidad tiempo y espacio del algoritmo

En cada paso este algoritmo calcula los simbolos que, agregados a S,
hacen nuevas cadenas de largo minimo. El orden de complejidad de este
algoritmo depende de la cantidad de simbolos de ¥ y la cota al tamano
méaximo de prefijo a considerar L. La complejidad de agregar un digito a un
prefijo de largo i es del orden O(i * b) donde b es la cantidad de simbolos
de X, y en el peor de los casos i es igual al tamano maximo del prefijo a
considerar L. La estructura de datos para el conjunto Cadenas tiene O(1)
para chequear la existencia de un elemento. Y la cantidad de espacio para
el almacenamiento de las marcas para almacenar este conjunto, es O(b%+1).

10



7. Test estadisticos sobre una SMS en base 2

En esta seccién mostramos algunos resultados obtenidos al comparar una
SMS en base 2 con otras dos secuencias significativas. Como ya lo hemos
mencionado en la Introduccién, luego de haber generado nuestra secuencia
hemos encontrado una referencia a ella en [9], problema de Kimberling en
Crux Mathematicorum (ver Apéndice).

7.1. Muestras utilizadas en los experimentos

Tomaremos los primeros 11,000,000 (once millones) de simbolos de las
siguientes secuencias:

» SMS en base 2, con funcién de decision d(i, Posibles) = min(Posibles).
Vale la pena notar que esta secuencia tiene la particularidad de ser la
menor en orden lexicografico de las SMS de base dos. (la menor base
posible)

Llamaremos n al prefijo de esta secuencia que usaremos para las prue-
bas.

» Secuencia de Champernowne [4] en base 2. Esta secuencia esta com-
puesta por la concatenacién de los digitos significativos de los nimeros
naturales expresados en base dos. Esta secuencia es normal en base 2.
Llamaremos champ al prefijo de esta secuencia que usaremos para las
pruebas.

» Bits del archivo bits.01 del “Marsaglia Random Number CDROM”
[11]. Los bits de este archivo fueron obtenidos mediante procedimien-
tos fisicos generadores de ruido aleatorio, y pasan satisfactoriamente
el conjunto de pruebas del mismo autor “The Diehard Battery of Tests
of Randomness”. Llamaremos rand al prefijo de esta cadena que us-
aremos para las pruebas.

En el Cuadro 1, mostramos los primeros 180 simbolos de champ, n y rand.

7.2. Patrones de bits y compresibilidad estadistica de n

La Figura 2 contiene el primer megabit de champ. Tomando el punto
(0,0) como el del extremo superior izquierdo de la figura, el punto (z,y) es
negro sii la posicion y * 1024 + z de la cadena champ es 1. En este gréfico
se manifiesta el “método de generacion” de la secuencia de Champernowne:
simplemente concatenar los digitos de nimeros naturales correlativos. Al ver
miles de bits de esta secuencia, es facil para un humano reconocer patrones:
lineas o regiones en la figura donde es mucho maés probable encontrar un
digito que otro, o subcadenas que se repiten periédicamente con pequenas
variaciones.
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champ |1101110010111011110001001101010111
1001101111011111000010001100101001
1101001010110110101111100011001110
1011011111001110111110111111000001
0000110001010001110010010010110011
0100111101

n 0100011010111001001111011000001010
0001110100101101111100010000000110
0110001111110101010011011010001011
1100111000010010001001100101011001
0000101100010101011111110010111011
1000110000

rand |11000001100101010111101111010101060
0100101110111010001111001101100010
1111010010001110011110000111000111
1000010100011000111000001101000101
0010100011001001110101100101001100
1010000000

Cuadro 1: Los primeros 180 digitos de las muestras champ, n y rand.

La muestra de la SMS en base 2, n, también se construye con reglas
simples:

a. Si es lo mismo poner 0 que 1, poner 0.

b. Toda cadena es sucedida por simbolos distintos en sus dos primeras
apariciones

La regla a sugiere que se privilegiard a los 0 en la composicién de la
cadena. jProvocard esto que la proporcién de simbolos 1 sea menor que la
de 07 Si la regla b hace que las proporciones se balanceen, ;la proporcién de
0s al principio de la cadena serd mayor? Més en general, jse podrd observar
facilmente el patrén de generacién de la cadena si graficamos algunos miles
de términos?

La Figura 3 contiene el primer megabit de esta SMS, con el mismo méto-
do usado en la Figura 2. A simple vista no se observa ningun tipo de patrones
regulares, cémo los apreciables en el griafico de Champernowne. La figura
de n recuerda al dibujo que hace el ruido blanco sobre una pantalla de tele-
visién: cuando se sintoniza un aparato de television a una frecuencia donde
no es transmitida una senal, se dibujan en la pantalla “secuencias aleatorias”
que estan en las ondas de radio generadas por la naturaleza.

Para la Figura 4 usamos los digitos de rand, publicados en [11]. Estos
digitos fueron obtenidos por métodos no deterministicos, y pasaron todas las
pruebas de aleatoriedad de Marsaglia. Simplemente mirando las figuras 4 y
3, no se observan caracteristicas que permitan distinguirlas. Ambos gréficos
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Figura 3: Los 1024% primeros bits de n (SMS en base 2 con funcién de
decisién f (1, Posibles) = min(Posibles))
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Figura 4: Los 1024% primeros bits de rand (cadena aleatoria de Marsaglia

[11])

tienen una distribucién uniforme de sus puntos, sin patrones repetitivos.

La eficiencia de los algoritmos de compresién de datos estd dada en
buena mecida por la capacidad de reconocer patrones en su entrada. A
partir de los datos de entrada estos algoritmos generan una cadena de salida,
de tamano menor si es que detectan patrones o redundancia que pueda
ser expresada con menos cantidad de simbolos. Esa cadena de salida tiene
toda la informacién necesaria para reconstruir la cadena original usando un
algoritmo de descompresién establecido.

En la Figura 5 se grafica el resultado de comprimir las muestras mediante
los algoritmos Lempel-Ziv 77 (implementado en la utilidad gzip) y Burrows-
Wheeler (implementado en la utilidad bzip2). En la unica muestra en la
que los algoritmos encontraron redundancia fue en champ. Tanto en rand
como en n, el resultado de las compresiones fue de tamano mayor a la de
entrada. Es decir, no encontraron una cadena de tamano menor o igual a

15
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Figura 5: Tamano de las muestras al comprimirlas usando Gzip y Bzip2.

la de entrada, que sirviese al algoritmo de descompresion para generar la
cadena original.

7.3. ;Es m una cadena pseudoaleatoria?

Ya vimos que las cadenas n y rand se comportan de manera similar al
graficarlas y al comprimirlas. Obviamente n no es aleatoria desde un punto
de vista algoritmico: no necesita de un algoritmo de tamafnio similar para
ser generada (ver Chaitin [3]). ;Pero es al menos “pseudoaleatoria”? Es
decir, jpasa los tests estadisticos de aleatoriedad que si pasan los nimeros
obtenidos mediante algoritmos generadores de nimeros pseudoaleatorios?

7.311. 2

El test estadfstico de aleatoriedad més difundido es el x 2. Informalmente,
este test mide la distancia entre la probabilidad de que se manifieste un tipo
de evento dado, y la cantidad de veces que ocurrié ese evento en la muestra
analizada. A partir de esa distancia y de la cantidad de tipos de eventos,
el test indica cudn probable es que los resultados obtenidos de la muestra
analizada correspondan a los de una muestra “aleatoria”.
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n rand champ
|w| | Palabras X2 P % P x° P
1 | 11000000 0.3240 0.5692 | 0.073964 | 0.7857 | 11727.1617 | O
2 5500000 2.8573 0.4141 1.7548 0.6248 | 22727.8078 | 0
3 3666666 5.1384 0.6431 3.9880 0.7812 | 14857.0017 | O
4 2750000 15.8770 | 0.3903 | 17.3013 | 0.3012 | 69169.2878 | 0
5 2200000 23.6983 | 0.8227 | 19.3853 | 0.9481 | 38993.9689 | O
6 1833333 51.4350 0.851 59.6552 | 0.5963 | 36657.3770 | O
4 1571428 91.5288 | 0.9925 | 109.6994 | 0.8636 | 13154.1866 | O
8 1375000 | 260.9553 | 0.3855 | 258.4817 | 0.4274 | 138550.0605 | O
9 1222222 467.4901 | 0.9163 | 494.5072 | 0.6917 | 25633.1508 | O
10 | 1100000 | 876.5076 | 0.9997 | 1060.2393 | 0.2038 | 86238.2387 | 0
11 | 1000000 | 1880.1213 | 0.9962 | 2037.2848 | 0.5563 | 13617.4387 | 0
12 916666 3950.0477 | 0.9467 | 4191.1518 | 0.1442 | 98814.0933 | O

Cuadro 6: Tabla de resultados del test de y? sobre las tres muestras

Si este valor numérico estd en los extremos (demasiado cercano a 0 o
a 1), podemos afirmar con bastante seguridad que la muestra no presenta
comportamiento aleatorio. Para una explicacion formal del método y su
aplicacién para evaluar generadores de nimeros pseudoaleatorios, ver [10],
pégs 42-43.

En el Cuadro 6 vemos los resultados de calcular el test sobre las tres
muestras. Se corrid el test variando el largo de palabra entre 1 y 12 bits, y
calculando el x? de los grados de libertad correspondientes (de 1 a 4095).

En las columnas P de los resultados de cada muestra, figura la proba-
bilidad de que una secuencia aleatoria supere el valor de x? obtenido. Por
lo tanto, este test aplicado sobre una cadena de digitos obtenidos por un
algoritmo de generacién de nimeros pseudoaleatorios que se precie de tal,
no deberfa dar valores demasiado cercanos a 0 o a 1. Como vemos, n tiene
valores de x? compatibles con los de una fuente aleatoria si tenemos en
cuenta largos de palabra menores que 7. Pero para los largos de palabra
mayores la probabilidad se vuelve demasiado cercana a 1, lo que indica que
el valor de x? resulté demasiado bajo (la cantidad de ocurrencias de cada
palabra fue demasiado uniforme). Vale la pena comparar estos valores con
los obtenidos para rand donde, como era previsible, las probabilidades aso-
ciadas no fueron extremas. El test muestra claramente que los digitos de
champ no fueron obtenidos de una buena fuente aleatoria: la probabilidad
de que la misma cantidad de digitos tomados al azar den un valor de x?
mayor es 0.
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7.3.2. Test de permutaciones

Probamos ahora con un test maés sofisticado: el test de permutaciones.
Este test es una adaptacion del presentado en Knuth [10], (pags. 65,66) para
poder aplicarlo a variables aleatorias en Z,, no en IR. Funciona de la sigu-
iente manera. Se va tomando de la entrada tres subcadenas (adyacentes pero
sin superposicién) de k digitos, y se ordenan lexicograficamente. Ese orde-
namiento determina una permutacién de las subcadenas originales. Ademaés
de las seis permutaciones posibles de tres elementos, se toman en cuenta
los siete casos en que puede haber igualdad entre algunas de las subcade-
nas. Durance el proceso se lleva la cuenta de cuantas permutaciones de cada
tipo han ocurrido. Finalmente se calcula un x? de doce grados de libertad
(por ser trece el total de posibilidades), comparando los valores esperados
de ocurrencia de cada permutacién, contra los obtenidos en el experimento.

El Cuadro 7 tiene los resultados del test de permutaciones sobre nuestra
cadena n. Breve descripcién de las columnas:

bits largo de las palabras consideradas.

cant cantidad de palabras consideradas.

{— ==}® Cantidad de ocurrrencias del trio

i resultado de x?, para las cantidades obtenidas.

P probabilidad asociada al resultado de x? de 12 grados

de libertad.

Se puede observar que para largos de palabra menores o iguales a 15
el resultado es satisfactorio: no hay valores de P extremos. Pero para la
medicién realizada tomando palabras consecutivas de 16 bits, el valor de x?
es extremadamente alto. Se puede ver que los contadores que corresponden a
permutaciones con dos elementos iguales tienen valores demasiado grandes,
en proporcién a la cantidad de palabras y al largo de palabra considerada.
Esto se refleja en el valor de x?, y en la probabilidad asociada.

Como conclusién, la SMS de donde se sacé n, aunque presenta algunas
caracteristicas de pseudoaleatoriedad, no es una buena fuente de nimeros
pseudoaleatorios.



" 91qos souorinuLIdd 9p 4899 [P SOPRINSAI 9P B[R], 1L 0IPEN))

bits cant | —— -] —=-— —=] —== ] === ==—=] === === -==]=-=]=-=] ==-] =- % P
1 | 3883008 | 971642 | 484720 | 485672 | 485669 | 485678 | 485428 | 484199 0 0 0 0 0 0 5.1076 | 0.9543

2 1941504 121610 | 182016 181891 182592 181694 181418 182262 121495 121155 121524 121307 120793 121747 9.9595 | 0.6195
3 1294336 20199 71110 71007 70972 70277 70708 71005 141214 141858 141660 141283 142071 140972 13.5464 | 0.3306
4 970752 3832 28643 28364 28243 28368 28280 28619 | 132648 | 132967 | 132663 | 132911 | 132522 | 132692 6.7470 | 0.8739
5 776601 762 11855 11676 11783 11822 11818 11502 117315 117740 117454 117453 117683 117338 54912 | 0.9395
6 647168 167 4985 4790 5088 5027 4928 4949 102828 102788 103087 102452 103049 103030 13.9806 0.302
7 554715 16 2199 2172 2079 2158 2171 2211 90568 90536 90415 90434 89900 89856 20.7838 | 0.0536
8 485376 6 972 937 907 910 970 929 79958 80201 79923 79840 79602 80221 8.1844 | 0.7706
9 431445 0 402 416 395 407 405 419 71194 71281 71679 72156 71173 71518 13.3865 | 0.3416
10 388300 0 172 177 184 183 207 205 64371 64524 64944 64295 64848 64190 12.9649 | 0.3716
11 353000 0 75 94 85 83 71 71 59181 58656 58729 58743 58687 58519 10.2169 | 0.5969
12 323584 0 26 41 39 47 42 43 54193 53572 53991 53866 53796 53928 10.5424 | 0.5685
13 298692 0 17 21 16 28 16 17 50185 49507 49857 49627 49636 49765 12.1390 | 0.4346
14 277357 0 6 8 6 8 10 9 46211 46546 46001 46154 46417 45981 7.3065 | 0.8367
15 258867 0 8 5 8 5 5 5 43157 43215 43309 43198 43083 42869 12.0776 | 0.4395
16 242688 0 38 50 104 34 106 144 39987 40896 40212 40391 40180 40546 | 24936.7093 0
17 228412 0 0 0 1 1 0 1 38235 37943 38127 37931 38207 37966 2.5654 | 0.9979
18 © 215722 0 0 0 0 1 0 2 35612 36032 36071 35691 35988 36325 16.5623 | 0.1668
19 204368 0 0 0 0 0 0 0 34023 33855 34404 34163 34036 33887 5.9550 | 0.9183
20 194150 0 0 0 0 0 0 0 32280 32308 32202 32380 32558 32422 2.3950 | 0.9985
21 184905 0 0 0 0 1 0 0 30838 30817 30726 30809 30916 30798 21.3425 | 0.0456
22 176500 0 0 0 0 0 0 0 29612 29406 29187 29261 29542 29492 4.6447 | 0.9688
23 168826 0 0 0 0 0 0 0 28020 28133 28204 28175 27993 28301 2.3907 | 0.9985
24 161792 0 0 0 0 0 0 0 26786 27126 26814 26917 27100 27049 4.0180 | 0.9831
25 155320 0 0 0 0 0 0 0 25710 25746 26169 25877 25848 25970 5.3790 | 0.9441
26 149346 0 0 0 0 0 0 0 24795 25057 24800 24865 24976 24853 2.1854 | 0.9991
27 143815 0 0 0 0 0 0 0 23976 24008 23761 24045 24176 23849 4.4999 | 0.9726
28 138678 0 0 0 0 0 0 0 23026 22957 23284 23224 23112 23075 3.2411 | 0.9936
29 133896 0 0 0 0 0 0 0 22398 22187 22245 22303 22328 22435 1.9215 | 0.9995
30 129433 0 0 0 0 0 0 0 21686 21580 21670 21389 21621 21487 3.0492 | 0.9952
31 125258 0 0 0 0 0 0 0 20858 20921 20971 20831 20850 20827 0.7892 i
32 121344 0 0 0 0 0 0 0 20228 20007 20371 20191 20245 20302 3.7741 | 0.9872
33 117666 0 0 0 0 0 0 0 19428 19676 19502 19914 19696 19450 8.9006 | 0.7114
34 114206 0 0 0 0 0 0 0 18945 19129 18956 19191 18954 19031 2.8416 | 0.9966
35 110943 0 0 0 0 0 0 0 18526 18532 18433 18319 18660 18473 3.5011 | 0.9909
36 107861 0 0 0 0 0 0 0 17981 17850 18096 17963 17932 18039 2.0232 | 0.9994
37 104946 0 0 0 0 0 0 0 17369 17435 17438 17496 17681 17527 3.3303 | 0.9927
38 102184 0 0 0 0 0 0 0 17026 16890 17053 17107 17092 17016 1.7681 | 0.9997
39 99564 0 0 0 0 0 0 0 16743 16552 16400 16620 16617 16632 3.8719 | 0.9856
40 97075 0 0 0 0 0 0 0 16268 15973 16133 16279 16137 16285 4.6648 | 0.9682




7.4. Convergencia al limite de normalidad de n

Recordemos que se dice que una secuencia de digitos en base 2 agay ...
es Normal cuando se verifica el siguiente limite, para todo w € {0,1}* :

ll’m #w(aot. . ai) _ 2—|w|

71— 00 )
donde la funcién #(ag - . . a;) da la cantidad de veces que aparece la cadena
w en la cadena ag ... a;.

Es imposible mostrar experimentalmente que la SMS que estamos es-
tudiando cumple este limite, ya que llevaria tiempo infinito. Pero podemos
ver si al menos el prefijo n estudiado se acerca a ese limite, y comparar esa
progresién con las de rand y champ.

Las figuras 8 y 9 contienen el resultado del anélisis de convergencia al
limite de normalidad para cada muestra, y para cada largo de palabra |w|
entre 1 y 20. Cada 50000 digitos se dibuja la maxima diferencia entre el
limite de normalidad (271*!), y la proporcién de ocurrencia de las palabras
del largo estudiado ( #’—“(af’—a’l ). Esta diferencia deberia acercarse a 0 a
medida que se avanza en la secuencia, si la secuencia es normal.

Vemos que para todos los largos de palabra estudiados, la muestra n
estd a menor distancia del limite de normalidad que las otras dos muestras.
En el caso de champ es prefijo de una secuencia normal y en el caso de rand
la normalidad es esperada.
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Largo w | Champ N Rand
1 3 2 3
2 7 6 7
3 19 11 18
4 51 26 31
5 131 50 238
6 323 81 249
7 771 166 541
8 1795 475 2043
9 4099 693 3448

10 9219 1248 6883
11 20483 3637 16507
12 45059 6433 34043
13 98307 | 11298 76194
14 | 212995 | 32379 | 178997
15 | 458755 | 42905 | 342025
16 | 983043 | 117324 | 744254
17 | 2097155 | 225379 | 1833991
18 | 4456451 | 514615 | 3116436
19 | 9437187 | 842882 | 6893461

Cuadro 10: Para cada largo de palabra entre 1 y 19, tamano del prefijo
minimo de n, champ y rand que incluye a todas las palabras de tal largo.

7.4.1. Aparicién de nuevas palabras

Nuestro algoritmo genera SMS simbolo a simbolo buscando hacer apare-
cer la mayor cantidad de palabras distintas lo antes posible. Es interesante
comparar el largo del prefijo minimo que incluye a cada palabra de largo k
para n, champ y rand. En el Cuadro 10 se puede comparar la velocidad de
aparicion de todas las palabras de largo 1 a 19 en las tres muestras. Se ve
la misma relacién que en los graficos de limite de normalidad: n es la que
necesita menos espacio para hacer aparecer todas las palabras de largo k,
seguida por rand, y por ultimo champ.

FEn la Figura 11 se puede comparar facilmente la proporcién de prefijo
necesario para la aparicién de todas las palabras de largo 1 a 19. Por ejemplo,
el largo del prefijo de la SMS que contiene todas las palabras de 19 digitos es
un 8 % del largo del prefijo equivalente de la secuencia de Champernowne.
El gréfico sugiere que las proporciones disminuyen a medida que se aumenta
el largo de palabra.
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Figura 11: Proporcién del tamano de los prefijos de n que incluyen a todas
las palabras de largo entre 1 y 19, con respecto a los mismos de las muestras
de champ y rand.

7.5. Patrones en SMSs de bases mayores a 2

En la Pigura 3 hemos graficado los primeros 10242 digitos de n, y no
observamos a simple vista irregularidades o patrones en su disposicién. Es
interesante repetir el experimento sobre SMSs generadas en bases mayores
a 2.

Los gréficos de las Figuras 12 y 13 fueron generados a partir de los
primeros digitos de las SMSs de base 3 y 10 respectivamente, con funcién
de decisién f(i, Posibles) = min(Posibles). En estos graficos si se observan
claramente zonas o franjas donde ciertos colores (digitos) predominan sobre
otros. Estc nos sugiere que en bases superiores a 2, y con el criterio de
desicion de elegir el minimo digito posible, las regularidades de las SMS son
mucho més obvias que en el caso binario.
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Figura 12: Los 729% primeros digitos de la SMS en base 3 con funcién de
decisién f(7, Posibles) = min(Posibles)
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Figura 13: Los 1000% primeros digitos de la SMS en base 10 con funcién de
decisién f(i, Posibles) = min(Posibles)
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8. Posdata: Antecedentes y conclusiones

La definicién de las SMS nos parecia demasiado simple como para que
no se le hubiese ocurrido a alguien més antes que a nosotros. Sin embar-
go, durante la mayor parte del tiempo del desarrollo de este trabajo, las
bisquedas de publicaciones o referencias a secuencias de esta familia fueron
infructuosas.

Ya finalizadas las demostraciones y experimentos, y en la etapa de redac-
cién de este documento, encontramos dos casos independientes de definicién
de SMS binarias, con ejemplos especificos. Vale la pena hacer un breve co-
mentario de cada uno.

Secuencia de Ehrenfeucht-Mycielsky

En American Mathematical Monthly [8], Ehrenfeucht y Mycielsky se
plantean el problema de predecir el digito s,+1 a partir de una secuencia
binaria s1sy...s,. Y proponen lo que llaman “metodo M” para arriesgar una
“predicciér”. Informalmente, el método M sugiere s,41 a partir de buscar
el mayor sufijo s;5j41...5, tal que ocurrié anteriormente en sysa... sy, y
suponer que S, 41 también seguird el mismo patrén. Es decir, para el maximo
n—j tal que (85841 ...5n) = (8j—iSj+1-i ... Sn—i), con minimo ¢ > 0 sugerir
que sp41 serdigual a s,—;4+1. Los autores sefialan que este método se parece a
la forma er. que los organismos vivos aprenden basdndose en su experiencia.

A partir de esta definicién, proponen una secuencia de digitos binarios,
que en el sentido del método M es “la mds impredecible”. Esta secuencia
comienza con sg = 0 y se va construyendo contradiciendo la prediccién sug-
erida por el método M. De esta manera, los primeros digitos de la secuencia
de Ehrenfeucht-Mycielsky son:

0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1, ...

Es facil ver que esta secuencia es una SMS, ya que es un caso particular
de lo que llamamos una Secuencia Completa binaria (definicién 4). Es una
secuencia binaria donde las primeras dos apariciones de toda subcadena son
sucedidas por simbolos distintos.

En el mismo articulo hay una demostracion de que la secuencia de
Ehrenfeucht-Mycielsky es disyuntiva, y se deja abierta la pregunta de cudn
aleatoria es esta secuencia desde un punto de vista estadistico 2.

En su nota al final del articulo el editor I. J. Good conjetura que segura-
mente la secuencia de Ehrenfeucht-Mycielsky es “flatter than flat-random”,
es decir, mds uniforme en la distribucién de subcadenas que una secuencia

2Sin conocer este articulo, nosotros nos habfamos preguntado lo mismo al ver los digitos
de nuestros cjemplos de SMS binarias, por lo que elegimos ponerle a esta tesis el mismo
subtitulo que el del articulo de Ehrenfeucht y Mycielsky.
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realmente eleatoria. Ademads da una definicién informal de las SMS binarias,
similar a nuestra definiciéon de SMLNS, y propone llamarlas “Gambler’s Fal-
lacy sequerices” (“secuencias de la falacia del jugador”). Dicha falacia con-
siste en suponer que, por ejemplo en la ruleta, luego de una cadena constante
de “rojos” la probabilidad de “negro” es mayor, cuando en realidad siempre
es la misma para ambos colores.

Secuencia de Kimberling

En 1997, sin conocer el articulo de Ehrenfeucht y Mycielsky, Clark Kim-
berling propuso en la revista Crux Mathematicorum un problema donde
se definen las SMS binarias, segun el criterio de minimizar la cantidad de
repeticiones . El problema formulado consistia en decidir si estas “repetition-
resistant sequences” son disyuntivas. Coincidentemente, como ejemplo par-
ticular de su secuencia da la misma SMS que utilizamos en nuestros tests
de la seccion 7. Nuestra demostracién de disyuntividad fue la primera res-
puesta al problema, y fue publicada en la edicién de Septiembre de 2003 [6].
Adjuntamos en el apéndice de esta tesis una copia de la publicacién.

Nuestro aporte

A pesar de que existen algunos antecedentes de definicién de SMS, nues-
tra tesis hace algunos aportes que generalizan el concepto. Aunque tanto la
definicién de Kimberling como la de Ehrenfeucht-Mycielsky estan documen-
tadas, hasta este momento no se habia notado la relacién entre ellas como
para considerarlas de la misma familia.

En este trabajo damos tres criterios para definir las SMS, y demostramos
su equivalencia. Estas definiciones no estan limitadas a secuencias binarias
sino que sirven para generar cualquier SMS con simbolos de un alfabeto fini-
to. Adicionalmente, damos una demostracién de disyuntividad que tampoco
depende de la base utilizada. Mostramos un algoritmo que permite obtener
varios millones de términos en pocos minutos utilizando una PC prome-
dio. Y efectuamos diversos tests estadisticos que muestran las semejanzas y
diferencias de los primeros millones de digitos de una SMS binaria con los
primeros millones de digitos de una secuencia normal y de una secuencia
estadisticamente aleatoria.
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9. Apéndices

9.1. Algunas SMSs en la Encyclopedia of Integer Sequences

9.2. Copia de nuestra demostraciéon de disyuntividad pub-
licada en Crux Mathematicorum
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Reply from On-Line Encyclopedia Pagina | de |

st ; }i&fég{,r' ‘5&1}!&&@& et 4

Greetings from the On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences!

Here is Sequence A093691 (this will take a moment):

ID Numker: A0S93691

URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A093691

Sequence: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,0,2,0,3,0,4,0,5,0,6,0,7,0,8,0,9,1,0,0,
0,3,2,3:1:4:1:5;146;1:7, 2, 8; 1, 9:2,%,0,3,;0,2;2;8,2:;5:2:6,2: 75
2,8,2,9,3,2,0,0,3,3,5,3,6,3,7,3,8,3,9,4,3,0,0,4,4,6,4,7,4,8,
4,9,5,4,0,0,5,%5,7,5,8,%5,9,6,5

Name : a(n) is chosen so as to maximize the number of different substrings in

(a(l),a(2),...,a(n)).
Comment.s: A "substrings maximizer sequence" (or SMS) in base 10.
If there is more than one choice for a(n), take the smallest.
Refererices A. Dau, Secuencias Maximizadoras de Subcadenas, Tesis de
licenciatura Cs de la Computacion, FCEyN, Universidad de Buenos Air

(2004) .
Links: A. Dau Secuen i (Int ctive Java generat
See also: Examples of SMS's in base 2 92 .
CE. A0791
Keyworcds: nonn,new
Offset: 1

Author (s) : Alejandro V. Dau (adln(AT)dc.uba.ar), Apr 11 2004
Show internal format for above sequence? Yes}

Lookup | Welcome | Francais | Demos | Index | Browse | M
Contribute new seq. or comment | Format | Transforms | Puzz

More pages | Superseeker | Maintained by N. J. A. Sloane (nﬁmsm

home | people | projects | research areas | resources |

AR £ feterved.
Send cosmenis Lo :

Tite 4L W

http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A0... 12/04/2004

Figura 14: SMS en base 10, con funcién de decisién min
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Reply from On-Line Encyclopedia Pagina I de |

. - o ;
= ! %"‘5"": Sg@mmc&; !RESEARCH

Greetings from the On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences!

Here is Sequence A093692 (this will take a moment):

ID Number: A033692

URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A093692

Sequence: 0,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,1,0,1,
1,0;0;1,;1,0,0,1,0,1;0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,
1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0,0,0,
0,.0,0,1,1,1,1,%,1,1,0,0,0,1,1

Name: a(n) is chosen so as to maximize the number of different substrings in

(a(l),a(2),...,a(n)) (in base 2).
Comment.s: A "substrings maximizer sequence" (or SMS) in base 2.
See also: See 21 for more information.

cf 1, 2093693, A0739101, A
Keyworcds: nonn, new
Offset: 1

Author s): Alejandro V. Dau (adln(AT)dc.uba.ar), Apr 11 2004

Show internal format for above sequence? Y€S

Lookup | Welcome | Francais | Demos | Index | Browse | More | WebCam

Contribute new seq. or comment | Format | Transforms | Puzzles | Hot | Classics
More pages | Superseeker | Maintained by N. J. A. Sloane (njas@research.att.com)

home | people | projects | research areas | resources |

T Ivan

Al

fights Qeserved.

flopyright 2002 O A7
Send comments 0 T:

taglerdrstenrain, at

http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A0... 12/04/2004

Figura 15: SMS en base 2, con funcién de decisién devolviendo alternativa-
mente 0 y 1
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Reply from On-Line Encyclopedia Pagina I de 1

Greetings from the On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences!

Here is Sequence A093693 (this will take a moment):

ID Number: A0393693

URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A093693

Sequence: 0,1,2,0,0,2,1,0,0,0,1,1,0,1,0,2,2,0,1,0,0,1,0,1,1,1,2,1,1,0,
9,2,0,2,0,0,0,0,2,2,1,2,2,2,0,0,1,2,1,0,1,2,2,0,2,1,1,1,0, 2,
0% 173524071 :2:02,:2¢2: %00 25Y5 2000405 1; 0, 0, 05 0, 05 1, 2; 05 1 0y
1,0,0,:29 142.4252,1,3,0,1,1,0,0

Name: a(n) is chosen so as to maximize the number of different substrings in

(a(l),a(2),...,a(n)) (in base 3).
Commeni:s: A "substrings maximizer sequence" (or SMS) in base 3.
See also: 1 for more information.
1, A093692, 2073101

AU38213, AD

Keywords: nonn, new
Offset: 1
Author (s): Alejandro V. Dau (adln(AT)dc.uba.ar), Apr 11 2004

Show internal format for above sequence? Yes;

Lookup | Welcome | Francais | Demos | Index | Browse | More | WebCam
“ontribute new seq. or comment | For I l Aniforms | Puzzles | Hot | Classics
More pdggs | Superseeker | Maintained by N N. J. A. Sloane (njas@research.att.com)

home | people | projects | research areas | resources |

"‘:)9 rignt
Send comments o7

http://mww.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A0... 12/04/2004

Figura 16: SMS en base 3, con funcién de decisién min
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Reply from On-Line Encyclopedia Pagina 1 de 1

RESEARCH

2 arr f;{é&ggw So@mnca‘;

Greetings from the On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences!

Here is Sequence A079101 (this will take a moment):

ID Number: A079101

URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A079101

Segquense: 0,1,0;0,0;1, 1,0,1,0,1,1,1,0,0,1;0,0,1,2,1,2,0,1,1,0,0,0,0,0,
,0,4,0,0,0,0,1,1,1,.0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,%,2,.1,1,0,0, 0, 1,0, 0,
0 05 07 0; 05 15 17050507151 71,7205 1505 L0 L0705 15145 0505 1, 05 15 05
1,0,1,1,0,041,1,0,1,1,04;1,0,0

Name: A repetition-resistant sequence.

Commenf:s: a(n) = 0 or 1, chosen so as to maximize the number of different

subsequences that are formed.

a(n+l)=1 if and only if (a(1),a(2),...,a(n),0), but not
(a(l),a(2),...,a(n),1), has greater length of longest repeated
segment than (a(l),a(2),...,a(n)) has.

In February, 2003, Alejandro Dau solved Problem 3 on the Unsolved
Problems and Rewards website, thus establishing that every binary
word occurs infinitely many times in this sequence.

References C. Kimberling, Problem 2289, Crux Mathematicorum 23 (1997) 501.

Links: A. Dau &¢ iaximizadera de Subcadenas (Interactive Javagen £
C. Kimberling, S rds.

Examplea: a(7)=1 because (0,1,0,0,0,1,0) has repeated segment (0,1,0) of

length 3, whereas (0,1,0,0,0,1,1) has no repeated segment of length

6, AST2337, .

7 A071038 this_sequence A076478

See also: Cf. - L
Sequence in context: A036213 A07103
A091444 A091447
Adjacent sequences: A079098 A079099 A079100 this_sequence A079102
A079103 AC79104
Keywords: nonn
Offset: i
Author(s): Clark Kimberling (ck6 (AT)evansville.edu), Jan 03 2003

Show iaternal format for above sequence? Yesi

Lookup | Welcome | Francais | Demos | Index | Browse | More | WebCam

home | people | projects | research areas | resources |

GOL O AT%I. ALl Righte Hewerved.
Send conments 10 Yo

SET R S UE S R TR AN E

http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A0... 13/04/2004

Figura 17: Secuencia de Kimberling, SMS en base 2 con funcién de decisién
constante 0

34



¥ T - P, 3 £ ’ o
b 10, R AP L % Sagtsny s 74 Al 5 S o i i

320

SOLUTIONS

No problem is ever permancntly closed. The editor 15 always pleased 1o
censider for publication new solutions or new msights on past problems
We apologise for oowtting the same of ANDRED SIMION, student, Coaper
Union for Advancement of Scwence and An, New York, NY, USA from the hist
of solvers of 2717 and 2716, and the name of MICHEL BATAILLL, Rouen,
france from the list of solvers of 2726,

i ——— Y e N R A

2289% 11997 5017 Propesed by Clark Kimbrrling Evansville, IN,
USA.
Use any sequence. {co}. of 05 and 1's to define a repetition resistant
seguence s = {sa} mductively as foilows
. sy =mep. 83 =1 -2y
2 forn 2> 2 et
L

m mmk{d > 1 ¢ {KesocaBses s P Bmas)
w { Sy aieon ol () {02 s0m0e m < n},
L' o wnasdd P 1t e diee s B Bk )

e Wi pGe e o Mg A} 102 SIDE m € 0},

{50 that L 15 the maximal leagth of the tal-sequente of {5y, 8500 .., 58, 0
that already occurs in {3y, 53, ... 20 ). and sinilaely for 173, and

o i Ll
Bgey = 1 8 L>L.
Cw H Lol

{Fnr example. if & = Ufor all £, then
= {0,1,0,0.0,1,1,0,1,0,1,1,1.0,0,1,0,0,
L L 1L 0.1 1L.6,6.0,0,0,1.0,1.0,.,.) ]

Frove or disprove that s coatans every binary word

Solution by AMejandre Dau, Universidad de Buenos Aures, Buenos Aires,
Argentina, modified <lightly by the editors

We will prove that every binary word occurs infinitely many imes in s
For any symbol @ € {0, 1}, we write & lor the opposite symbol.

We first show that the words of leagth 1 appear infinitely many times:
that is, the symbols 0 and 1 ecach appear infinstely often in s. Each symbol
appears at Jeast once, betause, by definition, » starts with 01 or 10. Suppose
the symbol o appears just fintely many Limes, the last time heing at s,
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Then se.q = & for all 4 2 1. in particular, sgeen = & But this wontradicts
ihe definition of s, because the SIANE Seas. . S50 05 = 55 already occurs
TSy e Fmad 35 Shsd oo Biet, Whereas the word %0 does not otcur as
a substring of &y ... S50y We conclude that each word of length 1 appears
infinitely often in =,

Now suppose there is some word of length greater than 1 that ap-
pears ouly lnitely often, Thea there o o shortest length v 2 2 for such
words. Chovse some word of length o that appess only futely slten, say
© o odyoody, and Tet & 2 0 be the mumber of times that ¢ appears. The
word dy o ody g appears infintely often, Lecause e leagth i less than w,
Lertng £® s dy . oiha o st we see that £ must appear infinitely often, since
¢ appears only fimtely often.

Suppose & o« 0. Then the word € does not apgear & all in 5 Let
the fiest two appearances of £ end at positions ¢ and 7, respectively. Thus,
Gpennat <« o ¥ = £ {the first appearance] and sy ey o8 = 0 (the second
appearance) The fact that 55 = i, contradicis the defimuon of x, becavse
the word £ already 660U 41 8y oS40y 35 fip e oo %, Whirsas the word
t does nol 00 1 8y oL By

Suppose & > 1. Then the word { appears at least once in s, Let the
fast appearante of £ end at pasition p. Thus, spower .. .5 = 1, and this
the last appearance of £ in 5. Consequently. there are 5o words in & of length
p 1 that end wath the string . On the other hand, there must be seme word
of length p 4+ 1 ending in 1° that occurs more than oace 1 3, betause there
sre infinitely many appearances of £° in < and only fingely many wonds of
fength p + 1 Thus, (here must eXist WO SUNNES Siep ... & and 4, ... 5,
with 3 < f, that represent the same word w emding in ©° We have s, = dn.
tut the defimtion of » requires that s; == d,,. betause the tad-sequence w
ending 1o ™ already O0CUrS IN &y .. 801 A8 8,00 &, wheteas there sre no
words in = of length p & 1 ending in 1. We have a contradiction

i

A contradiction comes from assunung that a word appears m s only a
finite number of times. Therelore, svery word appearcs infautely many times,

il N

B

2664 (2o CAG3T Reeark «dn bis solution of g generalization of tus
probiem, Walther Jansus proved io (2002 - 4307 the following result .
Lt s, B, 1 Be non-negative reals and letr & Bowathe 2 2

fhen

A" {f ey ae B e boad de o e B 2 el dab 4o be - nn)'"%‘l {1}
At the ead of his solution he made the remark
Clearly equality holds in our theorem o r = 1 This leads to the natursd

guestien © What happens for v & {1,237
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9.3. Listados
9.3.1. Generador de SMS - subsubMultibase.c

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <assert.h>

// constantes para acotar el uso de memoria (y el largo de la secuencia)
#define MAXMEM 100000000

#define MAXGEN 100000000

#define MAXDB 255

typedef unsigned char simbolo;

typedef struct marcas {

char *a; /* las marcas x/
unsigned ml; /* el mximo largo marcado */
unsigned b; /x la base x/

} marcas;

typedef struct palabra {
simbolo #*p;
unsigned lp;

} palabra;

unsigned long intpow(unsigned b, unsigned e) {
unsigned long a=1;
wkile (e > 0) {

a *x= b;
€——;
return a;

marcas *init(unsigned b) {
unsigned long mm,ma;
char xa;
struct marcas *m;
unsigned mli;
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assert (b > 1);
assert (MAXMEM > b);
i=ml=0;
mm=ma=Db;
while (ma < MAXMEM) {
mm = ma;
ml = i
i+
ma += b x intpow (b, i);

}

a == malloc(mm = sizeof(char));
assert (al=NULL);

fprintf (stderr, ” inicializando %lu marcas de cadenas de l<= %u..”, mm, ml);
for (i=0;1 < mm; i++)
a[i]=0;

fprintf (stderr , 7.\ n”);

m==malloc ( sizeof(struct marcas));
assert (m!=NULL);

assert (ml > 0);
m-->ml = ml;
m-->b = b;
m-->a = a,;
return m;

}

simbolo decidir (unsigned n, palabra *p ) {
/* Funcin de decisin
* . p tiene una lista de smbolos sobre la que se debe decidir
x . nes la posicin en la SMS, que podra ser usada para
x  dar ms libertad en la eleccin del dgito
% 10 es usada en este caso, simplemente se elige el mnimo smbolo */

unsigned min=MAXB; /* base mxima */
unsigned i=0;

while (i < p—>Ip) {
if ((p—>p)[i] <min)
min = (p—>p)l[i];
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i++;
}

return min;

unsigned long val(unsigned b, palabra *p) {
unsigned long a,lp;
simbolo *pp;

a=();

Ip=p—>Ip;

PpP==p—>p;

while (Ip !=0) {
a x= b;
a += *pp;
pp+-+;
Ip——;

}

return a;

}

unsigned long pos(unsigned b, palabra *p) {
return (b * (intpow(b, p—>Ip)—1)/ (b—1) + val(b, p) * b);
}

void marcar( marcas xm, palabra p, simbolo d ) {
assert (m—>b > d);
if (m—>ml < p—>Ip) {
printf (”demasiados dgitos para la actual base de marcas\n”);
exit (—1);
}
m->a[pos(m—>b, p) + d] = 1;

}

char esmarcado( marcas xm, palabra *p, simbolo d ) {
assert (m—>b > d);
if (m—>ml < p—>Ip) {
printf (”demasiados dgitos para la actual base de marcas?\n”);
exit (—1);
}

return m—>a[pos(m—>b, p) + dJ;
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simbolo decidirStruc ( unsigned ls, marcas *m, palabra *p ) {
palabra xa;
unsigned i, j;
simbolo ap[MAXB];
simbolo d;
palabra aa;

1=0;
a = &aa;
a—>p = ap;
for (i=0; i < m—>b; i++) {
if (! esmarcado(m,p,i)) {
a—>plj++]=i;
}
}

a—=>lp = j;

d=decidir( 1s, a );
return d;

/***********************************************/

void usage(char *p) {
printf (” %s <base>\n”, p);
printf (7 donde 1 < base < 256\n”);
return;

// Main
int main (int arge, char sargv([]) {

marcas *a;
int b;

unsigned 1,1, 1s;
simbolo x*s;
simbolo d;
palabra pp;
palabra xp;
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s = malloc( MAXGEN x sizeof(simbolo));
assert (s != NULL);
Is = 0;

if (arge < 2| (atoi(argv [1]) < 2|| atoi(argv[l]) > MAXB-1)) {
usage(argv [0]);
return —1;

}

b=atoi(argv[1]);

a=init(b);

i=0;

Pp.P=S;
pp.lp=0;

p=4&pp;

while (1) {

1=0;

while (1) {
assert ( Is >=1);
assert (1 <= a—>ml);
p—>1lp=l; p—>p=s+(ls—1);
d = decidirStruc ( 1s, a, p );

// printf ( ”decidido: %u 7, d );

if (d < MAXB) break;
14+;

};

for (1=0; 1 <=a—->ml; I4++) {
if (1 > ls) break;
p—>1lp=l; p—>p=s+(ls—1);
marcar(a, p, d);

}

s[Is++]=d;

assert (1s < MAXGEN);

printf (” %u”, d);

}

return 0;

}
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9.3.2. permut.pl- Programa perl usado para testear aleatoriedad
mediante el método de permutaciones (Knuth [10])

#! /usr/bin/perl —w

# Calcula chisq de las combinaciones en el orden de a tres palabras.
# pl < p3 < p2

# p2 =p3 < pl

# ... etc

use ChiSq;

sub acumular_perm {
my 3$cs = shift;
my $| = shift;
my Qs = Q.

@Qorden = sort @s;

my $i = 0;
my $res =

99,
)

$l == scalar @s;

while ( $i < $1 ) {
my $j = 0;
while ( $j < $1 ) {
if (Sorden[$i] eq $s[$j]) {

Sres .= $j+1;
last;
}
$j++;
}
$i++;
}
$cs—>account ($res);
return,;
}
my 31 = 3;

my $b = shift QARGV;
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if (! defined $b) {
print ”forma.de_uso:_$0_<largo_de_palabra>_\n";

exit —1;
}
my $cs = new ChiSq;
$/=\L

# probabilidad de las tres palabras iguales:

# asumo que las palabras son base dos

my $bp = 2 xx $b;

my $pl = 1/($bp *x* 2);

# probabilidad de dos iguales y una distinta:

my $p2 = ( ($bp—1) * 2) /($bp ** 2) + ($bp—1) / ($bp ** 2) ;
# probabilidad de tres distintas :

my $p6 = (($bp—1) * (8bp—2))/(8bp ** 2)/6;

my Qa = ();

my $s =77;

while (<>) {
s/['0-9A-Za—z]//g;
next if ($_ eq ””);

$s .= $_;

if (length($s) == $b) {
push Qa $s;
$S:””;

if (scalar Qa == 3) {
acumular_perm(3cs, 31, Qa);

Qa = ();
$cant++;
}
}
}
my $tabla = {
”123” => $p6,
913" => $p6,
132" => $p6,
7321 => $p6,
79317 => $p6,
”312” => $p6,
72117 => $p2/6,
”3117 => $p2/6,
112" => $p2/6,
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113" => $p2/6,

”12277 => $p2/67
”221” => $p2/6,
1117 => $pl };

my $df = scalar keys(%{$tabla} ) — 1,

my $val = $cs—>eval distrib($tabla) ;
print ”cant:\t$cant\tchi:\ t$val\t”;

print "p:\t” . ChiSq: calcx_df ($val, $df) .
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