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Resumen

El objetivo de la presente tesis es el estudio, implementación y aplicación de algorit-
mos simbólicos eficientes para la resolución de problemas álgebra lineal y eliminación
en geometría paramétricos.

Los algoritmos que estudiaremos siguen dos principios fundamentales: en primer
lugar, utilizan la representación de polinomios multivariados por medio de straight-
line programs, y en segundo lugar, poseen versiones de baja complejidad paralela
no escalar. Estas dos características permiten evitar el crecimiento exponencial de
los resultados intermedios típico de los algoritmos de cálculo simbólico.

La implementación de los mismos se realiza en un ambiente de programación
que provee la funcionalidad básica necesaria para la manipulación de polinomios
representados por programas.

Abstract

The purpose of this thesis is the development, implementation and application of
efficient symbolic algorithms for linear algebra and geometric elimination problems.

In the design of our algorithms we follow two main principles: first, we use the
straight-line program representation of multivariate polynomials, and second, we
take care of the nonscalar parallel complexity. This allows us to avoid the interme-
diate express ion swell typical of symbolic computation.

These algorithms are implemented in a programming environment which provides
the functionality required in order to manipulate program-represented polynomials.
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Capítulo 1

Introd ucción

El tema central de esta tesis es el tratamiento de problemas lineales o no lineales
paramétricos. Más precisamente, el desarrollo de algoritmos eficientes para resolver
problemas de álgebra lineal o de eliminación en geometría que involucran matrices
o sistemas de ecuaciones polinomiales dependientes de parámetros.

El interés por este tipo de problemas proviene de la amplia gama de aplica-
ciones ingenieriles o científicas modeladas por éstos. Frecuentemente es necesario
simplificar simbólicamente grandes sistemas de ecuaciones lineales o no lineales a fin
de procesarlos numéricamente (ver [GV98]). Por ejemplo, este tipo de cuestiones
aparece en la calibración de manipuladores en robótica [Egn96] o de cámaras en
visión automática [Hor91], o en la búsqueda de estados de equilibrio en química
[EM99].

Los paquetes de software de cálculo simbólico generalistas (Maple, Mathematica,
Magma, etc.) proveen herramientas para la manipulación de polinomios multivari-
ados y la resolución de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales. Usualmente,
los polinomios se representan en forma rala (o densa) por su vector de coeficientes.
Desafortunadamente, en los paquetes de software destinados a la resolución de sis-
temas de ecuaciones lineales y no lineales paramétricos los resultados intermedios
son típicamente expresiones polinomiales densas de alto grado. En consecuencia, la
representación densa produce un fenómeno habitual en cálculo simbólico conocido
como el "aumento de las expresiones intermedias" (intermediate expression swell,
ver [Dia97], [Mos71], [Par95]), que inhibe la aplicación de algoritmos simbólicos en
situaciones prácticas.

Debido a razones geométricas y algebraicas es imposible, al menos en el peor caso,
evitar el incremento exponencial de los grados de los resultados intermedios de los
algoritmos simbólicos para problemas paramétricos álgebra lineal o eliminación en
geometría. De hecho, los problemas algebraicos típicos en anillos de polinomios son
completos en espacio exponencial ([MM82], [May97]) y los problemas de eliminación
geométricos son # P-duros ([HM93], [Koi96], [Mat97]). La situación general de los
algoritmos para problemas de álgebra lineal con matrices polinomiales es similar.
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En contraposición a la situación del álgebra lineal sobre un cuerpo K arbitrario
(ver [BCS97] por ejemplo), el impacto del tamaño de los datos sobre dominios con-
cretos como Q[X1, ... , Xn] o Z puede ser muy importante. Por ejemplo, sobre
equipamiento estándar no es posible calcular en Maple el polinomio característico
de una matriz 4 x 4 cuyos coeficientes son polinomios con coeficientes enteros de grado
5 en 10 variables (ver los resultados comparativos del Capítulo 6 y [CHLMOO]).

A fin de evitar este comportamiento exponencial, en esta tesis los polinomios
multivariados que aparecen como coeficientes de las matrices (o sistemas de ecua-
ciones polinomiales) en consideración serán representados por medio de programas
(straight-Iine programs). Un straight-Iine program que representa un conjunto
{F1, ... , Fs} de poiinomios de Q[X1, ... , Xn] es un algoritmo sin ramificaciones que
evalúa Fr, ... ,Fs en un punto arbitrario x E en.

Una medida básica de complejidad de un straight-Iine program es la cantidad de
operaciones aritméticas que realiza, que denominamos su tiempo. Asimismo, vamos
a prestar atención al tiempo paralelo no escalar, que es la cantidad de operaciones
aritméticas "anidadas" entre polinomios no constantes. En [KP96, Lemma 14] (ver
también [Mat99, Lemma 2]) se establece una cota optimal para el grado de los
resultados intermedios de un straight-Iine program en términos del tiempo no escalar
del mismo. En vistas de este resultado, solamente vamos a considerar algoritmos de
álgebra lineal de bajo tiempo paralelo no escalar (típicamente polilogarítmico en el
tamaño del sistema en consideración), donde el tamaño de los resultados intermedios
es controlable. De esta manera, la propia representación straight-Iine program de
los resultados intermedios constituye una "compresión" exponencial de los mismos
en comparación con su representación densa o rala.

Los algoritmos de álgebra lineal que vamos a considerar satisfacen los siguientes
principios: utilizan la representación straight-Iine program de polinomios multivari-
ados y poseen baja complejidad paralela no escalar. Asimismo, teniendo en cuenta
que nuestros algoritmos resuelven problemas paramétricos, vamos a evitar las di-
visiones por elementos no escalares ya que éstas producen divisiones por cero en
instancias paramétricas particulares.

Estos algoritmos de álgebra lineal se aplican en la solución de dos tareas básicas
de eliminación en geometría: el cálculo de la dimensión del espacio de parámetros
libres asociado a un sistema de ecuaciones polinomiales y la resolución de ciertos
sistemas de ecuaciones polinomiales con finitas soluciones.

'Los métodos clásicos para el cálculo de la dimensión del espacio de parámetros
generalmente calculan un sistema de generadores del sistema en consideración con
ciertas propiedades especiales (por ejemplo una base de Gr6bner [Buc85]) por medio
de técnicas de reescritura que manipulan la representación densa de los polinomios
de entrada. Este sistema de generadores no sólo permite obtener la dimensión
del espacio de parámetros sino también una descripción explícita de la estructura
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algebraica asociada al sistema. En particular, esto implica que son completos en
espacio exponencial (ver [MM82], [May97], [Mat99]).

En lugar de seguir esta línea vamos a utilizar un algoritmo propuesto en [DFG891],
cuya complejidad es polinomial en el tamaño de la representación densa del sistema
de entrada. Este algoritmo se basa en una observación simple: la dimensión del
espacio de parámetros es igual a la cantidad de "grados de libertad" del sistema,
es decir, la cantidad máxima de variables que se pueden especializar en un valor
genérico conservando la compatibilidad del sistema. A fin de testear la compatibil-
idad se utilizan teoremas de ceros efectivos (ver [CGH89], [DFG891]) que reducen
el problema a cuetiones de álgebra lineal con matrices polinomiales. Así, aplicando
nuestros algoritmos de álgebra lineal se obtiene un algoritmo exponencialmente más
eficiente en el caso peor que los que utilizan técnicas de reescritura para determinar
la dimensión del espacio de parámetros.

El segundo problema de eliminación que vamos a tratar es la resolución de ciertos
sistemas de ecuaciones polinomiales con finitas soluciones por medio de técnicas de
deformación. La idea es obtener un sistema paramétrico del cual nuestro sistema
original representa una instancia paramétrica. Si el sistema paramétrico posee a su
vez una instancia paramétrica "suave" fácil de resolver, es posible "mover" dicha
solución a través del espacio de parámetros a fin de resolver el sistema original.

Este proceso se basa en una versión global de la iteración de Newton simbólica
de [GHM+98], [GHH+97] para la aproximación de ramas analíticas de un sistema
multidimensional. La iteración de Newton simbólica "clásica" es una versión efectiva
del Teorema de la Función implícita que permite, a partir de un punto "suave" de
un sistema paramétrico dado, obtener aproximaciones de las series de potencia que
representan localmente el conjunto solución por medio de una iteración del operador
de Newton (ver [Eis95] por ejemplo). En [GHM+98], [GHH+97] se propone una
versión global de esta iteración de Newton que parte de todas las soluciones de
la instancia paramétrica dada y obtiene una aproximación de todas las ramas del
conjunto solución del sistema paramétrico. Conociendo cotas de grado para los
polinomios que describen el conjunto solución [8896], a partir de una aproximación
de orden suficientemente alto de las series que lo describen se obtienen los polinomios
buscados en forma exacta.

La complejidad de este algoritmo depende en forma cuadrática de la cantidad
de soluciones de la instancia general del sistema paramétrico y en forma lineal de la
complejidad del cálculo de la matriz inversa (o alternativamente de la matriz adjunta
y el determinante) de la matriz Jacobiana del sistema. Por lo tanto, teniendo en
cuenta que la dependencia cuadrática del invariante geométrico mencionado parece
ser inevitable ([HMPW98], [CGH+03]), en los ejemplos concretos que consideramos
las deformaciones conservan la estructura de la matriz jacobiana del sistema orig-
inal. Así, la complejidad de nuestro algoritmo para la resolución de sistemas de
ecuaciones polinomiales mejora debido a los algoritmos para el tratamiento de la
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matriz Jacobiana, lo cual implica una importante mejora de la complejidad de todo
el algoritmo.

La implementación utiliza un ambiente de programación [Bru99] implementado
en la librería PARIl, que permite la manipulación de polinomios representados por
straight-line programs. Según fuera señalado en [Dia97] (ver también [GHL +00]), la
representación explícita de un straight-line program por medio del correspondiente
grafo de computación es ineficiente. Sin embargo, los algoritmos de eliminación que
nos interesan no requieren el almacenamiento de las funciones con las que operan,
sino la evaluación de las mismas sobre argumentos numéricos bien especificados.
Por lo tanto, en la librería SLP que utilizamos el concepto teórico de straight-line
programs se realiza por medio del modelo computacional de "cajas negras" (black
boxes). Una caja negra representa una codificación implícita de un straight-line
program por medio de un proceso de evaluación generado algorítmicamente y
permite la evaluación económica en espacio del valor de la función correspondiente
en una entrada numérica dada.

Hemos testeado nuestra implementación en ciertos problemas paramétricos prove-
nientes de aplicaciones ingenieriles y científicas. La conveniencia de nuestro enfoque
algorítmico se refleja en los resultados comparativos que hemos obtenido. En efecto,
la diferencia de desempeño entre Maple y nuestra implementación en estos ejemplos
muestra las enormes ventajas que se obtienen a partir de la introducción de la estruc-
tura de datos straight-line program y su correspondiente realización computacional
por medio de cajas negras.

lhttp://www.math.u-psud.fr/-belabas/pari.html
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Capítulo 2

Modelo computacional

En el ámbito de la teoría de complejidad los objetos matemáticos generalmente
tienen una representación canónica (por ejemplo, los enteros se codifican por medio
de su representación bit, los polinomios por sus coeficientes, etc.). Una vez que
se fija una representación, la teoría de complejidad busca algoritmos eficientes a
fin de resolver los problemas matemáticos en consideración y trata de certificar la
optimalidad de los mismos.

Sin embargo, la situación es más complicada en el caso particular de los pro-
blemas de eliminación paramétricos que son el objeto de estudio de esta tesis. En
este caso, la teoría de complejidad requiere la optimización simultánea de la re-
presentación y los algoritmos. A fin de ilustrar esta afirmación consideramos un
problema clásico de eliminación. Sea A := (Aij)¡::;i,j::;n una matriz de indetermi-
nadas. La matriz A determina un sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuyas
solubilidad puede expresarse por medio de la siguiente fórmula <1>(A) :

n n

(3Xl)··· (3Xn) (Xl # O V ... V x, # 01\ I\¿AijXj = O).
i=l j=l

Esta fórmula <1>(A) es equivalente a la siguiente fórmula libre de cuantificadores:

det(A) # O,

donde det(A) := LO"ESn sign(a)A10"(1) ... AnO"(n)es un polinomio de Q[Aij : 1 ::; i, j ::;
n] con n! términos.

La forma habitual de verificar la validez de la fórmula <1>(A) para una especia-
lización de A en una matriz a := (aij)¡::;i,j::;n E cnxn consiste en calcular det(a)
y decidir si det(a) = O. Si escribimos det(A) de la forma tradicional como un
polinomio ralo en las entradas de la matriz reemplazamos la fórmula <1>(A) por una
fórmula de longitud O(n!). En lugar de esto, en esta tesis vamos a representar
el polinomio det(A) por un algoritmo que calcula el valor det(A) a partir de las
variables All, ... , Ann. Por ejemplo, utilizando el algoritmo de Samuelson (ver la
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Sección 3.1.1) vamos a representar det(A) por medio de un algoritmo de tiempo
O(n4

).

2.1 Estructuras de Datos para la Representación
de Polinomios

Los programas generales de cálculo simbólico ofrecen a sus usuarios una variedad
de herramientas para la manipulación de polinomios y funciones racionales. Estos
programas generalmente se basan en la representación densa o rala de los polinomios
multivariados y sop sumamente ineficientes en la práctica.

En el contexto de la teoría de la eliminación en geometría este fenómeno de
ineficiencia práctica tiene una explicación clara. Se puede observar que un polinomio
F E Q[XI, ... ,XnJ de grado d tiene (d~n) ~ O(dn) monomios distintos. Por lo tanto,
la representación densa del polinomio F tiene un comportamiento exponencial con
respecto a la cantidad ti de variables. Además, los algoritmos usuales de eliminación
tienden a producir expresiones densas de grado exponencial a partir de polinomios
de entrada ralos de bajo grado. Existe un conocido ejemplo debido a D. Lazard, T.
Mora, W. Masser and P. Philippon (ver [Br087]) que ilustra este fenómeno.

De esta observación concluimos que el comportamiento exponencial de los algo-
ritmos de eliminación es inevitable si no se utilizan estructuras de datos alternativas
para representar polinomios multivariados. Una posibilidad es su codificación por
medio de circuitos aritméticos y sus esquemas de evaluación asociados (straight-line
pragrams) (ver [Par95]' [vzG86], [vzG93], [BCS97]).

Sea Q(X) = Q(XI, ... ,Xn) el cuerpo de funciones racionales sobre Q en las
variables Xl, ... , Xn. Un circuito aritmético 13 en Q(X) consiste de un graJa di-
rigida acíclica (dag), cuyos nadas tienen grado de entrada (indegree) O o 2 y están
etiquetados de acuerdo a las reglas que detallamos a continuación.

Los nadas con grado de entrada O son etiquetados por elementos del conjunto
Q U {X}, mientras que los nadas con grado de entrada 2 (llamados nadas internas)
son etiquetados por una de las operaciones aritméticas suma, resta, multiplicación
o división. Los nadas con grado de entrada O etiquetados por elementos de {X}
se denominan los nadas de entrada. Los nadas con grado de entrada O etiquetados
por elementos de Q se denominan nadas de parámetras. Los elementos de Q que
aparecen de esta forma son los parámetras del circuito aritmético 13. Finalmente,
algunos nadas del circuito aritmético 13 se llaman nadas de salida (típicamente, los
nadas de salida serán los nadas con grado de salida O). Denotamos el dag subyacente
a 13 por r(f3).

Si se comienza a partir de los nadas de entrada y se sigue el dag r(f3), a cada nodo
p le corresponde de manera natural una función racional Qp que se obtiene como
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resultado de todos los pasos previos. Dadas s funciones racionales F1, ... .F, E Q(X)
y un circuito aritmético f3 en Q(X) con s nodos de salida, diremos que F1, ... .F,
son representados por f3 si F1, ... .F, son las funciones racionales asociadas a los
nodos de salida de f3.

A fin de modelar el cálculo con circuitos aritméticos introducimos la noción de
pebble game (juego de fichas). Un pebble game convierte un circuito aritmético
f3 dado en un algoritmo secuencial (llamado straight-line program) y asocia a f3
medidas de espacio y tiempo naturales. En el grafo r(f3) del circuito aritmético f3
podemos jugar un pebble game sujeto a las siguientes reglas (ver [Bor93]):

Pl Cualquier nodo con grado de entrada Ode r(f3) puede recibir un pebble.

P2 Si los nodos predecesores de un nodo p de r(f3) tienen ambos un pebble, en-
tonces p puede recibir un pebble, ya sea agregando un nuevo pebble o moviendo
algún pebble de uno de sus predecesores a p.

P3 Un pebble puede ser siempre removido de un nodo de r(f3).

Un pebble game termina cuando todos los nodos de salida de r(f3) han recibido
un pebble. Observamos que el grafo r(f3) no determina unívocamente un pebble
game (es decir, es posible jugar diferentes pebble games sobre r(f3)).

Dado un pebble game sobre el grafo r(f3), tenemos las siguientes medidas de
complejidad:

Cl Una medida de espacio, dada por el número máximo de pebbles utilizados en
cualquier momento del juego.

C2 Una medida de tiempo, dada por el número de ubicaciones de pebbles realiza-
dos durante el juego siguiendo las reglas P1 y P2.

Cualquier pebble game fijo sobre el grafo r(f3) de f3 define una estrategia de
evaluación de f3 que llamamos un straight-line programo Un straight-line program
en Q(X) que calcula funciones racionales F1, ... , F, es una sucesión (Q1' ... ' Qr) de
elementos de Q(X) con las siguientes propiedades:

2. Para todo 1 ::; P < r , la función racional Qp pertenece a Q U {X} o existen
1 ::; P1, P2 < P Y una operación aritmética 0Pp E {+, -, *, j} tal que Qp =
QPl oPp Qp2·

En álgebra computacional el uso de la representación de polinomios mediante
straight-line programs surgió inicialmente en relación con la verificación de identi-
dades polinomiales: dadas dos expresiones polinomiales multivariadas enteras (cons-
truidas mediante operaciones aritméticas), se trata de decidir si representan la misma
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función polinomial. En este caso el uso de la representación densa conduce nece-
sariamente a algoritmos exponenciales, mientras que utilizando la representación por
straight-Iine programs se diseñaron algoritmos probabilísticos eficientes (ver [Zip79],
[Sch80], [HS82]).

Posteriormente se estudiaron diversos problemas relacionados con la eliminación
en polinomios univariados, tratando de aprovechar al máximo la representación
straight-Iine program (ver [HS81], [Ka188], [Ka189], [Mat95]). Finalmente se desarro-
llaron métodos algorítmicos eficientes para problemas de eliminación multivariados
que utilizan la representación straight-line program de las entradas, los resultados
intermedios y las salidas del algoritmo (ver [GH93], [FGS95], [KP96], [GHH+97],
[GHM+98], [HKP-tOO]).

Nuestro modelo de computación se basa en el concepto de circuitos aritméticos
y straight-Iine programs. Sin embargo, un modelo de computación basado solo en
circuitos aritméticos y straight-line programs no es suficientemente expresivo para
nuestros propósitos. Por lo tanto, vamos a ampliar nuestro modelo a fin de incluir
decisiones y selecciones (sujetas a decisiones previas). Por esta razón vamos a con-
siderar circuitos ariimético-booleanos (también denominados redes aritméticas) en
lugar de circuitos aritméticos, y árboles de computación en lugar de straight-line pro-
grams. Un circuito aritmético-booleano es simplemente un dag cuyos nodos se eti-
quetan por una operación aritmética o por una selección (que apunta a otros nodos),
sujeta a una decisión previa sobre la validez de una identidad. Asociado a un pebble
game sobre un circuito aritmético-booleano tenemos un árbol de computación, que
determina una estrategia de evaluación del circuito aritmético-booleano dado. En
otras palabras, un árbol de computación es un straight-line program con ramifi-
caciones. Tiempo y espacio de la evaluación de un árbol de computación dado se
definen en forma análoga a los de straight-line programs (ver [vzG86], [vzG93] o
[BCS97] por más detalles sobre la noción circuito aritmético-booleano y árbol de
computación) .

11



Capítulo 3

Matrices polinomiales y
straight-line programs

En este capítulo describimos los algoritmos de álgebra lineal para matrices con en-
tradas en R := Q[X1, ... ,Xn] que vamos a utilizar en la resolución de los problemas
de eliminación del Capítulo 5.

Como señalamos en la introducción, estos algoritmos satisfacen los siguientes
principios: utilizan la representación straight-line program de polinomios multi-
variados, poseen baja complejidad paralela no escalar y no realizan divisiones no
escalares.

Asimismo, dado que nuestra intención es resolver problemas de eliminación par-
ticulares, provenientes de problemas prácticos que en general poseen cierta "es-
tructura", queremos obtener el máximo provecho de esta característica. Así, nos
interesan los algoritmos que se aplican a matrices generales, pero poseen un mejor
comportamiento sobre matrices "especiales".

En [KS91] se propone un modelo general para tal tipo de algoritmos, que se
denomina álgebra lineal de tipo caja negra (ver también [Wie86], [vzGG99]). Este
tipo de algoritmos propone un paradigma de matriz "especial": aquella en la cual
la complejidad del producto matriz-vector es asintóticamente menor que la del caso
general. En consecuencia, la complejidad de tales algoritmos se mide en términos
de la cantidad de recursos computacionales necesarios para calcular el producto de
la matriz de entrada con un vector arbitrario.

Si A es una matriz n x n general y v es un vector con n coordenadas arbitrario,
el algoritmo clásico para calcular A . v requiere 2n2 operaciones aritméticas. Por
otro lado, existen muchas clases de matrices especiales donde este costo se reduce
significativamente. Por ejemplo, si A es una matriz de Sylvester o una matriz de
Vandermonde, el costo se reduce a O(M(n)) o O(M(n) logn) operaciones aritméticas
respectivamente, donde M(n) representa el costo de la multiplicación de dos poli-
nomios univariados de grado n. Cabe destacar que M(n) = O(nlog23) con el al-
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goritmo de Karatsuba [K062] y M(n) = 0(nlog2 nlog210g2 n) con el algoritmo de
Schonhage-Strassen [SS71] (cf. [BP94], [vzGG99]). Otro caso importante es el de
las matrices ralas, es decir, aquellas donde el número de entradas no nulas es del
orden s = o(n2). En tal caso, el producto matriz-vector tiene complejidad O(s).

La característica distintiva de los algoritmos de álgebra lineal de tipo caja negra
es que son más eficientes que los algoritmos generalistas en el caso de matrices donde
el producto matriz-vector es del orden o(n2).

Habiendo definido la clase de algoritmos que nos interesa, resta discutir la clase
de complejidad espacio-tiempo que necesitamos con vistas a las aplicaciones del
Capítulo 5. Los problemas de eliminación paramétricos generalmente producen ma-
trices polinomiales de grandes tamaños o con entradas polinomiales de alto grado,
que generan problemas de espacio de memoria. En consecuencia, nos interesan al-
goritmos con "poco" espacio de memoria. A este respecto, de [Ja'83, Theorem 5.2]
deducimos el siguiente resultado:

Lema 1 Sean Al, ... ,Ar matrices n x ti y consideremos el problema de calcular el
producto matricial Al ... Ar con un algoritmo que calcula productos de dos matri-
ces por vez. Supongamos que existe un algoritmo que calcula Al ... Ar con espacio
sublineal S = O(nC), donde O ::; c < 1. Entonces el tiempo T de dicho algoritmo
satisface:

T = D(n(1-c)logr).

Demostración: Dado que para ti suficientemente grande ~ < 1, aplicando [Ja'83,
Theorem 5.2] concluimos que T = D(n(1-c)1) para algún l2: [Iog r]. En particular,
T = D(n(1-c) logr). •

Deducimos entonces que el producto iterado de ti matrices de n x n tiene tiempo
no polinomial T = D(n(l-C) logn) para todo algoritmo de espacio sublineal S = O(nC)

con O ::; e < 1.

Por lo tanto, desde el punto de vista del tradeoff espacio-tiempo, la única clase
conveniente de algoritmos económicos en espacio es la clase de espacio lineal. Por
otro lado, si bien el Lema 1 considera un tipo restringido de algoritmos para el
producto iterado (la de los algoritmos que calculan el producto de dos matrices por
vez), cabe destacar que no se conocen algoritmos generales para el producto iterado
que no sean esencialmente de esta forma.

Por otra parte, teniendo en cuenta que el producto iterado de ti matrices de ti x ti

y el cálculo del determinante, el polinomio característico, o la inversa de una matriz
ti x ti entre otros son computacionalmente equivalentes ([vzG86], [vzG93], [BCS97]),
la conclusión anterior se aplica a todos los algoritmos de álgebra lineal que vamos a
considerar.
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3.1 Polinomio Característico
Sea R = Q[X1, .•. , Xn] y A una matriz en R"?", Sea A una indeterminada. El
polinomio característico P E R[ A] de A se define como

p(A) := det(Al - A),

donde 1 representa la matriz identidad n x n.

El cálculo de los coeficientes del polinomio característico (y por ende del determi-
nante) nos interesa por varios motivos. En primer lugar, a partir de los coeficientes
del polinomio característico se obtiene la matriz adjunta y el determinante, que nos
permiten resolver sistemas de ecuaciones lineales sin divisiones no escalares.

Por otro lado, los polinomios característicos son objetos básicos de la teoría de
eliminación efectiva, donde se utilizan a fines de codificar soluciones de sistemas
de ecuaciones polinomiales ([GVRR97], [Rou97], [Par95]' [CL098]). A partir del
cálculo del polinomio característico de ciertos endomorfismos asociados a un sistema
de ecuaciones polinomiales con finitas soluciones dado se obtiene información básica
sobre el conjunto solución del mismo: la cantidad de soluciones, la multiplicidad de
las mismas, la cantidad de soluciones reales, etc.

De acuerdo a nuestro planteo básico, no vamos a considerar algoritmos de cálculo
del polinomio característico que realicen divisiones no escalares. Por lo tanto, no
vamos a considerar algoritmos que combinan estrategias de interpolación con algo-
ritmos de cálculo del determinante en base a eliminación Gaussiana.

Los algoritmos de baja complejidad paralela no escalar más prominentes para el
cálculo del polinomio característico son el de Csanky [Csa76], el de Chistov [Chi85] y
el de Berkowitz [Ber84], basados en los algoritmos de Samuelson, Krylov y Leverrier
(cf. [FF63]). En [MV99] (ver también [Va192]) se presenta un marco combinatorio
que permite comparar estos algoritmos. A una matriz A = (aij)l~i,j~n se asocia el
grafo dirigido completo de n vértices GA cuyo < i, j >-ésimo eje tiene peso aij. Así,
el determinante de A es la suma (con signo) de los pesos de las permutaciones de
s;

Sea P = det(Al - A) := An + PIAn-1 + ... + Pn-lA + Pn Y denotemos por GA(A)
el grafo correspondiente a la matriz Al - A. Observamos que cada a E Sn tiene una
descomposición (única) en ciclos que forman un cubrimiento de {1, ... , n}. Entonces
el coeficiente Pl es la suma (con signo) de las contribuciones de los cubrimientos por
ciclos de {1, ... , n} que tienen al menos (n -l) 1-ciclos [MV99, Proposition 2.2].

En [MV99] se demuestra que los algoritmos Samuelson-Berkowitz, Csanky-
Leverrier y Chistov expanden estas sumas a fin de incluir más términos que se
cancelan mutuamente (ver [Va192] y [MV99, Theorems 3.6 y 3.8]), con una inter-
pretación combinatoria que muestra que el algoritmo de Samuelson-Berkowitz es el
más conservativo de los tres. Asimismo, cabe destacar el benchmarking comparativo
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de [Abd97], que muestra que sobre matrices con entradas enteras el algoritmo de
Samuelson-Berkowitz es también el más eficiente en la práctica. Por lo tanto, en
lo que sigue vamos a considerar una versión del algoritmo de Samuelson-Berkowitz
con espacio lineal.

3.1.1 El Método de Samuelson
A fin de describir el método de Samuelson, dividimos la matriz original A en cuatro
partes

A=( : :.J
es decir:

• Una matriz de 1 x 1 formada por el elemento ann.

• Una matriz R de 1 x (n - 1) que contiene los elementos anl, an2, ... ,ann-l.

• Una matriz S de (n - 1) x 1 que contiene los elementos aln, a2n, ... ,an-ln.

• Una matriz M de (n - 1) x (n - 1) formada por las ti - 1 primeras filas y las
ti - 1 primeras columnas de la matriz A.

El método relaciona los coeficientes del polinomio característico de la matriz A
con los coeficientes del polinomio característico de la matriz M. Aplicando este
argumento recursivamente, se obtiene un algoritmo para el cálculo del polinomio
característico p.

Sea q().) el polinomio característico de M, y escribamos:

n
p().) .- ).n + LPk).n-k,

k=l
n

q().) := ).n-l + L qk).n-k.
k=2

Tenemos la Fórmula de Samuelson que relaciona los coeficientes de P y q:

Lema 2 ([FF63], [Ber84, §3])

n

p().) = (ann - ).) q().) + L ((R· Mk-2 . S) ).n-k).
k=2

(3.1)
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Esta identidad puede reescribirse como un sistema de ecuaciones lineales igua-
lando los coeficientes correspondientes a monomios con la misma potencia en am-
bos miembros de (3.1). La matriz de este sistema es una matriz Toeplitz c(n) :=

(C~;)h~i~n+l,l~j~ntriangular inferior de dimensión (n + 1) x ti, cuyos coeficientes se
definen de la siguiente forma:

C(n) .= {
1J .

o
-1

para j > i,
para J = 2,

para j - 1 = i,
para j < i - 1.

alI
R· Mi-1-j . S

A fin de calcular los coeficientes c~;)de la matriz c(n) aplicamos la estrategia de
Abdeljaoued [Abd97], que requiere espacio lineal y tiempo O(n4). Realizando n - 1
reducciones recursivas de este tipo obtenemos ti - 1 matrices Toeplitz c(n), ... , C(2)

triangulares inferiores cuyo producto es igual al inverso aditivo del vector de coefi-
cientes del polinomio característico p. Teniendo en cuenta que C(i-l) ... C(2) es un
vector columna de ix 1, vemos que el producto C(i) ... C(2) se reduce recursivamente
a un producto matriz-vector de la matriz Toeplitz triangular inferior e» con el vec-
tor C(i-l) ... C(2). Este producto se reduce fácilmente a la convolución de la primer
columna de C(i) y el vector C(i-l) ... C(2) (cf. [BP94]), cuyo costo M(i) es el de la
multiplicación de dos polinomios de grado i con coeficientes en R. Así obtenemos
un algoritmo que calcula el polinomio característico de A con espacio O(n) y tiempo
O(n4), cuya descripción sintética damos a continuación:

Inicializar P = (-l,alI)t, Vect1 = -1, Vect2 = alI.

Para i = 2, ... , ti Hacer
Obtener sub matriz M = (aklh~k,l~i-l.
Obtener vector fila R = (ailh9~i-l.
Obtener vector columna S = (alih9~i.
Para j = 3, ... ,i Hacer

Vectj = R· S.
S=M·S.

Fin Para
P = convolución(P, Vect).
Fin Para
Retornar - P.

Lema 3 El algoritmo de Samuelson es un algoritmo de álgebra lineal de tipo caja
negra.

Demostración: Sea A una matriz n x ti, y sean SA y 'TA. el espacio y tiempo
necesarios para calcular el producto matriz-vector A . v de A con un vector v de n
coordenadas arbitrario. De la definición de las submatrices R, S y M deducimos que
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el producto de loop jnterior S = M . S se reduce fácilmente a un producto matriz-
vector del tipo A . S completando eventualmente S con ceros de forma adecuada.
En consecuencia, el loop interior se calcula con espacio O(SA + í) Y tiempo O(íTA).
Concluimos entonces que el algoritmo se calcula con espacio O(SA + n) y tiempo
O(n2T.4 + nM(n)). En particular, si T.4 = o (n2), entonces el tiempo requerido por
nuestro algoritmo es o (n4), lo cual demuestra el lema. •

3.2 Polinomio Minimal
Sea R := Q[X1, ..•• , Xn] y sea A una matriz de R"?", El polínomio mínimal de A
se define como el polinomio mónico de grado mínimo mA con coeficientes en R que
anula a la matriz A, es decir, tal que mA(A) = Onxn (donde Onxn denota la matriz
nula de n x n).

De su definición se deduce que el polinomio minimal de una matriz A tiene
grado menor o igual que el polinomio característico de A (de hecho, lo divide). Por
lo tanto, en aplicaciones tales como el cálculo de la matriz adjunta o la resolución de
sistemas de ecuaciones lineales puede resultar una alternativa interesante al cálculo
del polinomio característico.

Por otro lado, observamos que el conjunto de ceros de cualquier polinomio no nulo
con coeficientes en K := Q(X1, ... , Xn) que anula a A contiene todos los autovalores
de A (ver por ejemplo [BP94, Remark 2.1.1]). Por lo tanto, en las aplicaciones a la
teoría de eliminación efectiva donde se codifican soluciones de sistemas de ecuaciones
polinomiales por medio de polinomios característicos, es posible reemplazar éstos por
polinomios minimales sin "perder soluciones". Este enfoque en teoría de eliminación
efectiva corresponde a lo que [Laz93] y [Par95] entre otros denominan el "punto de
vista geométrico" (en contraposición al punto de vista algebraico): el objeto central
de estudio es el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales
dado, y no el sistema que lo define. De hecho, de acuerdo con [GH01], el reemplazo de
polinomios característicos por minimales en teoría de eliminación efectiva permitió
una "enorme reducción del grado, la altura y también la complejidad straight-line
program de los polinomios" que aparecían como resultados intermedios (ver [GH93],
[GHS93], [FGS95]).

En el cálculo de los coeficientes del polinomio minimal vamos a seguir el enfoque
de Wiedemann [Wie86] para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales ralos.
En [KS91] el enfoque de Wiedemann se generalizó al contexto más general de al-
goritmos de álgebra lineal tipo caja negra. En la sección siguiente vamos a exhibir
una adaptación del algoritmo de Wiedemann que no realiza divisiones no escalares.
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3.2.1 El método de Wiedemann
Sea K := Q(Xl, ... ,Xn) y sea V un K -espacio vectorial. Una sucesión (ai)i>O de
elementos de V se dice (ai)i2:0 linealmente generada sobre K si y sólo si existen
elementos Co, ... , cn E K tales que n ~ O, Ck::J. O para algún k con O :::; k :::; ti y se
satisface la siguiente relación:

COaj+ Claj+l + ... + cnaj+n = O para todo j ~o.
El polinomio Co + ClA + ... + CnAn se dice un polinomio generador de (ai)i2:0. El
conjunto de todos los polinomios generadores para (adi2:0 en K[X] tiene un único
polinomio mónico de grado mínimo que lo genera, llamado el polinomio mínimo
generador de la sucesión (ai)i2:0.

Sea A E K"?" una matriz cuadrada. Del teorema de Hamilton-Cayley se deduce
que la sucesión (Ai)i2:0 está generada lineal mente y su polinomio mínimo mA es el
polinomio minimal de la matriz A.

Sea b E Knxl un vector columna. La sucesión (Aib)i2:0 también está generada
linealmente y su polinomio minimal mA,b, que no necesariamente coincide con mA,
es un divisor de mA. Análogamente, para todo vector u E K" la sucesión (uAib)i2:0
está generada linealmente y su polinomio minimal mA,b es un divisor de mA,b.

Teorema 4 [KS91, Theorem 1] Sea d el grado de mA,b, Y sea W el subespacio
formado por todos los polinomios de grado menor que d en K[A]. Entonces existe
una función lineal suryectiva f : te= -t W tal que para todo u E Klxn la identidad
mA,b = mA,b se satisface si y sólo si mcd(MA,b ,f(u)) = 1.

Se deduce entonces que la probabilidad que valga la identidad mA,b = mA,b para
u elegido aleatoriamente es esencialmente la probabilidad que un polinomio de grado
menor a m sea coprimo con mA,b. Más precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Lema 5 [KS91, Lemma 2] Sean A E tc=, b « «» y S e K un subconjunto finito.
Sea u E s=: un vector fila y b E S" un vector columna elegidos en forma aleatorio
y uniforme. Entonces tenemos:

u 2 gr(mA)
Prob(mA,b = mA) ~ 1- #S .

El problema es entonces encontrar el polinomio mínimo que genera la sucesión
de recurrencia lineal (uAib)i2:0. Sea aj := uAjb para j = O,... , 2n - 1 Y a :=
(ao, ... ,a2n-l). Para O :::;N ::::;2n - 1 definimos LN(a) como el grado mínimo de un
polinomio generador de ao, al, ... , aN-l. Es claro que LN(a) :::;N.
Teorema 6 [Mas69, Theorem 1] Si algún polinomio de grado mínimo L genera
la sucesión ao, al, ... aN-l pero no la sucesión ao, ... ,aN-l, aN, entonces todo poli-
nomio que genera la sucesión ao, ... ,aN-l, aN tiene longitud L' ~ N + 1- L.

Dado que el polinomio mínimo que genera la sucesión (ai)i2:0 tiene grado a lo
sumo ti, se deduce que el polinomio mínimo generador de la sucesión (ao, ... , a2n-l)
es el polinomio mínimo de la sucesión (ai)i2:0.
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3.2.2 El Algoritmo de Berlekamp-Massey
A fin de calcular el polinomio mínimo generador de (ao, ... , a2n-l) aplicamos el
algoritmo de Berlekamp-Massey [Mas69]. El algoritmo de Berlekamp-Massey es un
procedimiento recursivo que calcula el polinomio mínimo generador de las sucesiones
ao, al,.'" aN-l para N = 1, ... , 2n - 1.

Para cada N = 1, ... , 2n - 1, definimos el polinomio de conexión de la sucesión
ao, ... ,aN como el polinomio

de grado mínimo LN(a) en A que genera la sucesión ao, ... , aN0 Por convención,
definimos C(O)(A) := 1 para la sucesión de longitud N = O.

Supongamos inductivamente que hemos calculado LN(a) y el polinomio de cone-
xión C(N) para N = 1,2, ... , m. Se trata ahora de calcular Lm+l (a) y el polinomio
de conexión c(m+l). Entonces, por hipótesis inductiva se deduce que:

Lm(a) .
. "" (m). . . _ {O para J = Lm(a), ... , m - 1,

a; + Z:: ci aJ-t - d .
. m para J = m,
t=l

(3.2)

donde dm se denomina la m-ésima discrepancia. Si dm=O entonces cv» genera
también los primeros m + 1 dígitos de a de manera que Lm+l (a) = Lm(a). Por lo
tanto, podemos tomar c(m+l)(A) = c(m)(A). Por otro lado, si dm i= O tenemos el
siguiente resultado:

Lema 7 [Mas69, Theorem 2] Si un polinomio de grado Lm(a) genera la sucesión
ao, al, ... , am-l pero no genera ao, al, ... , amJ entonces

Lm+ 1(a) = max {Lm (a), m + 1 - Lm (a) }.

Sea k < m el mayor número entero tal que Lk(a) < Lm(a) y o» el polinomio
de conexión correspondiente. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 8 [Mas69, Theorem 3] El conjunto de polinomios

es el conjunto de polinomios de conexión de todas las sucesiones de longitud mínima
Lm+ 1(a) generadas linealmente a partir de ao, ... , am-l'

Del Teorema 8 se deduce que el polinomio c(m+1) buscado es de la forma c(m) +
Q Am-kC(k) para algún polinomio Q E K[A] de grado menor que 2Lm - ti. Eligiendo
Q := dmd¡;l se comprueba fácilmente que el polinomio c(m+l) así obtenido gen-
era la sucesión ao, ... , am y por lo tanto, es el polinomio de conexión buscado. A
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fin de evitar divisiones, vamos a calcular el múltiplo dkc(m+l) (..\) = dkc(m) (..\) +
dm..\m-kC(k)(>') .

Inicializar Co(..\) = 1, L = O, Bo(..\) = 1, b = 1, e = 1, aux =1.
Para N = O... 2n - 1 Hacer

Asignar d = aN + Lf=l CiaN-i·

Si d = OEntonces
Asignar e = e + 1.

Sino
Si 2L > N Entonces

~signar C(..\) = C(..\) - d..\eB(..\), e = e + 1, aux = aux . b.
Sino

Asignar T(..\) ~ C(..\), C(..\) = bC(..\) - d..\eB(A), B(..\) = T(..\).
Asignar aux = aux . b, L = N + 1 - L, b = d, e = 1.

Fin Si
Fin Si

Fin Para
Retornar C(..\).

El espacio que requiere este algoritmo es esencialmente el necesario para alma-
cenar la representación densa de los polinomios B, C, T, es decir O(n). Dado que
cada ciclo del loop principal requiere O(n) operaciones aritméticas, concluimos que
el algoritmo requiere O(n2) operaciones aritméticas en total.

3.2.3 Algoritmo para el Cálculo de Polinomio Minimal
Combinando el algoritmo de Berlekamp-Massey con las ideas de Wiedemann obte-
nemos el siguiente algoritmo para el cálculo del polinomio minimal de una matriz
A E te=.

Obtener en forma aleatoria un vector fila u E s=.
Obtener en forma aleatoria un vector columna v E S",
Asignar aj = uAjv para j = O,",, 2n - 1.
Calcular el polinomio mínimo generador de (ao, ... , a2n-r).

Sea A una matriz de ti x ti y sean SA Y TA. el espacio y tiempo necesarios para
calcular el producto matriz-vector A . v de A con un vector v de R" arbitrario. El
cálculo de ao, ... ,a2n requiere espacio O(SA + n) y tiempo O(nTA.). Por lo tanto, el
algoritmo se ejecuta con espacio O(SA + n) y tiempo O(nTA. + n2

).
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3.3 Matriz Adjunta y Seudo-adjunta
La matriz adjunta adj(A) := (bijh~i,j~n de una matriz A de ti x ti es la matriz
definida por bij := (-I)i+j det(Mji), donde Mji es la submatriz de A de dimensión
(n - 1) x (n - 1) que se obtiene a partir de A eliminando su j-ésima fila y su i-ésima
columna.

La matriz adjunta es importante para nuestros propósitos dado que adj(A)· A =
A . adj(A) = det(A)I, donde 1 denota la matriz identidad ti x ti. Por lo tanto,
la matriz adjunta adj(A) es un múltiplo de la matriz inversa de A cuyas entradas
pertenecen a R.

Describimos a "continuación un procedimiento que permite calcular la matriz
adjunta de una matriz A no singular a partir de los coeficientes de su polinomio
característico p(,x,) := ,x,n+ Pl,x,n-l + ... + Pn E R[,x,]. Por el teorema de Hamilton-
Cayley [Ja'83, Theorem 8.15] tenemos:

An + Pl An-1 + ... + Pn-lA + Po 1 = Onxn·

Multiplicando ambos términos de esta identidad por adj(A) deducimos:

adj(A)A(An-1 + Pl An-2 + ... + Pn-lI) = -Po adj(A). (3.3)

Dado que adj(A)·A = det(A)·I y det(A) =1- O (ya que A es no singular), reemplazando
en (3.3) tenemos:

adj(A) = _(An-l + Pl An-2 + ... + Pn-lI). (3.4)

A fin de calcular el miembro derecho de (3.4), aplicamos la regla de Horner a
cada columna de adj(A): la j-ésima columna bU) de adj(A) se obtiene a partir de la
identidad bU) = _(A(n-l) +Pl An-2 +... +Pn-lI)eU), donde eU) es el j-ésimo vector
canónico de R", En conclusión, el algoritmo para el cálculo de la matriz adjunta
puede describirse sintéticamente de la siguiente forma:

Calcular los coeficientes (Pl, ... , Pn) del polinomio característico de A.
Para i = 1,... , ti Hacer

Inicializar Vect=i-ésima columna de A.
Paraj = 1, ... ,n-2 Hacer

Vect = Vect - Pj e(i) .

Calcular el producto Vect = A . Vect.
Fin Para
Retornar -(Vect - Pn-l e(i)) como la i-ésima columna de A.

Fin Para

Sea dada una matriz de entrada A E R'":" tal que el producto matriz-vector A·v
de A con un vector v de H" arbitrario requiere espacio SA Y tiempo T4. Entonces
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los coeficientes del polinomio característico de A se calculan con espacio O(SA + n)
y tiempo O(n2~ + nM(n)) (ver la Sección 3.1.1). Por otro lado, el loop principal
se ejecuta con espacio O(SA + n) y tiempo O(n~). En consecuencia, el algoritmo
requiere espacio O(SA + n) y tiempo O(n2~ + nM(n)).

Como hemos comentado, la matriz adjunta de una matriz A E R''?" nos interesa
dado que nos provee un múltiplo escalar de la inversa de A con entradas en R. En
este sentido, también podemos utilizar el polinomio minimal mA E R[A] de A en
lugar del polinomio característico (o un múltiplo escalar del mismo). De hecho, si
mA := Ar + clN-l + ... + Cr, entonces

En consecuencia, tenemos

A( _Ar-l - Cl Ar-2 - ... - Cr-l 1) = e; l. (3.5)

Definimos seudo-adjunta sadj(A) y seudo-determinante sdet(A) de A a

sadj(A) := _Ar-l - Cl Ar-2 - ... - Cr-l lE Rnxn y sdet(A):= e; E R

respectivamente. De (3.5) deducimos que A . sadj(A) = sdet(A) . l. Teniendo en
cuenta que sdet(A) =1= O si A es no singular (dado que sdet(A) divide a det(A)),
concluimos que sadj(A) es el sdet(A)-múltiplo de la matriz inversa de A y tiene
entradas en R. Cabe destacar que mediante una simple adaptación del algoritmo
para el cálculo de la matriz adjunta de A obtenemos un algoritmo que calcula la
seudo-adjunta de A y el seudo-determinante de A con espacio O(SA + n) y tiempo
O(n~ + n2).

3.4 Rango
Sea A una matriz de ti x n con entradas R. En esta sección consideramos el problema
de calcular el rango de A. Para tal fin, vamos a seguir las ideas de [KS91], que
proponen un algoritmo probabilístico eficiente de tipo caja negra.

Sean U, L E R''?" dos matrices Toeplitz triangulares de la siguiente forma:

1 U2 Un 1

U:= 1 L:= V2 (3.6)
U2 1
1 Vn V2 1

donde U2, ... ,Un, W2, ... ,Wn son elementos de Q elegidos aleatoriamente. Sea A E
R''?" la matriz A := U . A . L. Tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 9 [KS91, Theorem 2J Sea r el rango de A. Si los coeficientes de U y L son
elegidos aleatoriamente en un subconjunto finito S e Q, entonces las submatrices
principales Aii de A para i = 1, ... , r son no singulares con probabilidad al menos
1_ r(r+l)

#5 .

Por lo tanto, el problema se reduce a determinar el rango de la matriz A. Te-
niendo en cuenta que los menores principales son no nulos para i = 1, ... , r , el rango
de A (y por ende el de A) se podría determinar por medio de un proceso de búsqueda
binaria de la mayor submatriz principal no nula. Desafortunadamente, este proceso
agrega un factor log n a la complejidad del algoritmo. El siguiente resultado permite
evitar este inconveniente:

Lema 10 [KS91, Lemma 2J Sea D una matriz diagonal de H"?" cuyas entradas se
elijen aleatoriamente en un conjunto finito S e Q. Entonces el grado del polinomio
minimal de la matriz A . D es igual a la cantidad rango(A) + 1 con probabilidad al

1 n(n-l)menos - 2#5 .

Combinando el Lema 10 con el algoritmo de la Sección 3.2.3 obtenemos un
algoritmo de tipo caja negra que calcula el rango de una matriz A E R''?" dada.
Este algoritmo se puede describir sintéticamente de la siguiente manera:

Inicializar S = {1, ... , 2n2}.

Elegir aleatoriamente u, v en sn-l y w en S",
Inicializar U = U(u) y L = L(v) según (3.6).
Inicializar D = diag( w).
Asignar B = U . A . L . D.
Calcular el polinomio minimal m B de B.
Retornar gr(mB) - 1.

Sea A E R'":" una matriz de entrada tal que el producto matriz-vector A . b de
A con un vector b E Rn arbitrario requiere espacio SA y tiempo TA. El costo del
algoritmo descripto es esencialmente el necesario para calcular el polinomio minimal
de la matriz B. Siguiendo el algoritmo de la Sección 3.2.3, la parte más costosa es
el cálculo de la sucesión (b· Bj . d)O~j~2n-l, donde b, e E R" son vectores elegidos
aleatoriamente. Observamos que U y L son matrices Toeplitz triangulares, y por
lo tanto el producto matriz-vector de U y L con un vector arbitrario de R" se
reduce fácilmente a una convolución (cf. [BP94]), cuyo costo denotamos por M(n).
Asimismo, el producto de D con un vector arbitrario de R" tienen costo a lo sumo
O(n). Concluimos que la sucesión (b·Bj ·d)O~j~2n-l se calcula con espacio O(SA +n)
y tiempo O(nTA +nM(n)). Por lo tanto, el algoritmo de cálculo de rango que hemos
descripto requiere espacio O(SA + n) y tiempo O(nTA + nM(n)).
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3.5 Un Caso de Aplicación: las Matrices Vander-
monde

En esta sección vamos a ilustrar el comportamiento de los algoritmos de álgebra
lineal descriptos a lo largo de este capítulo en una clase de matrices en particular:
las matrices Vandermonde.

Una matriz Vandermonde V := V(v) E R"?" es una matriz de la siguiente forma:

1 Vo n-iVo
1 Vi n-i

V:=
Vi

1 Vn-i n-iVn-i

donde V := (Vo, ... , Vn-i) es un vector de elementos de R arbitrario. Las matrices
Vandermonde aparecen en relación a importantes cuestiones de cálculo científico
tales como la interpolación, la reconstrucción modular polinomial, el Teorema Chino
del Resto, la evaluación de Hermite y multipunto, FFT, etc. (cf. [PanOl]).

Nuestro propósito es mostrar como la multiplicación matriz-vector de una ma-
triz Vandermonde V de R"?" con un vector arbitrario de R" puede realizarse con
espacio O(n) y tiempo O(M(n) logn). Por lo tanto, concluimos que las matrices Van-
dermonde forman una clase de matrices conveniente para la aplicación de algoritmos
de álgebra lineal de tipo caja negra.

Sea b := (bo, , bn-i) un vector arbitrario de R" y sea p E R[>'] el polinomio
p := bo + bi>' + + bn_i>.n-i. Entonces tenemos V(v) . bt = (p(vo), ... ,p(Vn_i))t.
Por lo tanto, el problema del cálculo matriz-vector es equivalente a un problema de
evaluación multipunto: dado (el vector de coeficientes de) un polinomio p de grado
ti - 1 Y n nodos Vo, ... , Vn-i, se trata de calcular los valores p(vo), ... ,P(Vn-i).

El algoritmo de Moenck-Borodin que resuelve el problema de la evaluación mul-
tipunto se basa en dos simples observaciones (cf. [PanOl]):

• p(>') p(a) mod (>' - a) para todo polinomio p E R[>'] Y todo a E R .

• r().) mod q(>.) == (r().) mod (p(>.)q(>.))) mod q(>.) para todo p, q, r E R[>'].

Sea k := fIOg2ti l. Definamos r¿k) := p(>'), mJo) := >. - Vj para j = O,... , ti - 1
Y mJo) := 1 para j = ti, ... , 2k - 1. Con estas notaciones podemos describir el
algoritmo de Moenck-Borodin:
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Para h = 0, ... , k - 2 Hacer
Para j = 0, ... ,2k-h Hacer

. (h+I) _ (h) (h)ASIgnar mj - m2j m2j+1·

Fin Para
Fin Para
Para h = k - 1, k - 2, ... , ° Hacer

Para j = O,... ,min{n, in/2hl-l} Hacer
Asignar r(h) = r(h+l) mod m(h)

J lJ /2 J J .
Fin Para

Fin Para
Retornar 12(Vi) = r~O) para i = 0, ... , ti - 1.

En [Panül] se demuestra la correctitud del algoritmo y el estimación O(n) y
O(M(n) 10g2n) para la complejidad en espacio y tiempo del mismo respectivamente.
Combinando este algoritmo con los de las Secciones 3.2.3 y 3.3 se obtienen algoritmos
que calculan el polinomio minimal, el seudo-determinante y la seudo-adjunta de una
matriz Vandermonde de ti x ti con espacio O(n) y tiempo O(nM(n) logn).
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Capítulo 4

Implementación

En este capítulo se describirá cómo se han utilizado straight-line programs con el
lenguaje PARI a los efectos de la implementación.

4.1 Representación de Straight-line Programs me-
diante Programas

Luego de haberse establecido en forma teórica la potencia de la representación de
polinomios multivariados por medios de straight-line programs (ver la Sección 2.1
por un suscinto recorrido de este proceso), la necesidad de una im plementación
adecuada de dicha representación resultó evidente. En un primer momento se
propusieron implementaciones en las cuales el grafo asociado a cada straight-line
program se representaba en forma explícita (ver por ejemplo [FIKY88], [CLM96],
[Hag96], [CHLMOO]). Como se observa por ejemplo en [Dia97], la representación
explícita del grafo asociado a un straight-line program es muy costosa como para
permitir el tratamiento eficiente de problemas de tamaños reales.

El punto de inflexión a este enfoque provino de la observación que los grandes
straight-line programs que aparecen en los problemas de álgebra computacional
generalmente se componen de varios straight-line programs más pequeños. Dado
que estamos interesados sólo en la evaluación de la función que resulta de tal com-
posición, es posible representar cada straight-line program como una caja negra
que contiene un programa a evaluar y datos de entrada que permiten su evaluación
[Dia97].

En su tesis de Licenciatura [Bru98] (ver también [BHMW02]), Nicolás Bruno
diseñó un lenguaje que permite la representación de straight-line programs. El
lenguaje se denomina MILONGA(Modularized Implementation Language Oriented to
Nonlinear Geometric Applications) y tiene las siguientes características:

• Los straight-line programs son ciudadanos de primera categoría: se permiten
straight-line programs como parámetros de funciones y como resultados.
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Figure 4.1: Componentes de una función

R

• Se admite la posibilidad de reducir la aridad del polinomio, sustituyendo al-
gunas variables por valores (evaluación parciaQ.

• Es posible cambiar el anillo sobre el cual se evalúa un straight-line program:
una misma expresión se puede evaluar por ejemplo sobre enteros y polinomios.

• Es posible manipular los straight-line programs (por ejemplo, calcular su
derivada respecto de una variable) dentro del propio programa.

• En el caso de una evaluación módulo un entero o un polinomio, es posible de
cambiar el módulo de la aritmética dentro del propio programa.

Una función en MILONGA admite parámetros y siempre devuelve un resultado. Las
funciones tienen dos tipos de parámetros: fijos y extras. A fin de calcular la cantidad
de parámetros extra de una función se provee una expresión de los parámetros fijos.
Esto permite que las funciones tengan una cantidad variable de argumentos. Las
funciones parcialmente evaluadas pueden ser usadas a su vez como parámetros de
funciones y pueden devolverse como resultados.

Gráficamente (ver la Figura 4.1), una función en MILONGA puede verse como una
caja N donde:

• FI, ... , Fk son los k parámetros fijos.

• E es una expresión entera en los parámetros fijos. Una vez evaluada, este
número indica cuántos parámetros variables se deben considerar.

• Xl, ... ,X¿ son los parámetros extra. El valor de m se conoce en tiempo de
ejecución una vez que se instancian todos los parámetros fijos, de modo tal
que la expresión E puede evaluarse.
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p a n Xl'" x, f1 a b
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res:=2*a+L XI res:=a*b
l~n
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res a res

f1 4 5
••••

~
res:=a*b

p 4 21

•• •• !l-=-
res.=z=a+x,

+Xl

T

res

Figure 4.2: Combinación de funciones

• L1, ... , Lk son las variables locales.

• e es el cuerpo de la función.

• R es el resultado.

Por ejemplo, si se define la siguiente función.':

p y n xi xn = 2 * Y + xi + ... + xn
fi a b = a * b

entonces la expresion p 4 2 (f l 4 5) representa la función parcialmente evaluada
que puede verse en la figura 4.2.

Sólo cuando se terminan de instanciar todos los parámetros fijos, en tiempo de
ejecución, la expresión E puede evaluarse y puede calcularse la aridad de la presente
activación de la función N.

1Esto es sólo un pseudocódigo.
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4.2 El Lenguaje PARI
El problema que tenía MILONGAera que, por tratarse de un lenguaje construido
desde cero, requería la implementación de una librería completa de algoritmos de
aritmética, álgebra de polinomios y álgebra lineal desde cero. A fin de evitar una
tal implementación, y a fines de tener un banco de pruebas para los algoritmos
de eliminación en geometría, se decidió entonces implementar un tipo abstracto
straight-Iine program, que respetara la filosofía de MILONGA,a un lenguaje suficien-
temente poderoso. Para esta implementación [Bru99], se eligió el lenguaje PARI, ya
que posee primitivas muy poderosas de teoría de números.

PARI-GP es un.sistema de cálculo simbólico cuyo principal objetivo es facilitar
los cálculos de teoría de números. Es free software y a partir de la versión 2.1. O se
distribuye bajo los términos de GNU General Public License. Corre en la mayoría
de los sistemas operativos comúnmente utilizados. PARI-GP fue originalmente desa-
rrollado en 1987 por un grupo liderado por Henry Cohen en el Laboratorio A2X de la
Universidad de Bordeaux y ahora es mantenido por Karim Belabas en la Universidad
Paris-Sud Orsay, con la ayuda de muchos ayudantes en forma voluntaria.

El sistema PARI es un paquete de software que puede realizar cálculos formales
sobre tipos recursivos a alta velocidad. Si bien apunta principalmente a aplicaciones
de teoría de números (factorización de enteros, cálculos sobre curvas elípticas y apli-
caciones en teoría de números algebraica), puede ser utilizado en otras aplicaciones
que requieran velocidad. Por ejemplo, posee funciones para la manipulación de ma-
trices, polinomios, series, números algebraicos y posee implementaciones de varias
funciones especiales. Cabe destacar que si bien PARI posee extensas librerías de pro-
gramas de cálculo simbólico, no está suficientemente desarrollado en comparación
con otros sistemas generalistas de cálculo simbólico como AXIOM,Macsyrna, Maple,
Mathernatica o Reduce (por ejemplo en la manipulación de polinomios multivaria-
dos o la integración formal). Por otro lado, las tres principales ventajas de PARI son
su velocidad (que puede ser entre 5 y 100 veces mejor en muchos cálculos), la posi-
bilidad de utilizar directamente tipos de datos que son familiares a los matemáticos
y el extenso módulo de teoría de números que no tiene equivalente en los sistemas
antes mencionados.

Los operadores de PARI se encuentran sobrecargados de manera que, por ejem-
plo, el mismo operador de suma puede aplicarse tanto a un número entero como a
matrices.

PARI puede utilizarse de dos maneras diferentes:

• Como una librería, que puede ser llamada desde otro lenguaje de alto nivel
(escrito por ejemplo en C, C++, Pascal o Fortran).

• Como una sofisticada calculadora programable, llamada gp, que contiene la
mayoría de las instrucciones de control del tipo de las de un lenguaje standard
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como C. Puede ser programada en un lenguaje llamado GP.

En nuestra implementación hemos utilizado PARI 2.1.52, que fue extendido con
el tipo SLP [Bru99].

4.2.1 Tipos disponibles

En lo que concierne a los tipos, la clave en PARI es la recursividad:. la mayoría de
sus tipos se construyen recursivamente. Por ejemplo, si bien el tipo básico complex
existe, sus componentes pueden ser de cualquier otro tipo. Por supuesto, es necesario
utilizar esta característica con cuidado a fin de evitar obtener resultados erróneos.

PARI logra esto considerando todo objeto como tipo GEN en principio, y permi-
tiendo definir cada objeto como un tipo específico dentro de GEN.

Los tipos más utilizados en este trabajo son:

• t_INT: Enteros.

• tYOL: Polinomios.

• LVEC: Vectores fila.

• LCOL: Vectores columna.

• tJ1AT: Matrices.

4.2.2 Operaciones y Funciones

Además de las operaciones aritméticas básicas +, -, *, [, PARI provee funciones a-
ritméticas para operar sobre ideales, integrales, discriminantes, etc. Además provee
varias funciones para operar con polinomios y series de potencia. El uso de estas
funciones se ve ampliamente facilitado por las numerosas funciones de conversión
que provee el lenguaje, tanto para conversión entre tipos de PARI como entre tipos
de PARI y C en ambos sentidos.

Las operaciones de PARI son muy poderosas al momento de realizar cálculos con
matrices y vectores, que son los tipos más utilizados en esta tesis. Por ejemplo, a
fin de multiplicar dos matrices A y B basta con la sóla instrucción gmul (A, b).

4.2.3 Memoria

PARI utiliza un stack cuyo tamaño es configurable con la función parLinit. PARI
provee diversas instrucciones para realizar garbage collection, de manera que en
cualquier momento de la programación podemos (con cuidado) liberar el espacio
utilizado en el stack, "limpiando" por ejemplo variables intermedias que ya no se
utilizan.

2http://www.math.u-psud.fr/-belabas/pari.html
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4.2.4 Recursos

Además de la información disponible en su página web" y los manuales, existen
mailing lists y foros que contienen gran cantidad de información y ejemplos de
utilización.

4.3 El TAD SLP implementado en PARI

La interfaz que permite utilizar straight-line programs con PARI es una librería
(libSLP. a) desarrollada por N. Bruno [Bru99J. Esta librería puede incluirse en la
compilación por medio de las opciones estándar include de C++.

Las funciones que se exportan de este módulo son:

• setExtras (int ne)

• getRemainExtras O;

• deleteExtras(int ne)

• aplicar (GEN o)

• TSLP& apVec (GEN v);

• GEN ejecutarO=O;

devuelve ne como la cantidad de extras.

devuelve la cantidad de extras que le faltan al slp
para saturarse.

remueve ne cantidad de extras.

aplica la función o.

aplica el slp al vector de extras v.

permite el llamado dentro de un slp de la rutina
PARI correspondiente.

En este trabajo los distintos tipos de parámetros que recibe un straight-Iine
program se han utilizado de la siguiente forma:

• Parámetros fijos: se han utilizado para definir la dimensión de las matrices
que un straight-line program utiliza, y eventualmente determinar la cantidad
de parámetros extras del mismo. El valor de estos parámetros se "pasa" en la
primera saturación del straight-line program de siguiente manera:

nombre_tipo_slp nombre_variableCFI, ... ,Fn)

donde nombr ert í.pocs Ip es el nombre dado al tipo que construimos y
nombr e.var í.ab l e define una variable de tipo nonbre .t ípc.s Ip.

• Parámetros extras: se han utilizado para instanciar las variables de las en-
tradas polinomiales de las matrices construidas por el straight-Iine program
correspondiente. Al "pasarse" estas variables tiene lugar la segunda saturación
del straight-line programo Estos valores se "pasan" de la siguiente forma:

nombre.var iab.l e «Xl «...«Xn

3http://www.math.u-psud.fr/-belabas/pari.html
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Capítulo 5

Aplicaciones a Sistemas
Paramétricos

El estudio de sistemas polinomiales multivariados es un tema central de la mate-
mática computacional, que aparece en relación a numerosos problemas científicos y
técnicos (ver [CS98], [Stu02]).

Varias aplicaciones en cálculo simbólico, robótica, modelado molecular, modelado
geométrico y visión computacional entre otros, utilizan ecuaciones polinomiales en
la representación de sus objetos de estudio y en la definición de restricciones. En
consecuencia, varias operaciones geométricas en estas aplicaciones se reducen al
estudio de sistemas de ecuaciones polinomiales.

En particular, el tratamiento de sistemas paramétricos (es decir, sistemas defi-
nidos por ecuaciones polinomiales que dependen de parámetros) resulta particular-
mente duro, tanto desde el punto de vista teórico ([HMPW98], [CGH+03]) como
práctico [GV98].

En la literatura computacional se han propuesto varios algoritmos numéricos
y simbólicos (ver [AG90], [CS98], [CL092]). Los métodos numéricos para sistemas
paramétricos (ver [AG90], [Rhe98]) se basan en versiones efectivas del Teorema de la
Función Implícita y, si bien son buenos para el análisis local, tienen problemas para
dar una idea del comportamiento cualitativo global del espacio solución. Por otro
lado, los métodos simbólicos generalmente se basan en técnicas de reescritura (bases
de Gróbner o resultantes) que tienen una complejidad doblemente exponencial en el
peor caso [Giu84]. Este hecho se refleja en la práctica, donde las implementaciones
existentes sólo funcionan bien para "pequeños" sistemas polinomiales (ver [Hof90]
por un ejemplo concreto del ámbito de modelado geométrico).

En lo que sigue, vamos a aplicar los algoritmos de álgebra lineal tipo caja negra
del Capítulo 3 a fin de desarrollar algoritmos para dos problemas críticos de sistemas
paramétricos: la determinación de la dimensión del espacio de parámetros, y la
resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales de dimensión cero.
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5.1 Dimensión del Espacio de Parámetros de un
Sistema de Ecuaciones Polinomiales

La descripción del comportamiento cualitativo del conjunto de soluciones de un
sistema paramétrico es una cuestión de suma importancia. Una parte importante
de esta descripción pasa por la determinación de invariantes que representan ciertas
características geométricas del conjunto solución del sistema en consideración, tales
como la cantidad de "grados de libertad", la cantidad de "componentes", etc.

Sea V e en una variedad algebraica, es decir, el conjunto solución de un sistema
de ecuaciones polinomiales dado. Diremos que V es irreducible si V no se puede
escribir como una-unión no trivial de dos variedades algebraicas. La dimensión de
V es la longitud r de la máxima cadena de inclusiones Va e VI e ... e 11;. = V,
donde cada Vi es una variedad irreducible, y representa la cantidad de "grados de
libertad" en V. Así, la dimensión de un conjunto finito es cero, la de una curva es
uno, etc.

Conocer la dimensión de una variedad V dada es un dato clave para su posterior
tratamiento, tanto simbólico como numérico. A efectos de su determinación, los
algoritmos de cálculo simbólico habituales calculan un sistema de ecuaciones polino-
miales que define a V con ciertas características particulares (por ejemplo, una base
de Grobner), a partir del cual la dimensión de V se obtiene en forma inmediata.
Como ya hemos señalado anteriormente, tales algoritmos tienen espacio exponencial
y tiempo doblemente exponencial. Por otro lado, en [GH93] (ver también [GHL +00])
se propone un algoritmo probabilístico rápido que determina la dimensión de una
variedad definida por polinomios homogéneos. Este algoritmo reduce el problema a
la determinación de la suryectividad de ciertas matrices con entradas polinomiales
y por lo tanto puede ser tratado utilizando algoritmos de álgebra lineal de tipo caja
negra.

Sean F1,... ,F, E Q[X1, ... , Xn] polinomios homogéneos de grados dI,· .. , ds'

Elijamos aleatoriamente un subconjunto {i1, ... ,im} e {l, ,n}. A fin de simpli-
ficar notaciones, supongamos sin pérdida de generalidad {i1, ,im} = {1, ... ,m}.
Para 1 ~ i ~s, definimos Fi(m) := Fi(XOX1, ... , XoXm, Xm+1, ... ,Xn), donde Xo
es una nueva indeterminada. Sea R(m) := Q[X1, ... ,Xm]. Observamos que F/m) es
un polinomio homogéneo en R(m) [Xo, Xm+1, ... , Xn] (es decir, como polinomio con
coeficientes en R(m)) de grado di.

Para r 2: 0, sea 1lr el subconjunto de R(m) [Xo, Xm+1, ... ,Xn] formado por el
polinomio nulo y todos los polinomios homogéneos de grado r. Sea N := 1 +
2::=1 (di - 1), Y sea

cPm: 1lN-dl x ... X 1lN-ds -+ 1lN
(Hl, ... , Hs) I---t H1F¡m) + ... + HsFim)
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Entonce el sistema F, = F2 = ... = F, = O tiene dimensión m si y sólo si <Pm es una
función suryectiva y <Pm+lno lo es ([Laz81], [GH93]).

Teniendo en cuenta que <Pm es una función R(mLlineal y la R(mLdimensión de
1-l := 1-lN -dI x· .. X 1-lN =d, es mayor que la de 1-lN, concluimos que <Pm es suryectiva si
y sólo si la matriz <Pm asociada a un par de bases cualesquiera de 1-l y 1-lN es de rango
máximo. A fin de testear esta condición, observamos que el conjunto de monomios
Sr = {xgo X!~l ... X~m-n : CYo+ ... + CYm-n = r} es una base de 1-l de cardinal
(n-~+r). En consecuencia, SN-dl x ..X SN-ds es una base de 1-l y SN es una base de
1-ln. Además, la matriz M de <Pm en las bases S, SN es fácil de determinar: usando
1 ., X·- (X X X)' (xa(l) Xa(S)) 1 d S X((3)anotaclOn_.- o, m+l,"" n ,SI _ , ... ,_ esuneemento e ,_
es un elemento deBN y:J:= {i E {0,m+1, ... ,n}: f3(i):= f3_cy(i) E (Z>o)n-m+l},

. . (a(l) a(S)) " -entonces el coeficiente de M correspondiente a X , ... , X es L.JiEJ ai, donde
a; es el coeficiente de X(3(i) en Fi(m).

Teniendo construida la matriz M, y teniendo en cuenta que sus entradas perte-
necen a R(m) = Q[X1, ... , Xm], concluimos que M es de rango máximo si y sólo si
el determinante ,0,. := det(M . Mt) E R(m) es distinto de cero.

A fin de determinar la validez de esta última condición, aplicando el algoritmo
de Samuelson (ver la Sección 3.1.1), el polinomio ,0,. se calcula con un straight-line
program que utiliza espacio O((nd)n) y tiempo O((nd)4n). Una forma ingenua de
chequear la identidad ,0,. = O consiste en interpolar ,0,. a fin de obtener su repre-
sentación densa. Desafortunadamente, dado que ,0,. tiene grado menor o igual que
N6, := 2N(n-n;,+N) = O((nd)n), esta interpolación requeriría O((dn)n2

) operaciones
aritméticas en Q, o sea una cantidad exponencial en el tamaño de la la repre-
sentación densa de la entrada. En lugar de esto, vamos a aplicar el test de Zippel-
Schwartz ([Zip79], [Sch80]): elegimos aleatoriamente una m-upla (')'1, "m) en el
conjunto {1, ... , 4N6,} y calculamos ,0,.(')'1, ... , 1m)' Entonces, si ,0,.(')'1, , 1m) = O
concluimos que ,0,. = O (obviamente, si ,0,.(')'1, ... ,'m) 1= O es claro que ,0,. 1= O). La
probabilidad de que nuestra respuesta sea errónea se acota por 1/4, y el test se puede
repetir a fin de reducir esta probabilidad de error (esta reducción es exponencial con
respecto a la cantidad de testeos realizados [BDG88]).

En conclusión, el algoritmo que hemos descripto cálcula la dimensión de la var-
iedad alge braica definida por los polinomios F1, ... ,Fs y utiliza espacio O((nd) n)
y tiempo O((nd)4n), es decir, es polinomial en la representación densa de la en-
trada. Cabe destacar que el problema de decidir si la dimensión es mayor o igual
que -1 (es decir, si la variedad es vacía) es un conocido problema NP-duro y #
P-duro ([BCSS98], [Koi96], [HM93], [Mat97]). Nuestro algoritmo se puede describir
sintéticamente de la siguiente manera:

Para m = O ... ti - 1 Hacer
Ob F(m) F(m)tener 1 , ... , s .

34



Determinar la matriz Mm de cPm'
Elegir aleatoriamente 11, ... "m E {l, ... , 4N D.m }.

Calcular 6.m (,1, ... ,1m).
Si 6.m(¡l"'" 1m) = OEntonces

Parar y devolver como salida m.
Fin Si

Fin Para

5.2 Resolución de Sistemas de Ecuaciones Polino-
miales

Supongamos que tenemos un sistema paramétrico tal que todas las instancias para-
métricas son variedades algebraicas de dimensión cero. En [GHH+97], [GHM+98] se
propone una versión global de la iteración de Newton simbólica que permite describir
la variedad algebraica definida por el sistema paramétrico dado a partir de una ins-
tancia paramétrica "suave" (ver también [GLSOl], [HMWOl], [HKP+OO], [Sch03],
[BMWW03]).

Sea V e en+n la variedad algebraica definida por un sistema paramétrico de
dimensión m que consiste de n ecuaciones Fl (T, X), ... ,Fn(T, X) en n+m variables
T := (TI, ... ,Tm), X := (Xl, ... ,Xn). Supongamos que las variables T representan
los parámetros de nuestro sistema.

Sea tt : V --7 en la proyección canónica sobre el espacio de parámetros, es decir,
7r(.t.,~) := .t.para todo (.t.,~) E en+n. Supongamos que 7r es finito, es decir, 7r-lW
es un conjunto finito para todo .t. E cm, y no hay ramas que se van "al infinito"
(es decir, la imagen de todo subconjunto cerrado y acotado de V es un conjunto
acotado).

Supongamos además que existe una hipersuperficie H de en (es decir, el conjunto
de ceros de un polinomio en qT] no nulo) tal que para todo .t. E U := cm \ H todos
los puntos de 7r-l(.t.) son "suaves", es decir, la matriz Jacobiana de Fl, ... , Fn con
respecto a Xl, ... , X¿ es no singular en todos los puntos de 7r-l(.t.).

Finalmente, supongamos "dada" una instancia paramétrica 7r-l(tO) con .t. E Un
qn. Esto significa que tenemos:

1. Una forma lineal U E Q[X] que "separa" los puntos de 7r-l(.t.o), es decir, que
satisface la condición U(~(j)) -=J. U(~(k)) para todo par de puntos distintos
(.t.o,~(j)), (.t.o,~(k)) de 7r-l(.t.O) (una tal forma lineal se denomina un elemento
primitivo de 7r-l(tO))'

2. El polinomio minimal de U en 7r-l(tO), es decir, el polinomio q := I1~=1(Y -
U (~(i))) cuyas raíces corresponden a los valores que toma U en los puntos de
7r-l(tO)'
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3. Polinomios VI, ... , Vn E Q[Y] que parametrizan los puntos de 7r-I(tO) por los
ceros de q, es decir, que satisfacen las condiciones q'(U(;r.)) ·Xj = Vj(U(;r.)) para
todo punto (tJ,;r.) := (fo,XI, ... ,xn) de 7r-I(fo) Y gry(vj) < 6.

Los polinomios de los ítems 1, 2 Y 3 se denominan una solución geométrica de
7r-I(tJ) (ver [GHM+98], [GHH+97]). Esta noción de solución geométrica tiene una
larga historia que se remonta a Kronecker [Kr082]. Se podría considerar a [CG83],
[GM89] como las primeras referencias donde esta noción se utilizó implícitamente
en cálculo simbólico.

En estas condiciones, aplicando la iteración de Newton de [GHH+97], [GHM+98]
(en la versión de [GLSOl]), obtenemos aproximaciones a los vectores de series de
potencia en Q[T ~ tJ]n que describen a V. A partir de una aproximación de orden
suficientemente grande es posible calcular los polinomios que definen una solución
geométrica de V considerando a U como elemento primitivo, es decir:

1. El polinomio minimal Q E Q[T, Y] de U en V, es decir, el (único) polinomio
de grado 6 mónico en Y tal que Q(T, U(X)) se anula en todo punto de V.

2. Polinomios VI, ... , Vn E Q[T, Y] que parametrizan a V por los ceros de Q, es
decir, tales que ~~ (T, U(X))Xj - Vj(T, U(X)) se anula en todo punto de V y
gry(Vj) < 6 para j = 1, ... , n.

Observamos que Q(tJ, Y) = q(Y) y Vj(fo, Y) = Vj(Y) para j = 1, ... , n. Cabe
destacar que a partir de los polinomios Q, VI, ... , Vn se obtiene una solución geomé-
trica de cada instancia paramétrica 7r-IW. En efecto, evaluando Q, VI, ... , Vn en
T = t. y limpiando eventualmente los polinomios Q(f, Y), VI(f. Y), ... , Vn(f, Y) de
los factores múltiples de Q(f, Y) (ver [GLS01] por detalles) se obtiene una descripción
de íT-IW.

El algoritmo de [GLS01] procede "levantando" (recursivamente) los polinomios
q, VI, ... , Vn a Q, VI, ... , Vn. A tal efecto, el (k + 1)-ésimo paso de iteración de New-
ton comienza con aproximaciones de orden 2k de Q, VI, ... , Vn, es decir, polinomios
Q(k), VI(k) , ... ,VJk) E Q[T, Y] tales que Q - Q(k) mod (T2k+l) Y Vj ~(k) mod

(T2k+l) para j = 1, ... ,n y obtiene aproximaciones de orden 2k+1 por aplicación del
operador de ewton

NF(Z)t = zt - DF(Z)-IF(Z)t,

donde Z := (ZI, ... ,Zn) y DF representa la matriz Jacobiana de F := (FI, ... ,Fn)
respecto de X.

Si los polinomios FI, ... .F¿ vienen dados por un straight-line program que utiliza
espacio S y tiempo T, entonces el algoritmo descripto utiliza espacio O(Sn62) y
tiempo (salvo factores polilogarítmicos) O((nT +nl1)62), donde O(nl1) representa el
costo de evaluar la inversa de la matriz jacobiana DF. Con las notaciones anteriores,
el algoritmo puede describirse sintéticamente de la siguiente manera (ver [GLSOl]
por su justificación):
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k = O Q = q V = v., ,--
Para k = O ... flOg2 01 Hacer

k = 2k.
/* Iteración de N ewton
V = V - Dp(V)-l F(V) mod Q.
II= U(V) - Y.
/* Actualización de V y Q
V = V - (~~ll mod Q).
Q = Q - (~~ll mod Q).

Fin Para
Retornar (Q, V).

Existen fuertes evidencias sobre la optimalidad del factor 02. En [HMPW98],
[CGH+03] se demuestra que la dependencia en forma al menos lineal de O es conse-
cuencia de la "robustez algebraica" o la "universalidad" de los algoritmos de elim-
inación conocidos (por ejemplo, de la "información" codificada en la salida de los
mismos). Por otro lado, la presencia del factor 02 se debe a la necesidad de intro-
ducir un parámetro adicional de "deformación". Por lo tanto, posibles mejoras son
solamente factibles en casos particulares donde la inversa de la matriz Jacobiana Dp

puede calcularse más rápidamente.

5.2.1 Sistemas Paramétricos y Deformaciones

El algoritmo de la sección anterior puede aplicarse a la resolución de sistemas de
ecuaciones polinomiales por medio de deformaciones. La idea es la siguiente: dado
un sistema de ecuaciones polinomiales de dimensión cero, se trata de hallar un
sistema paramétrico del cual este sistema es una instancia paramétrica. Si el sistema
paramétrico hallado satisface las condiciones de la sección anterior y tiene una ins-
tancia paramétrica "fácil", entonces el algoritmo descripto calcula eficientemente la
solución del sistema original.

En las siguientes secciones vamos a ver dos familias de ejemplos donde la com-
binación de nuestros algoritmos de álgebra lineal tipo caja negra con esta técnica
permite mejorar el costo del algoritmo generalista de [GLS01].

Sistemas de Wright

Sea n E N fijo. Un sistema de Wright ([KM83], [Wri85], [Zu188]) es el definido por
polinomios Fl, ... .F¿ E ((J![X1, ... , Xn] del tipo:

n

Fi = xi : 2Xi + ai +Lx; (1::; i ::;n)
j=l

(5.1)

donde al, ... ,an son racionales no nulos fijos.
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Supongamos fijos al, ... ,an E Q \ {O}. A fin de desarrollar nuestra técnica de
deformación necesitamos la terminología sobre bases de Gróbner que introducimos
a continuación (cf. [CL092], [BvV93]).

Un orden monomial > en Q[Xl, ... ,Xn] es un buen orden sobre el conjunto los
monomios {xm := xm¡ ... X:;"n : mI 2 O, ... , m.; 2 O} que es compatible con el
producto, es decir, tal que Xm(I) > xm(2) implica xm(I)+m > xm(2)+m para todo
m E (Z2:o)n. Para m := (m}, ... , mn) E (Z2:o)n definimos Iml := 2..:7=1 mj. En lo
que sigue vamos a utilizar el orden graduado lexicográfico directo> según el cual
xm(I) > xm(2) sii Im(l) I > Im(2) I o Im(l) I = Im(2) I y xm(I) > xm(2) según el orden
lexicográfico definido por Xl > ... > X; [CL092].

Sea> un orden monomial. Para cada F E Q[Xl' ... ,xn] definimos el monomio
inicial in> (F) de F con respecto a > como el monomio de mayor orden que aparece
en F con coeficiente no nulo.

El ideal I generado por polinomios Hi, ... .H, de Q[Xl, ,Xn] es el conjunto de
polinomios que se escriben como combinación lineal de Hv, .H¿ con coeficientes
en Q[Xl' ... ,Xn], es decir:

Los polinomios Hs, ... , H, se denominan un sistema de generadores de l. Dado un
ideal I e Q[Xl, ... ,xn] Y un orden monomial >, definimos el ideal inicial in> (1)
de I con respecto a > como el ideal generado por todos los monomios iniciales
in> (F) de los polinomios de l. Una base de Grobner de un ideal I es un sistema
de generadores Fl, ... .F, de I tal que in> (Fl), ... ,in> (Fs) genera el ideal in> (1).
Una base de Cróbner Hl, ... .H, se dice reducida sii in> (Hi) no divide a in> (Hj)

para todo i i= j.

Lema 11 Los polinomios Fi, ... .F¿ de (5.1) forman una base de Grobner reducida
(del ideal que generan) según el orden graduado lexicográfico directo y definen una
variedad algebraica de dimensión cero con a lo sumo 2n soluciones complejas.

Demostración: Observamos que in> (Fi) = Xl para 1 :S i :S n, dado que éste es el
único monomio de grado 2 de Fi (y todos los otros monomios tienen grado menor).
Por lo tanto, los monomios in>(Fl), ... , in>(Fn) son coprimos entre sí. Del primer
criterio de Buchberger [BW93] se deduce que F}, ... , Fn forman una base de Grobner
reducida.

Por último, demostramos que la variedad algebraica definida por Fl, ... ,Fn es
de dimensión cero y tiene a lo sumo 2n soluciones complejas. Observamos que
existen exactamente 2n monomios que no son divisibles por algunos de los monomios
in>(Fd, ... , in>(Fn): los monomios en los cuales todas las variables aparecen con
grado a lo sumo 1. De esto se deduce que el sistema F, = F2 = ... = F; = O tiene
a lo sumo 2n soluciones complejas [CL092]. •
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A fin de resolver el sistema definido en (5.1) introducimos un sistema paramétrico
del cual el conjunto de soluciones de FI = F2 = ... = Fn = ° constituye una
instancia particular. Para esto, introducimos una nueva variable (parámetro) E Y
definimos los siguientes polinomios de Q[E,XI,'" ,Xn]:

n

Gi := xl - X, + E (ai - X, + L Xj) (1 ~ i ~n).
j=l

Observamos que Gi(l, X) = F; para 1 ~ i ~n (es decir, los polinomios GI, ... ,G¿
"deforman" FI, ... ,Fn a un sistema paramétrico). A fin de describir el compor-
tamiento de este último sistema, tenemos el siguiente resultado:

Lema 12 Para todo E E C, los polinomios GI(E, X), ... , Gn(E, X) forman una base
de Grobner reducida respecto del orden graduado lexicográfico directo y definen una
variedad algebraica de dimensión cero con a lo sumo 2n soluciones complejas.

Demostración: Sea E E C fijo. Teniendo en cuenta que in>(Gi(E, X)) = Xl para
1 ~ i ~ n, con los argumentos de la demostración del Lema 11 deducimos el
enunciado. _

Sea V e cn+l la variedad algebraica definida por los polinomios GI, ... ,Gn, y
sea 7r : V ~ C la proyección 7r(E,;r) := E. Como hemos señalado, nuestra intención es
calcular una solución geométrica del sistema de Wright 7r-1(1). Para esto, queremos
aplicar la iteración de Newton simbólica de la Sección 5.2 a partir de una solución
geométrica de 7r-1(0). Por lo tanto, es necesario demostrar que los polinomios
GI, ... .G¿ satisfacen las condiciones requeridas para la aplicación de la iteración
de Newton.

En primer lugar, observamos que GI, ... ,Gn forman una base de Gróbner para
el orden graduado lexicográfico de Q[E, X] definido por Xl > ... > Xn > E. Dado
que in> (Gi) = Xl según este orden para 1 ~ i ~n, vemos que los monomios que
no son divisibles por ninguno de los monomio in>(GI), ... , in>(Gn) son de la forma
Ef3 XC< con a E {O, 1}n. Esto implica que el morfismo 7r es finito (ver por ejemplo
[Sha94, §I.5.3]).

Por otro lado, el Lema 12 demuestra que 7r-I(E) tiene a lo sumo 2n puntos
para todo E E C. Además, de la expresión explícita de GI (O, X), ... ,Gn(O, X)
fácilmente deducimos que 7r-1(0) tiene exactamente 2n soluciones. Por lo tanto,
[Sha94, Theorem Il.6.3.4] demuestra que 7r-1 (E) tiene exactamente 2n puntos para
todo E E C salvo finitos valores. Combinando esta observación con el Lema 12, de
[CL098, §4.2, Corollary 2.5] deducimos que para todo E E C salvo finitos valores,
los puntos de 7r-I(E) son suaves.

Estamos entonces en condiciones de aplicar la iteración de Newton simbólica de
la Sección 5.2. Para esto necesitamos una solución geométrica de 7r-1(0), es decir,
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del conjunto solución del sistema GI (O, X) = ... = Gn(O, X) = O. Observamos que
x E en es una solución de GI (O, X) = ... = Gn(O, X) = ° si y sólo si z, E {O, 1}
para 1 :::::;i :::::;ti. Sea U := :¿7=1 2i-1Xi. Entonces el polinomio minimal de U
es q := I1~:~1(Y - j). Los polinomios VI, ... ,Vn que parametrizan las variables
Xl, ... ,Xn por los ceros de q se obtienen por interpolación con 0(n2n lag n) opera-
ciones aritméticas (cf. [BP94]). Así obtenemos la entrada necesaria para aplicar la
iteración de Newton.

A fin de estudiar el costo de la iteración de Newton, observamos que los poli-
nomios Gl, ... ,Gn se calculan por un straight-line program con espacio O (n) y
tiempo O(n), y las entradas de la matriz Jacobiana De de GI, ... ,Gn con respecto
a Xl, ... ,Xn se calculan con espacio 0(1) y tiempo O(n). De hecho,

De la expresión explícita de De deducimos que, dados (é,~) := (é,XI, ... ,Xn) E
en+l y w E en arbitrarios, el producto De(é,~) . w se calcula con espacio 0(1) y
tiempo O(n). Por lo tanto, aplicando el algoritmo de Wiedemann (ver la Sección
3.2.1) deducimos que la inversa de la matriz De se calcula con espacio O(n) y
tiempo 0(n2). Finalmente, aplicando la iteración de Newton simbólica de la Sección
5.2 obtenemos un algoritmo que resuelve un sistema de Wright dado con espacio
0(n22n) y tiempo 0(n422n logn).

Cabe destacar que los algoritmos que utilizan la representación densa de poli-
nomios multivariados (bases de Gróbner, resultantes) tienen complejidad (del peor
caso) de orden n(2n2

). Por otro lado, mediante una aplicación directa del algo-
ritmo de [GLS01] obtenemos un algoritmo que requiere tiempo 0(n622n logn). En
consecuencia, nuestro algoritmo mejora la complejidad asintótica de ambos.

Discretízaciones de la Ecuación del Calor

En esta sección vamos a tratar una familia de sistemas que proviene de problemas
de discretización de la ecuación del calor unidimensional con términos de absorción
no lineales (polinomiales) y términos de reacción en el borde [Pa092].

En la literatura del análisis numérico para ecuaciones diferenciales ha sido fre-
cuentemente estudiado el comportamiento asintótico de una discretización en relación
con el de la ecuación original ([CFQ91], [Lev90], [FF96]). Este comportamiento viene
descripto fundamentalmente por las soluciones estacionarias de la discretización en
consideración, que son aquellas que no varían con el tiempo [Hen81]. En el caso de la
ecuación del calor, si consideramos una discretización de segundo orden en espacio
con una malla uniforme, manteniendo la variable temporal continua, las soluciones
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estacionarias son las soluciones reales positivas de los sistemas de ecuaciones poli-
nomiales que vamos a analizar a continuación ([BR01], [FGR02], [DM02]).

Sean d, ti ~ 2 fijos. El tipo de sistemas que vamos a considerar está definido por
polinomios F1, ... , Fn E Q[X] := Q[XI, ... ,Xn] de la siguiente forma:

FI '-

t: .-

Fn .-

2(n - 1)2(X2 - Xl) - Xf,
(n - 1)2(Xi+1 - 2Xi + Xi-d - xt, (2:S i :S ti - 1) (5.2)
2(n - 1)2(Xn_l - Xn) + 2(n - l)a - X~.

A fin de resolver el sistema FI = ... = Fn = O, vamos a definir un sistema
paramétrico en do~de éste aparece como una instancia paramétrica particular. Para
esto, introducimos una nueva indeterminada E y definimos los siguientes polinomios
de Q[E,X]:

GI .-
Gi '-

Gn .-

2(n - 1)2E(X2 - Xd + (E - 1)p(X1) - Xf
(n - 1)2E(Xi+1 - 2Xi + Xi-d + (E - l)p(Xi) - xt, (2:S i :S ti - 1)
2(n - 1)2E(Xn_1 - Xn) + 2(n - l)aE + (E - l)p(Xn) - X~,

donde p := TI~:~(Z- j) - z-.
Observamos que Gi(l, X) = F; para 1 :S i :S n. A fin de describir el compor-

tamiento de este último sistema, tenemos el siguiente resultado:

Lema 13 Para todo e E e, los polinomios GI(é, X), ... , Gn(é, X) forman una base
de Grolmer y definen una variedad algebraica de dimensión cero con a lo sumo dn

soluciones complejas.

Demostración: Sea e E e fijo, y sea > el orden graduado lexicográfico directo
de qxl, ... , Xn]. Observamos que in>(Gi(é, X)) = xt para 1 :S i :S n, Por lo
tanto, in> (GI (E, X)), ... , in> (Gn (s, X)) son coprimos entre sí, y aplicando el primer
criterio de Buchberger [BW93] vemos que GI(é, X), ... , Gn(E, X) forman una base
de Grobner.

Demostramos ahora la segunda afirmación del enunciado. Teniendo en cuenta
que in>(Gi(é,X)) = xt para 1 :S i :S ti, concluimos que existen exactamente d"
monomios no divisibles por alguno de los monomios in>(GI (é,X)), ... ,in>(Gn(é,X)):
aquellos en los cuales todas las variables aparecen con grado a lo sumo d - 1. De-
ducimos entonces que el sistema GI(é, X) = ... = Gn(E, X) = O tiene a lo sumo d"
soluciones complejas. _

Sea V e cn+l la variedad algebraica definida por los polinomios GI,· .. ,Gn, y
sea -rr : V -+ e la proyección -rr(é,~) := e. Como hemos señalado, nuestra intención
es calcular una solución geométrica del sistema -rr-1(1). Para esto, queremos aplicar
la iteración de Newton simbólica de la Sección 5.2 a partir de una solución geométrica
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de 71"-1 (O). Por lo tanto, es necesario demostrar que los polinomios Gl, ... ,Gn sa-
tisfacen las condiciones requeridas para la aplicación de la iteración de ewton.

En primer lugar, observamos que Gl, ... ,Gn forman una base de Cróbner para
el orden graduado lexicográfico de Q[E, X] definido por Xl > ... > X; > E. Dado
que in> (Gi) = Xi

d según este orden para 1 ~ i ~n, vemos que los monomios que no
son divisibles por ninguno de los monomios in>(Gr), ... , in>(Gn) son de la forma
E{3XCi con a E {O, ... , d - l}n. Esto implica que el morfismo 71" es finito (ver por
ejemplo [Sha94, §1.5.3]).

Por otro lado, el Lema 13 demuestra que 7I"-l(é) tiene a lo sumo d" puntos
para todo E E C. Además, de la expresión explícita de Gl(O,X), ... ,Gn(O,X)
fácilmente deducimos que 71"-1 (O) tiene exactamente d" soluciones. Por lo tanto,
[Sha94, Theorem 11.6.3.4] demuestra que 71"-1 (E) tiene exactamente d" puntos para
todo é E <C salvo finitos valores. Combinando esta observación con el Lema 12, de
[CL098, §4.2, Corollary 2.5] deducimos que para todo e E <C salvo finitos valores,
los puntos de 7I"-l(é) son suaves.

Estamos entonces en condiciones de aplicar la iteración de Newton simbólica de
la Sección 5.2. Para esto necesitamos una solución geométrica de 71"-1(0), es decir,
del conjunto solución del sistema G¡ (O, X) = ... = Gn(O, X) = O. Observamos que
~:= (Xl, ... , Xn) E en es solución de este sistema si y sólo si Gi(O,~) = -Xf-P(Xi) =
n~:~(Xi -j) = 0, es decir si y sólo si z, E {0, ... ,d-1} para 1 ~ i ~n. Sea
U := "L7=1 dj-lXj. Entonces el polinomio minimal de U es q := n~:~l(Z - j),
y las parametrizaciones VI,' .. ,Vn de las variables Xl,' .. ,Xn por los ceros de q
se obtienen por interpolación con espacio O (dn) y tiempo O ind" lag d lag lag d) (cf.
[BP94]).

Por último, observamos que los polinomios Gl, ... , Gn se calculan con espa-
cio O(n) y tiempo O(nd), y la matriz jacobiana Da de Gl, ... , Gn con respecto a
Xl, ... , X¿ se calcula con complejidades del mismo orden. Explícitamente, tenemos:

Da :=

¡(E, Xn-l)

2(n - 1)2E

siendo ¡(E, Z) := -2(n -1)2E + (E -l)p'(Z) - dZd-l. En particular, vemos que Da
es tridiagonal y, por lo tanto, dados (E,~) E en+l y w E en arbitrarios, el producto
Da(E,~) . w se calcula con espacio 0(1) y tiempo O(n). Por lo tanto, aplicando
el algoritmo de Wiedemann (ver la Sección 3.2.1) deducimos que la inversa de la
matriz Da se calcula con espacio O(n) y tiempo 0(n2). Finalmente, aplicando la
iteración de Newton simbólica de la Sección 5.2 obtenemos un algoritmo que resuelve
un sistema de tipo (5.2) dado con espacio 0(nd2n) y tiempo 0(n2(d +n2)d2n lag dn).
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Cabe destacar que este algoritmo tiene mejor comportamiento asintótico que
los basados en técnicas de reescritura y el algoritmo de [GLS01] (comparar con los
comentarios al final de la Sección 5.2.1).
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Capítulo 6

AIgoritmos Implementados y
Resultados Comparativos

En este capítulo presentamos una parte del código de los algoritmos implementados
(la que corresponde fundamentalmente a su definición en la librería SLP), y resultados
comparativos. Las implementaciones fueron realizadas en un entorno Linux Redhat
7.3, PARI 2.1.5 en una plataforma Intel con las siguientes características:

• Procesador 850 Mhz,

• 128 Mb memoria RAM.

A fin de medir los tiempos en el entorno PARI extendido con SLP, hemos utilizado
la función de tiempo time disponible en C++ y la función de tiempo de Maple. Los
resultados de estas mediciones se expresan en segundos.

La diferencia de desempeño entre Maple y PARI extendido con la librería SLP
ilustra las enormes ventajas que pueden obtenerse a partir de la introducción de es-
tructuras de datos alternativas, adaptadas al problema en consideración. En efecto,
la representación straight-line program que utilizamos en PARI extendido con SLP
es evidentemente superior a la representación densa que utiliza Maple.

6.1 Polinomio Característico con el Método de
Samuelson

En esta sección describimos nuestra implementación en PARI extendido con SLP
del algoritmo de la Sección 3.1.1 para el cálculo del polinomio característico de
una matriz con entradas en un anillo de polinomios Q[X1, ... ,Xn]. A continuación
presentamos el código de este algoritmo:

BEGIN_SLP(PCARSAMSLP)
TSLP_pointer alfa;
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public:
PCARSAMSLP(TSLP_pointer alfaO) {
alfa=alfaO;
setExtras(alfaO->getRemainExtras());
}

GEN PCARSAMSLP::ejecutar() {
GEN salida;

salida=polcarsarnl((GEN) alfa->apVec(x));

return(salida) ;

}

A fin de testear el desempeño de nuestra implementación, calculamos el poli-
nomio característico de una sucesión de matrices A cuyas entradas son polinomios
en 3 variables de grado a lo sumo 5 con coeficientes enteros elegidos aleatoriamente
en [-99,99] ya lo sumo 6 términos no nulos. Los parámetros extra de la función cor-
respondiente son los valores de las 3 variables de los polinomios que aparecen como
entradas de la matriz A. La siguiente tabla muestra los tiempos de ejecución de
nuestra implementación del algoritmo de la Sección 3.1.1 y de la función charpoly
de Maple.

Table 6.1: Polinomio característico de matrices polinomiales.

I Dimensión I PARI extendido I Maple
2 0.00 0.00
4 0.00 0.00
6 0.00 1.00
10 0.00 1.02
20 0.00 6.00
30 0.01 34.00
50 0.07 486.00
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6.2 Polinomio Minimal con el Método de Wiede-
mann

En esta sección describimos nuestra implementación en PARI extendido con SLP del
algoritmo de la Sección 3.2.3 para el cálculo del polinomio minimal de una matriz
con entradas en un anillo de polinomios Q[X1, ... ,Xn]. Este algoritmo se aplica a
matrices Vandermonde (ver la Sección 3.5):

donde Xl, ... ,Xn representan parámetros extra. Cada entrada Vi,j se genera de la
siguiente manera:

{
1 para j = 1,

Vi,j = X, . Vi,j-l para j = 2, ... .ti.

A continuación presentamos el código de este algoritmo:

BEGIN_SLP(POLMINSLP)
TSLP_pointer alfa;

public:
POLMINSLP(TSLP_pointer alfaO) {
alfa=alfaO;
setExtras(alfaO->getRemainExtras(»;

}

GEN POLMINSLP::ejecutar(){
GEN salida;

salida=polmin«GEN) alfa->apVec(x»;

return(salida);

}
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A fin de testear el desempeño de nuestra implementación calculamos el polinomio
minimal de una sucesión de matrices A cuyas entradas son polinomios en 3 variables
de grado a lo sumo 5 con coeficientes enteros elegidos aleatoriamente en [-99,99] y
a lo sumo 6 términos no nulos. Los parámetros extra de la función correspondiente
son los valores de las 3 variables de los polinomios que aparecen como entradas
de la matriz A. La siguiente tabla muestra los tiempos de ejecución de nuestra
implementación del algoritmo de la Sección 3.2.3 y de la función minpoly de Maple.

Table 6.2: Polinomio minimal de matrices Vandermonde.

I Dimensión I PARI extendido I Maple
2 0.00 0.00
4 0.00 0.00
6 0.00 0.00
8 0.01 1.00
10 0.02 1.00
15 0.09 15.00

6.3 Cálculo de la dimensión de una variedad
En esta sección describimos nuestra implementación en PARI extendido con SLP del
algoritmo de la Sección 5.1 para el cálculo de la dimensión del espacio de parámetros
de un sistema de ecuaciones polinomiales. A continuación presentamos el código de
este algoritmo:

BEGIN_SLP(func_slp)
long cantecuac,cantvbles;

public:
func_slp(long cantecuacO, long cantvblesO) {

cantecuac=cantecuacO;
cantvbles=cantvblesO;
setExtras(cantvbles);
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GEN func_slp: :ejecutar() {
GEN vecresul=cgetg(cantecuac+l,t_VEC);

vecresul[l]=(long) \
gadd( \

gadd( \
gmul( \

gmul(gdeux,gpowgs((GEN)x[l] ,2)), \
(GEN)x[2] \

), \
gmul( \

gmul(stoi(3),(GEN)x[1]), \
gpowgs((GEN)x[2] ,2) \

) \
), \
gpowgs((GEN)x[2] ,3) \

) ;

vecresul[2]=(long) gadd(gsub( gmul(gneg(gdeux),gpowgs((GEN)x[l] ,2)),
gmul((GEN)x[l] ,(GEN)x[2]) ), gmul(stoi(5),
gpowgs((GEN)x[2] ,2)));

for (i=supraindice+l;i<=cantvbles;i++) {
grados[i]=poldegree(mon,varn((GEN)x[i]));

printf(l%s%s\nl,"Matriz final es ",GENtostr(matfin));
} /* fin supraindices */

return();

} /* fin ejecutar */

A fin de testear el desempeño de nuestra implementación calculamos la dimensión
de sistemas de ecuaciones polinomiales definidos por dos polinomios en dos variables
cuyos grados se indican.
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Table 6.3: Algoritmo de cálculo de la dimensión.

I Grados I PARI extendido I Maple

15 Y 10 0.00 1.00
30 Y 20 0.00 2.00
60 Y 40 0.00 16.00
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Capítulo 7

Conclusiones

Como hemos señalado anteriormente, una amplia gama de aplicaciones requiere la
resolución de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales paramétricos. Éste es un
problema particularmente duro desde el punto de vista computacional, que exige el
desarrollo de herramientas teóricas y prácticas para resolverlo.

Los paquetes de software actualmente existentes para este tipo de cálculos (Maple,
AXIOM, Mathemat ica, etc.) aplican técnicas de reescritura, basadas en la repre-
sentación densa de polinomios multivariados, que resultan sumamente ineficientes
en la práctica (ver los resultados comparativos del Capítulo 6). Por el contrario,
combinando algoritmos seminuméricos de álgebra lineal y eliminación en geometría
con la representación straight-line program de polinomios multivariados, en esta
tesis hemos obtenido una gran mejora en el tiempo de cálculo y en el espacio de
memoria necesarios para resolver ciertos problemas paramétricos particulares.

Desde el punto de vista teórico, la combinación de la versión adaptada de al-
goritmos de álgebra lineal de tipo caja negra del Capítulo 3 con las técnicas de
eliminación seminuméricas del Capítulo 5 nos ha permitido mejorar la complejidad
asintótica de los más eficientes algoritmos conocidos para la resolución de ciertos
problemas paramétricos particulares. Asimismo, cabe destacar que el paradigma
de álgebra lineal que hemos utilizado parece ser sumamente flexible, y por lo tanto
aplicable a una amplia gama de problemas de eliminación "estructurados".

Desde el punto de vista práctico, en nuestra implementación hemos sacado prove-
cho del hecho que los algoritmos seminuméricos que hemos utilizado y desarrollado
no requieren el almacenamiento de las funciones con las que operan, sino mas bien su
evaluación. Así hemos evitado la representación explícita del grafo de los straight-
line programs correspondientes. Por otro lado, la utilización de PARI nos ha provisto
múltiples herramientas para manipulación de matrices y polinomios.

En los resultados comparativos del Capítulo 6 hemos ilustrado la diferencia de
desempeño entre Maple y PARI extendido con la librería SLP. Así se aprecian las ven-
tajas en tiempo de cálculo que se obtienen a partir de la utilización de estructuras
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de datos alternativas: en los ejemplos del Capítulo 6, Maple muestra un compor-
tamiento exponencial, en tanto que nuestra implementación muestra un compor-
tamiento de tipo cuadrático o cúbico.

Por último, cabe destacar que nuestro enfoque admite aún posteriores optimiza-
ciones. En particular, queda pendiente el tratamiento de los enteros que aparecen
como resultados intermedios por medio de técnicas modulares. Tanto en el caso
del álgebra lineal [Dix82], como en el de la eliminación en geometría [Tri85], la in-
troducción de tales técnicas ha permitido importantes mejoras de los tiempos de
cálculo en la práctica.
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