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Resumen

El problema de k-coloreo en un grafo consiste en asignarle a
cada vértice un ‘color’ o ‘nimero’ de forma tal que dos vértices
adyacentes no reciban el mismo, y usando no mas de k etique-
tas distintas. Es un problema NP-completo en el caso general,
aunque se puede resolver en tiempo polinomial restringiendo la
entrada a ciertas clases de grafos, como por ejemplo los grafos
perfectos. El problema de asignacion de recursos indistinguibles
a tareas es una clara situacién que es facilmente representable
con k-coloreo. Cada vértice representa una tarea, y las tareas
a las cuales no se les puede asignar el mismo recurso son adya-
centes. Los colores representaran en este caso los recursos.

En el problema de coloreo con listas, cada vértice tiene asoci-
ada una lista de ‘colores’ o ‘valores’ con los cuales puede ser
etiquetado. El problema consiste, entonces, en etiquetar todos
los vértices del grafo de forma tal que no haya dos vértices adya-
centes que utilicen la misma etiqueta y a cada uno de los vértices
le sea asignada una etiqueta perteneciente a su propia lista de
etiquetas. El problema de coloreo con listas es muy utilizado
actualmente para la asignacion de radio-frecuencias.

En esta tesis estudiamos una variante nueva del problema de col-
oreo en grafos, el u-coloreo, aplicable a problemas de asignacién
de recursos a tareas en los cuales los recursos son ordenables de
modo tal que un recurso puede ser asignado a una tarea si su
nimero de orden es suficientemente bajo. En el problema de
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p-coloreo cada vértice v tiene asociado un nimero natural u(v),
que es el maximo ‘color’ con el que puede ser etiquetado. Eso
define una funcién p de los vértices del grafo en los naturales.

Notemos que el problema de k-coloreo es un caso particular de
p-coloreo, donde la funcién p es constante con valor k, con lo
cual p-coloreo resulta ser NP-completo. A su vez, p-coloreo es
un caso particular del problema de coloreo con listas, donde la
lista asociada al vértice v tiene la forma {1,..., u(v)}.

En esta tesis mostramos que, en términos de complejidad, el
problema de p-coloreo se encuentra estrictamente entre el col-
oreo y el coloreo con listas. Es decir, existe una clase de grafos
para la cual p-coloreo es polinomial y coloreo con listas es NP-
completo, y existe otra clase de grafos para la cual k-coloreo es
polinomial y p-coloreo es NP-completo.

Una clique en un grafo es un subgrafo completo maximal. Berge
definié en 1960 los grafos perfectos como aquellos G tales que,
para todo subgrafo inducido H de GG, H es coloreable con una
cantidad de colores igual al tamano de una clique méxima de H.
Esto es equivalente a decir que G es perfecto si y sélo si para todo
H subgrafo inducido de G, y para todo k, las cliques de H son
k-coloreables si y solo si H es k-coloreable. En esta tesis proyec-
tamos el concepto de grafo perfecto al p-coloreo, definiendo los
grafos M-perfectos: un grafo GG es M-perfecto si y solo si, para
todo H subgrafo inducido de G, y toda funcién p, las cliques de
H son p-coloreables si y solo si H es p-coloreable.

Obtuvimos para los grafos M-perfectos propiedades similares a
las de los perfectos, como ser, una caracterizacion elegante por
subgrafos prohibidos, un algoritmo polinomial de reconocimiento
y un algoritmo polinomial para pu-coloreo en grafos M-perfectos.

Los resultados de esta tesis aparecen publicados en [3].



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo definiremos los conceptos béasicos de teoria de
grafos y complejidad computacional utilizados a lo largo de la
tesis. También presentaremos las propiedades principales de al-
gunas clases de grafos relacionadas con los resultados de la tesis e
introduciremos y describiremos las diferentes variantes del prob-
lema de coloreo estudiadas en la misma.

1.1 Definiciones basicas

Denotaremos un grafo G por el par (V(G), E(G)), donde V(G)
es un conjunto finito, el conjunto de vértices de G, y F(G) es
un conjunto de pares no ordenados de vértices distintos de G,
llamados aristas. Si (v,w) € E(G) decimos que los vértices v y
w son adyacentes en GG, o que estan unidos por una arista.

Dado un grafo G = (V, E), defininimos su grafo complemento
G = (V, E), tal que dados dos vértices distintos v y w en V, la
arista (v, w) pertenece a E siy sélo si no pertenece a E.

Notaremos por Ng(v) al vecindario abierto del vértice v en G,
es decir, el conjunto de vértices adyacentes a v, y por Ng[v] al
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

vecindario cerrado del vértice v en G, es decir, N(v) U {v}.

Un vértice v es universal cuando es adyacente a todos los demas,
es decir, Ng[v] = V(G).

El grado de un vértice v es el cardinal de Ng(v) y se nota d(v).

Un camino de longitud ¢ es una sucesion de vértices distintos
U1, Vo, ..., v tales que (v, v41) € Eparal < i <t—1. Un
camino inducido (o ‘path’) es un camino sin cuerdas, es decir,
no existe p > 1 tal que (v;,v;4p) € E. Notamos como F; al
camino inducido de longitud t.

Vv, v, Vs, Vi
° ° o ————_ °

Figura 1.1: Un camino inducido de longitud ¢.

Un ciclo de longitud ¢ es una sucesion de vértices vy, vo, ..., v
tal que vy, v9,...,v;,_1 forman un camino y v; es adyacente a v,
y v;—1. Un ciclo inducido es un ciclo sin cuerdas, es decir, no
hay dos vértices adyacentes que no sean consecutivos en el ciclo.
Notamos por C; al ciclo inducido de longitud ¢. Un hole es un
ciclo inducido de longitud mayor o igual que 4.

v, I *V;
V, ® V,

Figura 1.2: Un ciclo inducido de longitud ¢.

Un grafo H es subgrafo de G siy solosi V(H) CV(G)y E(H) C
E(G).

Un grafo H es subgrafo inducido de G siy sélosi V(H) C V(G)
y ademads, (v,w) € E(H) & v,w € V(H) y (v,w) € E(G).
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Una propiedad se dice hereditaria si al valer para un grafo, vale
también para todos sus subgrafos inducidos.

Un grafo GG es un cografo si no tiene como subgrafo inducido a P;.
En la Seccion 1.3.2 presentaremos las principales propiedades de
esta clase de grafos.

Un grafo es completo si sus vértices son adyacentes dos a dos.
Denotaremos por K, al grafo completo de n vértices.

Un completo H de G es un subconjunto de vértices adyacentes
dos a dos.

Una clique es un completo maximal de GG. Es decir, es un com-
pleto de GG que no esta propiamente incluido en otro completo
de G. Llamaremos w(G) al tamano de una clique maxima de G
y C(G) al conjunto de cliques de G.

Un conjunto independiente de G es un completo de G. Llamare-
mos a(G) al tamano de un conjunto independiente maximo de

G.

Sea G un grafo, U y W subconjuntos disjuntos de V(G). Se
dice que U es completo a W en G si todos los vértices de U
son adyacentes a todos los vértices de W en G. Se dice que
U es anticompleto a W en G si todos los vértices de U son no
adyacentes a todos los vértices de W en G.

Un k-coloreo de G es una particiéon de V(G) en k conjuntos
independientes (a cada uno de ellos se le asocia un color, de ahi
el nombre “coloreo”). Si G admite un k-coloreo decimos que es
k-coloreable.

El nimero cromdtico de G es el menor k para el cual es k-
coloreable, y lo denotamos por x(G).

Un cubrimiento de vértices por cliques en un grafo G es un sub-
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conjunto de las cliques de G tal que todo vértice de GG pertenece
a al menos una de ellas. Se define k(G) como el tamano de un
cubrimiento minimo de vértices por cliques en . Es facil ver

que k(G) = x(G).

Un grafo G es perfecto si y sélo si x(H) = w(H) para todo
subgrafo inducido H de G. En la Secciéon 1.3.1 presentaremos
aspectos histéricos y las propiedades principales de los grafos
perfectos.

Dada una familia finita de conjuntos no vacios, el grafo inter-
seccion de esta familia se obtiene representando cada conjunto
por un vértice y conectando dos vértices por un arista si y sélo
si los correspondientes conjuntos se intersecan.

Un grafo de intervalos es el grafo de interseccién de interva-
los en una recta. En la Seccién 1.3.3 mencionaremos algunas
propiedades de esta clase de grafos.

Sea F una familia de grafos. Un grafo G es F-free si no contiene
como subgrafo inducido a ningun grafo de F. Cuando la familia
tiene un solo elemento (F = {H}), un grafo F-free se suele
notar H -free.

Un grafo G es cordal si todo ciclo de longitud al menos 4 tiene al
menos una cuerda. Son equivalentes a los grafos {Cj, hole}-free.

Un grafo G = (V(G), E(G)) es de comparabilidad si es posible
direccionar sus aristas de modo de que el grafo dirigido resul-
tante G' = (V(G), D(G)) satisfaga: (u,v) € D(G), (v,w) €
D(G) = (u,w) € D(G). Un grafo es de co-comparabilidad si su
complemento es de comparabilidad.
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1.2 Complejidad algoritmica

Un problema algoritmico ([, () consiste de un conjunto I de
todas las posibles entradas para el problema, llamado el con-
junto de instancias, y de una pregunta () sobre esas instancias.
Resolver uno de estos problemas consiste en desarrollar un algo-
ritmo cuya entrada es una instancia del problema y cuya salida
es una respuesta a la pregunta del problema.

Llamamos a un problema de decision cuando las posibles res-
puestas a la pregunta son SI y NO.

Un problema es polinomial de orden t si existe un algoritmo
que lo resuelva en una cantidad de operaciones acotada por un
polinomio en n de grado ¢, donde n es el tamano de la entrada.
Se denota como O(n'). Cuando ¢t = 1 el problema se dice lineal.
Un problema pertenece a la clase P si es polinomial.

Un problema de decision pertenece a la clase NP (no-determinis-
ticamente polinomial) si es resoluble en tiempo polinomial por
una maquina de Turing no-deterministica. Equivalentemente,
un problema de decisién esta en NP si cualquier instancia que
produce respuesta SI posee una comprobacion de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo polinomial
en el tamano de la entrada.

Claramente, todo problema que pertenece a P, pertenece a NP.
En otras palabras, la clase P es una sub-clase de NP. Queda aun
abierta la pregunta: ;Es NP = P?

Sean mi([1,Q1) y mo(ls,Q2) dos problemas de decision. Una
reduccion polinomial de m en 7o es una funcién f : I; — I, tal
que se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.
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2. Para toda instancia D € I, D produce respuesta SI para
71 siy sblo si f(D) produce respuesta SI para .

Un problema es NP-hard si cualquier problema de la clase NP
se puede reducir polinomialmente a él.

Un problema es NP-completo si pertenece a NP y es NP-hard.

1.3 Clases de grafos

1.3.1 Grafos perfectos

Mucho se ha trabajado y escrito sobre los grafos perfectos desde
que fueran definidos por Berge en 1960 [1], y en anos recientes
se han logrado importantes avances, como las demostraciones
de algunas conjeturas. Gracias a estas demostraciones tenemos
varias definiciones equivalentes para estos grafos:

Un grafo G es perfecto siy solo si:

e \(H) =w(H) para todo subgrafo inducido H de G.

e o(H) = k(H) para todo subgrafo inducido H de G [23].

e w(H).a(H) > |H| para todo subgrafo inducido H de G
[23].

e cs un grafo de Berge, es decir, no contiene como subgrafo
inducido a Co;.1 ni a Corrq, con k> 1 [7].

La equivalencia entre las definiciones dadas en los dos primeros
items se conoce como Teorema de los Grafos Perfectos, y se
puede reformular como “un grafo es perfecto si y sélo si su
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complemento lo es”. Fue conjeturado por Berge en 1960 y de-
mostrado por Lovasz en 1972.

La caracterizacién por subgrafos prohibidos dada en el tltimo
item se conoce como Teorema Fuerte de los Grafos Perfectos.
Fue conjeturado por Berge en 1960 (es mas fuerte que el re-
sultado anterior) y demostrado por Chudnovsky, Robertson,
Seymour y Thomas recién en 2002.

Los grafos perfectos también tienen importancia desde el punto
de vista algoritmico, ya que en ellos los problemas de reconoci-
miento, coloreo, clique méaxima, conjunto independiente méaximo
y cubrimiento minimo de vértices por cliques son resolubles poli-
nomialmente [6, 14].

El estudio de estos grafos favorecio la proliferacion de diversas
clases de grafos definidas por subgrafos prohibidos, o X-free,
donde X es un grafo, o un conjunto (finito o infinito) de grafos
prohibidos.

También se han definido variantes de los grafos perfectos, basa-
das en la igualdad de otros parametros de un grafo, como por
ejemplo los grafos clique-perfectos [15], basados en el conjunto
independiente de cliques méaximo y el cubrimiento de cliques por
vértices minimo y los grafos de vecindad perfecta [22], basados en
el conjunto de aristas maximo sin vecinos en comun y el cubri-
miento minimo de aristas por vecindades. Algunas otras varian-
tes se basan en parametros asociados a variantes del problema
de coloreo, como los grafos b-perfectos [20], basados en el niimero
b-cromatico en lugar del niimero cromatico, y los grafos perfec-
tos circulares [25], basados en el coloreo circular y las cliques
circulares. En esta tesis definiremos también una variante de
grafos perfectos: los grafos M -perfectos.
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1.3.2 Cografos
Recordemos que un grafo G es un cografo si no contiene como
subgrafo inducido a P;.

Propiedades [5]: Sea G un cografo.

e Todo subgrafo inducido de G es un cografo.
e El complemento de G es un cografo.

e (G no contiene como subgrafo inducido ningin ciclo C; de
longitud ¢ > 4, y por lo tanto los cografos son perfectos.

e Si G es conexo, entonces su complemento no lo es.
e Si G es conexo, entonces tiene didmetro menor o igual a 2.

e En cada subgrafo inducido H de G, la interseccion de cual-
quier clique maxima con cualquier conjunto independiente
maximo contiene solamente un vértice [9].

e (5 tiene al menos un par de vértices v, w tales que o bien
N[v] = N|w] (si son adyacentes) o N(v) = N(w) (si no lo
son).

e Se puede determinar si un grafo es cografo en orden O(n)
[9].

e Cualquier cografo puede ser construido a partir de los si-
guientes axiomas:

— Aj: El grafo trivial K es un cografo.

— Ag: Si H y F son cografos con V(H) NV
entonces H U F', también lo es, en donde V(H U F) =
V(H)UV(F)y E(HUF)=E(H)UE(F).

— Ajs: El complemento de un cografo es un cografo.

E
I
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e Equivalentemente, un grafo GG es un cografo si y sélo si ad-
mite un arbol de descomposiciéon a partir de los axiomas
anteriores: cada nodo del arbol contiene un grafo; la raiz
contiene el grafo original; cada nodo que contiene un grafo
no trivial tiene como hijos nodos conteniendo las compo-
nentes conexas del grafo o su complemento (en un cografo
no trivial alguno es disconexo); los nodos que contienen
grafos triviales son hojas del arbol de descomposicion.

1.3.3 Grafos de intervalos

Recordemos que un grafo G = (V, E) es de intervalos si existe
un conjunto de intervalos en la recta real cuyo grafo interseccion
es G. A ese conjunto se lo llama modelo de intervalos de G.

Propiedades [5]:
e Un grafo GG es un grafo de intervalos si y sélo si es un grafo
de co-comparabilidad sin ningin C4 inducido.

e Un grafo G es un grafo de intervalos si y sélo si es a la vez
un grafo de co-comparabilidad y cordal.

e Los grafos de intervalos no pueden contener como subgrafo
inducido a un ciclo de longitud mayor o igual a cuatro.

e Se puede determinar si un grafo es de intervalos en orden

O(n) [4].
e Los grafos de intervalos son perfectos.
1.3.4 Grafos bipartitos

Un grafo G = (V, E) es bipartito si y solo si sus vértices pueden
ser particionados en dos conjuntos independientes.
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Propiedades [5]:

e Un grafo GG es bipartito si y s6lo no contiene ningun ciclo
Cy, t > 3, de longitud impar.

e Un grafo G es bipartito si y sélo si puede ser coloreado con
2 o menos colores.

e El problema de determinar si un grafo es bipartito es lineal.

e Los grafos bipartitos son perfectos.

1.4 Problemas de coloreo de grafos

Los problemas de coloreo de grafos nacieron, al igual que otros
problemas de la Teoria de Grafos, como un juego de ingenio.
Entre ellos el camino Hamiltoniano (dibujar un grafo sin levantar
el lapiz), colorear los grafos con 4 colores, y tantos otros. Pero en
la practica sirven para modelar diversas situaciones de la vida
real, de modo que estas puedan luego ser resueltas aplicando
algoritmos generales.

Distintas variantes del problema de coloreo aparecen en la litera-
tura. Un resumen bastante completo de ellas puede encontrarse
en [24].

En esta tesis pondremos atencion a tres de sus variantes: la
variante clasica, conocida como k-coloreo, una generalizacion
conocida como coloreo con listas (o list-coloring) y una tercer
variante intermedia que surge a partir del problema de asig-
nacion de aulas a materias y definiremos como p-coloreo.
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1.4.1 k-coloreo

El problema de k-coloreo consiste en asignarle a cada vértice un
‘color’ o ‘numero’ de forma tal que dos vértices adyacentes no
reciban el mismo, y usando no méas de k etiquetas distintas.

k-COLOREO

INSTANCIA: Un grafo G = (V| E), un entero positivo k£ < |V|.
PREGUNTA: j, Existe una funcién f : V' — N tal que f(v) # f(w)
si (v,w)€ Ey f(v) <kparatodoveV ?

(2)

3) (2)

Figura 1.3: Cj; es 3-coloreable, pero no 2-coloreable.

Es un problema NP-completo en el caso general [19], y sigue
siendo NP-completo aun restringiendo la entrada a la clase de
grafos planares [12], circulares o arco-circulares [11]. Pero se
puede resolver en tiempo polinomial restringiendo la entrada a
ciertas clases de grafos, como por ejemplo grafos perfectos [14]
o grafos sin vértices de grado mayor o igual a 4 [10].

Para el caso general, o las clases en las cuales el problema es NP-
completo, suelen utilizarse heuristicas o algoritmos aproxima-
dos. En general se trata de algoritmos polinomiales que generan
un coloreo valido pero no siempre utilizan la cantidad 6ptima
de colores, aunque habitualmente generan soluciones suficiente-
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mente buenas como para ser aplicadas en problemas practicos.
Los algoritmos aproximados garantizan una cierta proximidad
al optimo, por ejemplo “la cantidad de colores utilizados en la
solucion nunca es mas del doble que la 6ptima”.

El problema de asignaciéon de recursos a tareas es una clara
situacion que es facilmente representable con k-coloreo. Cada
vértice representa una tarea, y las tareas a las cuales no se les
puede asignar el mismo recurso son adyacentes. Los colores
representaran en este caso los recursos.

Dentro de este problema general, en algunos casos existen carac-
teristicas que restringen la entrada a cierta clase de grafos. Por
ejemplo, en el problema de “asignacion de retroproyectores a
asignaturas” sabemos que el grafo va a ser siempre de intervalos
(interseccién de intervalos en el tiempo).

El problema de k-coloreo para grafos de intervalos es lineal, y el
algoritmo que lo resuelve es un algoritmo goloso muy sencillo:
dado un modelo de intervalos del grafo, que se puede obtener en
tiempo lineal a partir de la representacion por vértices y aristas,
basta con recorrer los intervalos en una direccién (ordenados
por su extremo izquierdo o derecho). Cuando encontramos el
comienzo de un segmento lo pintamos con el menor color posible,
cuando nos topamos con el fin de un segmento, liberamos este
color. Si se utilizan mas de k etiquetas es porque no existe un
k-coloreo posible para el grafo dado.

El problema clésico de coloreo tiene, sin embargo, una desven-
taja muy grande a la hora de modelar una situacién real: con-
sidera a las instancias de los recursos como equivalentes, cuando
muchas veces no es asi. Si los recursos que estamos asignando
son distinguibles entre si, entonces no da lo mismo que a un
vértice sea asignado el color ‘1’ o ‘2’; aiin cuando a cada vértice
pueda serle asignado un color menor o igual al nimero total de
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Asignatura D ——
Asignatura C —
Asignatura B - =——

Asignatura A =——————

»

tiempo "

Figura 1.4: Diagrama temporal de duracién de asignaturas (algunas super-
puestas) que necesitan retroproyector.

recursos disponibles.

Por ejemplo, si debemos nombrar profesores calificados para las
asignaturas, de entre los profesores de la facultad, no cualquier
profesor puede dictar cualquier asignatura. Hay entonces, para
cada asignatura, un conjunto de profesores que pueden dictarla.

AsignaturaD  {Perez, Rodriguez}
Asignatura ¢~ {Gonzalez, Rodriguez}
Asignatura B {Gonzalez, Alvarez, Perez}
AsignaturaA  {Gonzalez}

Figura 1.5: Profesores que pueden dictar cada una de las materias.

Este problema, conocido en la literatura como “list-coloring”, es
mas ‘dificil” que el coloreo tradicional dado que es NP-completo
para clases de grafos que son k-coloreables en tiempo polinomial.

1.4.2 Coloreo con listas

En el problema de coloreo con listas, cada vértice tiene asociada
una lista de ‘colores’ o ‘valores’ con los cuales puede ser eti-
quetado. El problema consiste, entonces, en etiquetar todos los
vértices del grafo de forma tal que no haya dos vértices adya-
centes que utilicen la misma etiqueta y a cada uno de los vértices
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le sea asignada una etiqueta perteneciente a su propia lista de
etiquetas.

COLOREO CON LISTAS

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), una familia de listas finitas de
enteros positivos L = {L(v)},evy.

PREGUNTA: j Existe una funcion f : V — N tal que f(v) # f(w)
si (v,w) € E'y f(v) € L(v) para todov € V 7

El problema de coloreo con listas, muy utilizado actualmente
para la asignacién de radio-frecuencias (colores) dentro de un es-
quema de posibles interferencias (aristas) entre células (vértices)
[13], como ya hemos mencionado es NP-completo, y se utilizan
distintas heuristicas para resolver casos de la vida real.

No siempre se pueden hacer simplificaciones para el problema de
asignacion de frecuencias, pero generalmente se puede hacer una
distribucién medianamente inteligente de las células de manera
que el grafo resultante sea planar, propiedad utilizada como pre-
condicion por algunas heuristicas que resuelven este problema.

El problema de coloreo con listas sigue siendo NP-completo atin
para grafos tales como los planares [21], bipartitos [16], cografos
[18] y grafos de intervalos [2]. Y si bien se trabaja mucho ac-
tualmente para resolver el problema para otras clases de grafos,
solo se han conseguido resoluciones polinomiales para algunas
pocas clases de grafos como ser los arboles y partial k-trees [18].

Para nuestro ejemplo anterior de profesores y materias, si un
profesor no puede dictar mas de una materia por cuatrimestre,
el grafo resultante es completo. En ese caso, el problema es
polinomial, ya que se reduce a encontrar una correspondencia
(matching) maxima en un grafo bipartito. El grafo tiene un
vértice por cada materia y uno por cada profesor. El vértice
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Asignatura D Alvarez
Asignatura C Gonzalez
Asignatura B Perez
Asignatura A Rodriguez

Figura 1.6: Una asignacion 6éptima de profesores a materias corresponde a
un matching maximo en el grafo.

correspondiente a la materia M es adyacente al vértice corres-
pondiente al profesor P si P puede dictar M. Una asignacién de
profesores a materias es entonces un matching en ese grafo, y
todas las materias seran dictadas cuando el matching maximo
tenga cardinal igual a la cantidad de materias.

1.4.3 p-coloreo

Dado un grafo G'y una funcién p : V' — N que va de los vértices
de GG a los naturales, se dice que la funcién f : V — N es un
p-coloreo de G si es un coloreo vélido, y ademés f(v) < pu(v)
para todo v € V.

En p-coloreo, si bien los recursos son distinguibles, tienen la
propiedad de ser ordenables, de modo tal que si al vértice v
puede serle asignado un recurso k, entonces también puede serle
asignado el recurso k — 1, siempre que £ > 1. Son entonces
indistinguibles para el vértice v dentro del intervalo [1, .. ., u(v)].

Es decir, un vértice necesita un recurso de ‘valor’ menor o igual
a una cota particular para cada vértice.

El p-coloreo describe satisfactoriamente los problemas de asig-
nacion de recursos cualificables, en donde unos recursos son
‘mejores’ que otros, y las asignaciones requieren una ’calidad
minima’.
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Un ejemplo claro es el de asignar aulas a las materias de una
facultad, donde una materia puede tener mas alumnos que la
capacidad de un aula, y por lo tanto no le deberia ser asignada
en un coloreo, pero si puede serle asignada cualquier aula con la
capacidad suficiente.

Este problema puede ser planteado como un problema de coloreo
con listas, en donde cada materia tiene la lista de aulas con la
capacidad suficiente para albergar a todos sus alumnos.

Pero si tenemos a las aulas ordenadas por tamano, siendo la 1
la mas grande, entonces las listas van a contener todos los ele-
mentos del 1 hasta el nimero del aula mas chica que le puede
ser asignada (excepto que haya alguna materia con tantos alum-
nos que no caben en ninguin aula, en cuyo caso el problema es
trivialmente no factible).

Por lo tanto, se puede ‘resumir’ esta lista con un sélo niimero,
el del aula mas chica capaz de albergar a todos sus alumnos.
Llamemos a este nimero u, entonces

(~-COLOREO
INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), una funcién p: V — N.
PREGUNTA: §, Existe una funcién f : V' — N tal que f(v) # f(w)
si (v,w) € Ey f(v) < pu(v) paratodov € V' 7

ﬁﬂ:: ; 128 AsignaturaD 90 (A1)
Aula 3 50 AsignaturaC 60 (A1~2)
Aula 4 30 AsignaturaB 50 (A 1~3)
Aula 5 30 .

Aula 6 15 AsignaturaA 20 (A1~5)

Figura 1.7: p-coloreo: cantidad de alumnos de las asignaturas, y de asientos
de las aulas. En el ejemplo, u(Asignaturas) = 3, ya que puede usar las aulas
dela1ala 3.
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Notemos que el problema de k-coloreo es un caso particular de
p~coloreo, donde la funcién p es constante con valor k, con lo
cual p-coloreo resulta ser NP-completo. A su vez, p-coloreo es
una subespecificacion del problema de coloreo con listas, donde,
como ya dijimos, la lista asociada a v tiene la forma {1, ..., u(v)}.
Desde el punto de vista de la complejidad algoritmica, esto hace
que tenga especial sentido estudiar la complejidad del problema
en las clases de grafos en las cuales k-coloreo es polinomial y
coloreo con listas es NP-completo o tiene complejidad abierta.

{2} 1 2 {2}

{4}3 1{1}

Figura 1.8: Ejemplo de grafo p-coloreado: Entre corchetes la funcion pu,
afuera el valor del p-coloreo.



Capitulo 2

Grafos M-perfectos

Definiremos en este capitulo una clase de grafos inspirada en
los grafos perfectos, pero basada en el p-coloreo en lugar del
k-coloreo. Luego, trataremos de encontrar una caracterizacion
para esta clase.

Sabemos que G es un grafo perfecto si y sélo si x(H) = w(H)
para todo subgrafo inducido H de G. Es decir, el tamano de
la clique maxima es igual a la cantidad minima de colores nece-
sarios para colorear el grafo. Sabemos que no se puede colorear
un grafo con menos colores que el tamano de la clique maxima,
por lo que de no ser G Perfecto, un subgrafo H de G deberia
tener clique maxima de tamano P y H no ser P-coloreable. Las
cliques de H son todas P-coloreables pero H no lo es.

Entonces, podemos transcribir la versién anterior de la definicion
de grafos perfectos de la siguiente forma: Un grafo GG es perfecto
si y sélo si, para todo H subgrafo inducido de GG, y para todo k,
las cliques de H son k-coloreables < H es k-coloreable.

20
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2.1 De grafos perfectos a M-perfectos

Usando esta definicién podemos decir entonces que un grafo G
es M -perfecto si y sélo si, para todo H subgrafo inducido de G,
y toda funcion p : V' — N, las cliques de H son p-coloreables <
H es p-coloreable.

Recordemos que dado un grafo G = (V, F), y una funcién pu :
V. — N, se dice que G es pu-coloreable si y sélo si existe una
funcién f : V — N tal que para todo par de vértices adyacentes
vyw, f(v) # f(w) (equivalentemente, f(V') es un coloreo valido
de G), y ademés f(v) < p(v) para todo v.

Veremos que los grafos M-perfectos son exactamente los cografos,
o sea aquellos que no contienen como subgrafo inducido a Pj.

Esto hace que tengan algunas propiedades interesantes en comun
con los grafos perfectos: son una clase auto-complementaria (un
grafo es p-perfecto si y sélo su complemento lo es), tienen re-
conocimiento polinomial [9] y estdn caracterizados por subgrafos
prohibidos. Ademas, en el Capitulo 3, mostraremos un algo-
ritmo polinomial para p-coloreo en grafos M-perfectos.

Llamamos good a un grafo G cuando x(G) = w(G). Los grafos
good no son equivalentes a los perfectos, los incluyen en forma
propia (un grafo es perfecto cuando todo subgrafo inducido es
good). Por ejemplo, el grafo G de la figura 2.1 es good (x(G) =
w(G) = 3), pero el subgrafo inducido resultante de eliminar el
vértice x no es good (x(G) = 3,w(G) = 2), y por lo tanto G no
es perfecto.

De la misma forma, podemos llamar M-good a aquellos grafos
G = (V, E) tales que para toda funcién p : V' — N las cliques
de G son p-coloreables < G es p-coloreable. Pero en este caso,
veremos que la propiedad de ser M-good es hereditaria y por lo
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Figura 2.1: Ejemplos: grafo good no perfecto.

tanto los grafos M-good coinciden con los M-perfectos.

Teorema 2.1. La propiedad de ser M-good es una propiedad
hereditaria.

Demostracion: Queremos ver que para cualquier grafo G y
cualquier subgrafo inducido H de G, G es M-good = H es
M-good.

Supongamos que G es M-good, y sea H un subgrafo inducido
de G. Sea p : V(H) — N una funcién para la cual todas las
cliques de H son p-coloreables.

Extendamos esta funciéon p definida para los vértices de H a
una funcién ' definida en el conjunto de vértices de G, i :
V(G) — N, de la siguiente forma: p'(v) = pu(v) para todo v en
Hy p/'(w) = |V(G)| para todo w en V(G) \ V(H).

Sea K una clique de G y Ky = KN H. Ky es un completo
de H, por lo tanto esta incluido en alguna clique de H y puede
ser p-coloreado y entonces p'-coloreado. Podemos extender ese
p'-coloreo a K| ya que los vértices de K \ Ky tienen como cota
|V(G)| que es mayor o igual al tamano de la clique K.

Luego todas las cliques de GG pueden ser p/'-coloreadas, y por lo
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tanto, como G es M-good, G puede ser p'-coloreado. Pero ese pi/-
coloreo, restringido a H, resulta un p-coloreo, ya que p/|g = p.

Luego H es M-good. O

2.2 Propiedades de M-perfeccién

2.2.1 M-perfectos no triviales

Ser M-perfecto no es una propiedad trivial. Existen los grafos
M-perfectos, y no todos los grafos lo son. Por ejemplo, el grafo
Cy es M-perfecto mientras que el Py no lo es (Figura 2.2).

1 b

Figura 2.2: Ejemplos: un grafo M-perfecto (Cy) y un grafo no M-perfecto
(Py)-

Proposicion 2.1. El grafo Cy es M -perfecto.

Demostracion: Supongamos que no es cierto. Entonces tiene
que existir una funcién p para la cual las cliques de Cy son u-
coloreables pero Cy no lo es. La funcién p no puede valer 1 para
dos vértices adyacentes, por lo que, en el peor de los casos, para
dos vértices no adyacentes valdra 1, y para los otros dos valdra
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a y b respectivamente, con a,b > 1 (Ver Figura 2.2). Pero en
ese caso el grafo p-coloreable, ya que, al ser a < b < 2, basta
colorear a a y b con 2 para obtener un p-coloreo del mismo.
Llegamos asi a un absurdo que proviene de suponer que Cy no
es M-perfecto. O

Proposicion 2.2. El grafo Py, no es M-perfecto.

Demostracion: Sea p definida como en la Figura 2.2. Trate-
mos de p-colorear Py desde uno de los extremos. El tinico color
que podemos asignarle al extremo es 1. Al siguiente vértice,
solamente podemos asignarle el 2 (ya que tenemos al extremo
de vecino, que ya estd usando el 1). Al tercer vértice, sola-
mente podemos asignarle el 1, ya que el 2 esta siendo usado
por su vecino. Pero nos encontramos con que no podemos asig-
narle ningun color al ultimo vértice, ya que solamente podriamos
asignarle el 1, pero este esta siendo usado por su unico vecino.
Sin embargo, no es dificil ver que las cliques del grafo son u-
coloreables. O

Observacion 2.1. Observemos que, por definiciéon, un grafo
M-perfecto es también perfecto. Pero un grafo perfecto no es
necesariamente M-perfecto, ya que P, es perfecto pero no es
M -perfecto.

2.2.2 Algunos lemas base

Lema 2.2. Dados G = (V,E) y u:V — N tal que p(v) # p(w)
Yv # w. Entonces G es p-coloreable.

Demostracion: Basta con colorear cada vértice con el color
maximo, f(v) = u(v) Yo € V. O
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Lema 2.3. Dados G = K, y u: V — N tal que u(v) < n Vo,
entonces G no es fi-coloreable.

Demostracion: Basta con ver que tenemos menos colores dis-
ponibles que vértices, por lo que 2 vértices tendrian que tener
el mismo color, lo cual no es un coloreo valido ya que es un
completo en donde todos son vecinos. O

Lema 2.4. Dados G = (V,E), u:V — N, y un orden de los
vértices vy, ..., v, tal que © < p(v;) V1 < i < n, entonces G es
p-coloreable.

Demostracion: Basta con colorear cada vértice con el indice del
ordenamiento, f(v;) =i V1 <i < n. O

Lema 2.5. Dado G = K,, p : V. — N, y un orden de los
vértices vy, ..., vy, tal que p(v;) < p(v;) para i < j, entonces G
es p-coloreable < i < pu(v;) V1 < i < n.

Demostracion: Sii < p(v;) V1 < i < n, entonces G es colore-
able con F'(v;) =i O

Supongamos tengo un orden como el descripto, y al colorear los
v; de menor a mayor con F(v;) = i me encuentro con que no
puedo asignar f(v;) = j. Eso quiere decir que hay al menos
p(vj) vértices ya coloreados, para los cuales la funcion p tiene
asiciados valores mas chicos que p(v;), lo cual es un completo de
tamano p(v;) + 1 para el cual tengo sélo p(v;) colores. Absurdo
de suponer GG no p-coloreable. O

G =K, = f(v) # f(w) Yv # w y por lo tanto, f define una
relacion de orden total y estricto. O
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Lema 2.6. Dado G = K,,, p : V — N, y un u-coloreo vdlido
f V. — N, entonces podemos crear otro p-coloreo valido f'
intercambiando f'(v) = f(w) y f'(w) = f(v) para cualesquiera
dos vértices v y w de G tales que u(v) > f(w) y w(w) > f(v).

Demostracion: Para todo par de vértices v y w en V, N[v] =
N[w], lo que quiere decir que todo vecino de w es vecino de v, y
no hay ningtn vecino de uno que no lo sea del otro. Sabemos que
f'(v) # f'(w), sino existiria ese conflicto en el coloreo original

(f(w) # f(v)).

Supongamos ahora que al intercambiar los colores aparece un
conflicto cromatico entre v e y, y # v, y # w, es decir f/'(v) =
f'(y). Pero entonces, como f'(v) = f(w) = f(y) = f'(y), el
conflicto existia ya entre w e y. Por lo tanto, el intercambio
tiene que ser valido. O

2.3 Caracterizacion de grafos M-perfectos

Queremos ver que los grafos M-perfectos son exactamente los
cografos. Para eso necesitamos el siguiente resultado previo.

Definicién 1. Dados un grafo G = (V, E), una funcién p : V —
N y un p-coloreo f : V — N valido para G, decimos que f es
un p-coloreo minimal de G, si y solo si para cada vértice v € V
y para cada entero positivo j < f(v), existe w € N(v) tal que

flw) =7.
Lema 2.7. Sea G = (V,E) un grafo y p : V. — N. 5i G es
p-coloreable entonces admite un p-coloreo minimal.

Demostracion: Sea G = (V, E) un grafo, i : V — N tal que G
es p-coloreable y f un p-coloreo véalido de G. Entonces podemos
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transformarlo en uno minimal. Si hay un vértice v para el cual
su vecindad no usa todos los colores entre 1 y f(v), entonces
simplemente cambiamos la funcion f, asignandole a v el menor
color disponible entre sus vecinos. De esta manera obtenemos
otro p-coloreo valido de G. Repetimos este proceso mientras
exista un vértice en esas condiciones, si no existe tal vértice,
entonces f es, por definiciéon, minimal. Notemos que en cada
paso la suma total de colores usados disminuye y es un entero
positivo, con lo cual el proceso no se puede repetir indefinida-
mente, y por lo tanto en un ntmero finito de pasos se llega a un
p-coloreo minimal. O

Teorema 2.8. Sea G un grafo Pj,-free y supongamos que existe
un vértice v de G tal que G\ x es M -perfecto. Sea pu una funcion
tal que las cliques de G son u-coloreables, y sea f un p-coloreo
minimal de G\ x. Entonces que f no pueda extenderse a G co-

loreando x con un color menor o igual a T implica que existe un
completo H C N(x) de tamarno T y tal que f(H) = {1,...,T}.

Demostracion: Sea G un grafo Py-free y supongamos que existe
un vértice = de G tal que G\ x es M-perfecto. Sea u una funcién
tal que las cliques de G son p-coloreables, y sea f un p-coloreo
minimal de G \ .

Por inducciéon en T'. Si f no puede extenderse a G coloreando x
con color 1, entonces existe v € N(x) tal que f(v) = 1. En ese
caso H es el subgrafo de GG inducido por v.

Supongamos que vale para T' = s — 1 y veamos qué pasa con
T =3s,s > 2. Sif no puede extenderse a G coloreando x con
color menor o igual a s, en particular no puede extenderse a G
coloreando x con color menor o igual a s — 1, por lo que, por
hipotesis inductiva, tenemos un completo H de tamano s — 1 en
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la vecindad de x que utiliza los colores de 1 a s — 1. Por otro
lado, como x no puede usar el color s, tiene que haber un vértice
v en N(z) tal que f(v) = s. Consideremos el subgrafo de G \ =
inducido por {w € G\ z : f(w) < s — 1} U{v}, llamémoslo
é, y llamemos f al coloreo f restringido a G \ v. Por la mini-
malidad de f resulta que f es minimal y no puede extenderse
a G coloreando v con color menor o igual a s — 1, luego, por
hipotesis inductiva, tenemos un completo F' de tamano s — 1 en
la vecindad de v que utiliza los colores de 1 a s — 1.

Si H = F entonces H U {v} es un completo en la vecindad de x
que utiliza los colores de 1 a s. Supongamos que no son iguales.
Entonces F'\ H y H \ F tienen el mismo cardinal y utilizan los
mismos colores. Sea vy en H \ F, y sea vp en F'\ H tal que
f(vp) = f(vg). Como f es un p-coloreo valido de G\ z, vp y vy
no son adyacentes. Como G es Pj-free, vy, z,v,vr no inducen
un Py, luego = es adyacente a vp o v es adyacente a vy.

Si todos los vértices de H \ F' son adyacentes a v, entonces
H U {v} es un completo de tamano s en la vecindad de = que
usa los colores 1,...,s.

Supongamos entonces que el conjunto H, = {w € H : (w,v) ¢
E(G)} es no vacio, y definamos F, = {z € F : 3z € H, con
f(2) = f(zm)}. Notemos que F, y H, tienen el mismo cardinal
y usan los mismos colores.

Como H, es anticompleto a v, resulta que F), debe ser completo
a x, sino tendriamos subgrafos P, de la forma h,,z,v, f,, hy €

Hy, f, € Fy.

Si H\ H, es vacio, entonces F' = F, es completo a z 'y FU{v} es
un completo de tamano s en la vecindad de x que usa los colores
1,...,s.

Supongamos que H\ H, es no vacio, y veamos que F;, es completo
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a H\ H,.

Figura 2.3: F, tiene que ser completo a H \ H, para evitar P, =
{zH,w,v,zF}.

Sean zp € F, yw € H\ H,. Sea zy € H, tal que f(zg) = f(zr).
Luego zr no es adyacente a zp, y por ser H completo, 2z y w
son adyacentes. Ademads, w es adyacente a v por estar en H\ H,,
pero zy no lo es por estar en H,. Como zy,w, v, zr no inducen

un Py, debe ser w adyacente a zp. Por lo tanto F), es completo
a H\ H, (ver Figura 2.3).

Entonces (HUF,U{v})\ H, es un completo en N (z) de tamano

s y que utiliza los colores de 1 a s en el coloreo f. O

Teorema 2.9. Sea G un grafo. G es M -perfecto < G es Py-free.

Demostracion: =) Vimos que P; no es M-perfecto, y como la
clase es hereditaria, un grafo M-perfecto debe ser Py-free.

<) Supongamos que existe un grafo Py-free y no M-perfecto.
Sea GG uno minimal (G es Pj-free, no es M-perfecto, pero para
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todo vértice z, G'\ x es M-perfecto).

Sea p : V(G) — N tal que las cliques de G son p-coloreables
pero G no lo es. Sea x un vértice de G con p(xr) méxima. G\ x
es M-perfecto, y si las cliques de GG son p-coloreables, también lo
son las de G\ z, luego G \ x es p-coloreable. Sea f un u-coloreo

de G'\ z.

Como G no es p-coloreable, f no se puede extender a un u-
coloreo de GG. Luego por el Teorema 2.8, N(x) contiene un com-
pleto de tamano u(x). Pero entonces G contiene un completo
de tamano p(z)+ 1 en el cual las cotas de todos sus vértices no
superan u(z) (ya que lo habiamos elegido con p méxima). Eso
se contradice con la hipotesis de que todas las cliques de G sean
p-coloreables.

Luego no existe un grafo P,-free y no M-perfecto minimal, que
es lo que queriamos demostrar. O



Capitulo 3

Algoritmos y complejidades de
t-coloreo

Sabemos que p-coloreo es NP-completo para el caso general,
ya que k-coloreo es NP-completo y podemos transformar una
instancia de k-coloreo a una de p-coloreo en tiempo polinomial
poniendo simplemente p(v) = k para todo v € V. También
es facil ver que una solucién del problema puede ser chequeada
en tiempo polinomial: dando como certificado el coloreo, basta
chequear que se trata de un coloreo valido y que para todo v €
V', el color de v es menor o igual a u(v).

En este capitulo estudiaremos la complejidad computacional del
problema en grafos bipartitos y cografos. Tiene sentido estudiar
estas clases de grafos porque en ellas se sabe que k-coloreo es
polinomial y coloreo con listas es NP-completo (o sea que la
complejidad difiere, salvo que P=NP).

El resultado principal de este capitulo es que para cografos u-
coloreo es polinomial mientras que para grafos bipartitos es NP-
completo, con lo cual el problema es realmente un problema
nuevo estrictamente intermedio entre k-coloreo y coloreo con
listas, es decir, no es equivalente a ninguno de ellos salvo que
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P=NP (al menos no es equivalente para cualquier clase de grafos,
si para la clase de grafos general, ya que los tres son problemas
NP-completos).

3.1 Cografos

El algoritmo secuencial de coloreo es un algoritmo goloso que
consiste en dar un orden a los vértices del grafo y luego colorear
cada vértice con el menor color que no esté siendo utilizado ya
por uno de sus vecinos.

Definicion 2. Dado un cografo G y una funcién p : V. — N,
creamos la secuencia S = {vy,...,v,} de los vértices de G, tal
que p(v;) < p(v;),v1 <i < j < n. Luego,

El algoritmo goloso para pu-colorear un cografo G consiste en
ordenar los vertices V(G) de forma no decreciente con respecto
a la funcion

El algoritmo secuencial no resuelve el problema de coloreo en el
caso general. Sin embargo, para cualquier grafo existe un orden
de los vértices tal que dicho algoritmo colorea en forma éptima
el grafo. El problema es que no se conoce una forma de hallar
ese orden en tiempo polinomial para un grafo general.

A partir del Teorema 2.8 podemos demostrar el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.1. El algoritmo secuencial de coloreo aplicado a un
cografo G con sus vértices ordenados de forma no decreciente por
el valor de p, da un p-coloreo, si G es p-coloreable. Ademds,
este coloreo es minimal y utiliza solo los primeros x(G) colores.

Demostracion: Por induccidén en la cantidad de vértices del
grafo. El teorema vale para |V (G)| = 1. Supongamos que vale
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para todo G tal que |V (G)| < n. Sea G un cografo de n vértices
y la funcién p tal que G sea p-coloreable. Tomemos entonces los
vértices de GG ordenados de forma no decreciente con respecto al
valor de la funcién p, para obtener la secuencia S = {vq,...,v,}.

Al ser G es p-coloreable, G \ {v,} también lo es. Sea f el u-
coloreo vélido para G \ {v,} obtenido por el algoritmo apli-
cado a los vértices {vy,...,v,_1}, el cual sabemos que existe
por hipétesis inductiva.

Por el Teorema 2.8, sabemos que si no se puede extender el
coloreo f a v, utilizando un color menor o igual a pu(v,) tiene
que existir un completo K de tamano u(v,) en la vecindad de
Up,.

Pero como tomamos los vértices ordenados de forma tal que
p(v;) < p(vj) para i < j, entonces tiene que haber un completo
K U {v,} de tamafno pu(v,) + 1, formado por vértices que no
pueden usar colores mayores a pu(v,), por lo que nopuede ser
p-coloreable.

Llegamos asi a un absurdo que proviene de suponer que no se
podia p-colorear GG con el algoritmo goloso propuesto.

Por la forma en que se define el color de cada vértice, el coloreo
obtenido resulta minimal. Veamos que utiliza sélo los colores de
1 hasta x(G) inclusive.

Por la observacion anterior, si el algoritmo utiliza el color k para
pintar un vértice significa que el grafo contiene un completo de
tamano k, con lo cual no es (k — 1)-coloreable. Por lo tanto el
algoritmo utiliza solamente los primeros x(G) colores. O

Un corolario interesante de este teorema es el siguiente resultado,
demostrado anteriormente por Chvatal en [8].

Corolario 3.1.1. El algoritmo secuencial de coloreo resuelve el
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problema cldsico de coloreo (pintar un grafo utilizando la menor
cantidad posible de colores) para cografos, independientemente
del orden de los vértices.

Demostracion: Un coloreo valido para un grafo puede verse
como un ji-coloreo donde p(v) = n para todo vértice v (y n es la
cantidad de vértices del grafo). Como los valores de la funcion pu
son todos iguales, cualquier orden de los vértices respeta las pre-
condiciones del Teorema 3.1, y por lo tanto el algoritmo colorea
un cografo G' con x(G) colores. O

Teorema 3.2. El algoritmo de p-coloreo descrito en el Teorema
3.1 tiene complejidad O(nlogn+m), donde n es la cantidad de
vértices del grafo y m la cantidad de aristas.

Demostracion: Ordenar los vértices por p de menor a mayor
tiene orden O(nlogn). Luego, coloreamos cada vértice v con
el color mas pequeno posible. Encontrar ese color tiene orden
O(d(v)), ya que hay que buscar en el vecindario del vértice. Por
ejemplo, se puede ir marcando en un vector los colores utilizados
y luego buscar el menor no marcado (siempre va a ser menor o
igual a d(v)+1). Como }_, .y d(v) = 2m la complejidad total
del algoritmo es O(nlogn + m). O

En la préactica, si al modelar niestro problema nos encontramos
con un cografo que no es mu-coloreable, nos interesara saber
donde esta el problema para, de ser posible, corregirlo. Por
ejemplo, si estamos asignando profesores a materias como en
el ejemplo del capitulo 1, podriamos contratar un profesor con
experiencia en el area de las materias que pertenecen al completo
no u-coloreable que encontremos.

Utilizando las ideas de la demostraciéon del Teorema 2.8, el algo-
ritmo anterior puede ser mejorado de manera tal que encuentre
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un completo no p-coloreable si el grafo no es p-coloreable. Es
decir, convertirlo en un algoritmo robusto. La segunda parte
del algoritmo, al encontrarse con un vértice v; para el cual sus
vecinos han sido coloreados con todos los colores del 1 al p(v;),
y por ende no puede ser p-coloreado, seria:

K= {v;};
L:={v;e N(vj):i<j}
para ¢ desde p(v;) hasta 1 hacer

buscar v en L tal que f(vy) = ¢;

K = K U{u};
L:=LnNN(w);
fin para

devolver K;

Teorema 3.3. El algoritmo robusto es correcto y tiene com-
plejidad O(nlogn + m), donde m es la cantidad de aristas del

grafo.

Demostracion: Por el Teorema 2.8, sabemos que existe un com-
pleto de tamano p(v;) en la vecindad de v;, ya coloreado, y que
utiliza en f los colores de 1 a p(v;). Los candidatos a formar
parte de ese completo son los vértices de {vy,...,vj_1} que son
vecinos de v;, y esos son inicialmente los elementos del con-
junto L. Luego, para cada color ¢ desde p(v;) descendiendo
hasta 1, el algoritmo va a buscar un vértice w, (igual a vj para
algin 1 < k < j) tal que f(w.) = ¢y w, sea adyacente a
Wetly - -+ Wy(y), V. Estd claro que si en cada paso existe ese
vértice, el algoritmo termina devolviendo el subgrafo completo
buscado.

Por lo tanto, sélo resta demostrar la existencia de ese vértice
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en cada paso. Vamos a demostrar por induccién en la cantidad
de pasos i que si 0 < i < p(v;) — 1 y tenemos un completo
Wy(v;)> Wi, )15 - - - » Wp(o;)—i+1 entonces para todo 1 < r < p(v;)—
¢ existe un vértice v;, con k < j, adyacente a todos ellos y a v,
y tal que f(vg) =r.

Para 7 = 0, dado que v; no puede colorearse con un color menor
o igual a u(v;), es claro que para todo 1 < r < p(v;) existe un
vértice vi, con k < j, adyacente a v;, y tal que f(v;) = 1.

Supongamos que vale para ¢ = s y veamos que vale para i =
s + 1, suponiendo s + 1 < p(v;) — 1. Tenemos un completo

Wy(u;)> Wi, =15 - - - » W(ey)—s ¥ sea 1 < < p(vj) —s — 1. Por
hipétesis inductiva, existe un vértice vy con k < j, adyacente
& Vjs Wy(o,)s Waluy)—15 - - s Wauy)—s+1 ¥ tal que f(vg) = 7. Si g es

adyacente a wy,(,,)—s, entoces los w junto con vy, son el completo
que buscaba. Sino, dado que wy,,)—, fue coloreado con el menor
color disponible y ese fue p(v;) — s, resulta que debe existir un
vp con k < j, adyacente a wy(,)—s ¥ tal que f(vx) = r. Como
el grafo es un cografo, v w,(,,)—swvr no pueden inducir un Py
para ningin w € {vj, Wy(,)s Wy(v,)—1; - - - » Wy(v,)—s+1f- COMO vy
y v no pueden ser adyacentes ya que utilizan el mismo color y
estamos suponiendo que vg no es adyacente a wy,(, ), debe ser
v adyacente a w. Entonces vp es el vértice buscado, lo cual

concluye la demostracion de correctitud del algoritmo.

Si el grafo viene dado por listas de adyacencia ordenadas, la re-
presentacion del conjunto L se puede implementar con una lista
ordenada, con lo cual en cada paso la busqueda tendra orden
O(|L|), la interseccién con la vecindad del vértice v tendra orden
O(|L|+|N(v)|), y la lista resultante para el siguiente paso tendra
un tamano O(|N(v)|). Si los vértices del completo obtenido son
wy, ..., ws entonces la complejidad de esta parte del algoritmo
robusto es O(>.7_; d(w;)) que es O(m). Luego la complejidad
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total del algoritmo robusto es O(nlogn + m). O

Jansen y Scheffler [18] demostraron que coloreo con listas es NP-
completo para cografos, por lo tanto p-coloreo es “mas facil” que
coloreo con listas, salvo que P=NP.

3.2 Grafos bipartitos

De los resultados anteriores podemos observar que si un cografo
G es p-coloreable entonces puede ser p-coloreado usando los
primeros x(G) colores. Esto no ocurre para grafos bipartitos,
ni siquiera para arboles.

Teorema 3.4. Definamos la familia de drboles {T),}nen, y su
respectiva familia de funciones {i, }nen de la siguiente forma:
Ty = {v} es un drbol trivial, con py(v) = 1. El drbol T,y se
obtiene conectando las raices de los drboles Th, ..., T, con una
nueva raiz w. La funcion i, extiende a pq, ..., Uy Yy se define
tni1(w) = n+ 1. El arbol T,, necesita n colores para ser fi,-
coloreado, y cada vértice v debe ser coloreado con el color i, (v).
Ademds, T, contiene 2"~ vértices.

Demostracion: Demostrémoslo por induccién en n. El arbol T}
tiene 2° = 1 vértice, y necesita un color para ser p;-coloreado.
Su tnico vértice v tiene py(v) = 1, por lo tanto la afirmacién
vale para n = 1.

Supongamos ahora que vale paran < k 'y veamos qué ocurre con
Ty11. Como T}, 1 se obtiene conectando las raices de los arboles
Ty, ..., T, con una nueva raiz w y puxy1 extiende a puq, ..., fr,
por hipotesis inductiva cada vértice v de Ti,...,T; debe uti-
lizar color py1(v). En particular, la raiz del arbol 7; utiliza
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color 7, para 1 < 7 < k, y por lo tanto w debe utilizar color
k41 = pp1(w). Falta ver que |V (Tyy1)| = 2%. Por hipétesis
inductiva |V (T})| = 271 para 1 <4 < k. Asf podemos calcular
V(Thi1)| = Y27+ 1=2"—141=2" 0

Esta familia es 6ptima en cuanto a cantidad de vértices. De
hecho, vale la siguiente propiedad.

Teorema 3.5. Sea T' un drbol y  una funcion tal que T es -
coloreable. Entonces T puede ser p-coloreado con los primeros
a lo sumo loga(|V(T)|) + 1 colores.

Demostracion: Dado un arbol T', y una funcién u, probaremos
que si un p-coloreo minimal de 7' utiliza r colores, entonces T’
tiene al menos 2"~ vértices.

Demostrémoslo por induccién en r. Vale obviamente para r = 1.
Supongamos ahora que vale para r < k y veamos qué ocurre con
r==k-+1.

Tomemos un p-coloreo de 7" minimal. Si hay un vértice v que
utiliza color k + 1, entonces v tiene entre sus vecinos k que
utilizan los colores 1,..., k. En T\ {v} hay entonces k drboles
disjuntos 11, ..., T} y cada arbol T; esta coloreado en forma mini-
mal y contiene un vértice que utiliza color i. Por hip6tesis induc-
tiva |V (T;)| > 2! y por lo tanto |V(T)| > >, [V(T)]|+1 >
D2 H1=25 o

Tomemos un pi-coloreo de T' que minimice max,cy () f(v). Ese

coloreo va a ser obviamente minimal. Luego si utiliza r colores,
entonces |V (T)| > 2"~! y por lo tanto r < logo(|V(T)|) +1. O

Para grafos bipartitos se puede obtener un resultado similar,
pero ahora el tamano de los grafos es lineal en n.
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Teorema 3.6. Definamos la familia de grafos bipartitos { By, }nen
y su correspondiente familia de funciones { i, }nen de la siguiente
forma: By = {v} un grafo trivial con py(v) = 1. El grafo bipar-
tito Bpy1 = (VW E) con V= {vy,...,0.}, W =A{wy,...,w,};
v; adyacente a w; para todo © # j; v, adyacente a wy,, Yy v; No
adyacente a w; para i < n; ppi1(v;) = pnsr1(w;) = i para los
i < n; ppe1(vn) = n Yy ppe(w,) = n+ 1. El grafo bipartito
B, necesita n colores para ser j,-coloreado, y contiene 2n — 2
vértices (para n > 2).

Figura 3.1: Bj; y los valores de p (y de coloreo necesario) para cada vértice.

Demostracion: Veamos que hay una sola forma f de pi,1-
colorear B, 11, y que ésta usa n+1 colores, ya que f(v) = pi,+1(v)
para todo vértice v de B, 1.

Primero probemos que f(v;) = f(w;) = @ para i < n, por in-
duccién en ¢. Es cierto para ¢ = 1, ahora supongamos que vale
para ¢ < k y veamos qué pasa para ¢ = k + 1. El vértice v 4
es adyacente a todos los w; con j < k, los cuales, por hipdtesis
inductiva, usan los colores de 1 a k. Pero u(vki1) = k+ 1, por
lo tanto sélo puede ser coloreado con k + 1. De forma analoga

flwps) =k + 1.

Por tultimo, v, es adyacente a todos los w; con j < n, los cuales,
como acabamos de probar, usan los colores de 1 an—1. Y como
wu(v,) = n, tiene que ser f(v,) = n. Ahora, w, es adyacente a
todos los v; con j < n, que utilizan los colores de 1 a n, y como
p(wy,) =n+ 1, sélo puede ser f(w,) =n+ 1. O
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Andlogamente, vale la siguiente propiedad.

Teorema 3.7. Sea B un grafo bipartito, y p una funcion tal que
B es p-coloreable. Entonces B puede ser ji-coloreado usando a

lo sumo los primeros (v(B)[+2)

5 colores.

Demostracion: Sea B = (V, W, E) y tomemos un pu-coloreo f de
B que minimice ),y p) f(v). Ese coloreo va a ser claramente
minimal. Supongamos que hay un vértice v en V que utiliza
color k. Por ser f minimal, v tiene que tener al menos k — 1
vecinos wy, ..., wk_1 en W tales que f(w;) = i. Por lo tanto,
|(W| > k — 1. Por otra parte, f(wg_1) = k — 1y por ser f
minimal, w;_; debe tener al menos k — 2 vecinos en V que
utilicen los colores de 1 a k—2. Como f(v) = k, todos ellos son

distintos de v y por lo tanto |V| > k—2+4+1 =k —1, con lo cual
V(B)| > 2(k —1) y por lo tanto k < W(B#. O

Hujter y Tuza [16] demostraron que coloreo con listas es NP-
completo para grafos bipartitos. Veamos que lo mismo ocurre
para p-coloreo.

Teorema 3.8. El problema de p-coloreo es NP-completo para
grafos bipartitos.

Demostracion: Sea (G, L) una instancia de coloreo con listas en
grafos bipartitos, es decir, G = (X, Y, E') y para cada vértice v €
V (@), tenemos una lista finita L(v) C N de colores posibles para
v. Sea k = |{U,cv (g L(v)|- Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que L(v) C {1,...,k} para todo v. Construimos G’
agregandole a G dos conjuntos de k vértices, X' = {z],..., 2} }
eY' ={y},...,y} tales que X,Y, X' Y’ sean disjuntos dos a
dos. Tomamos la biparticién (X U X', Y UY”) del nuevo grafo
G, yparacadax € X,y € Y, ei,j € {l,...,k}, definimos
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las siguientes relaciones de adyacencia: z; es adyacente a yg si
y s6lo si @ # j; x; es adyacente a y si y sblo si i € L(y); v, es
adyacente a x siy sélo si ¢ € L(x). Definimos p(z)) = u(y)) =i
vy p(x) = pu(y) = k. Entonces G es LL-coloreable si y sélo si G
es p-coloreable. La transformacion puede realizarse en tiempo
polinomial, completando la demostracién. O

El problema de k-coloreo es trivialmente polinomial (lineal) para
grafos bipartitos, basta usar un color para cada uno de los 2 sub-
conjuntos de vértices independientes (son todos 2-coloreables).
Y al ser, como vimos recien, pu-coloreo de grafos bipartitos un
problema de la clase NP, p-coloreo es “mas dificil” que k-
coloreo, salvo que P = NP.



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo de esta tesis era estudiar el problema de p-coloreo,
y tratar de definir y estudiar la nocién de perfeccién aplicada a
esta nueva variante del problema de coloreo.

Una duda que surgié al estudiar el problema desde el punto de
vista algoritmico fue la siguiente: a simple vista el problema de
p~coloreo es mas general que k-coloreo y es un caso particular
de coloreo por listas, pero, en términos de complejidad, ;esta
realmente entre ambos o es equivalente a alguno de ellos?

Con respecto al concepto de perfeccién aplicado al pu-coloreo,
definimos los grafos M-perfectos como aquellos tales que para
toda funcién u, el grafo es p-coloreable si y solo si todas sus
cliques lo son. Los resultados principales en este sentido fueron
la equivalencia entre grafos M-perfectos y cografos (grafos Pjy-
free) y la existencia de un algoritmo polinomial O(nlogn + m)
de p-coloreo para esta clase de grafos.

Este resultado es bastante curioso, y nos hace pensar que hay
una relacion intrinseca entre la polinomialidad del problema de
coloreo y la definicién de perfeccién. Como tercer ejemplo, con-
sideremos la definicion de perfeccion aplicada al coloreo con lis-

42
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tas: un grafo es L-perfecto si para toda familia de listas L, el
grafo es IL-coloreable si y sélo si todas sus cliques lo son. Es
facil ver que si tenemos un P3; = wvjv9v3 y asignamos a v la
lista {1}, a vy la lista {1,2}, y a v3 la lista {2}, entonces ambas
cliques son coloreables pero el grafo completo no lo es. Por lo
tanto, resulta que los tnicos grafos L-perfectos son los Ps-free,
o sea los grafos tales que cada componente conexa es completa,
conocidos como grafos cluster. Para estos grafos el problema de
coloreo con listas es polinomial, ya que se reduce facilmente a
hallar un matching méximo en un grafo bipartito.

Con respecto a la pregunta sobre la complejidad del problema
de p-coloreo con respecto a la de sus parientes mas conoci-
dos, la existencia de un algoritmo polinomial de p-coloreo para
cografos implica que p-coloreo es mas facil que coloreo con listas,
salvo que P=NP, ya que coloreo por listas es NP-completo para
cografos. Cerrando la pregunta, demostramos que p-coloreo es
NP-completo en grafos bipartitos, para los cuales k-coloreo es
trivialmente polinomial, por lo tanto eso implica que p-coloreo
es mas dificil que k-coloreo, salvo que P=NP.

Por ultimo, para el caso de grafos bipartitos, arboles y cografos,
hallamos cotas superiores para la maxima cantidad de colores
que puede requerir p-colorear un grafo. Para arboles la cota es
logaritmica con respecto a la cantidad de vértices, para grafos
bipartitos es lineal con respecto a la cantidad de vértices y para
cografos coincide con el nimero cromatico del grafo.

Como trabajo futuro, seria interesante estudiar el problema des-
de el punto de vista algoritmico para otras clases de grafos, en
particular para grafos de intervalos y arco-circulares, dada su
aplicaciéon a problemas de asignacién temporal (o ciclicamente
temporal) de recursos a tareas (por ejemplo, el problema de
asignaciéon de aulas a materias).
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También se podrian estudiar las cotas superiores para la maxima
cantidad de colores que puede requerir p-colorear un grafo (en
algin sentido, una definicién anéloga a la del niimero cromatico)
para otras clases de grafos ademads de las abordadas en esta tesis.
Seria interesante también estudiar las propiedades que deben
cumplir una funcién p y un grafo para que éste sea pu-coloreable,
y buscar algoritmos polinomiales para resolver el problema en
ciertas clases de grafos imponiendo condiciones a la funcion pu.

Quedan también por estudiarse algoritmos heuristicos o aprox-
imados de pu-coloreo para las clases de grafos para las cuales no
se conoce un algoritmo polinomial, en particular para aquellas
en las que resulta NP-completo.

Asi como se definieron los grafos M-perfectos a partir de los per-
fectos usando la analogia entre coloreo y p-coloreo, se podria ex-
tender esta analogia a otras definiciones o propiedades del colo-
reo, tales como coloreo de aristas (edge coloring), o extension de
precoloreo (precoloring extension). También se puede hacer esta
analogia con problemas de coloreo con listas, como por ejemplo
elegibilidad (choosability).

Por 1dltimo, los problemas de p-coloreo y extensioén de precoloreo
parecerian estar emparentados de alguna forma, ya que ambos
son polinomiales en Cografos [17] y N P en grafos Bipartitos[16].
Extensién de precoloreo N P para grafos de intervalos[2], lo que
nos lleva a suponer que u coloreo también lo es.
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