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Resumen

0,1234567891011121314151617181920212223242526272829303132..

Este es el primer ejemplo de un niimero normal en base 10, propiedad que dice que todos
los bloques de digitos de igual longitud ocurren con la misma frecuencia en la expansion
decimal (cada digito ocurre con frecuencia 1/10, los bloques de dos digitos ocurren con
frecuencia 1/100, etc). Este nimero fue ideado por D.G. Champernowne en 1933 y sigue
siendo el ejemplo mas celebrado de un nimero normal, por tener una definicién tan simple,
y por ser tan facil de computar.

En esta tesis reinterpretamos la demostraciéon de normalidad original de Champer-
nowne usando caminos en los clasicos grafos de Bruijn para el alfabeto 0,1,2,3,...,9. Estos
son grafos dirigidos sobre las palabras de una longitud dada; con la propiedad funda-
mental de que el grafo de linea del grafo de palabras de longitud k coincide con el de
palabras de longitud k+1. Usando esta propiedad interpretamos los segmentos sucesivos
de la expansion fraccionaria del nimero de Champernowne como caminos en grafos de
Bruijn de palabras de longitud k, para k =2,3/4,...
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Abstract

0,1234567891011121314151617181920212223242526272829303132..

This is the first example of a normal number in base 10, a property that states that
every block of digits of the same length appears with the same frequency in the decimal
expansion of a given number (each digit appears with a frequency of 1/10, every block
of lenght 2 appears with a frequency of 1/100, ect.). This number was thought by D.G.
Champernowne in 1933 and it still is the most celebrated example of a normal number,
since it has such a simple definition and its computation is extremely easy.

In this thesis we will reinterpret Champernowne’s demostration of the normality of his
number using paths over the classic de Bruijn graphs for the alphabet 0,1,2,3,...,9. These
are directed graphs of words of a given length with the fundamental property that each
n-dimensional de Bruijn graph is the line graph of the (n-1)-dimensional de Bruijn graph.
Using this property we will interpret the successive segments of the fractional expansion
of Champernowne’s number as paths over de Bruijn graphs of words of length k, with k
=2.34,..
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1. Introduccién

Los nameros reales normales en el sentido de Borel [6], son nimeros reales que en
su expansion fraccionaria tienen a todos los bloques de digitos de igual longitud con la
misma frecuencia relativa. Se dicen absolutamente normales si esta equifrecuencia ocurre
al expresar el nimero en toda base mayor o igual que 2. La absoluta normalidad es una
version débil de aleatoriedad, ya que asegura que, a la larga, ningtin bloque de digitos
estara favorecido o castigado.

En 1914 Borel define y demuestra que la gran mayorfa de los niimeros reales son
absolutamente normales (en términos de teoria de la medida esto significa que el con-
junto de los niimeros reales absolutamente normales tiene medida de Lebesgue igual a
1). Inmediatamente, Borel plantea el problema de dar ejemplos. Desde entonces, ha sido
mucho mas sencillo conjeturar la normalidad de un ntiimero que demostrarla. Tal es asf
que son muy pocos los ejemplos conocidos, y en el sentido mismo de Borel [8], no son
muy satisfactorios. No se conoce de ellos otras propiedades que la de ser un ejemplo de
un namero normal [15, 14, 16]. Para aquellos que tienen un método para construilos,
defortunadamente, éste es computacionalmente intratable [4, 5].

Aunque el problema de dar ejemplos de ntmeros normales en bases particulares ha
sido abordado con mas éxito [3, 2|, sigue siendo un problema matematicamente y com-
putacionalmente dificil. Por ejemplo, atin no se sabe si las constantes fundamentales como
T, y e, son normales en base 10 (se conjetura que si) [1].

El primer ejemplo de un ntimero normal en base 10 fue ideado por Champernowne
en 1933 [9]:

0,1234567891011121314151617181920212223242526272829303132. ..

Y sigue siendo el ejemplo mas celebrado, por tener una definiciéon tan simple, y ser
extremadamente facil de computar. A partir del nimero de Champernowne se han dado
variantes y generalizaciones, como por ejemplo la de Copeland y Erdés [10]. Reciente-
mente se consiguieron nuevos ejemplos con formulaciones analiticas en términos de series,
y con algoritmos rapidos para calcularlos, por ejemplo [3].

En esta tesis nos proponemos reinterpretar la demostracién de normalidad del ntumero
de Champernowne en términos de caminos en los clasicos grafos de Bruijn[11].

Recordemos que los grafos de Bruijn son grafos dirigidos sobre palabras de un alfabeto
finito con mas de un simbolo. Los grafos de Bruijn son Eulerianos (son fuertemente conex-
os y cada nodo tiene el mismo grado de entrada que de salida), ademds poseen una buena
propiedad: el grafo de linea de palabras de longitud k coincide con el grafo de palabras
de longitud k + 1. Usando esta propiedad de los grafos de Bruijn planeamos interpretar
los segmentos iniciales de la expansién fraccionaria del niimero de Champernowne como
caminos en grafos de Bruijn de palabras de longitud &, para k = 2,3,4,.. ., en el alfabeto
{0,1,2,3,...,9} que se corresponde con la base 10.

Asi obtendremos una demostracién de la propiedad de normalidad del nimero de
Champernowne maés orgénica que la original, con el propésito de dar un marco general
que permita dar demostraciones de normalidad de otros nimeros.



2. Preliminares

2.1. Notacion

Aunque el nimero de Champernowne es un ntmero real entre 0 y 1, lo veremos
desde su representaciéon en base 10, concentrandonos exclusivamente en su expansion
fraccionaria vista como una secuencia de simbolos 0, 1, 2, ...9 infinita a derecha.

Para referirnos a una secuencia finita de estos simbolos, hablaremos indistintamente
de blogues o palabras. La longitud de una palabra w (denotada |w|) es la cantidad de
simbolos en w. Para indicar las posiciones dentro de una palabra w lo haremos contando
desde 1 a |w|. Para indicar el simbolo de w en la posicion i, escribimos wli]. Para indicar
la palabra comprendida entre las posiciones ¢ y j escribimos w[i..j]. Un prefijo de una
palabra w es un segmento inicial de w; escribimos w[i para referirnos al prefijo de w de
longitud ¢. Un sufijo de una palabra w es un segmento final de w.

Decimos que una palabra u ocurre en w en la posicion i si u = wi..i+|u| — 1]. Usamos
la funcion #occ(u, w) para contar la cantidad de ocurrencias de u en w:

#Hoce(u,w) = #{i | wi..i+ Ju| — 1] = u}

Para denotar la concatenacién de dos palabras u y v escribimos simplemente uv. En
general, dado un alfabeto A, escribimos A para denotar todas las palabras de longitud
k. Trabajaremos con el alfabeto {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}. Dado un simbolo a, escribiremos
a¥ para indicar la palabra que se obtienen de concatenar k veces el simbolo a. Asi, 0F1
es la palabra que tiene k 0s, y luego un 1.

En ocasiones usaremos el orden lexicografico entre palabras, denotado <. El orden
entre los simbolos 0 al 9, coincide con el orden numérico < entre los digitos 0 al 9.
Asimismo, el orden lexicogréifico entre palabras de igual longitud coincide con el orden
numérico < entre los nlimeros correspondientes.

2.2. Grafos de Bruijn

Recordemos que un grafo dirigido es un par (5, FE), donde S es un conjunto finito
de nodos y F es una relacion binaria en S. El grado de entrada de un nodo v es #{w :
(w,v) € E}, y su grado de salida es #{w : (v,w) € E}.

Un camino de longitud n — 1 en un grafo (S, E) es una secuencia (v, va, ... v,) donde
v €S, Vi, 1 <i<ny (vi,vi+1) € E, Vi, 1 <i < n. Un camino es Hamiltoniano si cada
elemento de S aparece en el camino exactamente una vez. Un ciclo Hamiltoniano es un
camino cerrado que termina en el nodo con el que comienza. Un ciclo Euleriano es un
camino que atraviesa cada arista de E exactamente una vez, pasa por todos los nodos
y termina en el nodo con el que comienza. Una exposicién de estos temas de teoria de
grafos se puede encontrar en los libros [12] o [13].

Un grafo de Bruijn de orden k es un grafo cuyos nodos son todas las palabras de
longitud k£ que se pueden formar sobre un alfabeto dado y cuyas aristas unen palabras
que se superponen en k — 1 simbolos, de modo que el sufijo de una coincide con el prefijo
de la otra.

Definiciéon 1 (grafo de Bruijn de palabras de longitud k). Sea k > 2 y A un alfabeto
finito. El grafo By ua4 = (A* E) es tal que

E={(v,w): vywe A" A v2.. k] =w[l...(k—1)]}.



Grafos de Bruijn para un alfabeto de 2 simbolos Las siguientes figuras ilustran
una sucesion de grafos de Bruijn para un alfabeto de 2 simbolos.

O

Cuadro 1: Grafo de Bruijn de orden 2 a 8 para alfabetos de 2 simbolos



Grafos de Bruijn para un alfabeto de 3 simbolos Las siguientes figuras ilustran

una sucesion de grafos de Bruijn para un alfabeto de 3 simbolos.
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Cuadro 2: Grafo de Bruijn de orden 2 a 5 para alfabetos de 3 simbolos

Grafos de Bruijn para un alfabeto de 4 simbolos Las siguientes figuras ilustran

una sucesion de grafos de Bruijn para un alfabeto de 4 simbolos.

Cuadro 3: Grafo de Bruijn de orden 2 a 4 para alfabetos de 4 simbolos

Grafos de Bruijn para un alfabeto de 5 y 6 simbolos Las siguientes figuras ilus-
tran una sucesion de grafos de Bruijn para un alfabeto de 5 simbolos.



Cuadro 4: Grafo de Bruijn de orden 2 y 3 para alfabetos de 5 y 6 simbolos

Grafos de Bruijn para un alfabeto de 7,8, 9 y 10 simbolos Las siguientes figuras
ilustran algunos grafos de Bruijn para alfabetos de 7,8, 9 y 10 simbolos.

Grafo de Bruijn de orden 2 para alfabetos de 7,8, 9 y 10 simbolos

La siguiente observacion se desprende inmediatamente de la definicién. Sea N el cardinal
del alfabeto A.

Observacion 2.
1. By 44 tiene N* nodos Y Nk aristas.

2. Cada nodo de By 44 tiene grado de entrada y de salida ezactamente N.



En los grafos de Bruijn, se pueden etiquetar las aristas en By x4 con palabras de longitud
k + 1, de tal forma que cada etiqueta da una identificacién inequivoca de cada arista.

Definicion 3 (Etiquetas de aristas y caminos). Sea k > 2 y B = (A*, E):
1. Una arista (v,w) € E se etiqueta v[1 ... kJw[k].

2. Un camino (v1,va,...,v,) se etiqgueta vi[1 ... klva[klus[k]. .. v,[k].

Nota Para la demostracion se relajara la notacion de los grafos obviando en el subindice
el cardinal. Como la base para la demostracion es 10 escribiremos B; en vez de B; 1.

2.3. Notacion asintdtica de Bachmann-Landau.
2.3.1. “big O”

La notacion “big O” (llamada asi porque utiliza el simbolo O) describe el compor-
tamiento en el limite de una funcién para argumentos muy pequenos o muy grandes,
generalmente en términos de una funcién mas simple.

Supongamos que f(x) y g(x) son dos funciones definidas sobre cierto subconjunto de
nameros reales. Decimos que f(x) es del orden de g(z), y escribimos f(z) € O(g(x)), siy
solo si existe un ntimero positivo real M y un ntimero real xg tales que para todo x > xo,
@) < M- g(a).

La notaciéon “big O” también puede utilizarse junto con otros operadores aritméticos
en ecuaciones mas complejas. Por ejemplo, h(z) + O(f(x)) denota a las funciones que
tienen el crecimiento de h(x) méas una parte cuyo crecimiento esta limitado al de f(x).
Luego, g(z) = h(z) + O(f(x)) expresa lo mismo que g(x) — h(x) € O(f(x)).

Propiedades algebraicas
Multiplicaciéon por una constante
1. Sea k una constante y f € O(g) entonces k- f € O(g).
Producto
1. Si f1 € O(g1) y f2 € O(g2), entonces f1- f2 € O(g1g2).
2. f-O(g9) €O(f - g).
Suma
1. 8i f1 € O(g1) y f2 € O(g2), entonces fi1 + fo € O(g1 + 92)-

2. Si f y g son funciones positivas, f + O(g) € O(f + g).

2.3.2. “little o”

La relacion f(z) € o(g(x)) se lee como “ f(x) es little o de g(x)”. Intuitivamente, quiere
decir que g(x) crece mucho més réapido que f(z). Formalmente, afirma que el limite de
f(z)/g(z) es cero, conforme z se aproxima a infinito.

Para funciones f(x) y g(x) definidas algebraicamente, lim, ,~ f(x)/g(x) general-
mente se calcula utilizando la regla de L’Hospital.



Algunas propiedades ttiles
1. o(f) +o(f) € o(f)

2. o(f)olg) S o(fg)

3. o(o(f)) € o(f)

J.

o(f) C O(f), por lo tanto las propiedades anteriores aplican en la mayoria de las
combinaciones de o y O.

La afirmacion “ f(x) € o(g(x))” generalmente se escribe como f(z) = o(g(z)), hacien-
do un pequenio abuso de notacién. Lo mismo ocurre con la notacién “big O”.

2.4. La definiciéon de normalidad

Definicion 4 (Borel 1909). Un ndmero real es normal en base b > 2 si su expansion
fraccionaria S en base b cumple que para toda palabra v, del alfabeto {0,1,...,(b—1)},
donde 7| = p,

lim F#occ(S]z, vp)

T—00 x

= b_p

Usando la notaciéon asintotica de “little 0”, la condicién del limite no es otra cosa que
pedir que
#oce(S|z,vp) = b Px + o(x).



3. El niimero de Champernowne es normal
En 1933 Champernowne |9] define el namero:
0.12345678910111213141516...

y demuestra que es normal en base 10.

La expansién fraccionaria del nimero de Champernowne es simplemente la yuxta-
posiciéon de los ntimeros naturales en su orden natural. Es decir, si tomamos la sucesiéon
T tal que tg =0y t;41 = t; + 1, entonces el nimero de Champernowne se entiende como
la concatenacién de los t;, en forma consecutiva a partir de ¢;. A cada uno de estos lo
denotaremos término. Notar que t; = 1.

Lo que sigue es una demostraciéon de la normalidad del nimero de Champernowne
basada en grafos de Bruijn. Para ello dejaremos de pensar al nimero de Champernowne
como un nimero y consideraremos su expansion fraccionaria como una secuencia infinita
a derecha de simbolos 0,1,2,...,9 a la que llamaremos S.

Debemos ver que S cumple que para toda palabra 7, del alfabeto {0,1,...,9}, donde
|7p| = p, vy para toda posicion z,

#occe(S|z,vp) = 107z + o(x).



4. Demostracion de normalidad utilizando grafos de Bruijn

La idea de la demostracion es partir S en segmentos consecutivos de la forma 10°~1..9%,
para ¢ = 1 en adelante.

Para demostrar la propiedad de normalidad debemos contar la cantidad de ocurren-
cias de v, hasta cada posiciéon x de S. Dada la posicién x, contaremos la cantidad de
ocurrencias de 7, en S|z sumando la cantidad de ocurrencias en los segmentos consecu-
tivos 1..9, 10..99,.., 10¥~1. 9% Reservaremos la letra k para denominar al tltimo segmento
que debemos examinar.

Notemos que en la posicidon x la secuencia S tiene un sfimbolo 0, 1,...0 9. Este simbolo
ocurre dentro de un término de la sucesiéon T mencionada anteriormente, aunque no
necesariamente serd el altimo simbolo de un término de T'. Para determinar &, primero
seleccionamos el ultimo término completo de T en Sx. Llamaremos a este término n. El
segmento 10¥71..9F es el que contiene al término n. A la posicion en el segmento anterior
del ultimo simbolo del término n la llamaremos y. Es decir, S|« comienza con 1..9 10'..92
102..93 ... 10F2..9¥7110%~1 n, y el término n + 1 aparece partido como sufijo de S|z, o
bien no aparece, y 10¥71 < n < 9F,

Cada segmento 10°1..9%, donde 1 < i < k, sera interpretado como un camino en el
grafo B;. El término n es una palabra en el alfabeto {0,1,...,9} que requiere k simbolos
para ser escrito y es la etiqueta de un nodo en By.

Para contar la cantidad de ocurrencias de 7y, en S|z acotaremos las ocurrencias de -,
en el segmento inicial de S hasta el término n. Dado que la propiedad de normalidad es
asintotica, no necesitamos hacer el calculo exacto de la cantidad de ocurrencias, sino dar
una expresién para la cantidad de ocurrencias que se contabilizan y una cota superior para
las ocurrencias extra que no se contabilizan exactamente. Usaremos primero la notacion
asintotica “big O”. Y luego la expresaremos usando la notacion “little o”. Sumaremos:

1. la cantidad de ocurrencias de 7, en cada segmento 10°~1..9¢ para i = 1..(k — 1).
2. la cantidad de ocurrencias de 7, en el segmento 1051 n.

3. la cantidad de veces que 7, aparece a caballo entre los k segmentos recién men-
cionados.

La formula que utilizaremos para contar la cantidad de ocurrencias de 7, en S|z es:

k—1
#oce(l.n,yp) = z #occ(10°71..9¢, ) + #oce(10F7 1 n, )

i=1

La cuenta anterior no considera las ocurrencias a caballo entre los segmentos. Las
mismas se tratardn més adelante.

La cantidad #occ(loi_l..Qi,vp) incluye dos clases de ocurrencias de v,, a las que
llamamos, al igual que Champernowne, las ocurrencias sin dividir y ocurrencias divididas.
Las primeras son todas las ocurrencias de 7, como subpalabra propia de los términos
10°71 ..., 9. Las segundas son las ocurrencias de vp cuando aparece a caballo entre dos
términos.

Al sumar la cantidad de las ocurrencias divididas y sin dividir de 7, se obtiene la
cantidad total de ocurrencias en un camino en un grafo de Bruijn. Esto coincide con



la cantidad de veces que el camino atraviesa un nodo cuya etiqueta tiene como prefijo
precisamente a 7p.

Sea el grafo de Bruijn B;, el camino que hace el nimero de Champernowne sobre él se
corresponde con el segmento 10°~1..9°. Para unir cualquier término ¢;, con su consecutivo
t;, se deben recorrer, aparte de los dos nodos etiquetados ¢;, y %;,, una cantidad de
nodos intermedios. Esta cantidad es exactamente ¢ — 1. Los nodos intermedios son todos
aquellos cuyas etiquetas son sufijos de t;, concatenados con prefijos de ¢;,. Cuando 7,
ocurre al comienzo de un nodo intermedio a partir del (i — p)-ésimo nodo intermedio
contédndolos desde 0, decimos que ocurre dividida. Debido a que 7y, tiene longitud p, si
ocurre al comienzo de alguno de los nodos intermedios anteriores implica que ocurre como
subpalabra propia del nodo etiquetado ¢;,, en este caso decimos que 7y, ocurre sin dividir.

Notar que si p > ¢ entonces v, sélo puede aparecer dividida. El siguiente ejemplo
ilustra la idea.

Ejemplo Supongamos i =15y p =3 y un alfabeto de 10 simbolos.

S@Ee OO@®,

Consideremos el camino que une a los términos del segmento 10022 10023 10024.
Queremos contar la cantidad de ocurrencias de la palabra 310. Puede observarse que la
misma ocurre en los nodos pintados de rojo. Pero sé6lo en el ultimo ésta aparece al comien-
z0. Segin la explicacién anterior 310 deberfa aparecer dividida solo una vez. Y no ocurre
sin dividir ya que no se encuentra como subpalabra de ningtin nodo anaranjado (aquellos
etiquetados con los términos del segmento). Si consideramos el segmento formado por los
términos anteriores, nos queda:

100221002310024

podemos apreciar que 310 efectivamente ocurre una sola vez en el mismo.
Ahora supongamos i = 5y p = 2 y un alfabeto de 10 simbolos. Consideremos el
camino que une a los términos del segmento 20022 20023 20024.

Queremos contar la cantidad de ocurrencias de la palabra 22. Se puede observar que
la misma ocurre al comienzo de 2 nodos intermedios. Y ademaés ocurre como subpalabra
del primer nodo. Es decir, es subpalabra del primer término del segmento en cuestién.
Sin embargo, ; Es correcto afirmar que la palabra 22 ocurre 2 veces dividida y una vez sin
dividir? Si consideramos: 200222002320024, podemos apreciar que 22 solo ocurre 2 veces.
El error proviene de considerar el primer nodo intermedio pintado de rojo. Recordemos
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que la definicién indica que s6lo deben contarse las ocurrencias a partir del (i — p)-ésimo
nodo intermedio numerandolos desde 0. Dado que la cantidad de nodos intermedios es 4,
su numeracion es: 0,1,2,3. Como (i — p) es 3 y el primer nodo pintado tiene namero 2,
por lo tanto no debe contarse.

4.1. Contando #occ(10°71..9 v,) en B;

A continuacién daremos la expresién del numero de ocurrencias de 7, en un segmen-
to 10°~1..9%. Recordemos que el segmento es la yuxtaposicién de todas las palabras de
longitud ¢ en orden lexicografico creciente, excepto las palabras que comienzan con 0. Y
como ya explicamos anteriormente debemos considerar las ocurrencias de v, dividida y
sin dividir.

4.1.1. Ocurrencias de 7, sin dividir

Debemos contar la cantidad de ocurrencias de 7, sin dividir en el segmento 10°~1..9%,
La cuenta debe partirse en 2 casos: cuando 7, comienza con 0 y cuando no. Ademés se
debe considerar que la misma vale cuando la longitud de 7, es p < 4 si comienza con 0 o
p < i si no. Pero cuando la longitud es p > i la cantidad de apariciones sin dividir es 0.

Caso v, no comienza con 0: La ocurrencia de 7, puede comenzar en cualquier posi-
cion a partir de la cual quepa integramente. Son en total ¢ — p + 1 posiciones distintas.

En caso de que ocurra a partir de la primera posicién entonces quedan ¢ — p posiciones
que pueden cubrirse con cualquiera de los diez simbolos 0 a 9. Es decir, se pueden formar
10°"P términos que contienen a 7y, en la primera posicion.

Sin embargo, si ), no ocurre desde la primera posicion recordar que ésta puede alber-
gar cualquier simbolo excepto el 0. Por lo tanto habrd ¢ — p — 1 posiciones que pueden
cubrirse con cualquiera de los diez simbolos, y una posicién que puede tomar solamente
valores entre 1y 9, la primera. Por lo tanto se pueden formar (i — p)10°~?~19, palabras
distintas que no comienzan con 7.

En total, si 7, no comienza con 0, su cantidad de ocurrencias es exactamente:

10°7P 4 (i — p)10°—P~ 19, (1)

Caso 7, comienza con 0: Si 7, comienza con 0 entonces seguro no ocurre desde la
primera posicién de ninguna de las palabras de longitud i en 10°~1..9%. Por lo tanto, la
cantidad de ocurrencias de 7, es exactamente:

(i — p)10"P~ 19, (2)

4.1.2. Ocurrencias de v, dividida

Para la cantidad de ocurrencias dividida daremos una cota superior de las mismas.
Por lo tanto no es necesario discriminar si v, comienza o no con 0.

Se deben considerar en el grafo B; aquellos nodos intermedios en el camino entre dos
palabras sucesivas del orden lexicografico, t1 y to de longitud 4. Estos nodos intermedios
son exactamente ¢ — 1. Por otro lado, si 7, ocurre dividida, es decir, a caballo entre t;
y to2, entonces esta ocurrencia de 7y, ocurre a partir de una posicién de t; mayor que
1 — p+ 1. Esto significa que de los nodos intermedios entre ¢; y to deben descartarse los
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primeros ¢ — p nodos. Por lo que, en el camino entre ¢; y ¢ hay a lo sumo p — 1 nodos
cuyas etiquetas podrian comenzar con 7,.

La cantidad de términos del segmento 10°~1..9% es exactamente 10° — 10~!. Por lo
tanto la cantidad de nodos intermedios cuyas etiquetas podrian ser 7, es a lo sumo
(p —1)(10" — 10~ — 1). Sin embargo esto es cierto sélo si p < i.

Cuando p > 7 no sélo no hay ocurrencias sin dividir, sino que podemos garantizar que
la cantidad de ocurrencias divididas estd comprendida en la cota anterior.

En conclusién la cantidad de ocurrencias divididas de 7, es a lo sumo (p — 1)(10° —
101 — 1), y esta expresion es menor que (p — 1)(10%). Como p es un valor fijo, acotamos
la expresion por

O(10%). (3)

4.1.3. En total las ocurrencias divididas y sin dividir

Las expresiones (1) y (2) dan la cantidad de ocurrencias de +, sin dividir segan dos
casos mutuamente excluyentes. Esta cantidad es 10°°P + (i — p)10°P~19 o bien (i —
p)10°=P~19, Estas difieren en 10°~P por lo que no afectara al valor asintético que se quiere
demostrar. Para realizar el resto de los céalculos utilizaremos (1) por ser la mayor de
las dos. Y cuando le sumamos la cota (3) de la cantidad de ocurrencias de v, dividida
obtenemos:

#occ(10°71.9° v,) = 10777 + (i — p) 107719 4 O(10%) (4)

A continuacion se expresa la ecuacion anterior usando la longitud del segmento bajo
consideracion. De esta forma nos vamos acercando a una expresiéon mas atil para de-
mostrar la condicién de normalidad.

El segmento es 10°~1..9%) sea x; su longitud (observar que x; es un valor numeérico).
Se obtiene

x; = 1077197 =4 1019

Reemplazando por x; en la ecuacion (4) y distribuyendo 1077 queda:
#oce(1071.9%, 4) = 10°7P + 107 Pa; 4 (—p)10°P719 + O(107) (5)

4.2. Contando #occ(10571..n,,) en By

De este segmento solo debemos contar la cantidad de ocurrencias desde 10¥~! hasta
el término n. Al igual que Champernowne, expresaremos los k simbolos de n de esta
manera:

término n
posiciéon 1 2 ... k=2 k-1 k
simbolo M1 Mr_o ... mo mq Mo
Los simbolos mg_1, ..., mp son simbolos del alfabeto {0,...,9}. Para representar su valor
numeérico escribiremos my_1, ..., mo Dado que el segmento 10%~1..n no contiene términos

que comiencen con 0, el simbolo my_4 # 0.
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4.2.1. Ocurrencias de v, dividida

El anélisis es similar al que realizamos en la seccién 4.1.2, concluyendo que la cantidad
de ocurrencias de 7y, dividida es del orden O(10¥). Inclusive podriamos dar una cota més
fina ya que solo se debe considerar el segmento hasta el término n. La cantidad de nodos
a unir es menor o igual que 10¥, por lo que la cota es:

O(10"). (6)

4.2.2. Ocurrencias de 7, sin dividir en By,

Al igual que en la seccion 4.1.1 para un B; cualquiera debemos contar la cantidad
de términos en los cuales puede ocurrir v, una vez que se ha fijado una posicién. Sin
embargo debemos tener cuidado de no contar aquellos términos mayores que n.

Ademis, al igual que en la seccion 4.1.1, se deberia tener el cuidado de discriminar si
7p comienza o no con 0 para realizar la cuenta de las ocurrencias. Sin embargo ya hemos
visto en esa seccion que las ocurrencias de 7, comenzando con 0 son menores que las
ocurrencias de 7y, cuando no comienza con 0 y que la diferencia entre ambas no afecta la
cota buscada. Dado que el andlisis en esta seccién es andlogo al antes mencionado, sélo
contaremos las ocurrencias para <y, no comenzando con 0.

Supongamos que 7, se encuentra a partir de una posicién j (contando de izquierda a
derecha a partir de 1) dentro de un término. Entonces existen k — (j + p) + 1 posiciones
que pueden tomar cualquier simbolo entre 0 y 9. Estas son las posiciones a la derecha de
la ocurrencia de 7,. Entonces, cuando j > 1, la cantidad de posibles sufijos es

10F—G+p)+1 (7)

Las posiciones que quedan a la izquierda de y,, es decir las posiciones 1 a j —1, no pueden
elegirse libremente, ya que no debemos contar los términos mayores que n.

En la posiciéon 1 puede haber cualquier simbolo con valor entre 1 y my_1 — 1 sin
restringir la eleccién de los demas simbolos de las posiciones que se encuentran a la
derecha suyo. Es decir, para las posiciones 2 y j — 1 se podra elegir cualquier simbolo.
La cantidad de posibles prefijos para cada uno de los sufijos contados en (7) sin pisar el
valor my_4 en la primera posicién es

(mp_1 —1)107 72 (8)

Sin embargo, si el primer simbolo se fija con valor my_1 entonces el siguiente inmediata-
mente a la derecha sélo podra tomar valores entre O y mx_o — 1 sin restringir los valores
que tomarén los j — 3 posiciones siguientes. Asf sucesivamente hasta el simbolo my_ ;4
dado que el primer simbolo de 7, estd en la posicién j. La cantidad de posibles prefijos
para cada uno de los sufijos con my_4 en la primera posicién es

k-2
Z mllol-i-j—k—l (9)
I=k—j+1

Por altimo hay que tener en cuenta qué es lo que ocurre si todas las posiciones desde la
1 hasta la j — 1 son los simbolos my_1,mx_2,...,m_jy1. Segn cudles sean los simbolos
en las posiciones j a j + p — 1 contaremos cuantas palabras de longitud k& con prefijo
mg 1,Mg 3,...,M 11 pueden contener a 7y, en la posiciéon j. La cantidad maxima es la
argumentada en (7), que es 10*~77P+1, Hay tres casos mutuamente excluyentes, y cada
uno determina un valor racional 8 entre 0 y 1.
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= Caso la subpalabra mk—j..mg_(j4p)41 < 7p- Entonces 7, no puede ocurrir en la
posicién j y por lo tanto 6 = 0.

» Caso la subpalabra mg—j..my_(j4p)11 = 7p- La cantidad de palabras que contienen a
7p es una fraccion de 10#=3=P*1 ya que los simbolos de mas a la derecha de Yp 1O se
modifican libremente, sino que llegan hasta conformar el término n. Esto determina
0<f<1.

» Caso la subcadena my—j..m_(j4p)4+1 = 7Vp- Entonces v, va a haber aparecido en la
posicién j, y todas las siguientes posiciones pudieron tomar cualquier sfmbolo. Esto
determina 6 = 1.

Por lo tanto tenemos que la cantidad de posibles sufijos es:
g10k—i—p+1 (10)

Finalmente, la cantidad total de ocurrencias de <, sin dividir en la posicién j de un
término es (10), mas el factor (7) por la suma de (8) y (9):

10+—i—rtlg j=1
10F=9=PHL (6 + (my_q — 1) 10772) =2
’ ’ k—2 . (11)
1M TP 0 4 (mpy — 11072+ Ym0 > 2
I=k—j+1

La separacion en casos se debe a que, cuando 7, aparece en la primera posicién, j = 1,
solo debemos contar los valores a la derecha de 7,. (Es el mismo analisis que lleva a la
conclusion (10).) Si vy, aparece en la segunda posicion, j = 2, entonces ademés de contar
los valores a la derecha de ,, debemos contar los posibles valores para la tinica posicion
antes de 7.

La sumatoria en (9) se anula ya que no exiten prefijos distintos (en la primera posicion
se encuentra my_; y a partir de la segundo aparece ).

Por ultimo, si 7, aparece a partir de la tercera posiciéon, debemos contar los valores a
la derecha de 7,. y también todos los posibles simbolos anteriores a .

Variando la posicion de ~,, para j = 1,2,...,k —p + 1, usando los casos de (11),
podemos acotar la cantidad de ocurrencias sin dividir de 7, as:

108770 + 105 P=1 (0 + my_y — 1) +

k—p+1 4 4 k—2 '
D A [ G D R (1 e e N T TV Al B
j=3 I=k—j+1

0 (10’“*1’ + 10’“*13*1) 105 P (g — 1) +

ST 10T g4 (myy — 1) 1002+ Ym0t R
j=3 I=k—j+1

Si sacamos el factor coman 1077 en la sumatoria externa y el factor coman 107 %=1 de
la sumatoria interna, tenemos:
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010" P (14+1071) + 105771 (my_y — 1) +

k—p+1 k—2
1077 > [ 10F79H + 105072 (mye—y — 1) + 10F 0T N 10t | =
j=3 I=k—j+1

Simplificamos los exponentes y obtenemos:

010" 7 (14+1071) + 10571 (my—q — 1) +

k—p+1 k—2
1077 3 (10 g+ 108 e — )+ Y myl0' | =
=3 I=k—j+1
k—p+1
01057 (1+107") +1077 Y (10’“*J+19)+
=3
k—p+1 k—p+1 k-2
(mp—1 — D174 1077 [ 37 (mpey —120F 1+ >0 Y om0t | =
j=3 =3 I=k—j+1
k—p+1 k-2
0(10%) + 1077 [ (k= p)(mp—1 — DI0F 1+ D= >~ my10’ (12)

j=3 l=k—j+1

A partir del siguiente analisis lograremos juntar ambas sumatorias en una y eliminar
la variable j. Cuanto mayor es el valor de j mayor es el rango en el que varfa . El valor del
que parte [ es variable, pero el altimo valor que alcanza es siempre el mismo. Por lo tanto
conforme va variando 7, [ toma un nuevo valor y repite todos los anteriores. La maxima,
cantidad de veces que puede repetirse un valor [, es la cantidad de valores distintos que
toma j, k — p — 1. Conforme va aumentado j se van repitiendo mas valores [; pero cada
uno una vez menos que el anterior. Para cada valor, la cantidad de veces menos que se
repite es la cantidad de valores que hay entre él y el primer valor que témo [, k — 2.

Por lo tanto la cantidad de veces que se repite un valor [ es:

(k—p—-1)—(k—-2-1)=1l—p+1
Esto nos permite reescribir (12) asi:
k—2
1077 [ (k= p)(me—1 — DI0F 1+ > (I = p+ 1)my10' | + O(10). (13)
l=p

Nuevamente necesitamos expresar la cantidad de ocurrencias de 7, en el segmento
dado en funciéon de la longitud del mismo. Sea y a la longitud del segmento 10*~!. n,
donde

k-2
y=k (Z my10' + (my—y — 1)10’”> (14)

=0
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Veamos que podemos expresar (13) como
1077y + O(10%). (15)

Es suficiente ver que la diferencia entre 107y y el primer sumando de (13) es O(10%):

k—2 k—2
k (Z mi10' + (my_1 — 1)10k—1> — [ Do -p+1)m10" + (k = p)(mg—y — 1)10*

=0 l=p
p—1 k—2 k—2
Zk my10! + Z k my10t — Z(l —p+ 1)my10' 4 p(my—y — 11051 =
=0 l=p l=p

[\

Ok 10°) + Y “(k—1+p—1) m 10' + O(10F7!) =
l=p
k—p—
(k — i) mpyio1 10PT71 010" 1)  (16)
1

=

(2

La cota inferior de la diferencia es 0. Si la misma se alcanzara implicaria que ambas
expresiones son iguales y por lo tanto la aproximacion de (13) por (14) seria exacta. Lo
importante es que la diferencia no sea de un orden mayor a 10.

Concluimos:
k—2
1077y — (1077) | Y (1 + 1= p)my10' + (k — p)(mg—y — 1)10*7" | = O(10%).
l=p

4.2.3. En total las ocurrencias divididas y sin dividir en By

Dado que (6) acota la cantidad de ocurrencias dividida de +, simplemente por O(10%),
y suméndola a la cantidad de ocurrencias sin dividir (15) tenemos

#oce(10F7 1 n, 4p,) = 107Py 4+ O(10%) (17)

4.3. #occ(1l..n,7,)

Nos queda ver que la sumatoria de las ocurrencias de 7, a lo largo de los caminos sobre
los grafos By hasta Bj efectivamente cumple con la propiedad de normalidad. Teniamos
que:

k—1

#oce(l.n,yp) = Z H#occ(1071.9% v,) + #oce(1057 1. n, v,)
i=1
De la seccién 4.1 sabemos que:

#occ(1071..9% v,) = 10F + 10 Px; — pl0T P19 + O(107)

donde z; denota la longitud del segmento 10°~1..9%. Entonces,

k—1
#occ(l..n,7yp) = Z (107 4+ 10 Pa; — p10° P19 + O(10")) + #occ(10F7 1 n, )
=1
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De la seccién 4.2 sabemos que:
#oce(10F 71 n, ) = 107Py + O(10%)

donde y es la longitud del segmento 10*~!..n. Entonces,

k—1
#oce(1.m,yp) = Y (10777 +107Pa; — pl0* P19 + O(107)) + 1077y + O(10)
=1

Distribuyendo la sumatoria,

k—1 k—1 k—1 k—1
#occ(L.n,yp) = 1077 Y "107+1077 Y " ;—pl0P719 > 10+ O(10°)+10"Py+0(10%)
=1 =1 =1 =1

Queremos expresar esta cantidad en funcién de la longitud del segmento 1..n. Sea

k—1
X =[5 == "a
=1

Luego,
k—1
o (10F — 1) _ o (10F 1) , _ A
_ D _ D _ P _ i D

#oce(1..n,7,) = 107P( 0T 1)4+10"PX +(—p)107P~19( 0T 1)+;O(10 )+10"Py+0O(10%)
Asociando,

107P(1 + (—p)10~19 = }
#occ(1..m,7,) = ( J{O(_ﬁ) )(10’“—1—(10—1))+10_p(X+y)+Z0(101)+O(10’“)

=1

Dado que [1..n| = X + y, llamando z = X + y tenemos,

(1077 + (—p)10—P~19)

10— 1 (10° —1— (10 — 1)) + O(10%) + O(10%)

#oce(l.m,vyp) = 107P(2) +

Puede verse que L0 HEDIOTTI0) (k1 _ (10~ 1))+ O(10F) + O(10%) es O(10%), queda
entonces:

#oce(1.n,7,) = 107P(2) + O(10")

Teniendo en cuenta que z = X + y entonces

k—1 k—1
2> x= ) 10719 > (k—1)10729 (para k > 2).
i=1 i=1
Como limy_,e (k_ﬁ% = limp 0o %k_—il = 0 entonces O(10%) = o(z) queda,

#oce(l.m,7vp) = 107P(2) + o(2)
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Dado que n denotaba el ultimo término completo de S|z, el siguiente término aparece
cortado; por lo tanto su longitud es < k y la cantidad extra de ocurrencias de -y, estd
comprendida en lo calculado anteriormente. Esto se debe a que no son mas de k entre
divididas y sin dividir. La diferencia entre x y z, es menor que k.

Falta ver qué ocurre con las apariciones a caballo de v, entre los segmentos 10197,
Dado que la cantidad de segmentos es k y que el tamano de +, es p, entonces la cantidad
extra de apariciones no es mayor que kp.

Por lo tanto #occ(S]z,,) esta correctamente acotado de la siguiente forma

#oce(S|z,yp) = 107P(x) + o(z).

Queda demostrada la normalidad de la secuencia S, el nimero de Champernowne.
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5. La demostracién de Champernowne y la nuestra

En su demostracién Champernowne comienza considerando la secuencia infinita for-
mada por la concatenacién de los segmentos 0%,...,9%, a los que llama s;, para 1 < i.
Champernowne entonces cuenta la cantidad de ocurrencias de 7, en s; que es exactamente
(r —p+ 1)10""P. Nosotros en cambio consideramos la concatenacion de los segmentos
1071 ..., 9%, Ademas, a diferencia de la suya, nuestra cuenta queda partida porque al
descartar los términos que comienzan con 0 debemos tratar diferente el caso en que 7,
comienza con O del que no. Recordar el analisis realizado en (4.1.1). Por otro lado, el
modelo que propone Champernowne para contar las ocurrencias divididas se basa en la
union de los términos con una , (coma) entre ellos. Lo que plantea Champernowne es
contar la cantidad de posiciones en las que la coma puede partir a «y,. Nosotros para con-
tar las ocurrencias divididas consideramos la cantidad de nodos intermedios que atraviesa
el camino para unir dos términos consecutivos. Recordar los ejemplos en (4).

Dado que la secuencia considerada por Champernowne no representa exactamente
al numero cuya normalidad quiere demostrar, una vez demostrada la normalidad de la
misma, debe realizar modificaciones en la secuencia y demostrar que la normalidad se
mantiene. De esta manera la demostracién de Champernowne tiene 4 pasos: primero de-
muestra la normalidad de la secuencia antes descripta. Luego demuestra la normalidad
de la secuencia formada por la concatenacién de los segmentos: (0%..99)¢, para 1 < i y
cualquier constante c. Luego fija la constante ¢ en 9 y para cada subsegemento 0°..9° va
tomando en orden los digito del alfabeto {0,1,2,3,...,9} y construye una nueva secuen-
cia concatenandolos a cada uno los términos de cada subsegmento. Luego demuestra su
normalidad. Por altimo demuestra que agregando la cadena 123456789 al segmento an-
terior la normalidad se mantiene. La secuencia resultante de esta tltima transformacion
es justamente el nimero Champernowne.

Si bien Champernowne define su ntimero en base 10, la misma construccién puede
hacerse en cualquier otra base mayor que 1, obteniendo un ntimero normal en dicha base.
Tanto la demostracion de Champernowne como la reescritura que hacemos en este trabajo
se trasladan automaticamente a cualquier otra base.
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6. Conclusiones

Hemos adaptado la demostracién original de Champernowne consistentemente para
visualizarla como un camino sobre la sucesion de grafos de Bruijn. Y hemos conseguido
una demostracién directa de la normalidad del niimero de Champernowne. Tanto la es-
trategia original de Champernowne como la nuestra se basan en que los términos de la
sucesion de Champernowne son consecutivos respecto del orden de los niimeros naturales.
La demostracion de Champernowne se extiende a cualquier otra sucesion definida por un
orden que nos permita calcular cudl es el ntimero de ocurrencias de una cadena dada
en cada segmento inicial de la sucesion. Esta es la generalizacion que dieron Copeland y
Erdés [10] dando condiciones sobre la sucesion. Cualquier demostracion de normalidad
basada en esta generalizacién pueden reescribirse en base a caminos en grafos de Bruijn,
como lo hicimos en este trabajo.
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