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Resumen

El calculo-A es uno de los formalismos mas utilizados para estudiar la computacién desde un
punto de vista abstracto. Por un lado, tiene aplicaciones précticas en el disefio e implementacién
de lenguajes de programacién funcionales y asistentes de demostracién. Por otro, es una her-
ramienta tedrica casi indispensable para estudiar cualquier sistema que cuente con mecanismos
de sustitucién y ligado de variables.

Las variantes débiles del calculo-A se caracterizan por prohibir la contraccién de términos
debajo de abstracciones. La relacion de reduccién débil propia de estas variantes es més cercana a
la evaluacién de los lenguajes de programacién habituales, en los que no se reducen términos bajo
lambdas durante la ejecucién. Ademds, la reduccién débil es interesante de por si, en parte porque
ciertas familias de propiedades, que no se cumplen en el cilculo-A con la relacién de reduccién
usual, se satisfacen si la relacion se debilita. Otro motivo por el cual esta variante es interesante
es que es una manera de relacionar la S-reduccién en el cdlculo-A con la reduccién en la 16gica
combinatoria.

Un superdevelopment es una secuencia de pasos de reduccién en la cual, en cada paso, sélo se
permite contraer los residuos de los redexes que figuraban en el término inicial, y también algunos
de los redexes creados. La razén principal que motiva el estudio de los superdevelopments es que
pueden aplicarse como técnica para probar la confluencia del sistema en cuestion.

En este trabajo, se estudian los superdevelopments para una variante confluente del calculo-A
débil, introducida por Cagman y Hindley. Para ello, se estudia primero de qué maneras pueden
crearse redexes en el célculo-A débil. Esto motiva dos caracterizaciones de superdevelopments
para este cdlculo: la primera definicién se basa en una relacién de reduccién en un paso sobre
términos decorados con etiquetas, y la segunda en un juicio de reduccién simultdnea definido
inductivamente.

A partir del cdlculo etiquetado con el que se formulan los superdevelopments, se da en primer
lugar una prueba de que son finitos. Una vez hecho esto, la parte central del trabajo consiste en
el andlisis y la comparacion de las dos caracterizaciones de superdevelopments en el contexto
del célculo-A débil, y en el estudio de la relacién no obvia entre ellas, mostrando que las dos
definiciones son esencialmente equivalentes.
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1 Introduccion

Los sistemas formales que actualmente se conocen como cdlculo-A y légica combinatoria
surgieron alrededor de la década de 1930, como herramientas para estudiar la abstraccion y la
aplicacion de funciones, y la operacién de sustitucién. Originalmente, estos formalismos no se
consideraban interesantes de por si, sino que eran partes de otros sistemas mds complejos que
pretendian dar fundamentos formales para la matematica y la 16gica, basados en el concepto de
funcién [Ros84, CHO6].

El calculo-A se basa en la notacion de funciones mediante abstracciones de la forma Ax.M,
donde M es una expresion que puede contener cero o mas ocurrencias de x. Por ejemplo, con esta
notacién, Ax.x + 1 representa la funcién que asocia un nimero a su sucesor. La regla central del
célculo-A es la siguiente regla, conocida como S-reduccion:

(Ax.M)N — M{x := N}

donde M{x := N} representa el término M con todas las ocurrencias de x reemplazadas por N.
La légica combinatoria es un formalismo alternativo al cdlculo-A4, en algtin sentido mds simple,
donde las funciones no se definen construyendo abstracciones basadas en expresiones con varia-
bles ligadas, sino componiendo algunas pocas funciones fijadas de antemano, conocidas como
combinadores. Ambos formalismos estan estrechamente relacionados y resultan ser equivalentes
en poder expresivo, permitiendo expresar todas las funciones computables.

Inicialmente, el estudio del cdlculo-A y la lI6gica combinatoria estaba restringido al grupo de
16gicos interesados en trabajar formalmente con la operacidn de sustitucion y sus propiedades.
Sin embargo, hacia la década de 1950, se obtuvieron resultados cuya importancia trascendia la de
estos formalismos concretos. En particular, se formularon los resultados fundamentales de teoria
de tipos y de reescritura abstracta, incluyendo el estudio de las nociones de confluencia y residuo.
La relevancia de estos resultados justificé e impulsé el estudio del cdlculo-4, y de los sistemas de
reescritura en general. Actualmente, por su simplicidad y su poder expresivo, el cdlculo-A se usa
como lenguaje de programacion paradigmadtico, que tiene aplicaciones centrales en el estudio de
la seméntica, la l6gica y la implementacién de lenguajes de programacion.

En el cédlculo-A se permite que se reduzcan términos debajo de abstracciones, operando con
variables ligadas. Esto difiere de lo que ocurre usualmente en los lenguajes de programacion,
en los cuales el cuerpo de una funcién no se ejecuta hasta que la funcién es invocada y se in-
stancian sus parametros formales. En las variantes del cdlculo-A conocidas como “célculo-A dé-
bil” se prohibe que se reduzcan términos debajo de abstracciones. La nocién de reduccion débil



1.1 Objetivos de esta tesis

estudiada en este trabajo es de Howard [How70], de acuerdo con Cagman y Hindley [cHIS].
Surge como consecuencia de tratar de formular una correspondencia més precisa entre la reduc-
cion en el cilculo-A y en la l6gica combinatoria. Fue estudiada previamente por Blanc, Lévy y
Maranget [LM99, BLMOS].

Por otra parte, la nocién de reduccién paralela es una variante de la reduccién en el cdlculo-A.
Un paso de reduccién paralela corresponde a varios pasos de la reduccion usual en el cdlculo-A4,
con ciertas restricciones. El origen de esta nocién se remonta a la prueba clasica de la confluencia
del calculo-A dada por Tait y Martin-Lof [ML71, Bar71, Ste72, HLS72], e incluso a trabajos
previos [CF58, Hin69]. La nocién de reduccion paralela fue refinada por Takahashi [Tak89].

Estrechamente relacionadas con la reduccion paralela utilizada en la prueba de Tait y Martin-
Lof estan las nociones de descendiente y residuo. La relacién de descendiente permite “rastrear”
términos a lo largo de reducciones en el cilculo-4. En un paso de reduccién en el cédlculo-4,
un redex es el subtérmino sobre el que se aplica la regla 8. Los residuos de un redex son sus
descendientes. Church y Rosser trabajaron con la nocién de residuo en la prueba original de
la confluencia del cdlculo-A [CR36]. Newman y Schroer estudiaron la nocién de residuo en un
marco abstracto [New42, Sch65]. La teoria de residuos fue ampliamente estudiada por Lévy y
otros [L78, HL91, KG, Mel02, Hue94].

A partir de los residuos, se formula la nocién de development. Un development es una secuen-
cia de pasos de reduccién en la cual sélo se permite contraer los residuos de los redexes presentes
en el término inicial. Los superdevelopments son una variante relajada de los developments, en
los que también se admite que se contraigan ciertos redexes que no son residuos de los redexes
originales. Los superdevelopments fueron introducidos por Aczel para probar la confluencia de
una version generalizada del célculo lambda [Acz78]. Técnicas similares fueron aplicadas por
van Raamsdonk [VR93, vR96], Mayr y Nipkow [MN98] como herramientas para estudiar y pro-
bar la confluencia en sistemas de reescritura de alto orden. Otra aplicacion de superdevelopments
es la de matching en reescritura de alto orden. Si bien este problema se ha demostrado decidi-
ble recientemente [Sti09] una manera de restringirlo para obtener algoritmos que lo resuelvan de
manera préctica es debilitando la relacién de reduccidn, utilizando superdevelopments completos
en lugar de reduccién a forma normal. de Moor y Sittampalam aplican superdevelopments en el
contexto del sistema MAG [dMS98, dMS01, SAMO1] proponiendo un algoritmo para la transfor-
macién automatica de programas funcionales. Faure [Fau06] también estudia matching médulo
superdevelopments.

1.1. Objetivos de esta tesis

El objetivo de esta tesis es estudiar la nocién de superdevelopments en el calculo-A débil. En el
célculo-4, la definicién de superdevelopment es una variante relajada de 1a nocién de development,
en la que se permite contraer algunos de los redexes que se crean a lo largo de la reduccién.
Para proceder de manera similar en el cdlculo-A débil, en primer lugar, se estudia de qué manera
pueden crearse redexes nuevos en el cdlculo-A débil, es decir, se determina exactamente en qué
circunstancias, dado un paso de reduccién, aparecen redexes que no son residuos de redexes ya
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1 Introduccion

presentes en el término inicial.

A partir de este andlisis se motiva una definicién adecuada de superdevelopments. Concre-
tamente, se formulan dos definiciones formales de superdevelopments en el célculo-A débil. La
primera definicién se basa en una relacién de reduccién en un paso sobre términos decorados
con etiquetas. Ademds se caracterizan los superdevelopments de una segunda manera, basada en
un juicio de reduccion simultdnea definido inductivamente. Estas dos definiciones son en algin
sentido complementarias y son dos maneras usuales de caracterizar relaciones de reduccién. La
definicién basada en términos con etiquetas es concisa, pero la caracterizacion de los superdevel-
opments completos requiere reducir los términos a forma normal, lo cual en general complica los
razonamientos. Por eso es conveniente contar también con una definicion inductiva directa de los
superdevelopments débiles.

Partiendo de estas definiciones, se establecen algunas de las propiedades mas importantes
de esta nocién, similares a las que cumplen los superdevelopments en el cdlculo-A usual. En
particular se ve que los superdevelopments son finitos, es decir que en la variante del calculo
decorada con etiquetas no puede construirse una secuencia infinita de pasos de reduccion.

El objetivo central del trabajo es estudiar las dificultades que surgen al demostrar la equiva-
lencia de las dos formulaciones de superdevelopments.

1.2. Preliminares

En esta seccién se presentan algunas nociones preliminares, convenciones de notaciéon y la
variante débil del célculo-A con la que se trabajard, el cdlculo-1".

1.2.1. Reescritura abstracta

Dado un conjunto A, se llama reduccién a una relacién binaria — C A%, Se nota —* 0 - ala
clausura reflexiva—transitiva de —.

Definicién 1.2.1 (Forma normal). Dada una reduccién —, un elemento a € A estd en —-forma
normal sii no existe b € A tal que a — b.

Definicién 1.2.2 (SN). Una relacién — sobre un conjunto A es fuertemente normalizante (SN)
sii no existe una secuencia infinita de pasos de reduccién a; — a, — ... con @; € A para todo i.

Ocasionalmente se hablard de la “finitud” de los (super)developments, refiriéndose al hecho de
que toda posible secuencia de pasos de reduccioén es finita, es decir que la reduccién con la que se
definen los (super)developments es SN.

Definicion 1.2.3. Una funcién f : A — N se dice compatible con una reduccién — siia — b
implica f(a) > f(b).

La existencia de una funcién compatible con — implica que — es SN.



1.2 Preliminares

Definicién 1.2.4 (CR). Una reduccién — C A? es confluente o Church—Rosser (CR) sii para
todo a,aj,a, € A tales que a; « a » ap existe b € A tal que a; » b « a,.

Definicién 1.2.5 (Propiedad del diamante). Una reduccién — C A? satisface la propiedad del
diamante sii para todo a, aj,a; € A tales que a; < a — a; existe b € A tal que a1 — b « a,.

La técnica clasica de Tait y Martin-Lof para demostrar la confluencia de una relacién — es definir
una relacién asociada = que cumpla las dos propiedades siguientes:

1. » C=>C—»

2. = satisface la propiedad del diamante

De este modo, por el item 1 resulta que —»* C =* C »*, es decir =* = —». Ademds, por el item
2, resulta que =*= —» es CR, lo cual es equivalente a afirmar que — es CR.

1.2.2. El calculo-A1 basico

Definicion 1.2.6. Los términos M € A del cdlculo-A basico se definen recursivamente mediante
la siguiente sintaxis abstracta:
M,N ::= x| MN|Ax.M

Donde x representa cualquier variable tomada de un conjunto infinito numerable V.

Una ocurrencia de una variable x en un término M se dice ligada si ocurre en un subtérmino
de la forma Ax.N. En caso contrario se dice /ibre. El conjunto de variables libres se define de la
manera usual; se nota fv(M) al conjunto de variables libres de M:

() & (x)
WMN) E M) Utv(N)
M) € )\ {x)

El renombre de variables ligadas (a-conversién), no cambia el significado de un término. Los
términos que sélo difieren en los nombres de las variables ligadas se consideran a-equivalentes.
Para simplificar los razonamientos, se adopta la convencién de variables de Barendregt [Bar84],
es decir que en el curso de las definiciones y demostraciones se asume que todas las variables
ligadas son diferentes de las variables libres y, ademds, que las variables ligadas por ligadores
distintos son distintas entre si. Esto es natural porque se trabaja médulo a-equivalencia.

Definicién 1.2.7. La reduccién en el cédlculo-A se define mediante las siguientes reglas, que
determinan el juicio M — N:

M- M
— ———pu
(Ax.M)N — M{x := N} N o M N
N - N M- M
_— _—
MN — MN' Ax.M — Ax.M’
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Donde M{x := N} representa la sustitucion (evitando la captura de variables) de todas las ocur-
rencias libres de x en M por el término N.
Un contexto C es un término con exactamente una ocurrencia de un agujero O0:

C:x=0|MC|CN|Ax.C

Se nota C[M] al resultado de reemplazar el agujero en C por M (esto puede eventualmente ligar
las variables libres de M en C[M]).

Es claro que la definicién de la reduccién en el cdlculo-A es equivalente a esta Unica regla,
escrita con notacién de contextos:

Cl(Ax.P) Q] — C[P{x := Q}]

En un paso de reduccién M — N, se llama redex al subtérmino de M sobre el que se aplica la
regla §, es decir a A = (Ax.P) Q en esta segunda definicién de —. Se dice que en ese paso de
reduccidn el redex A se contrae.

Una posicién (notada con letras p, g, r) es una secuencia de enteros positivos; € es la posicion
de la raiz (secuencia vacia) y p - g es la operacion (asociativa) de concatenacién de secuencias.
Si P es un conjunto de posiciones, se nota p - P al conjunto que resulta de concatenar p con cada
posicién en P. Se nota pos(M) al conjunto de posiciones de M:

d
pos(x) = {e}
pos(MN) = (0-pos(M))U (1-pos(N))
pos(Ax.M) = 0-pos(M)

El subtérmino de M en la posicion p es M|,. Ademas, M[N], representa el término que resulta
de reemplazar el subtérmino en la posicién p de M por N (lo cual puede eventualmente ligar las
variables libres de N en M[N],).

El binding path de un contexto C notado bp(C), es la secuencia de variables que estdn ligadas
en la posicion del agujero en C:

bp(m) = €
bp(CN) = bp(C)
bp(MC) = bp(C)
bp(x.C) € x-bp(C)

Dos conjuntos de variables S y T se dicen compatibles (S T T) sii son disjuntos, es decir
sii S N T = 0. Se usan las letras L y K para notar secuencias de variables, y se usa la notacién
L,K C V para indicar que L y K son secuencias de variables. Por abuso de notacién, en algunos
casos las secuencias de variables se tratan como conjuntos, por ejemplo fv(M) T L. Teniendo esto
en cuenta, se dice también que un término M es compatible con un contexto C sii fv(M) T bp(C).
Ademas, se nota L C K para indicar que el conjunto subyacente a L estd incluido en el de K. Se
nota L \ K a la diferencia entre los conjuntos subyacentes a Ly K, y #(L) al cardinal de L.



1.2 Preliminares

1.2.3. El calculo-1"

En este trabajo se estudiard una variante débil del cdlculo-A. La caracteristica central del
célculo-A débil es que, a diferencia de lo que ocurre en el cdlculo-A usual, la reduccién de térmi-
nos bajo lambdas no estd permitida. El calculo que se obtiene al introducir esta prohibicion es,
discutiblemente, mds representativo de los lenguajes de programacion, en los cuales lo habitual
es considerar que las abstracciones son valores.

Sin embargo, si esta restriccién se formula de manera ingenua y simplemente se elimina la
siguiente regla:

M — N
—¢
Ax.M — Ax.N
el célculo que se obtiene no es confluente, como se comprueba con el siguiente ejemplo:

Axy.x) M = (Axy.x) M" — Ay.M’

Axy.x) M — Ay.M +H y.M’

Es posible recuperar la confluencia del célculo restringiendo apropiadamente la regla & [cH98,

LM99]. En la siguiente regla, el juicio M 4 N significa “M reduce a N contrayendo el redex A”
y fv(A) son las variables libres de A.

MEN xe¢fva)
gl

Ax.M i Ax.N

Es decir que se permite contraer un redex debajo de una abstraccién sélo cuando no tenga ocur-
rencias de variables que estén ligadas por dicha abstraccién.
Por ejemplo, la siguiente reduccién es vélida en este cdlculo (se subraya en cada paso el
subtérmino que se contrae):
Ax. Wy x)z = (Ayy)z — 2

Pero la siguiente no, porque en (Ay.y) x la variable x estd ligada en el contexto:

Ax. Ay ) x)z  (Ax.x)z

A continuacién se define el calculo-A débil (calculo-A"). Los términos del calculo-1" son los
términos usuales A del célculo-A. Se adaptan también todas las definiciones de variables libres y
ligadas, contextos y posiciones mencionadas para el cdlculo-A bdsico.

Definicién 1.2.8. La relacién de reducciéon en un paso en el cdlculo-1" se define mediante la
siguiente regla:

A=Ax.M)N fv(A) T bp(C)

Cl(Ax.M)N] > C[M{x := N}]
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Se llama redex a A. En esta definicién se condensan las reglas usuales del cdlculo-A4, contemplando
ademas la restriccion de la regla & mencionada anteriormente. Una manera alternativa de definir
la relacion es mediante el siguiente conjunto de reglas:

A:(/bCM)N M£>M’
B -
A H
(/IXM)N—>M{)C:N} MNAM/N
A 4 A 4
N =N M>M xé¢fv)
A Y A é:I
MN — MN’ Ax.M — Ax.M’

Es claro que las dos definiciones son equivalentes. Se escribe M — N cuando M it N para algin
A.

1.2.4. Developments y superdevelopments

Las nociones de development y superdevelopment se formalizan mejor en el capitulo 2, pero
se introducen brevemente las ideas en esta seccién. Un development de un término M es una
secuencia de pasos de reduccién en la cual sélo se contraen residuos de redexes presentes en M.
Por ejemplo, si se tiene A = (1y.y)zy A’ = z, las siguientes secuencias de pasos de reduccién son
developments:

Axx)A - A > AN

Ax.X)A - (Axx) AN - N

Pero la siguiente secuencia de pasos de reduccion no es un development, porque el redex subraya-
do no es un residuo de un redex presente en el término original:

Axyy)zw - (yy)w - w

En un superdevelopment, ademds de la contraccién de residuos de redexes ya presentes en M, se
permite contraer algunos de los redexes creados. En el cédlculo-A los redexes pueden crearse de las
tres maneras siguientes [L78]:

L (Ax.x)(y.P)Q — (1y.P)Q
II. (Ax.Ay.P)RQ — (Ay.P{x:=R})Q
L. (Ax.C[x Q]) Ay.P — C'[(ly.P) Q’'], donde C’ = C{x := Ay.P} y Q' = Qfx := 1y.P}.

Un superdevelopment de M permite que se contraigan los redexes creados por los casos I y II. En
el célculo-A1 los superdevelopments son finitos [Acz78, vR93, vR96].
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1.3. Estructura de la tesis

En el capitulo 2 se estudia la nocién de residuo en el cdlculo-4". Se introduce un cdlculo
auxiliar con términos marcados a partir del cual se caracteriza de qué manera se crean redexes en
el célculo-A1".

En el capitulo 3 se enuncian las dos definiciones de superdevelopments para el cdlculo-4".
Primero se introducen los términos etiquetados y la relacién de reduccidn etiquetada, a partir de
la cual se definen los superdevelopments débiles. Se da una prueba directa de que los superdevel-
opments definidos de esta manera son finitos, ademas de algunas propiedades basicas del calculo
etiquetado. Finalmente se introduce el juicio de reduccion simultdnea, los supersteps débiles.

En el capitulo 4 se prueba la equivalencia, bajo ciertas condiciones, entre la relacién de re-
ducién etiquetada y los supersteps, para lo cual se introducen varios formalismos intermedios.

En el capitulo 5 se exponen las conclusiones generales del trabajo.

En el apéndice A se desarrollan las demostraciones de la mayoria de los resultados enunciados
en el cuerpo del trabajo.

1.4. Contribuciones

Las contribuciones principales de este trabajo serian las siguientes:

= Andlisis de la creacion de redexes en el cdlculo-1" (Proposicién 2.3.8)

= Prueba directa de la finitud de los superdevelopments débiles en el calculo-1" (Teorema
3.4.14). La misma demostracion deberia poder adaptarse con minimas modificaciones para
los superdevelopments en el cdlculo-A.

= Prueba de la equivalencia entre las dos formulaciones de superdevelopments (Teorema
4.1.1).

Las definiciones de superdevelopments débiles que surgieron como resultado de esta tesis, asi
como algunas de sus propiedades centrales, fueron presentadas en el marco del 9th International
Workshop on Reduction Strategies in Rewriting and Programming (WRS’09) y publicadas en
Proceedings of WRS’09 [BB10].



2 Creacion de redexes en el calculo-1"

2.1. Introduccion

En este capitulo se introducen la nociones de residuo y redex creado, que son esenciales
para motivar la definicién de los superdevelopments. En la Seccién 2.2 se hace una introduccién
informal de estas nociones en el marco del cdlculo-A. En la Seccién 2.3 se caracteriza formalmente
de qué manera se crean redexes en el cdlculo-1", mediante la introduccién de un célculo auxiliar
con términos marcados.

Informalmente, dado un paso de reduccién M — N, un redex A’ en N es un residuo de un
redex A en M si A’ es un descendiente de A. Si A’ no es residuo de ningin redex en M, se dice
que A’ es un redex creado. Es decir, A’ es un redex creado si el patrén de A’ no figuraba ya en el
término M.

Por ejemplo, en el siguiente paso de reduccidn, los dos redexes subrayados en N son residuos
del redex subrayado en M, porque el patrén del redex [ y proviene de M:

M= Axzxx)(Iy) > z(Uy)Uy) =N

En cambio, en los dos casos siguientes, el redex subrayado es un redex creado:

(Ax.Ay.x)zw — (Ay.)w

(Ax.xz) dyy = (Ayy)z

Como se menciond en la introduccién, en el cdlculo-A los redexes pueden crearse de tres maneras.
Mis adelante, se caracterizardn las cuatro maneras en las que se crean redexes en el cdlculo-4".

2.2. Residuos y redexes creados

En un sistema de reescritura como el cdlculo-4, es natural que surja la nocién de development.
Un development es una secuencia de pasos de reduccién que comienza en un término M y, en cada
paso, contrae s6lo redexes que sean descendientes de redexes de M (es decir, sélo redexes de M
o sus residuos). Por ejemplo, tomando A = (Ay.y)Adz.z y A’ = Az.z, y partiendo del término
M = (Ax.xx) A, la siguiente secuencia de pasos de reduccion es un development (se subraya el
subtérmino que se contrae):



2.2 Residuos y redexes creados

M = (Axxx)A - AA - AN A =N, 2.1

El primer paso de reduccién produce dos copias de A, una de las cuales se contrae en el paso
posterior.

Ademds, un development de M es completo si se contraen exactamente (todos y solamente)
los residuos de redexes en M. Por ejemplo, la secuencia de pasos de reduccién en (2.1) no es un
development completo de M, porque todavia contiene una ocurrencia de A que proviene de M y
se puede seguir reduciendo. La siguiente secuencia de pasos si es un development completo de
M:

M= (Axxx)A > AA->ANA->NAN =N, 2.2)

Es un development completo porque N, = (Az.z) Az.z contiene un unico redex, pero éste no de-
sciende de un redex que ya estuviera presente en M. Por lo tanto, si se reduce N,, la secuencia de
pasos extendida ya no es un development.

La siguiente secuencia de pasos de reduccion es otra manera de llegar de M a N:

M = (Ax.xx) A - (Axxx) N - AN AN =N, 2.3)

Una observacidn que podria ser importante en este caso es que, en el segundo paso de reduccion,
se contrae un redex (dx.xx) A’ que no figura literalmente en M. Sin embargo, es razonable pensar
que esta secuencia de pasos también deberia considerarse un development completo de M. La
justificacién intuitiva es que el patrén (Ax....) ..., es decir la “esencia” del redex, estd presente en
M desde el principio.

Es sencillo dar una definicién inductiva de la relacién de development completo, mediante
juicios de reduccién simultdnea. Pero una formalizacién basada en pasos de reduccion requiere
mas cuidado. Un motivo de esto es que los redexes de M pueden estar anidados, como ocurre
en (2.2), y esto puede ocasionar que aparezcan varias copias de un redex, o que algiin redex
desaparezca.

Pero la dificultad central es que no esta claro en principio de qué manera se puede afirmar
formalmente que un redex “ya figuraba” en M y cudndo es “nuevo”. Estas preguntas motivan la
teoria de residuos [L78, HLI91, KG, Mel02, Hue94]. Afirmar que un subtérmino es residuo de un
redex presente en M es la manera formal de decir que se trata de un redex cuyo patron ya figuraba
en M.

Una manera de formalizar estas nociones es definiendo cudndo una posicién es descendiente
de otra, de la siguiente manera:

Definicién 2.2.1 (Descendiente en el cdlculo-1). Dado un paso de reduccion M — N, se dice
que el término en la posicién g € pos(N) es descendiente del término en la posicién p € pos(M)
(o simplemente ¢ es descendiente de p) en los siguientes casos:

1. Silareduccién es ala cabeza, M = (Ax.P) Q — P{x := O} = N, entonces ¢ es descendiente
de p sii se cumple alguna de las dos condiciones siguientes:
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2 Creacion de redexes en el calculo-1"

a) q € pos(P)y Pl|, # x con p = 00g.
b) q=qq92, Plg, = xy g2 € pos(Q), con p = lg».

2. Si la reduccién es en un contexto, M = C[A] — C[A’] = N, con C|, = 0O, entonces ¢ €s
descendiente de p sii p = rp’, g = rq’, y ¢’ es descendiente de p’ en el paso de reduccién

A— N,
M = @ M = P’
N |
AX Q :
|
P o
| T
R R

R, ... R,
(a) Caso 1.a) El subtérmino < estd en las posiciones P, y
P’|, es decir en M|y, y M’|;. La estructura de & puede ser
una abstraccién (n = 1), una aplicacién (n = 2) o incluso una
variable (n = 0) pero no puede ser x.

- @ M =P
A |
x Q :
b I
| ‘ |
o |
| |
X o

(b) Caso 1.b) El subtérmino < estd en la posicién
Qlg, y por lo tanto en M|y,,. La variable x estd en
la posicién P|,, y por lo tanto < ocurre en M|y 4,.

Figura 2.1: Dos casos de descendencia, con M = (Ax.P)Q — M'.

Enla Figura 2.1 se ilustran los dos casos de la Definicién 2.2.1. El item 1. es el caso interesante. La
idea es que en un paso de reduccién (Ax.P) O — P{x := Q}, todos los subtérminos de P{x := Q}
descienden, o bien de un subtérmino de P, o bien de un subtérmino de Q. Dado un subtérmino de
P{x := @}, la primera posibilidad es que resulte de aplicar la operacién de sustitucién sobre un
subtérmino de P, sin modificar su estructura. Para esto debe ser un subtérmino de P distinto de x.

11



2.2 Residuos y redexes creados

Esto se expresa en la condicion 1.a) de la definicion, exigiendo g € pos(P) y P, # x. Notar que el
subtérmino de P en cuestion no puede ser x, pero puede contener ocurrencias de x. Por ejemplo,
en el siguiente paso de reduccion:

(Ax.P) Q = (Ax.zx(2x)) y = 2y(2y)

la aplicacién subrayada a la derecha es descendiente de la aplicacion subrayada en P, que contiene
una x. La segunda posibilidad es que el subtérmino de P{x := Q} sea en realidad un subtérmino
de Q, bajo alguna posicién de P en la que haya una x. Esto se expresa en la condicién 1.b) de la
definicion, exigiendo g = q1g2, con Pl,, = x 'y g»> € pos(Q). Por ejemplo, en el paso de reduccién
anterior, cada una de las ocurrencias de y en el término de la derecha es descendiente de Q:

(Ax.P) Q = (Ax.zx(zx)) y — zy(2y)

Esta definicién puede generalizarse facilmente para una secuencia de pasos de reduccion:
en el caso base, es decir en cero pasos de reduccidn, toda posicién p € pos(M) se considera
descendiente de si misma. En general ocurre que si M| - M, - M3, una posicion p3 € pos(Ms3)
es descendiente de una posicién p; € pos(M;) sii p3 es descendiente de una posicién p, €
pos(M») que a su vez es descendiente de p.

No es dificil verificar que en una secuencia de pasos de reduccion M —» N toda posicion
q € pos(N) es descendiente de una y s6lo una posicién p € pos(M).

Definicion 2.2.2 (Residuo y redex creado en el cdlculo-1). Dado un paso de reducciéon M — N,
un redex N, es residuo de un redex M|, sii g es descendiente de p. Un redex N|, es un redex
creado sii, para la tinica posicion p € M tal que g es descendiente de p, M|, no es un redex.

Los descendientes de un redex siempre son redexes. Es decir, si M|, = (1x.P) Q es un redex y
q € pos(N) es descendiente de p, entonces N|, debe ser de la forma (Ax.P") Q'

Otra manera posible de definir la nocién de residuo es trabajando con términos en los cuales
algunas lambdas pueden estar marcadas (escribiendo, por ejemplo, A*x.M). Para construir un
development de un término M, se marcan todas las abstracciones que estdn a la cabeza de alguna
aplicacion. La regla 8 se modifica de manera tal que s6lo permita contraer redexes marcados
(aquellos cuya lambda se encuentre marcada). Por ejemplo, si se marcan las lambdas de M, el
ejemplo (2.2) puede reescribirse asi:

(A x.xx) (A*y.y) A2.2) = (X*y.y) (Az2.2) (A*y.y) Az.2)
— (A2.2) (A*y.y) Az.2) = (Az.2) Az.2

En este ejemplo se ve que los redexes marcados coinciden exactamente con los residuos de redexes
que ya estaban presentes en el término inicial. Si se parte de un término M con un redex marcado
y se realiza un paso de reduccién, los redexes cuyas abstracciones siguen estando marcadas son
residuos del redex marcado en M. Si se marcan todos los redexes de M, los redexes que no estan
marcados después de un paso de reduccién son redexes creados por dicho paso de reduccién.

A partir de cualquiera de estas dos formalizaciones de residuo y redex creado, se definen los
developments de la siguiente manera:

12



2 Creacion de redexes en el calculo-1"

Definicién 2.2.3 (Developments en el calculo-1). Un development es una secuencia de pasos de
reduccion M —» N en la cual, en cada paso, el redex que se contrae es residuo de un redex en M.

Partiendo de esta definicién de development, una pregunta bastante natural que uno puede for-
mularse es si es posible debilitar la relacién para permitir que se contraigan no solamente los resi-
duos, sino también algiin subconjunto de los redexes creados. De esta pregunta surge justamente
la definicion de superdevelopment. Obviamente, al hacer esto, ademds de debilitar la relacién,
el objetivo es hacerlo de manera tal que se preserven las buenas propiedades que cumplen los
developments. Las propiedades mds importantes son la finitud y la confluencia: es decir, todos
los superdevelopments completos que empiezan en un término M deben finalizar en el mismo
término M’.

En el célculo-4, lo que permite dar una definicién de superdevelopments que cumpla con las
propiedades esperadas es el hecho de que los redexes pueden crearse de tres maneras diferentes,
y s6lo de estas tres maneras, que son las mencionadas en la introduccién. De los tres casos, en
los dos primeros la creacién del redex estd dada por interaccién hacia arriba entre los términos
(Figura 2.2), mientras que en el tercer caso, la creacion del redex estd dada por interaccion hacia
abajo (Figura 2.3).

N = @ N = @
M = @ M= @ N N
T PN @ Q Ay Q
@ Q y Q PR \
P | A*x R P{x := R}
*x Ay P |
| | Ay
x P \
(a) Casol,con M —» M’ P

(b) CasoIl,con N —» N’

Figura 2.2: Creacion por interaccion hacia arriba

M = @ M’ =

/\ ‘

A*x Ay @
o .
‘ Ay Qfx:=.P}
® b

P

X

(a) Caso III, con M — M’

Figura 2.3: Creacion por interaccion hacia abajo
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Si se permite que se contraigan redexes creados como en el caso III, esto es suficiente para que
haya secuencias de reducciones infinitas. Por ejemplo, en (A1* x.xx)Ax.xx — (Ax.xx)Ax.xx, el redex
subrayado esté creado por interaccién hacia abajo entre los términos. Si se permite su contraccion,
puede construirse inmediatamente una secuencia infinita de reducciones. Mas atin, en el calculo-
A se puede probar que sélo el caso III es el caso critico, en el sentido de que es necesario que
haya creacién de redexes por interaccién hacia abajo para construir una secuencia infinita de
reducciones. Precisamente, los superdevelopments se definen permitiendo los casos I y II, y la
relacién que se obtiene es confluente y fuertemente normalizante [Acz78, vR93, vR96].

Igual que en el caso de los developments, es relativamente sencillo formular la relacién de su-
perdevelopment inductivamente, mediante un conjunto de reglas de inferencia, pero hacerlo como
una secuencia de pasos de reduccion es mas complejo y requiere utilizar un esquema de etiquetas
para evitar que se contraigan los redexes creados por el caso III. La definicién de superdevelop-
ments usando reduccién etiquetada se tratard mds adelante.

Dado que el objetivo del trabajo es dar una definicién apropiada de la nocién de superdevel-
opment en la variante débil del cdlculo-4, es indispensable estudiar primero las posibles maneras
en las que se crean redexes nuevos en este célculo.

2.3. Caracterizacion de los redexes creados

En esta seccidn se caracteriza la creacion de redexes en el calculo-A2". Informalmente, es claro

que los casos I, I y III del cdlculo-A siguen siendo maneras posibles de crear redexes en el cdlculo-
A". La dnica diferencia es que, en el caso III, para que realmente se cree un redex es necesario
que las variables libres de (x Q){x := Ay.P} no se encuentren ligadas por el contexto. (Notar que
para esto basta con que el subtérmino Qf{x := Ay.P} no esté ligado por el contexto). Por otra parte,
cuando la reduccion es débil pueden crearse redexes de una nueva manera. Esto es porque, en el
célculo-1", un subtérmino de la forma (Ax.M) N no siempre es un redex, ya que para serlo debe
ser compatible con el contexto en el que se encuentra. Un paso de reduccidn puede instanciar las
variables de un subtérmino (1x.M) N de tal forma que pase a ser compatible con el contexto y por
lo tanto un redex. Esto corresponde al caso IV (Figura 2.4).
Para llevar a cabo este anélisis, se trabaja con una modificacién del célculo-1" en la cual algunos
redexes pueden estar marcados, procediendo de manera anéloga a la explicada en la seccién ante-
rior para el cdlculo-A. En el formalismo que se obtiene al agregar las marcas, el cdlculo-AY, sélo
se permite la contraccién de los redexes marcados. Las marcas permiten rastrear términos a lo
largo de reducciones.

Definicion 2.3.1 (Términos marcados). El conjunto de términos marcados A* y los contextos
del célculo-1Y} se definen de la siguiente manera:
M,N == x|MN|Ax.M|(A*x.M)N
C O|CN|MC|Ax.C|(*x.C)N|(A*x.M)C

El conjunto de posiciones y el binding path se definen de manera acorde. En lo que resta de esta
seccion, cuando se habla de “términos” se trata siempre de términos marcados, y lo mismo en
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M = @ M =
N |
xR @
‘ /\
i Ay Qfx:=R}
|
@ P{x := R}
PN
1y Q
|
P

(a) CasoIV,con M — M’

Figura 2.4: Creacién por compatibilidad con el contexto, con x € fv((1y.P) Q)

cuanto a los contextos. Si M es un término y p € pos(M), se nota (M, p) al contexto que resulta
de reemplazar el término en la posiciéon p de M por un agujero. Si el agujero en C estd en la
posicion p, se escribe C[ ],,.

Como ya se menciond, la reduccion en el cdlculo-AY) es similar a la reduccién en el calculo-1",
salvo por el hecho de que sélo se permite la contraccién de redexes marcados.

Definicion 2.3.2 (Reduccién en el cdlculo-1)). La reduccién sobre términos marcados se define
mediante la siguiente regla:

A= xM)N fv(A) T bp(C)

CIA* x.M)N] > C[M{x := N}]

El propésito del cdlculo-A)) es estudiar las situaciones en las cuales, partiendo de un término en
el cual todos los redexes estdn marcados, la reduccion produce términos con redexes sin marcar,
es decir, con ocurrencias de subtérminos de la forma (Ax.M) N en contextos compatibles. Esto
modela la situacién en la cual la reduccién del cdlculo-1" produce un redex que no es residuo
de un redex ya presente en el término original. Como ya se menciond, no todo subtérmino de la
forma (Ax.M) N es un redex en el cdlculo-1"; para ser un redex debe ser ademds compatible con
el contexto.

En primer lugar, se vera que esta manera de caracterizar los redexes creados mediante términos
marcados se corresponde con la caracterizacién basada en posiciones mencionada en el contexto
del célculo-A. Una vez hecho esto, se presentard el resultado principal de este capitulo.

La definicién de descendiente en el célculo-AY, es una relacién entre posiciones, similar a la
dada para el cdlculo-A en la Definicién 2.2.1:

. . ) . A .
Definicion 2.3.3 (Descendiente en el cdlculo-4Y}). Dado un paso de reducciéon M — N, se dice
que una posicion g € pos(N) es descendiente de una posiciéon p € pos(M) en los siguientes casos:
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A
1. Sila reduccién es a la cabeza, A = (1*x.P) Q — P{x := Q} = A’, entonces g es descendi-
ente de p sii se cumple alguna de las dos condiciones siguientes:

a) q € pos(P)y P|, # x con p = Oq.
b) q=qq2, Plg, = xy g2 € pos(Q), con p = lg».

A

2. Si la reduccién es en un contexto, M = C[A] — C[A’] = N, con C|, = O, entonces g es
descendiente de p sii p = rp’, q = rq’, y ¢’ es descendiente de p’ en el paso de reduccién
A— A

Notar que el tinico detalle que cambia, respecto de la Definicién 2.2.1, es que en el caso 1.a) se
pide p = Og (en lugar de p = 00q). Esto es porque en el calculo-A", el término en la posicion O de
(A1*x.P)Q es Py no Ax.P.

A partir de esta definicidn, las formalizaciones de residuo y redex creado son las mismas que

en la Definicién 2.2.2. Se puede verificar faicilmente que si M 4 N, para toda posicién g € pos(N)
existe una unica posicién p € pos(M) tal que g es descendiente de p. Ademas, todos los términos
marcados en N son descendientes de términos marcados en M. Con el siguiente lema se justifica
el uso de términos marcados para estudiar la creacion de redexes en el cilculo-4" (la demostracién
se desarrolla en la Seccién A.1):

Lema 2.3.4. Sean M,N € A* con M 4 N. Entonces N|, es de la forma (1*x.A) B si y s6lo si g
es descendiente de una posicion p € M tal que M|, es de la forma (1*x.A") B’.

A continuacioén se presentan las definiciones necesarias para caracterizar de qué maneras pueden
crearse redexes en el cdlculo-4".

Definicién 2.3.5 (1} y 1"-redexes). Sean M,N,P € A*, p € pos(M) y M|, compatible con
(M, p).

= Si M|, = (*x.P) N, se dice que M|, es un A}-redex en la posicién p de M.
= Si M|, = (Ax.P)N, se dice que M|, es un A"-redex en la posicién p de M.

Definicion 2.3.6 (Términos inicialmente marcados en el cdlculo-1}). Se dice que un término
M € A* estd inicialmente marcado sii todos los subtérminos marcados son efectivamente A')-
redexes y todos los subtérminos que corresponden a redexes del cdlculo-A" estdn marcados (i.e.
no hay 1"-redexes). M4s precisamente, sii se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Vp € pos(M).M|, = (A*x.P) Q implica que M|, es un A};-redex en la posicién p de M.
2. V¥p € pos(M).M|, = (Ax.P) Q implica que M|, no es un A"-redex en la posicién p de M.
Observacion 2.3.7. Sea M 4 N con M inicialmente marcado. Entonces:
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2 Creacion de redexes en el calculo-1"

= Todos los A}/-redexes en N son residuos de algin A} -redex en M.
m Todos los 1"-redexes en N son redexes creados.
Esto es consecuencia del Lema 2.3.4.

En la siguiente proposicion, se muestra que en el calculo-1" los redexes pueden crearse de y
s6lo de las cuatro maneras mencionadas en la introduccién.

A
Proposicion 2.3.8 (Creacion de redexes). Sea M € A* inicialmente marcado, M — Ny g €
pos(N) tales que hay un A"-redex en la posicién g de N. Entonces ocurre alguna de las siguientes

situaciones:
Caso 1 M = C[(1*x.x) (1y.P) Q] N = C[(1y.P) Ql,

Casoll M = C[(A1*x.(1y.P))R Q] N = C[(1y.P)Q],
donde P’ =P{x:=R}
Casolll M = Ci[(*x.Co[x QD) Ay.P] N =Ci[C5[(Ay.P)Q']y, 14,
donde g=¢qi-q
C} = Cofx := Ay.P}
Q' = Ofx:=Ay.P}
CasoIV M = Ci[(A*x.Co[(Ay.P)ODR] N = C{[C[(2y.P)Q'],, 14,
donde g=q1-q

P’ = P{x:=R}

Q' =0{x:=R}
C, =Cr{x =R}
x € fv((Ay.P) Q)

La demostracion se desarrolla en la Seccidn A.1, por anélisis de casos de las posiciones relativas
del redex que se contrae y el redex creado.

Ejemplo 2.3.9. Se ilustra cada uno de los casos. El A}-redex subrayado a la izquierda es el que
se contrae. El 1"-redex de la derecha es el redex creado.

s CasoI: (1*x.x) (Wy.y)z = (Ayy)z
s CasoILl: (*xAy.xy)zw — (Aly.zy)w
s Caso III: (1*x.xz) Ay.y = (Ay.y)z

s Caso IV: W x.(ly.yx)x)z = (ly.y2)z

En el capitulo siguiente, se introducirdn dos formalizaciones de superdevelopments. La primera
formalizacion, dada en la Seccién 3.2, se basa en una relacién de reduccién sobre términos etique-
tados. Las etiquetas se utilizan para distinguir entre residuos de redexes ya presentes en el término
original, redexes creados por los casos I, Il y IV, y redexes creados por el caso III. La segunda
formalizacidn se presenta en la Seccién 3.6 y se basa en la definicién inductiva de un juicio de
reduccion simultanea (supersteps).
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3 Superdevelopments en el calculo-1"

3.1. Introduccion

En este capitulo se introducen dos formalizaciones de superdevelopments en el cdlculo-4":
los superdevelopments débiles mediante reduccién etiquetada (Seccion 3.2), y los supersteps me-
diante reduccién simultanea (Seccién 3.6).

A modo de introduccién, puede resultar ilustrativo considerar primero dos maneras posibles
de definir, en el cdlculo-A usual, la relacién de development. Como ya se menciond, la idea es que
un development es una reduccion en la que sélo se contraen residuos de los redexes presentes en
el término inicial.

Una manera posible de caracterizarlos estaria basada en términos marcados como los que se
introdujeron en la Seccién 2.3, utilizando una relacién de reduccién definida por la siguiente regla:

Cl[(A*x.M)N] =, C[M{x := N}]

Un development serfa cualquier secuencia de pasos de reduccién partiendo de un término M en
el que no hubiera subtérminos de la forma (Ax.N;) N,. Es decir, partiendo de un término en el
que todos los redexes estuvieran marcados. Es claro que, con esa definicién, en una reduccién
M —; N s6lo podrian contraerse residuos de los redexes presentes en M. Ademds, se trataria de
un development completo si N estuviera en — ;-forma normal.

Una segunda manera de formular la nocién de development serfa definiendo un juicio M = N
inductivamente sobre términos no marcados, con reglas como las siguientes:

M= M

DevVar " DevAbs
r= AxM = .M
M=>M N=N M=M N=N
DevApp1 DevApp2
MN = M N’ (Ax.M)N = M'{x:= N’}

Con esta definicion, en un development M = N, también puede verse que s6lo podrian contraerse
residuos de los redexes originalmente presentes en M.

La nocién de superdevelopments, tanto en el cdlculo-A como en el cdlculo-1", surge como
generalizacion de los developments. Informalmente, en un superdevelopment, al igual que en
un development, se permite contraer residuos de redexes presentes en el término inicial. Pero,
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3.2 Reduccion etiquetada

ademads, se permite contraer algunos de los redexes creados. En el caso del calculo-1", se definirdn
los superdevelopments permitiendo contraer los redexes que hayan sido creados por los Casos I,
II y IV de la Proposicion 2.3.8, mientras que no se permitira contraer los redexes creados por el
Caso III.

Al igual que en el ejemplo de los developments, los superdevelopments en el cilculo-1" se
formulan de dos maneras diferentes. La primera formulacion estd basada en términos etiquetados.
Los términos etiquetados son mas complejos que los términos marcados con los que se trabajé en
la Seccioén 2.3, porque las etiquetas deben ser lo suficientemente expresivas como para diferenciar
entre los redexes creados por los casos “buenos” (I, Il y IV) y el caso “malo” (III). No es posible
marcar directamente los redexes desde el comienzo, porque algunos redexes no estin en el término
inicial y se crean durante la reduccién. En lugar de esto, se recurre a etiquetas que indican cudl es
la abstraccién que puede formar un redex con cada una de las aplicaciones.

La segunda formulacién consiste en un juicio definido inductivamente sobre términos sin
etiquetas. La complejidad de este juicio reside no tanto en diferenciar las varias maneras por las
que se crean redexes, sino en el hecho de que el calculo-1" es débil. El juicio debe estar definido
de tal manera que sea posible contraer todos los redexes creados por el Caso IV sin que resulte
demasiado laxo. Por ejemplo, considerar que no deberia poder derivarse el siguiente juicio de
superdevelopment en el calculo-1" (tomando I = Ay.y):

Axdx = Ax.x 3.1)

porque el término subrayado contiene ocurrencias ligadas de x. Por otra parte, si deberia ser
posible derivar el siguiente juicio:
AxIx)z=>z (3.2)

La complejidad de caracterizar los superdevelopments en el cdlculo-4" mediante un juicio de
reduccién simultdnea es que no puede formularse una definicién inductiva de manera directa.
Si se permite derivar (3.1), la definicidn resulta demasiado laxa. Si no se permite derivar (3.1),
tampoco es posible derivar (3.2) y la definicidn resulta demasiado restrictiva.

3.2. Reduccion etiquetada

Se introduce primero el cédlculo-1" etiquetado (calculo-A7). Se asume como dado un conjunto
infinito numerable de etiquetas L.

Definiciéon 3.2.1 (Términos etiquetados). Los términos etiquetados A, y los contextos estin
dados por la siguiente gramética:

A,B
C

x| 1%x.A| @(A%, B)
0| 1“x.C| @(C*, B)| @(A%, C)

dondexe Vyace L.
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Se utiliza A“%x; ... x,.A (0 simplemente /IE"E”.A) como abreviatura de A% xy....A%x,.A. Para
destacar la abstraccién mads a la izquierda, se escribe 297 x X" A. En este calculo, tanto las abstrac-
ciones como las aplicaciones estin decoradas con etiquetas.

Informalmente, la definicién de los términos etiquetados estd motivada por la siguiente obser-
vacion. La presencia de un redex en un término ocurre por la interaccidn entre una aplicacion y
una abstraccion. Considérense un término A y, dentro de A, todas las aplicaciones y abstracciones
activas, es decir aquellas que después de alguna cierta cantidad de pasos de reduccién intervienen
en el patrén de un redex (para alguna posible secuencia de reducciones). En el cdlculo-4, si se pro-
hibe la contraccion de redexes creados por interaccién “hacia abajo” o downward (Caso III), lo
que ocurre es que hay una correspondencia biunivoca entre las aplicaciones activas y las abstrac-
ciones activas. Es decir, si M contiene una aplicacién N = N; N,, hay a lo sumo una abstraccién
en M que puede eventualmente ocupar la cabeza de N. Inversamente, si M contiene una abstrac-
cion N = Ax.N’, hay a lo sumo una aplicacién en M que puede eventualmente interactuar con N
para formar un redex.

Por ejemplo, en la siguiente reduccion:

(Ax.(Ax.x) (Ax.x)) (Ax.x) (*y.y) M
= (Ax.x) (Ax.x) Ay y) M
= (Ax.x) (*yy) M
- Wy M

la abstraccion marcada 1*y.y llega a formar parte del patrén de un redex, por encontrarse a la
cabeza de la aplicacién més externa (aquella cuyo argumento es M). Pese a que en el término
inicial hay varias aplicaciones y abstracciones, en toda posible secuencia de pasos de reduccion,
si se forma un redex en el que interviene A*, en dicho redex interviene también la aplicacién mas
externa. Inversamente, si en alguna secuencia de pasos de reduccidn se forma un redex en el que
interviene la aplicacién mds externa, en €l interviene también la abstraccién marcada.

Esta afirmacién de que hay una correspondencia biunivoca entre aplicaciones y abstracciones
“activas” es una observacion informal. Es oportuno mencionarla, pero la definicién de reduccién
etiquetada no depende en absoluto de este hecho. Cuando se defina la nocién de resultado de los
superdevelopments completos de un término, en la Seccidn 4.2.1, se probard la unicidad de la
definicién, y en ese momento serd necesario tratar con este hecho mas formalmente. Lo que se
verd, esencialmente, es que si M -» Ax.M; = Ny y M —» Ay.M, = N,, entonces N; y N, son
descendientes del mismo subtérmino de M.

En la variante débil del célculo-A, ocurre algo similar cuando se prohibe la contraccién de
los redexes creados por el caso Il y se permite para los casos I, Il y IV de la Proposicion 2.3.8.
Hecha esta observacion, la intencién detras del célculo—/lz,v es marcar los términos de tal manera
que la etiqueta de una aplicacién activa coincida con la etiqueta de la abstraccion activa que le
corresponde. Intuitivamente, puede pensarse que la etiqueta de una aplicacién activa representa
un “puntero” a aquella abstraccién que eventualmente estard a la cabeza.

Desde el punto de vista técnico, la definicion de términos etiquetados con la que se trabaja no
impone condiciones tan fuertes. En particular, permite que cada aplicacién esté asociada a varias
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3.2 Reduccion etiquetada

abstracciones. Por ejemplo, en el término @(@((xlbx./l"y.y)b, A“x.x)a, B) hay dos ocurrencias de
A%, aunque s6lo la que estd subrayada llegaré a formar un redex.

En la definicién de reduccién etiquetada débil (dada formalmente més abajo), se prohibird
la creacién de redexes por interaccidon downward mediante la imposicién de ciertas condiciones
sobre las etiquetas.

1. Para contraer un redex @((1°x.A)", B), se requerird que a = b.

2. Si un término A contiene una aplicacién B = @(B1“, B,), se requerird que la etiqueta a
no figure en abstracciones fuera de B;. Recurriendo nuevamente a la idea que motiva esta
definicion, esto seria que la abstraccion “apuntada” provenga siempre del lado izquierdo de
la aplicacién y nunca desde afuera, es decir que la interaccion sea upward.

La manera de trabajar formalmente con la segunda condicién es considerando que las etiquetas
en las aplicaciones son ligadores de las ocurrencias de las etiquetas en las abstracciones.

Por ejemplo, en el término @(@((m)h, /lbx.x)a, A% x.x) sélo la ocurrencia subrayada de b
estd ligada. Las otras dos ocurrencias estan libres. De esta manera, los términos cumplen automati-
camente la segunda condicidn.

El conjunto de etiquetas libres de un término etiquetado se define de la manera esperada:

flix)y = 0
fl1%x.A) = {a}Ufl(A)
fl@A% B)) = (fl(A)\ {a}) UTI(B)

Los términos etiquetados se consideran médulo renombre de etiquetas, mediante una relacion de
equivalencia similar a la @-conversion. Se asume la existencia de una etiqueta distinguida x € £,
que nunca se liga. Cada ocurrencia de x se considera una etiqueta diferente de todas las demds.
Se nota M=% a la sustitucién de todas las ocurrencias libres de a en M por *. Se nota @(A*, B)
cuando la etiqueta es irrelevante (es decir, si no hay etiquetas ligadas dentro de la aplicacién). Para
no sobrecargar la notacion, ocasionalmente se escribird A B en lugar de @(A*, B) en los ejemplos.
Ademads, |A] € A es el término que se obtiene al borrar todas las etiquetas de A (identificando
@(A, B) con A B). La sustitucidn sobre términos etiquetados se escribe A{x := B}. Notar que esta
operacion no debe capturar etiquetas. Por ejemplo, @ (x%, x){x := A1%y.y} # @((1%y.y)?, 2%y.y). En
tal caso, la ocurrencia ligadora de la etiqueta a en @ (x“, x) debe renombrarse a @(x”, x) para que
la sustitucién permita obtener @(x”, x){x := A%.y} = @((A%.y)", A%.y). El binding path de un
contexto etiquetado C es el binding path de |C].

Observacion 3.2.2. Otras caracterizaciones de superdevelopments que utilizan etiquetas no con-
sideran a las aplicaciones como ligadores de etiquetas [VR93, vR96]. En lugar de esto, introducen
la nocién de buen etiquetado (well-labeledness): si una ocurrencia de una etiqueta a decora una
aplicacién y otra ocurrencia de a decora una abstraccidn, la abstraccién debe ser subtérmino de al-
guno de los argumentos de la aplicacion. En [vR93, vR96] se afirma que la reduccién preserva el
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

buen etiquetado, pero no estd claro que esto sea cierto. Por ejemplo, tomando M < @((1*x.x)", 2),
el paso de reduccion:
@((1°x.@(x", x))’, M) > @(M", M)

empieza en un término bien etiquetado pero produce un término que no esta bien etiquetado. El
término inicial estd bien etiquetado porque A“ ocurre una sola vez, y es subtérmino de la aplicacién
etiquetada con a. También se cumplen las condiciones sobre la abstraccién etiquetada con c. Sin
embargo, el hecho de que se produzcan dos copias de M ocasiona que la abstraccion etiquetada
con a en la ocurrencia izquierda de M no sea subtérmino de la aplicacion etiquetada con a en la
ocurrencia derecha de M.

El siguiente ejemplo es ligeramente mas complejo pero muestra mas claramente que la reduc-
cioén no preserva el buen etiquetado. Tomando M & @((A%x.A%.y)%, 2), el término M esta bien
etiquetado de acuerdo con la definicién de van Raamsdonk, porque las dos ocurrencias de A“ estan
incluidas en una abstraccion etiquetada con a. Puede construirse la siguiente secuencia de pasos
de reduccién para producir dos copias de M, siguiendo la misma idea que en el ejemplo anterior:

@((1°x.@(x°, )", M) » @M", M) » @(M?”, 1%y.y)

El término final claramente no esta bien etiquetado, porque hay una ocurrencia “libre” de a mien-
tras también hay una aplicacion etiquetada con a en M.

La reduccion en el célculo-Ay se define a continuacion. Se escribe A —L)[ B, donde L es
una secuencia de variables, cuando las variables libres del redex que se contrae no figuran en L.
Ademads, por tratarse de reduccién débil, el redex no puede contener variables que estén ligadas
por el contexto en el que ocurre la contraccion. Se llama redex a la ocurrencia de @((1°x.A)?, B).

Definicion 3.2.3 (Reduccién etiquetada).

fv(@((1“x.A),B)) T bp(C) U L

Cl@((1*x.A), B)] 5, CIA"¥{x := B)]

Notar que el orden de las variables en L es irrelevante y por lo tanto se puede considerar direc-
tamente que se trata de un conjunto. Al contraer el redex, se sustituye a por x con el operador
=4 para que, al desaparecer la aplicacién que liga a, desaparezcan también todas las ocurrencias
previamente ligadas de a. En general, este es el comportamiento esperable de un ligador. Si no se
sustituyera a por %, podria ocurrir (indeseablemente) que, en un paso de reduccién, alguna etique-

. . .. . L
ta ligada pasara a encontrarse libre, como en el siguiente ejemplo: @ ((1%x.4%y.y)*, w) —p A%y.y.
Si no se trabajara con términos respetando la convencién de variables de Barendregt, también
podria ocurrir que alguna etiqueta quedara ligada por un ligador distinto del original, como en:

@(@((1x.A%.y)", )", 2) —¢ @((A%y.y)", 2).

. . 0 C . L . ;.
Se escribe —, como abreviatura de —,. En el juicio A —, B se asume implicitamente que
A,B e Ay
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Ejemplo 3.2.4. A continuacidn, se dan algunos ejemplos bésicos de la reduccién en el célculo-
Ay, Se ilustra de qué manera esta definicion de reduccién etiquetada permite la contraccion de los
redexes creados por los Casos I, Il y IV de la Proposicién 2.3.8 pero no por el Caso III:

1. @((A%x.x)",y) >¢y
2. @((2Px.x)", y) /¢ y porque las etiquetas no coinciden.

3. Ay.@((A%.x)",y) #»¢ A°y.y porque el subtérmino subrayado no es un redex, ya que con-
tiene una y ligada.

4. @((A1%x.x)",y) 7y—>g y es similar al caso anterior. La contraccién de un término que contenga
una y estd prohibida, aunque en este caso no es porque la y esté ligada en el contexto, sino

porque se impone una restriccién explicita en la relacion —,.

5. Caso I @(@((A%x.x)%, °y.y)",2) —¢ @((A°y.y)",2) —¢ .

6. Caso II: @(@((/l“x./lby.xy)a,z)h, w) > @((/lby.zy)b, W) —p ZW.

7. Caso III: @((1%.@(x%, 7)), Ay.y) —¢ @((/l"y.y)b ,2) ¢ z porque las etiquetas no coinci-
den. Observar que las etiquetas nunca podrian coincidir, porque c es una etiqueta libre que
no puede pasar a encontrarse ligada por la aplicacion.

8. Caso IV: @(/l“x.@((/lby.y)b, x)a, 2) ¢ @((A1%x.x)%, 7) porque el término subrayado no es
un redex, dado que x estd ligada en el contexto.

Por otra parte, @(1%x.@((Ay.y)’, X),2) —=¢ @((*y.y),2) —>¢ 2

Observacion 3.2.5. A in; Bsiysoélosi A =C[A] —; C[A’] = Bconfv(A) T bp(C)U L.

Mais adelante se probara un resultado mds general, que relaciona el conjunto de variables L de i)g
con el contexto en el que ocurre la contraccién del redex (Lema 3.5.4).

A continuacion, se enuncia la definicién de superdevelopment débil de un término sin etique-
tas. La idea es que hay un superdevelopment de M a N si es posible decorar los términos con
etiquetas de tal manera que pueda construirse una secuencia de pasos de reduccién etiquetada
entre los términos decorados. Para que haya un superdevelopment, se exige ademds que la ver-
sion decorada de M no tenga etiquetas repetidas. Mas precisamente, se pide que esté inicialmente
etiquetado, de acuerdo con la siguiente definicion:

Definiciéon 3.2.6. Un término A € A, estd inicialmente etiquetado sii todas sus abstracciones
estdn decoradas con etiquetas distintas y ninguna de ellas es x. Es decir:

» Si A%x.Bes subtérmino de A, a # x.

s Para todo p,q € pos(A) con p # g, siA|, = Ax.A; y Al, = Aby.A, entonces a # b.
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

Notar que no tendria sentido exigir condiciones sobre las etiquetas de las aplicaciones, porque
estas ocurrencias son ligadoras, y por lo tanto son siempre distintas.

Definiciéon 3.2.7. Sean M,N € A. Hay un superdevelopment débil de M a N sii existen un
término inicialmente etiquetado A € A, y un término B € A, tales que |A| = M, |B| = Ny
A —», B. Si ademds B estd en —,-forma normal, se dice que hay un superdevelopment débil
completo de M a N.

3.3. Propiedades de la sustitucion

A continuacién se enuncian algunas propiedades de la sustituciéon que evita la captura de
variables y de etiquetas. En general no se trabajard usando la definicién puramente sintictica de
la sustitucién, sino que se recurrird a la convencién de variables de Barendregt. Se procedera de
manera similar con las etiquetas, considerando que las etiquetas ligadas estdn renombradas de
tal modo que son distintas de las etiquetas libres y distintas entre si, ya que esta es la prictica
usual cuando se trabaja con ligadores. Las demostraciones de las propiedades se desarrollan en la
Seccién A.2.

Lema 3.3.1. fv(@((1%x.A)*, B)) 2 fv(A"%{x := B})
Se reduce a las propiedades usuales de la sustitucion, teniendo ademds en cuenta el hecho obvio
de que fv(A"") = fv(A).

Lema 3.3.2. fl(@((1%x.A)%, B)) 2 fl(A"%{x := B})
Lema 3.3.3. A{x:= B}\"¥ = A-9{x := B\-4},

Una consecuencia obvia de este lema es que si a ¢ fl(B), entonces A{x := B}"¥ = A=%{x := B}.

3.4. Finitud de los superdevelopments débiles

En esta seccion se prueba que la reduccidén etiquetada es fuertemente normalizante. En prin-
cipio esto no pasa de ser una observacion, porque los superdevelopments débiles, definidos en
la seccién anterior, también son superdevelopments, y la normalizacién fuerte de los superdevel-
opments es un resultado ya conocido [VR93, vR96]. Sin embargo, el cédlculo etiquetado a partir
del cual se definen los superdevelopments en este trabajo es sutilmente distinto del propuesto por
van Raamsdonk, porque, como se discuti6 en la Observacion 3.2.2, en el célculo-/lf,f las etiquetas
de las aplicaciones son ligadores. Por este motivo, y por complecidn, se prueba la finitud de los
superdevelopments de una manera alternativa.

Para demostrar que —, L es SN se recurre a una prueba directa. Se introduce la nocién de
valor de replicacion de un término A, que, intuitivamente, es una cota superior para la longitud
maxima de una secuencia de pasos de reduccién etiquetada empezando en el término A. La defini-

. . . .. . L ..
cidn es constructiva y se prueba con relativa facilidad que es compatible con —,. El procedimiento
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3.4 Finitud de los superdevelopments débiles

es similar al de la prueba directa de los developments dada por de Vrijer [dV85] en el marco del
célculo-A. La complejidad adicional surge del hecho de que se trata de superdevelopments (mas
que del hecho de que la reduccidn es débil).

Para poder definir la nocién de valor de replicacidn, es necesario definir primero otras dos
funciones relacionadas, el factor de replicacion de un contexto C, y el de un término A respecto
de una variable x.

Se ve facilmente que la prueba de la finitud de los superdevelopments en el cédlculo-4y que
se da a continuacioén aplica también para los superdevelopments en el cdlculo-A, porque no se
utilizan las propiedades especificas de la reduccién débil. De todos modos se trabajard con los
términos y definiciones del célculo-Ay.

3.4.1. Factor de replicacion

Las dos definiciones siguientes, factor de replicacién de un contexto, RF(C), y de un término
respecto de una variable, RF,(A), estdn dadas por recursiéon mutua. Intuitivamente, el factor de
replicacién de un contexto C es una cota superior para el nimero de agujeros en cualquier posible
superdevelopment débil del contexto (considerado como un término, donde O es una variable).
El factor de replicaciéon de un término A respecto de una variable x es una cota superior para
el nimero de ocurrencias (libres) de x en cualquier posible superdevelopment débil de A. Por
ejemplo, en el siguiente superdevelopment:

A Y @((x.xxx), @(Ay.yy),2)

—¢ @((A%%x.xxx)*, 22)

—¢ 22(22)(22)

se producen seis copias de z. No es dificil ver que en cualquier otro superdevelopment de A, la
cantidad de ocurrencias de z nunca supera este ndmero. El factor de replicacién de A respecto de
zes RF,(A) = 6.

Definicion 3.4.1. Factor de replicacion de un contexto: Rr(C):

Rr(O) = 1
RE(L2.C) ' RE(C)
RE(@(C, B)) = Rr(C)
RF(@(A*,C)) € Rr(C)
RE(@(AY,C)) € Rre(C)- miéx{mix(re,(B)), 1), donde A'x.B € A

La cuarta ecuacion corresponde al caso en el que la aplicacién nunca deviene un redex (las reduc-
ciones son internas) y no tiene asociada una abstraccion. La quinta ecuacidn es el caso interesante.
La idea es que, en un superdevelopment de @(A¢, C), el agujero puede multiplicarse por dos ra-
zones:
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

1. por el superdevelopment interno de C,

2. por aplicacién de la regla 8. En ese caso, el agujero se multiplicard por la maxima cantidad
de copias de la variable x que se puedan producir en el cuerpo de la abstraccién 1“x.B que
ocupe la cabeza del redex. Dado que en principio no se sabe cudl es la abstraccién que
ocupard la cabeza del redex, si hay mds de una se toma el maximo.

Notar que si no hay abstracciones de la forma 1°x.B que sean subtérminos de A, corresponde la
cuarta ecuacion. Ademas, si las abstracciones A°x.B C A no contienen ocurrencias de x, es decir
x ¢ fv(B), entonces RF(@ (A%, C)) = RF(C) - 1 = RF(C).

Definiciéon 3.4.2. Factor de replicacién de un término respecto de una variable: RF,(A):

def

RE(A) S Y RF(A, )

P EPOS(A)

Donde:
= pos,(A) son las posiciones de A tales que A|, = x;
= (A, p) es el contexto que resulta de insertar un agujero en la posicioén p de A.

Esta funcidn generaliza a la anterior. La diferencia es que, mientras en un contexto el agujero
ocurre una sola vez, x puede ocurrir varias veces en A. Es claro que RF(C) = RF5(C) y que RF(C) >
0. Alternativamente, se podria definir la nocién de factor de replicacion respecto de una variable
directamente, sin utilizar recursién mutua. Notar que las funciones estdn bien definidas porque
cuando rRF(A) se define en términos de rRF,(A’), el tamafio de A’ es estrictamente menor que el
tamafo de A. Cuando rF,(A) se define en términos de RF(A’), el tamafio de A’ es a lo sumo el
tamafio de A.

A continuacién siguen algunos ejemplos:

m SiA; = xxx, entonces RF,(A;) = 3.

SiA; = @((A%x.xxx)?, 0), entonces RF(A;) = 3.

Si A3 = @((1*x.0)%, y), entonces RF(A3) = 1. El agujero se encuentra del lado izquierdo de
una aplicacién, y por lo tanto esa posicién no se replica.

SiAy = @(@((/lbx.x)b,/l“y.yy)a, O), entonces RF(A4) = 2.
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3.4 Finitud de los superdevelopments débiles

3.4.2. Valor de replicacion

El objetivo de la definicién del factor de replicacién es poder definir el valor de replicacion,
que es una cota superior para la cantidad de pasos de reduccién etiquetada. Como tal, es una
medida de la complejidad de un término. Ademas, la cota superior no es “grosera” en el sentido

. L .
de que es compatible con —, y por lo tanto constituye una prueba de que los superdevelopments
son finitos.
La idea intuitiva del valor de replicacién es la siguiente. La médxima cantidad de pasos de

reduccién que se pueden hacer en un superdevelopment débil, antes de llegar a una i>g—forma
normal, estd dada por los redexes que hay en el término inicial. Una primera aproximacién para
encontrar una cota de la maxima cantidad de pasos, seria contar la cantidad de redexes en el
término inicial, pero esto tiene dos problemas.

En primer lugar, contar redexes a secas no alcanza, porque en los superdevelopments pueden
contraerse redexes creados, que no necesariamente figuraban en el término inicial. Una alternativa
es contar la cantidad de aplicaciones. Esto puede ser una sobreestimacion, pero resulta igualmente
util porque lo que se busca es una cota superior.

Incluso si se cuenta el nimero de aplicaciones, hay un segundo problema, més delicado, y es
que contraer un redex puede causar que una aplicacién se multiplique. Por ejemplo, si A es un
redex, en el paso de reduccién @((2“x.xx)?, A) —, AA se duplica la cantidad de aplicaciones que
haya en A. Claramente contar las aplicaciones que hay en el término inicial no es suficiente. Esto
sugiere que lo que habria que hacer es contar la cantidad de aplicaciones, multiplicando por el
maximo nimero de veces que se puede llegar a replicar a lo largo de un superdevelopment.

La maxima cantidad de veces que se puede llegar a replicar una aplicacidn es, a lo sumo, el
factor de replicacién del contexto en el que se encuentra. Este razonamiento motiva la definicién
de valor de replicacion:

Definicién 3.4.3. Valor de replicacion de un término A.

RVAL(A) = Z RF((A, p))

p € posApp(A)

Donde:
= pOoSApPpP(A) son las posiciones de A tales que A|, es una aplicacién;
= (A, p) es el contexto que resulta de poner un agujero en la posicioén p de A.

El valor de replicacion de un contexto C se define simplemente como el valor de replicacion del
término C|[z], donde z es una variable cualquiera que no ocurra en C.

3.4.3. Propiedades del factor y el valor de replicacion

A continuacién se enuncian y se justifican informalmente las propiedades relevantes de las
funciones definidas anteriormente. Las demostraciones de las propiedades se desarrollan en el
apéndice, Seccién A.3.
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

Propiedad 3.4.4. RrvaL(x) =0
Es decir, en el superdevelopment de una variable no puede contraerse ningtin redex. Esto es natu-

. . L L. .
ral, ya que una variable estd en —,-forma normal, y el Gnico superdevelopment es una secuencia
de 0 pasos de reduccion.

Propiedad 3.4.5. RrRvaL(AXx.A) = RVAL(A)
La longitud maxima del superdevelopment de una abstraccién es a lo sumo la longitud maxima
del superdevelopment del cuerpo.

Propiedad 3.4.6. SiA = @(A;% A,), entonces RVAL(A) =

=1+ RvAL(A}) + RVAL(A;) - max{maxg{RF(B)}, 1} donde A*x.B C A,

Dada una aplicacién A, una cota superior para la mdxima cantidad de redexes que pueden con-
traerse en un superdevelopment de A es a lo sumo:

= Un paso de reduccién para la aplicacion A (corresponde al caso en el que hay un redex en
la raiz).

» [a maxima cantidad de redexes que se pueden contraer en un superdevelopment de A;.

= La méaxima cantidad de redexes que se pueden contraer en un superdevelopment de A,
multiplicada por la méxima cantidad de copias de A, que se puedan llegar a producir.

Propiedad 3.4.7. Rrr(C{[C,]) = RF(C}) - RF(C,)

La méxima cantidad de copias de O que se pueden producir en un superdevelopment de C;[C5]
corresponde a la cantidad de copias de O que se produzcan como consecuencia del superdevelop-
ment de C,, multiplicada por la cantidad de copias de C, que se produzcan como consecuencia
del superdevelopment de C;.

Propiedad 3.4.8. Si p € posApp(C), entonces RF({C, p)) = RE({C[A], p)).
Instanciar el contexto no cambia el factor de replicacion. Esta es una propiedad técnica, que se
necesita para demostrar la propiedad siguiente.

Propiedad 3.4.9. RrvaL(C[A]) = RVAL(C) + RF(C) - RVAL(A)

En una cota superior para el superdevelopment mds largo de C[A], la cota superior para el su-
perdevelopment mds largo de A se multiplica por el factor de replicacion de C, es decir la maxima
cantidad de copias de A que pueden llegar a producirse.

Propiedad 3.4.10. RrRr(C'"%{x := A}) = Rr(C)
Similar a la Propiedad 3.4.8, generalizada para sustituir una variable en un término, en lugar de
instanciar un contexto.

Propiedad 3.4.11. RrRvaL(A'™?'{x := B}) = RVAL(A) + RVAL(B) - RF(A)
Similar a la Propiedad 3.4.9, generalizada para sustituir una variable en un término, en lugar de
instanciar un contexto.

Propiedad 3.4.12. Si A i)g B, entonces RVAL(A) > RVAL(B).
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3.5 Propiedades de la reduccion etiquetada

.z . . L .
Observacion 3.4.13. SirvaL(A) = 0, entonces A estd en —,-forma normal. Esto es consecuencia
directa de la propiedad anterior.

Notar que no vale la reciproca. Por ejemplo, el valor de replicacién de 1*y.@((1%x.x)%,y) es 1,

z . z L
pero el término estd en —,-forma normal para todo L.

Teorema 3.4.14. Los superdevelopments débiles son finitos.

Demostracion. RvAL() es compatible con iq» por Propiedad 3.4.12, de donde se desprende la nor-

. ., L
malizacién fuerte de —y. a

Observar que la misma demostracion aplica para concluir la finitud de los superdevelopments
(a secas), porque la prueba de Propiedad 3.4.12 no usa el hecho de que el redex que se contrae es
disjunto de L y del binding path del contexto.

3.5. Propiedades de la reduccion etiquetada

A continuacién, se enuncian algunas propiedades adicionales de la reduccion etiquetada. Las
demostraciones se desarrollan en la Seccion A.4. Por empezar, como es usual, la reduccién no
crea variables libres.

Lema3.5.1. SiA ig B, entonces fv(A) 2 fv(B).

El siguiente lema afirma que, si se hace un paso de reduccién A i)[ B, es decir prohibiendo la
contraccién de redexes con variables libres en L, el subconjunto de variables libres de A que estd
contenido en L es igual al subconjunto de variables libres de B que estd contenido en L. Por el
lema anterior es claro que en B no pueden aparecer variables que no estuvieran ya en A. Este lema
afirma ademds que las variables que estdn en L nunca se borran. La justificacién de esto es que
si se contrae un redex de la forma @((1“x.X)%, Y), s6lo pueden desaparecer las variables libres
contenidas en el argumento Y (en el caso en el que x ¢ fv(X)). Pero dada una ocurrencia de una
variable libre en A que también esté en L, esa ocurrencia nunca podra estar dentro de Y, porque
en tal caso la contraccion del redex estaria prohibida. Por lo tanto, dichas variables no van a poder
desaparecer.

Lema3.5.2. SiA -5, B, entonces fv(A) N L = fv(B) N L.

. . . . L . . .
Se analiza también de qué manera, en una reduccién A —;, B, el conjunto de variables prohibidas
L puede debilitarse sacando variables de L, y fortalecerse extendiendo L con variables que no
ocurran libres en A.

Lema3.53. ScaA 5, B.

K
1. Si K C L, entonces A —; B.
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

2. Si K T fv(A) entonces A Li)Kg B.

En cuanto a la relacién entre la reduccién y el contexto en el que ocurre el redex, se hace la
siguiente observacidn.

Lema 3.5.4. Sea A —, Bun paso de reduccién en el que se contrae un redex A. Entonces:

(1) fv(A) T Lsiy sélo si C[A] —, C[B] para todo contexto C tal que bp(C) = L.
L . . LuUbp(Cy)
(2) Ci[C1[A]] —¢ Ci[Ca[A']] siy sblo si Co[A]  — *; C3[A’], donde A’ es el redex que se
contrajo.

Como caso particular de (2), resulta especialmente importante la siguiente equivalencia: 1“x.A —,

A%x.B siy s6lo si A x—'L>g B. Esta observacion motiva la regla Abs1 en la definicién inductiva de
superdevelopments que se presenta en la Seccién 3.6.

Por ultimo, se vera que la sustitucion preserva la reduccidn. Para ello se prueba primero el
siguiente lema:

Lema3.55. SiA i)[ B, entonces A% i)[ B4},

Lema 3.5.6. Sean A it ¢ A’ un paso de reducciéon y B € A, de tal forma que fv(B) T L. Entonces
Alx := B} 5, A'{x := B).

Los resultados de los lemas 3.5.1, 3.5.3, 3.5.5 y 3.5.6 pueden obviamente generalizarse también
para reduccién en muchos pasos. Las demostraciones son directas por induccién en la longitud de
la reduccion.

3.6. Reduccion simultanea (supersteps)

Una manera alternativa de formalizar la nocidn de superdevelopments débiles es por medio de
una relacién de reduccién simultdnea. Esta relacion tiene varias ventajas respecto de la reduccién
etiquetada. En primer lugar, satisface la propiedad del diamante, y por lo tanto se puede usar para
demostrar la confluencia de la reduccién etiquetada y del célculo-1" (Teorema 4.5.4). Por otra
parte, esta formalizacién evita tener que razonar acerca de reducciones a forma normal, ya que un
paso de reduccién simultdnea es suficiente para obtener el superdevelopment de un término.

Para motivar la definicién simultdnea de superdevelopments, se introduce primero una ver-
sién incorrecta, como primer intento ingenuo de paralelizar la reduccion etiquetada. Lo que se
pretende, entonces, es definir una nocién de reduccion en la cual sea posible contraer simultdnea-
mente varios redexes, permitiendo la contraccién de los residuos (ya presentes en el término ini-
cial), y también de los redexes creados por los casos I, Il y IV de la Proposicién 2.3.8, pero no los
redexes creados por el caso III.

L
El juicio en cuestioén se escribe M = N, donde L denota el binding path del contexto en
el que el superdevelopment ocurre. Es decir, L representa un conjunto de variables ligadas en el
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3.6 Reduccion simultinea (supersteps)

contexto. Estas variables estdn prohibidas, en el sentido de que no se permite contraer un redex
que contenga variables en L.

Definicion 3.6.1 (Variante “ingenua” de los supersteps). El juicio M = N se define inductiva-
mente de la siguiente manera:

x-L
M= M
:L> SdVar : SdAbs
= M = Ax.M’
L L
M=>M N=N
SdApp1

MN S M N

M3 4M NSN WALM)N)TL

- SdApp2
MN = M'{x := N’}

Comparar con la definicién de developments dada al comienzo de la Seccién 3. El problema de
esta definicién es que la condicién fv((Ax.M") N’) T L, combinada con la regla SdAbs, resulta ser
demasiado restrictiva.

Concretamente, la regla SdAbs, mirada desde abajo hacia arriba, prohibe que se contraigan
redexes en los que haya ocurrencias libres de x. Pero podria ocurrir que en un paso posterior
de la derivacion la abstraccién Ax.M contribuya al patrén de un redex, se aplique la regla 5, y
que la sustitucién provoque que las ocurrencias previamente ligadas de x pasen a ser términos no
ligados por el contexto. En casos como ese, uno querria que si sea posible contraer los redexes
que contengan ocurrencias libres de x.

Por ejemplo, en el cdlculo-4", el siguiente no es un paso de reduccién vélido:

M=UxIx)y  (Ax.x)y (3.3)

porque el subtérmino subrayado contiene una ocurrencia ligada de x. Por otra parte, el siguiente
si es superdevelopment valido:

M=Axlx)y—>1y—y (3.4)

L
De acuerdo con (3.4), se deberia poder derivar el juicio (dx.I x)y = y. Para deducirlo usando

SdApp2, seria necesario derivar Ax./ x =L> Ax.x, pero esto requeriria que sea posible contraer I x
en un contexto ligado, y contradiria (3.3).

La esencia del problema de la definicidon que se acaba de presentar es, entonces, que la con-
traccion de x bajo un contexto en el que x estd ligada debe permitirse en algunos casos y no en
otros. Mds precisamente, debe permitirse si la abstraccién que liga a x se usa en un paso posterior
de la derivacién, y debe prohibirse en caso contrario.
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

Es importante observar ademas que, dado que se quiere permitir la contraccién de los redexes
creados por el Caso II, puede ser necesario meterse en varios niveles de abstracciones anidadas
antes de usarlas. Por ejemplo, el siguiente es un superdevelopment valido en el calculo-1"":

(Ax.Ay.Az.M) N; N,
— Wy AzM') N,
— Az.M"”

Por lo tanto, en la versién inductiva, cuando se determine el juicio para el superdevelopment de
M, deberia ocurrir que la contraccién de subtérminos con ocurrencias de x e y esté permitida, pero
la contraccion de subtérminos con ocurrencias de z esté prohibida.

Observacion 3.6.2. En versiones preliminares de este trabajo, se utilizé una definicién en la
que se mantenia, ademas del conjunto L de variables prohibidas, un segundo conjunto K de va-
riables explicitamente permitidas. Se modificaba la restriccion de la regla SAApp2, pidiendo que
las variables libres del término en cuestion fueran disjuntas de L \ K. Si bien la idea detrds de esta
definicion era correcta y esencialmente la misma que la que se presenta a continuacion, tenia el
problema de que en el momento en el que se agregaban variables al conjunto K, estas se encon-
traban todavia ligadas, y esto requeria mayor cuidado en el uso de la convencién de variables.

La formulacién que se presenta a continuacién no se refiere a las variables ligadas por su
nombre. En lugar de eso, se basa en que las abstracciones que se pueden usar en pasos posteriores
de la derivacion son siempre las mds externas. Para indicar cudles son las variables que no deben
estar prohibidas, en lugar de referirse a ellas por el nombre, se indica cudntas son con un nimero
natural k. No puede haber ambigiiedad porque las variables permitidas son siempre las ligadas por
las k abstracciones mds externas.

. .. . Lk . L ,
En resumen, se estudia un juicio extendido M = N en el que el nimero k£ > 0 indica cudntas
abstracciones de M se espera que contribuyan a un redex en alguna instancia posterior de la
derivacién. Se permite la contraccién de redexes ligados por cualquiera de estas k abstracciones.

Definicion 3.6.3. Sean M,N € A, L C Vy k > 0. Se dice que hay un superstep débil de M a N

. . . L.k .. . . _—
bajo L,k siy s6lo si M = N, donde el juicio se define inductivamente de la siguiente manera:
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3.6 Reduccion simultinea (supersteps)

x-L,0 Lk
M= M M= M
Abs1 Abs2
L0 Lk+1
Ax.M = Ax.M’ M = xM

L0 L0
M=M N=N

S App1
MN = M'N’

L.n+1 L.m —
ME M N3N V@M)IN)TL m>0= M =A% x

L.n+m App2

MN S M'{x:=N)

Lk
Ademads, hay un superstep débil completo de M a N bajo L, k si en la derivacién del juicio M = N
se utiliza la regla App1 s6lo cuando no se puede aplicar la regla App2.

Un primer comentario sobre la definicién es que el superdevelopment de una abstraccion bajo
L, k tiene dos casos. La regla Abs1 corresponde al caso en el que k = 0. En ese caso se trata de una
abstraccion que no va a contribuir a la cabeza de un redex en un paso posterior de la derivacion.
El esquema de inferencia es similar al de la regla SdAbs de la definicién ingenua, en cuanto a
que se agrega x al conjunto de variables prohibidas. La regla Abs2 corresponde al caso en el que
k > 0, es decir que se trata de una abstraccidn que s/ va a ser utilizada en algtin paso posterior. En
ese caso, x no se agrega al conjunto de variables prohibidas. La diferencia entre estas dos reglas
resuelve el problema que tenia la definicién incorrecta dada anteriormente. Notar que al definir
el superstep completo se requiere que se use la regla App2 siempre que sea posible, pero no es
necesario exigir algo similar sobre las reglas Abs1 y Abs2 porque, miradas de abajo hacia arriba,
son mutuamente excluyentes.

Por otro lado, en un juicio M L:k N, la intencién es que sea siempre cierto que N sea de la
forma Ax; ... x;.N’. Esto es porque se espera usar, en pasos posteriores, las k abstracciones mas
externas de N. Es por eso que k = 0 en la conclusion de la regla App1: porque el término de la
derecha es una aplicacidn, y por lo tanto comienza con 0 abstracciones. Por este mismo motivo
k = 0 en la regla Var. En las hipétesis de la regla App1, también k = 0, porque los términos M’
y N’ van a pasar a encontrarse contenidos en una aplicacién que nunca contribuye a un redex, y
por lo tanto las abstracciones de M’ y N’ nunca van a poder llegar a formar parte del patrén de un
redex que se contraiga, porque nunca van a ser las mas externas.

La regla App2, que es la mas compleja, lo que dice, esencialmente, es que si M’{x := N’} es
de la forma Ax; ... x,,.P, con n + m abstracciones en la raiz, esto puede ser por una de las dos
razones siguientes:

(1) m=0yM =Ax,...x,.M".

2) m>0,M" =Ax;...x,. Xy N = Axps1 ... Xpom-P.
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3 Superdevelopments en el calculo-1*

La condicién que exige que las variables libres sean disjuntas del contexto es exactamente la
misma que la dada en version “ingenua”, en la regla SdApp2. La condicién adicional, m > 0 =
M’ = AX".x, es para garantizar que M’ tenga la forma correcta si se trata del caso (2). Notar

ademads que en el superstep M Lg : Ax.M’ se utiliza n + 1 en lugar de n, porque debe estar
permitido contraer subtérminos que contengan ocurrencias de x, y también subtérminos ligados
por cualquiera de las n abstracciones que se encuentran en la raiz de M’, y que se van a utilizar en
instancias posteriores de la derivacion.

Ejemplo 3.6.4. A continuacion se dan ejemplos de la reduccion simultdnea. Comparar con el
Ejemplo 3.2.4. y observar que efectivamente se permite que se contraigan los redexes creados
por los Casos I, Il y IV de la Proposicién 2.3.8 pero no los creados por el Caso III. Se muestran
solamente las aplicaciones de las reglas mads interesantes y relevantes para no sobrecargar las
derivaciones.

1. Superstep valido:

Var
0,0 Var

X X 0.0
o Abs2 Y=y

Ax.x = Ax.x

" App2
Ax.x)y =y

2. Superstep invalido, no es derivable:

11 {»,0
Axx = Axx y =y perofv((Ax.x)y) T {y}

(Ax.x)y # {y},0y
Ay.(Ax.x)y & 0,01y.y

App2
Abs1

3. Casol:

- Abs?2 — Abs2
Ax.x = Ax.x=P Ay = Ayy

o App2
(Ax.x) (Ay.y) = Ay.y

00 App2
Ax.x) (yy)z= 2

Observar que en este caso m > 0 y se cumple P = Ax.x.

4. Caso II:
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3.6 Reduccion simultinea (supersteps)

M — N reduccidn débil a secas (Definicion 1.2.8)
SR L. . ) 0
A —; B reduccidn débil sobre términos etiquetados (equivalente a A —, B)
A —; B reduccion débil sobre términos etiquetados (Definicién 3.2.3)
los redexes no pueden contener variables en L
L
M = N definicién tentativa de los supersteps (no funciona en general)
Lk c ; g
M = N supersteps, reduccion simultinea (Definicién 3.6.3)
Cuadro 3.1: Resumen de las definiciones introducidas
s
—029 pp
X X
Y my Abs2
Ay.xy = Ay.
>y wj i Abs2
AxAy.xy = Ax.Ay.x
y.xXy 0)1’ y App2
Ax.Ay.xy) 7 = Ay.
(Ax.Ay.xy)z ymzoy App2
(Ax.Ay.xy)zw = zw
5. Caso III:
x77 0,0z -
——— Abs2 0,0 var
Ax. 0,1 =7z
¥z 0,1z Abs2
Ax.x2)yy £ 0,0z
6. Caso IV:
T Absi
A g A
Y.y y -)@’ 0 App2
Ay.y) x =
(Ay.y) x Zl Abs2
Ax.(Ay.y) x = Ax.x
(Ay.y) App2

0.0
Ax.(Ayy)x)z =z

En el Cuadro 3.1 se resumen las relaciones de reduccion y los juicios introducidos hasta el momen-
to. En el capitulo siguiente, se probard que las dos nociones de superdevelopments presentadas

. : s Lk o
son equivalentes. La mayor parte de las propiedades relevantes de los juicios M = N se estudiard

. .. . C . . Lk .
a partir de la Seccién 4.2, cuando se introduzca un juicio relacionado A =, B, definido sobre
términos etiquetados.
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4 Equivalencia de las presentaciones

4.1. Introduccion

En este capitulo se demuestra la equivalencia de las dos presentaciones de superdevelopments
que se introdujeron en la seccién anterior: los superdevelopments débiles de la Definicién 3.2.7 y
los supersteps débiles de la Definicién 3.6.3.

Usando la notaciéon M, para denotar alguna version etiquetada de M, (i.e. My € Ay, M e Ay
M| = M), lo que se demostrara es el siguiente resultado (el primer item en la Seccién 4.4, y el
segundo en la Seccién 4.5):

Teorema 4.1.1. Sean M,N € Ay L C V. Entonces:

.00 . . .
1. Si M = N, entonces existen M, N, con M, inicialmente etiquetado, tales que M, -, Ny.

. . . 0.0
2. SiM,; —»; N¢, con M, inicialmente etiquetado y Ny en —,-forma normal, entonces M = N.

Es decir, si hay un superstep de M a N, entonces hay un superdevelopment débil de M a N. Por
otro lado, si hay un superdevelopment débil completo de M a N, entonces hay un superstep de M
aN.

En versiones preliminares de este trabajo, en las que las aplicaciones no se consideraban
ligadores de etiquetas, era necesario exigir que los términos etiquetados M, y N, cumplieran con
una propiedad de buen etiquetado para que el segundo item fuera verdadero. Lo mismo ocurre en
van Raamsdonk [VR93].

En nuestro caso, es ticito (pero imprescindible) el hecho de que las etiquetas en las aplica-
ciones sean ligadores de las etiquetas en las abstracciones. Por ejemplo, si las aplicaciones no
fueran ligadores, podria obtenerse la siguiente secuencia de pasos de reduccion:

@(Mx.@(x4, )", 192.2) —¢ @((12.2)%y) —>¢ ¥

Esto seria indeseable, porque se estaria permitiendo la contraccién del término subrayado, que es
un redex creado por el Caso III de la Proposicién 2.3.8. Como ya se observé en el Ejemplo 3.2.4
(7) y en el Ejemplo 3.6.4 (5), esto no es un superdevelopment valido.

El requerimiento de que N, esté en —,-forma normal estd justificado por la siguiente obser-
vacidn, donde A es algiin redex tal que A —, A”:

@((1°x.@(x, x))", A) =, @AY, A) =, @(A'°, A)
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Es claro que el término todavia no estd en —,-forma normal, y que la reduccion etiquetada tiene
trabajo por hacer: queda un redex etiquetado A sin reducir. Es decir, la secuencia de pasos de
reduccidn constituye un superdevelopment débil incompleto. En cuanto a la reduccién simultanea,
el siguiente juicio no es derivable:

@((Ax.@(x", x))", A) # 0,0@(A"", A)
En cambio, si se sigue aplicando la reduccién etiquetada hasta llegar a una —,-forma normal:
= @A, A) = @A, N

es posible derivar el correspondiente juicio de reduccién simultdnea:
a b a 0,0 b A
@((1'x.@(x",x)) ,A) = @A, A)

En la Seccién 4.2 se define un juicio auxiliar A ékl B, que corresponde a los supersteps sobre
términos etiquetados, y ademds un término Aj , asociado a A, que corresponde al resultado de
calcular el superdevelopment débil completo de A. En la Seccién 4.3 se definen los términos
(L, k)-etiquetados y se prueban ciertas propiedades de los supersteps etiquetados. En la Seccién
4.4 se demostrard el primer item del Teorema 4.1.1, y el segundo en la Seccién 4.5.

4.2. Reduccion simultanea etiquetada

Como ya se menciond, el objetivo es relacionar la reduccién etiquetada a —,-forma normal
con la definicidn de superdevelopments por reduccidon simultdnea (supersteps). Para poder hacer
esto, se introduce un formalismo intermedio: el de los supersteps débiles por reduccion simultanea

Lk
sobre términos etiquetados, A =, B. Se procede de este modo porque cuando se parte de pasos

., s Lk . .
de reduccién —, y se construyen juicios de =, se pierde el control sobre las etiquetas y por lo
tanto sobre la —,-forma normal, que es la manera de caracterizar a los superdevelopments débiles

completos en la reduccién etiquetada.
sz . Lk L. Lk Lk
En resumen, en la Seccién 4.4, cuando se relacione = con —»,, se ird primero de = a =,
. . . . Lk - s
(definida a continuacion) y después de =, a —-»,. Inversamente, en la Seccién 4.5, se ird primero

Lk . Lk
de -, a =, y recién entonces a =.

Definicién 4.2.1 (Supersteps débiles simultaneos sobre términos etiquetados). Sean A, B € A,

Lk
y L € V. Se dice que hay un superstep débil simultdneo de A a B bajo L,k siy s6losi A =, B,
donde este juicio se define de la siguiente manera:
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4 Equivalencia de las presentaciones

LAbs1 - LAbs2
L0 Lik+1
A'xA =, xA A'xA =, %A

L0 Lo
A=,A" B=,B

4

= LApp1
@(A%, B) =’>[ @A, B)

Ln+1 L.m —n__
AL 2xA BE B @AY B)TL m>0=A =% x

LApp2
L.n+m
@(A% B) =, A"x:= B}

Notar que, obviando las diferencias notacionales, esta definicién es esencialmente una copia de
la Definicién 3.6.3. La tunica diferencia es que, en esta nueva definicion, en la regla LApp2 se
exige que la etiqueta de la abstraccién que contribuye al redex coincida con la etiqueta de la
correspondiente aplicacion.

. . . . .. Lk .
A continuacion se enuncian algunas propiedades basicas de =,. Las demostraciones se desar-
rollan en la Seccién A.S.

0 0
Propiedad 4.2.2 (5, es reflexiva). A =, A.

L0 _ . Lo .
Es natural que =, sea reflexiva, porque un superstep es una relacién de reduccién simultdnea,
en la que se contraen algunos de los redexes presentes en el término original, y algunos de los

L0 .
redexes creados. El superstep A =, A corresponde al caso de una reducién en la que no se contrae

ningun redex. Se deriva este juicio usando siempre las reglas LAbs1 y LApp1, y nunca LAbs2 o
Lk . c Lk
LApp2. Por otra parte, notar que =, no es reflexiva cuando k > 0, porque en un juicio A =, B se

espera que B tenga k abstracciones en la raiz, que son las que se van a usar en pasos posteriores

Lk
de la derivacioén. Es claro, por ejemplo, que x =, x no puede derivarse cuando k > 0.
Se cumplen también las propiedades esperables sobre las variables y las etiquetas libres:

Propiedad 4.2.3. Si A =, B, entonces fv(A) 2 'v(B) y fI(A) 2 l(B).

El siguiente lema afirma que si se tiene un superstep en un contexto en el que las variables en L
estdn prohibidas, es decir que no pueden contraerse redexes con ocurrencias de variables libres en
L, puede derivarse el mismo juicio en un contexto menos restrictivo L’ C L.

Lk L'k
Lemad4.24. SiL'CLyA =, B,entonces A =, B.

La siguiente propiedad afirma que un superstep débil bajo L, k deja k abstracciones en la raiz del
término.
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4.2 Reduccion simultdnea etiquetada

. L’k . . . . 7z .
Lema 4.2.5. Si A =, B, entonces existen variables x; y etiquetas a;, con 1 < i < k, y un término
B’ € A, tales que B = A% %xy ... x;.B.

4.2.1. Resultado de los superdevelopments completos

Como herramienta adicional para probar la equivalencia de las dos definiciones, se utilizard
también la siguiente nocién de resultado de los superdevelopments débiles completos. Corre-

sponde a una definicion inductiva de la forma normal de la reduccion etiquetada (Aj  es la i)g—
forma normal de A). También es equivalente a un superstep en el que se aplica la regla LApp1
s6lo cuando no es posible aplicar la regla LApp2.

Definicién 4.2.6 (Resultado de los superdevelopments débiles completos). Sea A € Ay, L C V
y k > 0. Se define el resultado de los superdevelopments débiles completos de A bajo L, k, escrito
A} ;» por induccion en A, de la siguiente manera:

Xo = X
(xA),, T AxAr,,
WxAY,,, £ A,
e e def [ AT x =B, si(x)
@AY B), = { @(A} B} ), sino(x)yk=0

donde (%) es la siguiente condicidn: existen n, m > 0 tales que:

l..n+m=k
2. AZHI = A%x.A’
3. B*L’m =B

4. Sim > 0, entonces A" = A% xy ... x,.X.
5. fv(@((1*x.A")*, B)) T L.

Si se cumple la condicidn (%) para una aplicaciéon @ (A%, B) bajo L, k, se dice que @(A%, B) es
(L, k)-aplicable.

Observacion 4.2.7. Una primera observacion es que Aj , no necesariamente existe. Por ejem-
plo, @(x“,y); , estd indefinido para cualquier L, porque el superdevelopment débil de @(x“, y)
no produce una abstraccion. Observar que A; , siempre existe. En general, si A} estd definido,
entonces existen variables x; y etiquetas a;, con 1 < i < ky un término A" € A, tales que
A]i,k = /l“""“"xl e Xk.A’.

Ejemplo 4.2.8. Siguen algunos ejemplos bdsicos de esta definicion:
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4 Equivalencia de las presentaciones

1. @((/l“x.x)“,y)ao =y pues:
(/l“x.x)al = /l“x.xao = A%.x
yao =Yy

2. @((/l"x.xx)“,A)Z0 =A] AL

3. (/lby.@((/l“x.x)“,y))ao = /lby.@((/l“x.x)“,y){*y}’o = Aby.@((1%x.x)%, y), observar que la apli-

cacion no puede contraerse porque contiene una ocurrencia de y ligada.

4. (Ay.@((Ax.0)",y));, = Ay.@((A"x.x)", y); , = A’y.y, observar que en este caso la con-
traccion de términos con ocurrencias de y no estd prohibida porque se espera usar la ab-
straccién mas externa.

A continuacién lo que se probard es que el resultado de los superdevelopments completos estd
bien definido, es decir que si A} ; existe, es tnico. Notar que esto no es obvio, porque en principio
podria haber mas de un valor de n, m que haga que una aplicacién @(A“, B) sea (L, k)-aplicable.

Para probar la unicidad de ; ,, se introducird primero una relacién > sobre los términos etique-
tados. Esta relacion no tiene una motivacién semantica, sino que se introduce como herramienta

sintactica y ad hoc para llevar a cabo las demostraciones con una notacién mas cémoda. En algtin

Lk
sentido, puede entenderse a > como una version debilitada y muy laxa de =, que no depende de
L,k 'y que ignora todo lo que ocurra por debajo de una aplicacién.

Definicion 4.2.9. La relacién > se define inductivamente mediante las siguientes reglas:

X > X

A>B
Ax.A > 1%x.B

fv(@(A%, Ay)) 2 fv(B)

@(A“,A2) > B

El significado intuitivo de A > B es que B estd “mds instanciado” que A, donde las variables

y abstracciones se consideran instanciadas, y las aplicaciones se consideran no instanciadas. El
.. . Lk .
objetivo es que > sobreaproxime =, asumiendo que, en el curso de un superdevelopment, una

aplicacién puede convertirse en cualquier cosa, siempre y cuando no contenga variables libres
que no estuvieran ya presentes en el término original. Observar que si se considera un término
A= A20Mx L x,. @A, Ay), cualquier superdevelopment de A va a estar més instanciado que
A, es decir que necesariamente va a tener que conservar las abstracciones que se encuentran en la
raiz de A. Esto es consistente con la definicién de >.
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4.2 Reduccion simultdnea etiquetada

Observacion 4.2.10. Las propiedades siguientes se desprenden directamente de la definicion de
> por andlisis de casos e induccién:

1. Six > B, entonces B = x.

2. SiA“x".A’ > B, entonces B=1“x".B'yA’ > B'.

3. Si A > B, entonces fv(A) 2 fv(B).

4. SiA> A’y B> B, entonces A% {x := B} > A"""x := B}.

Se prueba ademds que, en un superdevelopment, el término final estd mds instanciado que el
original:

Lk
Lema 4.2.11. Si A =, B, entonces A > B.

A continuacién se enuncian varias propiedades del resultado de los superdevelopments completos.
Dado que estas propiedades se utilizan, entre otras cosas, para probar la unicidad de A} ; (en caso
de que exista), es necesario trabajar con cuidado de no estar asumiendo la unicidad de A} , en el
desarrollo de las demostraciones. ’

En versiones preliminares de este trabajo, para tener mayor seguridad de que no se estaba
cometiendo un abuso de notacion al escribir A} , para denotar un término que no se sabia si era
realmente Unico, en lugar de trabajar con la definicion de “el resultado de los superdevelopments
completos de A bajo L, k” se trabajé primero con una definicién que describia el conjunto de todos
los posibles resultados de calcular algiin superdevelopment completo de A bajo L, k. Procediendo
de esta manera, se pueden enunciar las propiedades escribiendo explicitamente la manera en la que
se cuantifican los elementos tomados de dicho conjunto. Una vez hecho esto, se puede demostrar
que el cardinal del conjunto es a lo sumo 1, es decir que si A ; existe, es tnico.

En el enunciado y la demostracion de las siguientes propiedades se tratard de evitar esa com-
plejidad adicional, y se escribird Aj , para denotar algtin elemento tomado del conjunto de todos
los posibles resultados de los superdevelopments completos de A bajo L, k. En los enunciados, se
especificard en qué casos la cuantificacién es universal y en cudles existencial, pero en el curso de
las demostraciones no se trabajard explicitamente con el conjunto para no recargar la notacién. El
conjunto de todos los posibles resultados de superdevelopments completos de A bajo L, k se no-
tard A{L*L La definicion es la esperada; resulta de modificar la Definicién 4.2.6 para que devuelva
un conjunto de términos.

Por empezar, el siguiente lema provee una condicion suficiente para la existencia de A} :

Lk * , *
Lema 4.2.12. Si existe un B tal que A =, B, entonces A{LL es no vacioy B > A7, para todo
A €A

Corolario 4.2.13. A{L*i) €s no vacio.

El siguiente lema afirma que de un término A puede hacerse un superstep para llegar al resultado
de los superdevelopments completos de A:
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Lema4.2.14. A : A}, paratodo A}, € A{Z Notar que A L puede ser vacio.

Por lo tanto, en el resultado de los superdevelopments completos no aparecen variables ni etiquetas
que no estuvieran en el término original. Ademas, el resultado los superdevelopments completos
bajo L, k tiene k abstracciones en la raiz.

Corolario 4.2.15. Paratodo A} 1k € A se tiene que fv(A) 2 fv(A] Y fl(A) 2 fi(A] o

Lk

Corolario 4.2.16. Paratodo A, € A se tiene que Aj ; es de la forma 7A

Lk

En los siguientes lemas, se estudia la relacion entre el resultado de los superdevelopments com-
pletos y la sustitucién. Asumiendo condiciones razonables sobre el término B, una primera aprox-
imacion a los enunciados que se demuestran seria afirmar que D; = Az’n{x = Bz,m} = A{x =
B} ..m = D2. En realidad esto no es cierto. Como contraejemplo, considerar A = y # x,y
observar que y; o{x := B; ,} = B, peroy;  no existe cuando m > 0.

En la igualdad propuesta, el término D, tiene n + m abstracciones en la raiz. La intencién es
que el término D; tenga en la raiz las n abstracciones que provienen de Aj , seguidas de las m
abstracciones que provienen de By , . Es claro que D efectivamente tiene en la raiz las n abstrac-
ciones de A} . Sim = 0, la condici6n deseada ya se cumple, y por lo tanto el término A; , puede
tener cualquier forma. Cuando m > 0, debe ocurrir que A} | = A7X" x, pues en este caso (y sélo
en este caso), serd cierto que dichas n abstracciones estardn seguidas por las m abstracciones que
provienen de B;

Los siguientes lemas estan motivados por este razonamiento, y afirman esencialmente lo sigu-
iente:

= A} dx:= B} () = A{x := B}, (Lema 4.2.17).

s SiA3

i, =A7X".x, entonces A} {x:= Bj } = A{x:= B} . (Lema 4.2.20).

Por motivos puramente técnicos, los enunciados de los lemas son un poco mas complejos. Partic-
ularmente, se enuncian las propiedades sobre el conjunto de resultados de los superdevelopments
completos Al L« de manera que no se asuma la unicidad de A} ;. Ademds, en el Lema 4.2.20 se
requieren algunas hipdtesis adicionales para evitar dependencias mutuamente recursivas con afir-
maciones posteriores.

Lema 4.2.17. Sean A, B € A, tales que a ¢ fl(B) y x ¢ fv(B). Entonces:

1. SiAj, = A“x.A’, entonces A’ = B} , | para alglin B.

Mas precisamente, sea A} |, € A g STA}, = A“x.A’ con k > 0, entonces existen un By un

i« {} ' — B* *
BL’ € B, , tales que A” = B 1 Ademas Si A Ik ©8 unico, B; Lk €S unico.

2. Ay F9x = B; )} = AN x = BY; .

Mis precisamente, se prueba que son iguales:
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= El conjunto de los A} ,"{x := B} } tales que A}, € A‘L*L yB;, € BE"E).
= El conjunto A9 {x := B}{*L.

Corolario 4.2.18. Sean A,B € A, tales que x ¢ fv(B) y fv(B) T L. Si ademds x ¢ fv(AZk),

entonces A{x := B}{L*L = A{L*}c

Corolario 4.2.19. A{ZL{’“} = A"“}{L*}(

Lema 4.2.20. Sean A,B € A, tales que a ¢ fl(B), x ¢ fv(B) y fv(B) T L. Suponer Af; es un

conjunto unitario cuyo tnico elemento es Ay | = A7 X" x. Asumir ademds que para los términos X
4 3 a * * : : * * 4 ’
mads chicos que @(A“, B) se cumple X; , > X7 |, siexisten X , y X} ;, y ademds K’ > k.

Entonces A; "“{x:= B;  } = A"“{x = B}; . .Mads precisamente, son iguales:

= El conjunto de los A*L"n{—“}{ x:=B; ) tales que B} , € B{L’}71
= El conjunto A= {x := B}E“Lm-

*

La asuncién de que Xz,k > X Li
lema sin depender del que viene a continuacion.

El siguiente lema relaciona los supersteps y el resultado de los superdevelopments completos
de un par de términos A y B, variando los pardmetros Ly k. En general, si se tienen dos conjuntos
de variables prohibidas tales que L’ C L, el mas chico de los dos, L’ en este caso, es mas permisivo,
porque permite que se contraigan redexes con variables ligadas en L. Si se tienen dos valores
k' > k, el mas grande de los dos, k' en este caso, es mds permisivo, porque permite que se
contraigan redexes ligados por las k" abstracciones mds externas.

es un detalle técnico que se requiere para poder demostrar este

L.k . . « *
Lema 4.2.21. Sean A,B € Ao talesque A =, B.Sean L' C Ly k' > k. Si existe A}, ,, € A{L,}k,,
. e * {*} 4 * _ *
entonces existe un unico valor By, € B Lk Ademas A L= BL/’k,.

Una vez enunciados y probados los resultados anteriores, se resumen algunas de las propiedades
mads importantes de A; , en el siguiente corolario.

Corolario 4.2.22. Dado A € Ay, si A}, existe, entonces es unico. Ademds, A; , cumple las
siguientes propiedades:
. Lk Lk
1. SiA =, B, entonces B =, A ,.

’ 1

L,
2. Sill’ CLyk' >k, entonces A} , =, A]

L/’k/‘
3. Alx:=BYj, = A} {x = B} ).
4. SiA;, = A7X".x,entonces A{x := BY; .. =A; {x:=B; ).

Notar que el corolario resume las propiedades de manera ligeramente imprecisa, porque en general
el término A7 , podria no existir. En esas situaciones, consultar los lemas anteriores.

44



4 Equivalencia de las presentaciones

4.3. Propiedades de la reduccion simultanea etiquetada

4.3.1. Términos (L, k)-etiquetados

El objetivo de este capitulo es probar la equivalencia entre los superdevelopments definidos
mediante la relacién de reduccidn etiquetada y los supersteps sin etiquetas, definidos mediante el

juicio de reduccidn simultdnea. Cuando se quiera demostrar que, si M g) N, entonces M, —>L>g Ny,
serd necesario construir versiones etiquetadas M, y N, de M y N. En la Definicion 3.2.7 se exige
que el término inicial M, esté inicialmente etiquetado, es decir que todas las etiquetas que decoran
las abstracciones sean distintas. Por motivos técnicos, que se entenderdn mejor en el desarrollo de
la demostracidn, en lugar de trabajar con el término M, inicialmente etiquetado, se trabajard con
términos que cumplen propiedades de etiquetado mds especificas.

Trabajar con términos inicialmente etiquetados tiene dos desventajas: la primera es que dicha
propiedad no se preserva por reducciones, por ejemplo, en el siguiente paso de reduccién:

@((A"x.x x)", 1y.y) —=¢ (Ay.y) Aby.y

se parte de un término que no tiene etiquetas libres repetidas, y se llega a un término en el cual
b ocurre dos veces. La segunda desventaja es que las etiquetas libres en si mismas no son intere-
santes, porque no estin asociadas a una aplicacioén. Trabajar con términos que no tengan etiquetas
libres distintas de * simplifica las demostraciones.

. L ,
Por eso, cuando se construyan los términos M,y N tales que M, —; N, se hard de tal manera
. . L0
que M,y N, sean términos (L, 0)-etiquetados. En general, cuando en lugar de tener M = N se

P Lk . . P . . .
tenga como hipdtesis M = N para cualquier posible valor de k, serd necesario construir versiones
etiquetadas M,y N, de M y N, de tal manera que sean términos (L, k)-etiquetados.

Mis adelante se verd que la propiedad de ser (L, k)-etiquetado se preserva por i)g reduc-
ciones y por supersteps bajo L, k. También se verd de qué manera se relacionan los términos
(L, k)-etiquetados con los términos inicialmente etiquetados, para relacionar la definicién de su-
perdevelopments débiles (Definicién 3.2.7) con los resultados que se obtengan en las secciones
que siguen. La definicién de término (L, k)-etiquetado se enuncia a continuacién.

Definicion 4.3.1 (Términos (L, k)-etiquetados). Un término A se dice (L, k)-etiquetado sii se
cumplen las condiciones siguientes:

(1) Existe A}, y es de la forma A*%x; ... x¢.A’, donde las etiquetas ay, . . ., a; son todas dis-
tintas de % y distintas entre si.

(2) En A’ no hay etiquetas libres distintas de *.

C Lk . .
En general se espera que, en un juicio A =, B, tanto A como B sean términos (L, k)-etiquetados.
A continuacién se da una condicién suficiente para que un término sea (L, k)-etiquetado.
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< . h .
Observacion 4.3.2. Si A es de la forma A¢ xk.A’, donde ay,...,a; son todas distintas de *
y distintas entre si, y ademds A’ no tiene etiquetas libres distintas de %, entonces A es (L, k)-
etiquetado.

ey . —k—| . .
Demostracion. Por definicion se tiene que A; , = A° X A’7 - Por el Corolario 4.2.15 se tiene que
A’} , no puede tener variables libres distintas de *. O

En particular, observar que alcanza con que un término A no tenga etiquetas libres distintas de x
para ser (L, 0)-etiquetado. A continuacién se prueba que la propiedad de ser (L, k)-etiquetado se
preserva en un superstep bajo L, k.

Lk .
Lema 4.3.3. Si A es un término (L, k)-etiquetado y A =, B, entonces B es un término (L, k)-
etiquetado.

Demostracion. Por el Lema 4.2.21, se tiene que A}, = Bj,. Por lo tanto, las condiciones se
satisfacen trivialmente. O

N . . Lk .
En el siguiente lema se enuncia la relacion entre los supersteps a secas = y los supersteps etique-

tados ékl En general es cierto que si hay un superstep sobre términos etiquetados, las etiquetas
pueden borrarse y se sigue teniendo un superstep. En el sentido opuesto, si se tiene un super-
step sobre términos sin etiquetas, pueden construirse términos etiquetados para los cuales siga
habiendo un superstep. Notar que obviamente no es cierto que cualquier manera de etiquetar los
términos mantenga la relacion de superstep. Por ejemplo, el siguiente juicio es derivable:

0,0
Axx)z=12

pero el siguiente solo es derivable si a = b:

b a Q),O
@((X’x.x) ,2) =,z

Al pasar de términos sin etiquetas a términos etiquetados, se probard de manera constructiva que
pueden asignarse etiquetas a las aplicaciones y abstracciones de manera tal que el superstep se
mantenga. Ademads, los términos se decorardn de tal manera que queden “bien” etiquetados, para
lo cual es preciso introducir primero la siguiente definicién.

Definicion 4.3.4 (Términos linealmente etiquetados). Un término A se dice linealmente etique-
tado sii todas sus etiquetas distintas de x son distintas entre si. M4s precisamente, si:

= Cada aplicacién liga a lo sumo una etiqueta. Es decir, para cada subtérmino de A de la
forma @(A;“, A,) hay a lo sumo una ocurrencia de a en A;.

= Todas las etiquetas libres distintas de x son distintas entre si. Es decir, si A|, = A“x.A;y
Al, = A%y.A, son subtérminos de A tales que dichas ocurrencias de a y b estdn libres, y
ademds a # %, b # %, p # g, entonces a + b.
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4 Equivalencia de las presentaciones

., Lk Lk
Lema 4.3.5. Relacién entre = y =,:

. Lk Lk
1. SiA =, B, entonces |A| = |B|.

Lk ) . .
2. Si M = N, entonces existen M, Ny € A,, con M, (L, k)-etiquetado y M, linealmente

Lk
etiquetado, tales que M, =, N,.

Los términos linealmente etiquetados, al igual que los términos inicialmente etiquetados (presen-
tados en la Definicién 3.2.6), no permiten que haya dos abstracciones decoradas con la misma
etiqueta. La unica diferencia es que los términos linealmente etiquetados son ligeramente mas
laxos, porque si permiten que haya varias abstracciones decoradas con x. En los siguientes lemas,
se relacionan los términos linealmente e inicialmente etiquetados:

Lema 4.3.6 (De términos linealmente etiquetados a términos inicialmente etiquetados). Sean
A, B € A, tales que A -, B, con A linealmente etiquetado. Entonces existen A’, B’ € A, tales que
|A| = |A’|, |B| = |B’|, A’ »; B’ y A’ inicialmente etiquetado.

Lema 4.3.7 (De términos inicialmente etiquetados a términos linealmente etiquetados). Sean
A,B € A, tales que A -, B con A inicialmente etiquetado y B en —,-forma normal. Entonces
existen A’, B’ € A, tales que |A| = |A’|, |B| = |B’|, A’ », B’, A’ linealmente etiquetado y B’ en
—¢-forma normal.

4.4. De reduccion simultianea a reduccion etiquetada

Nos ocuparemos primero del primer item del Teorema 4.1.1, que afirma que si M ®=’(>) N,
entonces existen My, Ny, con M, inicialmente etiquetado, tales que M, -, Ny.

Como se anticipd en la seccién anterior, en lugar de trabajar con términos inicialmente eti-
quetados, los resultados se enuncian primero en funcién de términos (L, k)-etiquetados. Se con-
struirdin M, y N, de tal manera que estén (), 0)-etiquetados, y a partir de esta construccion se
demostrard que también es posible construir términos M), y N, con M} inicialmente etiquetado.
Esto se posterga hasta el Corolario 4.4.14.

Ademds, dado que se trata de reduccion débil en el cdlculo-A", sera necesario considerar una
version mds general de la afirmacién, que contemple el caso en el que el superstep en cuestién
se dé bajo un contexto en el que no se permita contraer redexes con ocurrencias de ciertas va-
riables. Se considera entonces un contexto de variables prohibidas L, y se refina la afirmacién

L0 . .
de la siguiente manera: si M = N, entonces existen M,, N, con M, (L, 0)-etiquetado, tales que
L
M[ ¢ N[.
] L0 . .
Asumiendo M = N y usando el Lema 4.3.5 (2), se tiene que existen My, Ny € Ag, con M,

L0
(L, 0)-etiquetado, tales que M, =, N,. Bastaria entonces con probar que:
L0 . . L
M, =, Ny 1mpllcaMg —»¢ Ny “4.1)
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4.4  De reduccion simultdnea a reduccion etiquetada

. . . . .y .y T L0
La intencién seria demostrar (4.1) por induccion en la derivacién del juicio M; =, Ny, pero es
claro que, si se lo intenta, en algunos casos no van a darse las condiciones para aplicar la hipdtesis

inductiva, porque van a aparecer juicios de la forma A ék[ B con k > 0. Si bien la afirmacién dada
en (4.1) es verdadera, para plantear la demostracioén por induccién resulta necesario trabajar con
una propiedad més fuerte. Una generalizacion en la que uno podria pensar inmediatamente es la
siguiente:

Lk
M, =, Ny implica M, —>L>[ Ny para todo k “4.2)
Pero en general (4.2) no es verdadera. El problema es que, cuando k& > 0, se permite que se

contraigan redexes con variables ligadas, lo cual estd siempre prohibido en una secuencia de
pasos de reduccién etiquetada.

Ejemplo 4.4.1.
0,1
1%.@((Ay.y), x) 2, 1x.x

pero
29%.@((A%y.y)", x) ¢ 009x.x

Este ejemplo sugiere que, para probar una propiedad similar a (4.2) por induccidn en la derivacién

del juicio M, ékf Ny, es necesario relajar la nocién de reduccion etiquetada, de tal manera que s7
permita la contraccién de algunos redexes con ocurrencias de variables ligadas. De acuerdo con
la idea que motivaba la definicién de los supersteps, solo deberia permitirse la contraccién de un
redex con ocurrencias de variables ligadas si las abstracciones que ligan esas variables van a ser
usadas en algin paso posterior del superdevelopment débil (es decir, si dichas abstracciones van
a contribuir al patrén de algtin redex).

A continuacién se define esta version relajada de la reduccidén etiquetada, a la que se da el
nombre de reduccion en cadena. La definicién surge de analizar delicadamente las condiciones
que se requieren para poder generalizar (4.1) y plantear la demostracién por induccién, especial-
mente en el caso de la aplicacién, que es el mds complejo.

Lk : .
Definicién 4.4.2 (Reduccion en cadena). El juicio A ~» B se define por induccién en k de la
siguiente manera:

Lo . ., . L
"= A~ BsiysolosiA -, B.

Lk+1 . . . .
= A ~» Bsiy sélo siexisten Aj, A, tales que:

1. A —L»g /l“x.Al
Lk

2. Al a4 Az.

3. B=A%.A;
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4 Equivalencia de las presentaciones

Lk Lk
Dada esta definicidn, se verd que =, C ~». Observar primero que si A 5 B, entonces existen

variables x; y etiquetas a;, con 1 < i < k, y B’ € A, tales que B = A% x; ... x;.B’. Es decir, si
hay una reduccién en cadena de A a B bajo L, k, entonces B tiene k abstracciones en la raiz. Esto
es similar a lo afirmado en elLLerna 4.2.5.

Intuitivamente, el juicio ~» es una version relajada de 5 ¢ en la que se permite la contraccién
de redexes ligados bajo las k abstracciones mds externas. Para comparar con el Ejemplo 4.4.1,
observar que es posible derivar el siguiente juicio de reduccion en cadena:

A = 1x.@((Ayy), x) %> Xxx = B
pues:
a b b 0 a b b a
A x.@((17y.y) ,x) = Ax.@((27y.y) ,x) = A“x.A;

b 0,0
@((2%y.y) , x) w> x = Ay
B = /l“x.Ag

Lk _ Lk
Para demostrar por induccién que =, C ~», se requieren las siguientes propiedades de congru-

encia para la reduccién en cadena. Las pruebas de las siguientes propiedades se detallan en la
Seccién A.6.

Lk
Lema 4.4.3. SiA ~» B, entonces fv(A) N L =fv(B)N L.
. L,k Ek—k . . . {_a’ L,k ak—k {_a}
Lema4.4.4. SiA ~» A X".Byaesunaetiquetadistintade a, ... a,, entonces A ~ AT X BT,
k k
Lema44.5. SiA i[ Ay A %5 B, entonces A % B
. . x-L,0 L0
Lema 4.4.6 (AbstracciénI). Si A ~> B, entonces A“x.A ~» A%x.B.
.. . Lk Lk+1
Lema 4.4.7 (Abstraccion II). Si A ~» B, entonces 1“x.A ~ Ax.B.
L . LO LO L0 B
Lema 4.4.8 (Aplicacion I). Si A ~» A’y B ~» B’, entonces @(A%, B) ~» @(A’Y, B').
. ., L,n+] , - _p ’ L’m Em_m , .
Lema 4.4.9 (Aplicacién II). Sean A ~» A%x.A” = A1*“ xX".A” y B ~» A Y".B’, asumiendo

ademas que fv(1“x.A’) T L, que fv(B’) T Ly que no hay etiquetas repetidasen a, ai, ..., a,, by, ..., by.
Entonces:

L.,n+m
1. Sim>0yA” = x, entonces @(A“, B) WA i< /lb 5" B
Ln _—n_
2. Sim =0, entonces @(A%, B) ~» A9 X" A" x := B'}.
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4.4  De reduccion simultdnea a reduccion etiquetada

Los dos casos considerados se corresponden directamente con las dos alternativas posibles de la
regla LApp2, que dependen del valor de m. En el primer caso, cuando m > 0, algunas de las
abstracciones que quedan en la raiz provienen de B. En el segundo caso, que se da cuando m = 0,
todas las abstracciones que quedan en la raiz provienen de A.

Dadas estas propiedades, se puede reemplazar las ecuaciones (4.1) y (4.2) por la siguiente
afirmacion:

Proposicion 4.4.10. Sean A,B € Ay, L C V, k > 0, donde A es un término (L, k)-etiquetado. Si

Lk Lk
A =, B, entonces A ~» B.

Lk : .
Demostracion. Por induccién en la derivaciéon de A =, B. Cada caso es directo, recurriendo al
Lema 4.4.6 para la regla LAbs1, al Lema 4.4.7 para la regla LAbs2, al Lema 4.4.8 para la regla
LApp1, y al Lema 4.4.9 para la regla LApp2.

Para el caso LApp2, se tiene que A = @(A %, A,), con:
L.n+1 —n_p
A =, A"xA| = A% X .AY
Lm —m_
Ay =, AL = A"y AL

B = A/ x = AY)

Para poder aplicar el Lema 4.4.9, es necesario que se cumpla la hipétesis de que las etiquetas
a,ay,...,a,,by,..., b, son todas distintas entre si.

Esto se deduce del hecho de que A es (L, k)-etiquetado, usando las propiedades de ékl Conc-
retamente, las etiquetas ai,...,a,,b1,...,b, decoran las k abstracciones en la raiz de B. Por
definicién de término (L, k)-etiquetado (Definicién 4.3.1) y propiedades del resultado de los su-
perdevelopments completos (observando que B > A} ,, de acuerdo con el Lema 4.2.12), se con-
cluye que las etiquetas ay,...,ay, b1, ..., by, que decoran las abstracciones en la raiz de B, son
todas distintas de x y distintas entre si.

En cuanto a la etiqueta a, es claro que debe ser distinta de %, porque si fuera x no podria
estar ligada ni contribuir al redex que se esta contrayendo. Ademas, a ¢ {ay, ..., a,} porque, de lo
contrario, al aplicar el operador (= alguna de las etiquetas g; se sustituiria por *, contradiciendo
el hecho de que B es (L, k)-etiquetado. Por dltimo, a ¢ {by,...,b,,} porque a estd ligada en A,

mientras que las etiquetas b; provienen de A;. O

Corolario 4.4.11. La reduccién etiquetada y su presentacion simultdnea se relacionan de la
siguiente manera:

. L L0
1. SiA —; B, entonces A =, B.
. L50 . . L
2. SiA =, By A es un término (L, 0)-etiquetado, entonces A -, B.

L
Corolario 4.4.12. Si A es un término (L, 0)-etiquetado y A —, B, entonces B es un término
(L, 0)-etiquetado.
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4 Equivalencia de las presentaciones

Las demostraciones de ambos corolarios se detallan en la Seccidén A.6.

., . , ., . . L,O .
Lema 4.4.13 (De reduccién simultanea a reduccién etiquetada). Si M = N, entonces existen

M, N¢, con M, (L, 0)-etiquetado y M, linealmente etiquetado, tales que M, —>L>[ Ny.

Lo . .
Demostracion. Asumiendo que M = N, por el Lema 4.3.5 (2) se tiene que existen My, N, tales
. . L0 )
que M, es un término (L, 0)-etiquetado y linealmente etiquetado, con M, =, N,. Por el Corolario

4.4.11 (2), se concluye directamente que M, —)L>[ Ng. |

. 0,0 . C . .
Corolario 4.4.14. Si M = N, entonces existen M, Ny, con M, inicialmente etiquetado tales
que M, =, Ny.

Demostracion. Por el lema anterior, existen M,, N, tales que My -, N;. M, es un término
linealmente etiquetado. Por el Lema 4.3.6, pueden obtenerse términos M}, N} tales que M), » N,
con M, inicialmente etiquetado. O

El primer item del Teorema 4.1.1 es exactamente este corolario. En la siguiente seccidn se desar-
rollard la demostracién del segundo item de dicho teorema.

4.5. De reduccion etiquetada a reduccion simultanea

La demostracién del segundo item del Teorema 4.1.1 es relativamente directa una vez que
se dispone de la nocidn de resultado de los superdevelopments completos y de las propiedades

Lo . .
estudiadas en la Seccién 4.2.1. Primero se prueba que la relacién =, satisface la propiedad del
diamante:

L0 L0
Lema 4.5.1 (Propiedad del diamante de =,). SiA =, A; para i € {1, 2}, entonces existe un B tal

LO ) .
que A; =, B. En particular, se cumple si B = A} .

)
Demostracion. Tomando B = A , se tiene que A; =, A;j , usando el Lema 4.2.14. Ademas,
A =AS

ip0=Aj o porel Lema4.2.21. -

A continuacién se prueba que existe una secuencia de pasos de reduccién etiquetada de un tér-
mino al resultado de sus superdevelopments completos. El término debe estar adecuadamente
etiquetado para el contexto bajo el cual se efectia el superdevelopment.
. . L
Lema 4.5.2. Sea A € A,. Si A es (L, 0)-etiquetado, entonces A » A7 .

L0 .
Demostracion. Por el Lema 4.2.14, se tiene que A =, AZO. Por el Corolario 4.4.11, se concluye

AL, A
> ALo o
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4.5 De reduccion etiquetada a reduccion simultinea

En el siguiente lema se relaciona de manera mas general la reduccion etiquetada con el resultado
de los superdevelopments completos.

Lema 4.5.3. Sean A, B € A, tales que A es (L, 0)-etiquetado y A —L»g B. Entonces B —L»g A -

L0

Demostracion. Suponer que A —L»g B. Por el Corolario 4.4.11, se tiene que A == B. Se concluye
L0

entonces que A; , = B} , utilizando el Lema 4.2.21 (por inducci6n en la cantidad de pasos de = ).

Ademés, B ¢ B}, = Aj , por el Lema 4.5.2. o

A continuacién se demuestra que el calculo-1" es confluente, siempre que se trabaje con términos
adecuadamente etiquetados. Por ejemplo, si A es (0,0)-etiquetado y A -, A;, entonces existe
un B tal que A; », B. Es decir, —, es confluente restricta a términos (0, 0)-etiquetados. Mas en
general, se tiene el siguiente resultado:

., L . . .
Teorema 4.5.4. La relacién —, es confluente restricta a términos (L, 0)-etiquetados.

L
Demostracion. Notar primero que si A es (L, 0)-etiquetado y A —», A’, entonces A’ es (L, 0)-

etiquetado como consecuencia del Corolario 4.4.12. Suponer que A —L»g A; parai € {1,2}. Por el

*

L . .
1o» de donde se concluye que — es confluente si se trabaja Ginicamente
con términos (L, 0)-etiquetados. O

. L
lema anterior, A; », A

El siguiente lema afirma que el resultado de los superdevelopments completos de un término esté
en forma normal. La demostracion se desarrolla en la Seccién A.7.

. . —k__ . L
Lema 4.5.5. SiAj, existe, entonces es de la forma A x*.B donde B estd en —¢-forma normal.

Lema 4.5.6 (De reduccion etiquetada a reduccién simultdnea). Si M, —)L>g N, con M, (L,0)-

. L L0
etiquetado y N, en —,-forma normal, entonces M = N.

L . L
Demostracion. Suponer que M, -, Ny, con M, (L, 0)-etiquetado y N, en —,-forma normal. Por

. L . . L
el Lema 4.5.3, se tiene que Ny »¢ M/} . Ademds, como N estd en —¢-forma normal, no puede

haber un paso de reduccion, y por lo tanto N¢ = M . Se recurre al Lema 4.2.14 para afirmar que

L0 . . . LO ,
M, =, Mg ,. Por dltimo, se aplica el Lema 4.3.5 (1) para concluir que M = |M,; )| = N. O

Finalmente, el siguiente corolario se corresponde exactamente con el segundo item del Teorema
4.1.1:
Corolario 4.5.7. Si M, —-»; N, con M, inicialmente etiquetado y N, en —,-forma normal,

0,0
entonces M = N.

Demostracion. Por el Lema 4.3.7, existen M}, N, con M} linealmente etiquetado y N} en — -
forma normal tales que M}, -, Nj. Por la Observacion 4.3.2, M, es (0, 0)-etiquetado, de donde,

: 0,0
usando el lema anterior, se concluye que M = N. O
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4 Equivalencia de las presentaciones

M — N reduccidn débil a secas (Definicion 1.2.8)
A —; B reduccion débil sobre términos etiquetados (equivalente a A ﬂ)[ B)
A i[ B reduccién débil sobre términos etiquetados (Definicion 3.2.3)
los redexes no pueden contener variables en L
M L:l; N reduccién simultanea (Definicion 3.6.3)

Definiciones auxiliares

A ék , B reduccién simultdnea etiquetada (Definicion 4.2.1)
Ar, superdevelopment completo de A bajo L, k
’ (Definicion 4.2.6)
A>B “B mas instanciado que A” (Definicién 4.2.9)
variante auxiliar de los supersteps independiente de L, k
A «LA]; B reduccién en cadena (Definicion 4.4.2)

. . L .
generalizacion de —, que tiene en cuenta k

Cuadro 4.1: Resumen de las definiciones introducidas

En el Cuadro 4.1 se resumen las relaciones y juicios con los que se definen los superdevelopments,

y también las definiciones auxiliares involucradas en las demostraciones.
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5 Conclusiones

La creacién de redexes en el cdlculo-4" es ligeramente mds compleja que en el calculo-A.
Esto inspira la pregunta de cémo se comportan los superdevelopments débiles. Se caracterizaron
primero las cuatro maneras en las que se pueden crear redexes en el cdlculo-1". Se demostrd
también que los superdevelopments débiles son finitos, es decir que sélo una de las maneras de
crear redexes (el Caso III) conduce a secuencias infinitas de pasos de reduccion. Se presentaron
dos definiciones de superdevelopments débiles y se demostré que son equivalentes.

La idea que motiva la definicién de la reduccion etiquetada es facil de entender, pero re-
sulta complicado probar algunas propiedades basdndose sélo en esta definicion. La reduccion
simultidnea resulta mds apropiada para esto. El problema es que, como se vio en el desarrollo
del trabajo, no es tan simple dar una definicién inductiva de la relacion de superstep débil. Por
un lado, al dar una definicién inductiva, resulta necesario trabajar con términos que tienen ocur-
rencias libres de variables que originalmente se encontraban ligadas; esto hace que sea necesario
introducir un conjunto de variables prohibidas L. Por otro lado, en algunos casos es necesario per-
mitir la contraccién de redexes que tengan ocurrencias de variables ligadas por el contexto; esto
es necesario cuando las abstracciones que ligan dichas variables van a contribuir a un redex en al-

glin paso posterior de la derivacion. Esto conduce a la relacién generalizada g{, donde se permite
contraer redexes que tengan ocurrencias de variables ligadas por cualquiera de las k abstracciones
mads externas. La presencia de k es lo que introduce mayor complejidad para enunciar y probar
una correspondencia entre las dos nociones (reduccidn etiquetada y reduccién simultdnea).

Como herramienta técnica indispensable para probar la equivalencia entre las dos defini-
ciones, fue necesario introducir la nocién de resultado de los superdevelopments completos, que
corresponde, por un lado, a la forma normal de la reduccién etiquetada, y por otro, a un juicio de
reduccion simultdnea en el que se elige contraer un redex siempre que sea posible.

5.1. Limitaciones y trabajo futuro

La técnica de definir un juicio andlogo al de los supersteps (M = N), y el resultado de los
superdevelopments completos M*, es usada por Aczel [Acz78] para el cdlculo-4, y por Mayr y
Nipkow [MNO98] para demostrar la confluencia de sistemas de reescritura de alto orden (HRS
ortogonales). En este trabajo se hace algo similar para el cédlculo-1". Si el objetivo es probar la
confluencia del sistema de reescritura en cuestion, no estd claro cudles son las ventajas de usar

55



5.1 Limitaciones y trabajo futuro

superdevelopments completos en lugar de developments completos, que cuentan con una defini-
cién mucho mads simple, como en la prueba de Takahashi [Tak89]. En la literatura consultada, la
decisién de usar superdevelopments en lugar de developments no estd motivada. En el caso del
célculo-A", recurrir a la definicion del resultado de los superdevelopments completos (Definicion
4.2.6) para estudiar la confluencia del cdlculo resulta excesivamente complejo comparado con,
por ejemplo, la demostracion esbozada por Lévy y Maranget [LM99].

Por otra parte, las propiedades del resultado de los superdevelopments completos que se enun-
cian en la Seccion 4.2.1 en general resultan demasiado técnicas. Los lemas enunciados requieren
mucho cuidado en las hipétesis y un nivel de detalle considerable para lidiar con el hecho de que,
en principio, el resultado de los superdevelopments completos no tiene por qué ser Unico. Estos
resultados serian mucho més prolijos si se pudieran simplificar. Lo ideal seria probar directa-
mente propiedades mds parecidas a las que se enuncian en el resumen que se hace en el Corolario
4.2.22. Otra posibilidad seria demostrar primero, con alguna técnica alternativa, que si A} ; existe
es tnico.

Una pregunta posible es hasta qué punto es necesario introducir los formalismos intermedios,
como los supersteps etiquetados (Definicién 4.2.1) y la reduccién en cadena (Definicion 4.4.2),
para demostrar la equivalencia de las definiciones. En versiones preliminares de este trabajo, en

. : Lk . s
lugar de usar la variante etiquetada de los supersteps (=,), se hacia la traduccién directamente

desde los supersteps a secas (léff) para construir el juicio de reduccién en cadena (5113). A posteriori,
introducir el formalismo intermedio de los supersteps etiquetados hizo que el paso de supersteps
a reduccidén en cadena quedara mds prolijo, porque de esta manera se desacopla la introduccién
de etiquetas (Lema 4.3.5 (2)) de la “verdadera” traduccién (Proposicién 4.4.10).

Un objetivo a més largo plazo seria el de extender la metateoria de la reduccién débil en el
marco mas general de los sistemas de reescritura de alto orden (HORs). Como parte del traba-
jo de esta tesis, se traté de generalizar las definiciones de supersteps débiles y resultado de los
superdevelopments completos para adaptarlas a los HORs.

En primer lugar, se consider6 una nocién de HOR ortogonal para reduccién débil. Por ejem-
plo, {g(Ax.f x) — a, fy — b} no es ortogonal para la reduccidn usual, pero si para la reduccién
débil, ya que fx contiene una x ligada y no es un redex.

En segundo lugar, hay que determinar qué significa que un ligador “intervenga” en un redex
para permitir que se contraigan subtérminos conteniendo variables ligadas por dicho ligador. Por
ejemplo, en {f(Ax.g(y(x), z2(x))) — f(Ax.g(y(a), z(x)))}, se debe permitir que se contraigan los re-
dexes que involucran ocurrencias de x por debajo de y, pero no se debe permitir que se contraigan
los redexes que involucran ocurrencias de x por debajo de z.

Por dltimo, hay una dificultad que no es evidente en el cdlculo-A con la cual habria que lidiar

Ln+1
en el caso de los sistemas de reescritura de alto orden en general. En el juicio M = Ax.M’
de la regla App2, los pasos de reduccién que involucran ocurrencias libres de x no contribuyen
a la creacién del redex mds externo de App2. En el caso de los HORs, este requerimiento debe

. . N L+l , . .
hacerse explicito. Es decir, la generalizacion de M = Ax.M’ deberia exigir que los pasos de
reduccién que involucran ocurrencias libres de x no contribuyan a la creacion del redex que se
esta contrayendo.
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A Demostraciones

En este apartado se desarrollan las demostraciones completas de los resultados no probados
en las secciones centrales del trabajo.

A.l. Creacion de redexes

A
Lema 2.3.4. Sean M,N € A* con M — N. Entonces N|, es de la forma (1*x.A) B si y s6lo si g
es descendiente de una posicién p € M tal que M|, es de la forma (1*x.A") B'.

Demostracion. Por induccién en el contexto en el que se contrae el redex A. Si la reduccién no
es a la cabeza, el contexto no es O, y es trivial aplicando hipétesis inductiva. Si la reduccion es a
la cabeza, entonces:

M=yP) 0L Py:=0)=N

Sea g € pos(N). Entonces o bien ¢ € pos(P) con P|, # y, o bien ¢ = g1g> con P, =y,
g2 € pos(Q).

(=) Encel primer caso, P{y := Q}|, = Pl,{y := O}. Razonando por el absurdo, s6lo puede ocurrir
que PJ, sea de la forma (1*x.A") B’. Ademds, tomando p = 0Og, g es descendiente de p y
M), = P|,.

En el segundo caso, P{y := Q}l;,4, = Ol,. Entonces Q|,, = (1*x.A) B. Ademds, tomando
p = 1g2, g es descendiente de p y M|, = Q|,,.

(<) Elrazonamiento es similar. En el primer caso, si M|, = P|, = (1*x.A) B, entonces N|, debe
ser de la forma (1*x.A{y := Q}) B{y := Q}. En el segundo caso, M|, = Ql,, = N|,.

O

A
Proposicion 2.3.8 (Creacion de redexes). Sea M € A* inicialmente marcado, M — Ny g €
pos(N) tales que hay un 4”-redex en la posicion g de N. Entonces ocurre alguna de las siguientes
situaciones:

» CasoI: M = C[(1*x.x) (1y.A) Bl y N = C[(1y.A) Bl,.

» CasoII: M = C[(1*x.(1y.A)) OBl y N = C[(1y.A")B],, donde A" = A{x := Q}.
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A.1 Creacion de redexes

= Caso II: M = C,[(A*x.Co[xB) Ay.Al y N = C[C,[(1y.A)B 1], donde ¢ = g1 - qa,

C) = Co{x := Ay. Aty B’ = B{x := 1y.A}.

= Caso IV: M = C,[(A*x.C2[(4y.A)B]) Q] y N = C1[C}[(Ay.A))B'],,],,» donde ¢ = ¢1 - ¢o,

A’ = Alx:= 0}, B' = Bix := 0}, C, = Cofx := Q} y x € v((Ay.A) B).

Demostracion. Se consideran tres casos, de acuerdo a las posiciones relativas de p y ¢. Sean
M|, = A = (1*x.P) Q el A}-redex que se contrae y N|, = (1y.A) B el ”-redex en cuestion.
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1. py g son disjuntas. En tal caso, el 4”-redex de N ya se encontraba presente en M, lo cual

contradice la hipétesis de que M estd inicialmente marcado.

2. q estd debajo de p, es decir ¢ = p - p’ para alguna posicién p’. Sea N & M[P{x := O}l,.

Observar que P{x := Q}|,, = (1y.A) B. En primer lugar, se verd que el 1"-redex (1y.A) B no
puede figurar en P ni en Q, pues de lo contrario figuraria también en M, contradiciendo la
hipétesis de que M estd inicialmente marcado. Es claro que si el término (Ay.A) B figura en
P o en Q también figura en M. Hay que verificar también que se satisfacen las condiciones
sobre las variables libres para poder afirmar que dicho término es efectivamente un A"-
redex en M:

= Suponer que p’ € pos(P) y P|, = (1y.A) B. Observar que (1y.A) B es compatible
con (N, q) =(N, p- p’) porque es un 1"-redex en N. Ademads, (1y.A) B es compatible
con {(1*x.P) Q,0 - p’) porque x ¢ fv((1y.A) B). Entonces (1y.A) B es compatible con
(M, p-0-p’), lo que permite deducir que hay un 1*-redex en la posiciéon p - 0 - p’ de
M.

= Suponer que existen p; € pos(P), p, € pos(Q) tales que p’ = p; - ps, Pl,, = x,
Olp, = (1y.A) B. (1y.A) B es compatible con (N, g) = (N, p - p1 - p2), y en particular
con (N, p) y con(N|,.p,, p2) = {(Q, p2). Por lo tanto, (1y.A) B también es compatible

con (M, p-1- p,),delocual se deduce que hay un 1"-redex en la posicién p - 1 - p,
de M.

Para que se satisfaga P{x := Q}|,, = (1y.A) B, s6lo queda la posibilidad de que P|,, = R con
R{x := 0} = (4y.A) B. Por lo ya visto, R no puede ser una variable ni una abstraccién. Se
deduce entonces que R es una aplicacidon R; R,, que sélo puede tener una de las siguientes
formas:

= R| = xy aplica el caso III,

= R| = Ay.Ap con Ap{x := Q} = A y aplica el caso IV.

. pestddebajo de g, es decir p = g-g’ para alguna posicién ¢’. En tal caso, P{x := Q} = N|, =

Nlg.q¢ = Nlgly = ((4y.A)B)|, . El caso ¢' = € ya fue considerado arriba (g = p-p’). Esto deja
tres posibilidades: que P{x := O} esté en A, que esté en B, o que P{x := Q} = (1y.A) B.
Si se diera alguno de los primeros dos casos, se contradiria la hipdtesis de que M estd
inicialmente marcado. Mds formalmente:



A Demostraciones

Suponer que A’ = P{x := Q} estd contenido en A, es decirqg’ =0-0-ryA|, = A’.
La contraccion ocurre debajo de g, por lo tanto es claro que M|, debe tener la forma
(1y.Ap) B con Ay = A[A],. Por un lado, los términos (1y.A) By Q deben ser com-
patibles con el contexto (N, p) = (M, p), porque (1y.A) B es un A”-redex en N y
(*x.P) Q es un A%-redex en M. Ademads, teniendo en cuenta que A se obtiene con-
trayendo A en Ay, por propiedades de la sustitucién se puede ver que fv((1y.Ag) B) C
fv((1y.A)B) U fv(Q). Entonces (1y.Ap) B es también compatible con (M, p), y por lo
tanto un A"-redex en la posicion g de M.

Suponer que A’ = P{x := Q} esta contenido en B, esdecirq’ = 1-ry B|, = A’.
En este caso, M|, debe tener la forma (1y.A) By con By = B[A],. De manera similar
al caso anterior, tanto (1y.A) B como Q son compatibles con el contexto (M, p) y
fv((1y.A) By) C fv((1y.A) B), de donde se concluye que (1y.A) By es un A"-redex en
la posicién g de M.

Sélo resta considerar el tercer caso, es decir ¢ = 0y P{x := Q} = (1y.A) B. Los términos
s6lo pueden tener una de las siguientes formas:

P = Ay.Ap con Ap{x := Q} = Ay aplica el caso II,
P=xy(Q=Ay.Ayaplicael caso I.

A.2. Propiedades de la sustitucion

Lema 3.3.1.

fv(@((1%x.A)%, B)) 2 fv(A"¥{x := B})

Demostracion. Por induccion en A.

= Si1A = x, es trivial.

= SiA =y # x, es trivial.

= SiA = 2"y.A’, entonces, yaseaque a = b o a # b:
fv(@((1%x.2%y.A")", B)) =
= (fv(A") \ {x, y}) U fv(B) por definicién
= (fv(2“x.A") \ {y}) U fv(B)
= (fv(1?x.A”) U fv(B)) \ {y} pues, por convencidn, y no ocurre libre en B
D (fv(A’"%{x := B})) \ {y} por h.i.
= fv((2°y.A")"%x := B))

» SiA=@A%A), por hipétesis inductiva se tiene:
V(@ ((1%x.A;)*, B)) 2 fv(A;™{x := B}) parai € {1,2}
de donde se prueba lo deseado operando con conjuntos de manera similar al caso anterior.
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A.3 Finitud de los superdevelopments

Lema3.32. fl(@((1%x.A)% B)) 2 fl(A=9{x := B))

Demostracion. Directo por induccién en A. El caso interesante es A = A”y.A’. Cuando a = b,
la etiqueta b no esta libre del lado izquierdo, y en el lado derecho tampoco porque la borra el
operador (=, Cuando a # b, la etiqueta b estd libre a ambos lados de la ecuacion. O

Lema 3.3.3. A{x:= B}\"® = Al-4{x := BI-9)
Demostracion. Por induccidn en A.
» SiA=xobien A =y # x, es trivial.

» SiA = 2%.A;, entonces A" x := BU¥) = 1%y A "Ny = BUY) = ¥y A {x = B)Y =
A{x := B)"% usando la h.i. sobre A;.

m SiA= /lby.Al con b # a, el razonamiento es similar al del caso anterior.

» SiA = @A, A), se asume que b # a por convencién. (Recordar que las aplicaciones
ligan etiquetas, de modo que esto puede conseguirse renombrando las ocurrencias de b).
Teniendo esto en cuenta, la prueba es directa utilizando la h.i. sobre A; y Aj.

A.3. Finitud de los superdevelopments

Propiedad 3.4.4. RrvaL(x) =0
Demostracion. La suma es vacia pues no contiene ninguna aplicacion. O
Propiedad 3.4.5. RvAL(1°x.A) = RVAL(A)

Demostracion. Todas las aplicaciones en 1°x.A estdn también en RVAL(A). Ademas RF(1%x.C)
RF(C) por definicion. O

Propiedad 3.4.6. SiA = @(A,“ A;), entonces RVAL(A) =
=1+ RvAL(A}) + RVAL(A;) - max{maxg{RF(B)}, 1} donde A“x.B C A,

Demostracion. RVAL(A) =
= ZpeposApp(A) RF((A, p))
=RF({A, €)) + ZpeposApp(A,) RF((A,0 - p)) + ZpeposApp(Az) RF({A, 1 - p))
=RF({A, €)) + ZpeposApp(A,) RF(@((A1, p)*, A2)) + ZpeposApp(Az) RF(@ (A%, (A2, p)))
=RF((A,€)) + ZpeposApp(Al) RF((A1, p)) + ZpeposApp(Az) RF((A2, p)) - max{maxp{RF(B)}, 1}
donde A“x.B C A,
= 1+ RvAL(A) + RVAL(A») - max{maxg{rF.(B)}, 1} donde A“x.B C A;. O
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A Demostraciones

Propiedad 3.4.7. Rrr(C[C3]) = Rr(C}) - RE(C3)
Demostracion. Por induccién en Cy:
s SiCy =0, rRr(O[C3]) = 1 - RE(C>).

» SiCy = A“x.CY, entonces RF(A“x.C|[C3]) =
= RF(C}[C3]) por definicion
= RF(C)) - RF(C3) por h.i.
= RF(A“x.C’) - RE(C7) por definicién.

» Loscasos C; = @(C1*,A)y C; = @(A*, C}) son similares al anterior y se reducen a aplicar
la hipétesis inductiva.

» SiCy = @(A?, (), entonces RE(@(A?, C1[C2])) =
= RF(C}[C2]) - méx{maxp{RF(B)}, 1} donde 1“x.B C A
= RF(C)) - RF(C?) - max{mdxp{RF(B)}, 1} por h.i.
= RF(@(A“, (1)) - RF(C>) por definicién.

Propiedad 3.4.8. Si p € posApp(C), entonces Rr({C, p)) = RE({(C[A], p)).
Demostracion. Por induccion en C.
= SiC =0, es trivial.

s SiC = A%x.C’, entonces p = 0 - p’. Por lo tanto, RF({(1*x.C'[A], p)) =
= RE(A“x(C'[A], "))
= Re({C’[A], p")) por definicién
= Rrr({(C’, p’)) por h.i.
= Rr({(1x.C’, p)).

= Los casos C = @(C’%,B) y C = @(B*,C’) son similares al anterior y se reducen a aplicar
la hipétesis inductiva.

= Si C = @(B* ('), se pueden considerar tres casos: (p =€), (p=0-p)y(p=1-p’). Los
primeros dos son directos. Sea p = 1 - p’. Entonces Re({@(B“, C’[A]), 1.p")) =
= RrRr(@(B*,(C'[A], p')))
= Rr((C’'[A], p")) - max{max g {RF,(B’)}, 1} donde A1“x.B’ C B
= rr((C’, p")) - max{maxp {rRF,(B’)}, 1} por h.i.
= RrRF((@ (B, ("), p))

Propiedad 3.4.9. RrvAL(C[A]) = RVAL(C) + RE(C) - RVAL(A)
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A.3 Finitud de los superdevelopments

Demostracion. rRvAL(C[A]) =
= X peposapp(cia) RE((CIA], p)) por definicién

= ZpeposApp(C) rRr((C[A], p)) + ZpeposApp(A) RE(C[(A, p)])
separando los casos p € pos(C) y p ¢ pos(C)

= ZpeposApp(C) RE((C[A], p)) + ZpeposApp(A) RE(C) - RF((A, p))
por Propiedad 3.4.7

= ZpeposApp(C) rRr((C, p)) + ZpeposApp(A) RF(C) - RE({A, p)) por Propiedad 3.4.8

= RVAL(C) + RF(C) - RVAL(A) por definicién. O
Propiedad 3.4.10. RrRr(C'™?{x := A}) = rr(C)

Demostracion. Por induccion en C.

» SiC =0, es trivial.

» SiC =2%.C’",ya # b, entonces RF(1%y.C""PH{x := A}) =
= RE(C"'"P{x := A}) por definicién
= RF(C") por h.i.
= RF(1%y.C").
Si a = b, la demostracion es similar.

= Loscasos C = @(C’%,B)y C = @(B*,(’) son similares al anterior y se reducen a aplicar
la hipétesis inductiva.

= Si C = @(B* ("), se observa primero que a # b porque a es una etiqueta ligada y, por
convencion, se puede renombrar. Entonces:
RE(@(B'™Mx := A)', C""PNx 1= A))) =
= RE(C"7PHx := A}) - mdx{méxp {RE,(B)}, 1}
donde 1%y.B’ € B"%{x := A} por definicién
= RF(C’) - max{méxp {RF,(B")}, 1} por h.i.
= RF(C") - max{méxp-{RF,(B")}, 1} donde Ay.B” C B por (x)
= RF(@(B*, C"))

Sélo falta demostrar el paso (x). Dado que RF() y RF,() se definen de manera mutuamente
recursiva, es natural que la demostracion requiera dos inducciones anidadas.
Lo que falta demostrar es que:

nglx{RFy(B')} = r%%x{RFy(B")}

donde B’ € B"""{x := A}y B” C B. Ademds, a ¢ fl(A) por convencién. Para ello se prueba una
afirmacién més fuerte: que los conjuntos sobre los que se toma el maximo son iguales.
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A Demostraciones

Afirmacion: Dado B € Ay, sea B; el conjunto de los términos B’ tales que A%y.B’ C B.
Sea ademds B, el conjunto de los términos B” tales que A%.B” C B"""Y{x := A}, con a ¢ fl(A).
Entonces {rRF,(B’) | B’ € B} = {RF,(B"”) | B” € B,}. La demostracién procede por induccién en B.

» Si B = x, entonces no puede ocurrir que A%y.B” C B'""!{x := A} pues a ¢ fl(A). Por lo tanto
Bl = B2 = (D

» SiB=17z# x, también B; = B, = 0.

» Si B = A°2.D. Sean D, el conjunto de los B’ tales que A”y.B’ C D y D; el conjunto de los
B’ tales que A%.B” C D'""{x := A}.
Sic = b obien a # c, es trivial por h.i., pues en ambos casos B = Dy B, = D;.

Sia = ¢ # b, entonces:

e B ={1%.D} U D
e B, = {1%.D""Px = A}}U D,

Se puede ver ademds que RF,(D) = rF,(D'™"{x := A}), lo cual es suficiente para obtener
B, = B,.

RE,(DU7PHx = A)) =

= 3 pepos (D x=ap) RE(D™?Hx := A}, p)) por definicién

= Zpeposy(D) RE((D, p)=PHx := A})

puesto que y ¢ fv(A) por convencién de variables

= pepos, (D) RE({D, p)) por induccién externa

= RF,(D) por definicion.

» SiB = @(D% E), es directo por hipétesis inductiva. Definiendo los conjuntos D1, Dy, E, E»
de manera andloga a los del caso anterior, se ve que By = D UE;y B, = D, U Ej.

Propiedad 3.4.11. rvAL(A"?/{x := B}) = RVAL(A) + RVAL(B) - RE,(A)
Demostracion. RVAL(A'™"H{x := B}) =

= PpEpoSAPP(AI- (x:=B)) RE((APHx := B}, p)) por definicién

= ZpeposApp(A) RF(<A{_b}{x :=B},p)) +
Zpeposx(A) quposApp(B) RE((AHx := B}, P Q)
separando los casos p € pos(A) y p ¢ pos(A)

= ZpeposApp(A) RF(<A{7b}{X =B}, p) +
Zpeposx(A) quposApp(B) RF(<A{_b}{x = B}, p>[<B’ Q>])

= ZpeposApp(A) RF((A, p)) + Zpeposx(A) quposApp(B) RF((A, p)) - RF((B, q))
por Propiedad 3.4.7 y Propiedad 3.4.10
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= RVAL(A) + Zpeposx(A) quposApp(B) RF((A, p)) - RF((B, q))
por definicién de RvaL()

= RVAL(A) + (ZpeposX(A) RE((A, p))) - (quposApp(B) RF((B, q)))
= RVAL(A) + RF,(A) - RVAL(B) |

Propiedad 3.4.12. SiA i)g B, entonces RVAL(A) > RVAL(B).

Demostracion. Sea A = C[@((1%x.A1)%, Ay)] ig CIA"Hx := A))] = B.
Entonces:

RVAL(A)

= RVAL(C[@((1?x.A1)?, A2)]) por definicion

= RVAL(C) + RF(C) - RVAL(@((1%x.A1)“, A;)) por Propiedad 3.4.9

= RVAL(C) + RF(C) + RF(C) - RVAL(A{) + RF(C) - RVAL(A;) - max{maxp {RF,(B")}, 1}
donde A%y.B’ C A“x.A|, por Propiedad 3.4.6.

RVAL(B)

= RVAL(C[A " x 1= A5)]) por definicién

= RVAL(C) + RE(C) - RVAL(A; " {x := A;}) por Propiedad 3.4.9

= RVAL(C) + RF(C) - RVAL(A ) + RF(C) - RVAL(A3) - RE,(A) por Propiedad 3.4.11.

Es claro que, si A°y.B” C A°x.A;, entonces maxp {RF,(B’)} > RF.(A|) porque en particular se
puede tomar A%y.B’ = A%x.A;. Por lo tanto RVAL(A) > RvVAL(B) + RE(C). Ademads, rRr(C) > 0, con lo
cual RVAL(A) > RvAL(B). O

A.4. Reduccion etiquetada
Lema 3.5.1. SiA ii‘g B, entonces fv(A) 2 fv(B).

Demostracion. Sean A = C[@(1°x.B\%, By)] y A’ = C[B;'"¥{x := B,}]. Se prueba fv(A) 2 fv(A")
por induccién en C:

= Si C = 0O, es consecuencia de Lema 3.3.1.

» Los casos C = 2*x.C,C = @(C'*, D)y C = @(D”, C’) son directos por h.i.

Lema3.5.2. SiA -5, B, entonces fv(A) N L = fv(B) N L.
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Demostracion. Sea A = C[A] ig C[A’] = B donde A es el redex que se contrae. Por definicién
de la reduccion etiquetada, fv(A) T L. Usando el lema anterior se ve también que fv(A") T L.

Es claro entonces que si A 6 B contienen variables en L, deben ocurrir en el contexto, ya que
no ocurren en A ni en A’. Es decir:

fvA)NL=fWC)NL="1fB)NL.

Lema 3.5.3. Sea A i)[ B.
1. Si K C L, entonces A gf B.

2. Si K 7T fv(A) entonces A Lg([ B.

Demostracion. En el primer caso, en la definicién de i)g se requiere fv(A) T bp(C) U K. Esta
condicién obviamente se cumple dado que fv(A) T bp(C) U L.

En el segundo caso, A = C[A] i[ B, donde A es el redex que se contrae y fv(A) T bp(C). Por

hipétesis, K T fv(M), y por lo tanto (asumiendo la convencion de variables) K T fv(A). Entonces
LUK

A — ¢ B
]
Lema 3.54.
Sea A —; B un paso de reduccion en el que se contrae un redex A. Entonces:
(1) fv(A) T Lsiy sélo si C[A] —, C[B] para todo contexto C tal que bp(C) = L.
L . . . Lubp(Cy)
(2) C1[C3[A]] —=¢ Ci[Co[A']] siy sblo si Co[A]  — 4 C2[A’], donde A’ es el redex que se

contrajo.

Demostracion. Directa aplicando las definiciones:

(1) Sea A = C{[A] —¢ C{[A’] = B. Se observa primero que fv(A) T bp(C[C;]) = L U bp(Cy)
por definicién de —,.

(=) Sibp(C) = L, entonces C[C[A]] =, C[C[A’]] pues fv(A) T bp(C[C1]).
(&) Sifv(A) T bp(C[Cq]), entonces en particular fv(A) T bp(C) = L.

(2) Es consecuencia del caso (1), observando los siguientes hechos:

= Ci[CAIA]] 50 CIICAIAT] iy s6lo si fv(A) T LU bp(Cy) U bp(Ca).

Lubp(Cy) . , .
n (O[A] — T Ca[A]siysdlosifv(A) T LUbp(Cy)Ubp(Cy).

L L
Lema 3.5.5. SiA —; B, entonces A™@ =, B=4,
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A.5 Reduccion simultianea

) L
Demostracion. Si A = C[A] —, C[A’] = B, donde A es el redex que se contrae en este paso, se
prueba por induccién en C. El caso interesante es cuando C = 0O, y se reduce a observar que:

A = @((A°x.B,"’, Byi-ah
50 By 1= By

= Bi{x:= B,}\™¥ = A’ por Lema 3.3.3. o

Lema 3.5.6. Sean A ig A’ un paso de reduccién y B € A, de tal forma que fv(B) T L. Entonces
Alx := B} 5, A'{x := B).

Demostracion. Por induccion en A.
= SiA =y, es trivial.

. ., L y-L .
= Si A es una abstraccion, A = A%y.A; —, A%y.A| = A’, y entonces A; —, A/. Por h.i.,

L
Ai{x := B} y—>( Al{x := B}y por lo tanto A{x := B} i)g A’{x := B}. Notar que es necesario
asumir la convencion de variables para garantizar que y ¢ fv(B). Se utiliza el Lema 3.5.4

(2) para la equivalencia entre 1x.A i)g Ax.ByA x—.L)g B.

= Si A es una aplicacion @ (A%, A,) y lareduccion es interna en A, entonces @(A“, A) i[
@(A’% Ay) = A’, donde ademds A, iq» A7. Utilizando la h.i. se tiene que A{x := B} i[

Ai{x := B}, de donde A{x := B} i)[ A’{x := B}. Es andlogo si la reduccién es interna en
As.

= Si A es una aplicacion y la reduccién ocurre en la raiz, entonces A = @(A%y.A19,Ay) y A’ =
A%y := A,}. Por definicién de sustitucién, A{x := B} = @(1%y.A{x := B}*, A>{x := B}).
Observar que A{x := B} es un redex bajo i)g porque, por hipétesis, fv(B) T L. Aplicando
un paso de reduccidn, se tiene entonces que A{x := B} ig Ay{x := B9y := A){x := B}}.
Utilizando las propiedades usuales de la sustitucién y el lema anterior, se concluye que
Afx = B} 5, A"y := Ay){x := B) = A’{x := B).

A.5. Reduccion simultanea

L0 . L0
Propiedad 4.2.2 (=, es reflexiva). A =, A.
Demostracion. Por induccién en A.
m SiA = x, es trivial.

= Si A = A%.A’, se prueba usando la h.i. por la regla LAbs1.
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= SiA=@(A,% Ay), se prueba usando la h.i. por la regla LApp1.

Propiedad 4.2.3. SiA ék(, B, entonces fv(A) 2 fv(B) y fl(A) 2 fI(B).

Lk
Demostracion. Por induccion en la derivacién del juicio A =, B. El tinico caso no trivial es el de
la regla LApp2, que se reduce a aplicar el Lema 3.3.1 y el Lema 3.3.2. O

Lk L'k
Lemad4.24. Sil'CLyA =, B,entonces A =, B.

Demostracion. Por induccién en la derivacion del juicio A iik[ B. El tnico caso interesante
es el de la regla LApp2. La observacién importante es que si @((1x.A})*,A}) T L entonces
@((2“x.A7)*,A}) T L'. Es decir, si se permitia la contraccion del redex en un contexto L, también
se permite en un contexto menos restrictivo L’. O

. Lk . . . . L
Lema4.2.5. SiA =, B, entonces existen variables x; y etiquetas a;, con 1 < i < k, y un término
B’ € A, tales que B = A% x ... x;.B.

Lk
Demostracion. Por induccion en la derivacion del juicio A =, B.
= Si el juicio resulta de aplicar las reglas LVar, LAbs1 o LApp1, es trivial pues k = 0.

C o . , Lk+1 Lk

= Si el juicio resulta de aplicar LAbs2, se tiene que 1“x.A” =, A°x.B" yque A’ =, B’. Por

h.i., B’ tiene k abstracciones en la raiz, y por lo tanto A“x.B’ tiene k + 1 abstracciones en la
raiz.

= Si el juicio resulta de aplicar LApp2, se tiene:

Ln+1 .
e A =, A'x.A] = A% xxy ... x,.A] por hii.

Ay 5! AL = APt A por h.i

e Ab= Al = Yi-..Yym-AY por h.i.

Para no recargar la notacion, se asumird primero que las etiquetas a; . . . a, son todas difer-
entes de a.

Sim = 0, es evidente que A% x; ... xn.A’l’{‘“}{x := A}} tiene n abstracciones en la raiz.

Sim > 0, se sabe ademds, por aplicacién de la regla LApp2, que A}" = x. Por lo tanto:
A xy ...xn.A’l’{_“’{x =Al} = Artnbrobm X1 -+ Ym-AY.

Si ocurre que a; = a para algtin i, la demostracién es igual, con la tnica diferencia de que
la etiqueta a; se reemplaza por % cuando se aplica el operador =%,

67



A.5 Reduccion simultianea

A.5.1. Resultado de los superdevelopments débiles completos
Lema4.2.11. SiA ék[ B, entonces A > B.
Demostracion. Por induccién en A.

. Lo ..
= Six =, x,es trivial.

Lk
» Sid%x.A =, A°x.A’, se reduce a aplicar la h.i., tanto para la regla LAbs1 como para la regla
LAbs2.

K . .
s Si @A % A)) é:»[ B, se tiene que fv(@(A%, A;)) 2 fv(B) por Propiedad 4.2.3, y por lo tanto
@(Ala,Az) > B.

O

.. Lk . ) i
Lema 4.2.12. Si existe un B tal que A =, B, entonces A{L}( es no vacioy B > A7, para todo
A €A

. .. S S Lk
Demostracion. Por induccion en la derivacion del juicio A =, B.

= Los casos LVar, LAbs1 y LAbs2 son triviales aplicando la hipétesis inductiva.

.0 0 .
= EnelcasoLAppl,scad = @(A;, Ay) L:, @(B1%, By) con A; i:»[ B;parai € {1,2}. Por h.i.,

EY

existen términos A; 10" Si A es (L, 0)-aplicable, entonces AZO seguro existe. SiA noes (L, 0)-
aplicable, dado que k = 0, se utiliza el segundo caso de la definicién del resultado de los
superdevelopments completos para la aplicacién, obteniendo que A7 ; = @(A;] ,*, A2} )
también existe. , , ’

= En el caso LApp2, se tiene, paran + m = k:

L.n+1
e A =, A%x.B; > Alznﬂ,por lo tanto Alzw1 = A%.D

Lm N
® A2 :>[ Bz > A2L’m

e Dado que fv(@((1“x.A1)*,A)) T L, se concluye que fv(@(Alan“,Agzm)) T L por
la Observacién 4.2.10 (3).

e Enel caso m > 0, se tiene que B; = A% x".x. Puesto que B; > D, se concluye que
B =D.

Por lo tanto, A es (L, k)-aplicable y existe Azk =D\ = Azi,m}- Sélo resta verificar que
B4 x = By} > A} . lo cual es consecuencia de la Observacion 4.2.10 (4).
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Corolario 4.2.13. A{L*i) €s no vacio.

. . L0 . .
Demostracion. Usando la Propiedad 4.2.2 se tiene que A =, Ay, por el lema anterior, existe
A7 O
Lo

Lk . * .
Lema4.2.14. A =, A}, paratodoAj, € A{L L Notar que A{LL puede ser vacio.

Demostracion. Por induccion en A:

L0 ..
" X >, x;, es trivial.

L0 . -L,0
» SiA = A%Asik =0, 10A" =, (A9x.A")], se deduce de la h.i.: A’ x:>[ A"l por
aplicacion de LAbs1.

Lk+1 . Lk Y
= Para k+ 1, A%x.A’ :>+, (A"x.A")} ., se deduce de la h.i.: A” =, A’ por aplicacion de

L,
LAbs2.

= SiA = @A % Ay) y A es (L, k)-aplicable, entonces existen n,m tales que n + m = k'y
ademas:

L+l a ’ a a'=n Anm :
e A =, A"x.A| = A%.A x".A] por h.i.
o A, 3" AL = 2947 A7 por hii
2=, A4, = A4 XA X .A, POT N.1.
e Sim >0, entonces A} = x

o fV(@((1"x.A)) A TL

Por lo tanto se dan exactamente las condiciones requeridas para aplicar la regla LApp2.
El resultado del superdevelopment completo, A’l{‘“}{x := A’} coincide exactamente con el
lado derecho del juicio que se deriva al aplicar la regla. Notar que este paso no depende de
la unicidad del resultado de los superdevelopments completos, y serviria para cualquier par
n,m que cumpla con estas propiedades.

= Si A no es (L, k)-aplicable, entonces k = 0y AZO = @(Alzoa,Azzo). El resultado deseado
se concluye por h.i., aplicando la regla LApp1.

m]
Corolario 4.2.15. Paratodo A} € A{L*}(, se tiene que fv(A) 2 fv(Azk) y fl(A) 2 fI(AZk).
Demostracion. Recurriendo al lema anterior y a la Propiedad 4.2.3. O
Corolario 4.2.16. Para todo Azk € A{L*}(, se tiene que A*L’k es de la forma A% X A’
Demostracion. Es consecuencia del lema anterior y el Lema 4.2.5. O
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Lema 4.2.17. Sean A, B € A, tales que a ¢ fl(B), x ¢ f'v(B) y fv(B) T L. Entonces:

1. SiA}, =Ax.A’, entonces A" = B | | para algin B.

Mas precisamente, sea A} | € AEL SiAj, = A“x.A’ con k > 0, entonces existen un By un
* {+} r_
B), € B, talesque A’ = B

L1 Ademas, si AL’k es unico, BL’k es unico.

2. A; "Nx = B; o) = AT x = BY; .
Mas precisamente, se prueba que son iguales:
= El conjunto de los Azk““}{x =B ,}talesque A} , € AE“L yBj,€ B{L*B.
= El conjunto A=%{x := B}{L*L.

Demostracion. Se demuestra por induccién la conjuncién de los dos items, ya que dependen
mutuamente uno del otro.

1. Asumiendo la h.i. para ambos items, se prueba el item 1. El tinico caso que no se reduce
directamente a aplicar la h.i., es cuando A = @(A %, A,) es (L, k)-aplicable.

En este caso, existen n, m tales que n + m = k, con:

* —_ a ’
» Alp e = AXA]

. Azz,m = A,Z
% _ 7 {—a} - ’
= A AT =AY

Considerando que si m > 0 entonces A} es de la forma A¢7".x, pueden ocurrir los siguientes
€asos:

a) Cuandom > 0y n > 0, se tiene que:

—n—1
* —_ a c a"'=n-1
AlL,n+1 —jlln xAZ2.A% X' x

Agj = A" AL

. . w7 —n—1_g_ m_
Por h.i., existe un B; tal que A;; , = AP y".By; ,- Tomando B = 2 X" L A2 3" B,,
. —n-1__,_ wmn_
se tiene que A} ., = A’l{‘“}{x = Al} = 2247 X' L ab yrA) = A%2B; . | =
/lcz.Bz’k_l.

b) Cuando m > 0y n = 0, es similar al caso anterior, con la Unica diferencia de que la
abstraccion que queda en la raiz, A°z, proviene de Ayj , .

¢) Cuando m = 0, se tiene que:
* _ qay yc, @ k=1 4m
AlL,k+1 = A"xA2.4C X A]

Por h.i. existe un B tal que A} = By] ,. Usando la h.i. sobre el item 2 se tiene ademas
que: Blzo{_a}{x =Ay ) = B"x = Ax}y o =B
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Por lo tanto, tomando B = A% % B, se tiene que A; = APNx = ALY =
Az A% R AV = ALy = 20247 R By = 2B,

Ademads, se ve facilmente en cada uno de los casos que si A{L*L s un conjunto unitario, para

el B elegido, Bf}( es también unitario.
2. Asumiendo la h.i. para ambos items, se prueba el item 2:

= Si A es una variable, yaseaA = x 0 A =y # x, es trivial, observando que k = 0.

= SiA=2yA, para el caso n = 0, se tiene que A’;LO{‘“}{X =B, = At x o=
B}, , por h.i., de donde se deduce lo que se quiere probar, ya sea que a = b o bien
que a # b.

s Si A = A%y.A’, para el caso k > 0, es similar al caso anterior, se reduce a aplicar la

. ’%
h.i. sobre A Lio1-

= Para el caso de una aplicacién A = @(A,”, A,), se prueba primero la siguiente afir-
macién: A es (L, k)-aplicable si y sélo si A x:= B}es (L, k)-aplicable. Para ello se
consideran los dos grupos de condiciones siguientes, para valores de n, m tales que
n+m=k:

(D A es (L, k)-aplicable si y s6lo si:

Alz,n+1 = /lby’A/l

Arpm =4
W(@((Aby. A7) A 1 L

Sim > 0, entonces A} = A° "y

—n

(II) Usando la h.i. y el hecho de que a # b porque b esté ligada en A, se tiene que
A% x := B} es (L, k)-aplicable si y sélo si:

AT = By 1 = APy AN = B ol = y.Ay
A= Bl = A= By ) = A

~ b o~ '
fv(@((1°y.A)) ", Ay) 1 L

Sim > 0, entonces A; = ﬁy".y

Entonces:

(=) Sea A (L, k)-aplicable. Del primer grupo de condiciones se desprende trivial-
mente el segundo. Es necesario usar el hecho de que fv(B) T L para garantizar
la tercera condicion.

(&) Sea A"%x := B} (L,k)-aplicable. Del segundo grupo de condiciones se de-
sprende el primero, teniendo en cuenta las siguientes observaciones:

o Se sabe que A" {x := B}; ,,, es de la forma Aby.A;. Por lo tanto, AL}
debe ser de la forma /lby.A’l. La observacion importante es que la abstrac-
cién A%y no puede provenir de B porque la etiqueta b esté ligada en A.
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o Por este mismo motivo, en el caso m > 0, se sabe que A; = A° y".y y por
lo tanto A = A? y".y. La observacién importante en este caso es que Al no

puede ser de la forma Yo i"/.x con n’ < n, porque y no puede figurar libre
en B, ya que estd ligada por la abstraccion en la raiz de A].

= Suponer primero que A no es (L, k)-aplicable. El caso relevante es cuando k = 0. En
ese caso, la conclusién es directa por h.i.

= Si A sies (L, k)-aplicable: A* t=akfx .= B* ol =
= A’l{ by = Aé} —aHx = BZO} por deﬁnlclon
= A" x = By )Py i= A = B o))
por propiedades de la sustitucion.
Por hipétesis inductiva sobre el item 1, como Alzn 41 = A“x.A], se sabe que A} es de
la forma Dj , para algun D. Por lo tanto, reemplazando tamblen Al porAy;
=D;, a’{x = Bl My i= Ao, 0 = By )
= D9{x B}z ; {y = Ay x = B}; .} por h.i.
= @((A"x := BY), A x := By 4

observando que A} = D" {x := BY; .

O

Corolario 4.2.18. Sean A,B € Ay tales que x ¢ fv(B) y fv(B) T L. Si ademas x ¢ fv(AZk),

entonces A{x := B)*) = A%

Lk = Lk
Demostracion. Por el lema anterior, tomando una etiqueta a fresca, se tiene A{x := B};, =
A= By = A} U= By ) = A O

Corolario 4.2.19. A{ZL{‘“} = A““}{L*j(

Demostracion. Como caso particular del lema anterior, tomando una variable fresca x, se tiene
At = A= a)y = A P x0= x) = A O

Lema 4.2.20. Sean A,B € A, tales que a ¢ fl(B), x ¢ fv(B) y fv(B) T L. Suponer AE"L es un
conjunto unitario cuyo tnico elemento es Ay = A7 X" x. Asumir ademds que para los términos X
mas chicos que @(A“ B) se cumple X7, > X* y ademads k' > k.

L Siexisten X, y X
Entonces A; "9 {x = B;  } = A" al {x =

Lk

BY] ,+m- Més precisamente, son iguales:

= El conjunto de los A} "}{x := B;  } tales que B}, € B

= El conjunto A4 {x := B}\*)

Ln+m*

Demostracion. Por induccion en A.

= Si A = x, entonces xLO{ “x:=B;,} =B,
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= No puede ocurrir que A =y # x.

» Si A = A’y.A’, para que se cumpla la hipétesis sobre la forma de Aj ,» n debe ser mayor
que 0. Una vez observado esto, se tiene (/lby.A’)z’n = Aby.A’Zn_l y se reduce a aplicar la
hipétesis inductiva.

» SiA = @(A,", A,), para que se cumpla la hipétesis sobre la forma de Aj . el término A
debe ser (L, n)-aplicable.
Se escriben primero los dos grupos de condiciones que determinan cudndo A es (L, n)
aplicable y cuando A'"%{x := B} es (L, n + m) aplicable.

(D) A es (L, n)-aplicable si y sélo si existen n; y n, tales que n; + n, = n'y ademads:

At = VvA;
Azp,, =4y

’ b ’
V(@((y.A)' A) T L

Siny > 0, entonces A7 = A7 "y

(II) A=%{x := B}es (L,n +m)-aplicable si y sélo si existen p y g tales que p+¢q =n+m

y ademads:
ATy = B}Zerl = Aby.A]
ANy = BY) = Ay

~ b ~

fv(@((y.A1)", A2) 1 L

Sig > 0, entonces A; = 7 Y.y
Se hard un andlisis de casos dependiendo de la forma de A y A’,. En cada uno de los casos,
se verd que A es (L, n)-aplicable si y s6lo si A% {x := B} es (L, n + m)-aplicable.

Observar primero que por el Lema 4.2.17 (1), se sabe que existe un D tal que A} = Dy, 'y

tal que D{L*’Ll es unitario.

Ademds, por definicion, A, = A}™{y := A}} = %X .x. Hay dos posibles formas de que

esto ocurra:

(@) A} = A" xp .. X,y con Al = A%m+t=Gnx, gL XX

B) Aj=A"%"x

Notar que el caso A] = A7x"y con Al = x es una instancia particular de (@), tomando
nyp=nynp;=0.
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’ _ = _ jai..a
(@) Sean A = DL’n1 = A9 Xy L XY,

A — a ..,
Al = A2z,n2 = A%y, L XX

(=) Asumir primero que A es (L, n)-aplicable. Entonces, tomando p = ny, g = ny+m,

se tiene:
A" x:=B; } =D = A, por el Corolario 4.1.2.18
Ay o= B; )= A, x = BY} . . = A2 porhii.

Ademis, fv(@((2°y.A})", A>)) T L pues fv(B) 1 L.
Para que A" {x := B} sea (L, n + m)-aplicable, falta verificar que si ny + m > 0,
entonces A; tiene la forma Ab"y" .y. Partiendo del valor de A; ya conocido, se
tiene A, = D"} = A = (A7'%" y)-9 que es de la forma A° 3"y, donde,
haciendo abuso de notacién, b; = a;{a := *}. Se usa el Corolario 4.2.19 para
conmutar & con L

(&) Asumir que A% x:= Bles(L,n +m)-aplicable. Sean; = p. De manera andloga
al caso anterior, aplicando el Corolario 4.2.18 se tiene que A; tiene n; < n
abstracciones en la raiz. Por lo tanto g > m. Entonces se puede tomar n, = g—m.
Esto permite aplicar h.i. para obtener el término A, igual que en el caso anterior.
De manera similar a lo demostrado en el Lema 4.2.17, 1a observacién importante
es que la abstraccién A’y debe provenir de A;, y no puede provenir de B pues b
estd ligada en A.
La condicién sobre la forma de A, se cumple pues si n, > 0 entonces ny +m > 0,
y porque y no puede provenir de B, ya que estd ligada en A;.

(B) Sea A} = A" X".x. En este caso, ny = 0, ya que A} comienza con n abstracciones. No

. z ’
hay ninguna garantia sobre la forma de A,.

Para llegar a lo que se quiere demostrar, expandiendo las definiciones de los términos,
surge la aparente necesidad de probar lo siguiente:

A Nx = BY;, = AT ok =B ,,) (A.1)

pero esta equivalencia en general no es cierta. Notar por ejemploque si Ay =y # xy
m > 0, existe y; , pero no existe yy , .

La observacion importante para este caso es que, por definicion, A; , = A/l{‘b’{y =
A}, pero en A no hay ninguna ocurrencia de y y por lo tanto A} “no se usa”. Por lo
tanto, no es necesario que los valores de A, {x := BY; ,, y de Agz’o{‘“} {x:=B;,)
coincidan para que los términos finales coincidan, ya que estos dos valores no figuran

en los términos finales.

=) Asumjr primero que A es (L,n)-aplicable. Se tiene que Ai; ., = /lby.A’1 =
/lby./l“ x".x. Por lo tanto, tomando p = n + m, g = 0, se obtiene por h.i.:

Alz,n+l{_a}{x = Bz,m} = Al{_a}{x = B}*, 1= Aby-A‘l
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(=)

Ademas, por el Lema 4.2.17 (2):
Ay = AN x = BY) = Ag) "Nx = B )

El término A, existe por el Corolario 4.2.13. Ademis, dado que fv(A; ) T Ly
que fv(B) T L, es claro que A T L. Se recurre al Corolario 4.2.15 para afirmar
que fv(B) 2 fv(B] ). Por iltimo, g = 0, y por lo tanto no se imponen condiciones
sobre la forma de A;.

Dado que A% {x := B} es (L, k)-aplicable:

ATy = By = ATy = Ay)

Razonando de manera anéloga a la del caso («), por el Lema 4.2.17 (1), existe un
D tal que A} = Dj , y por lo tanto A, = D{x := B)} Se sabe que y ¢ fv(A))
y que y ¢ fv(B) y por lo tanto y ¢ fv(A;). Entonces:

Ay = Ay) =

= A" pues y ¢ fv(A))

= D{x := B}*L n+m{‘b} pues y ¢ fv(d))

= Al{x =B}, } =%} por h.i., usando que Al =D,

= A’{x = B* }{ Py = Al{x:= B} .}

pues y ¢ fv(A’) y ademads y ¢ fv(B)

= Al{y = A }{ "Nx:=B;,)

por propledades de Ia sustltucién, y observando que b ¢ B por ser una etiqueta
ligada en A.

Ln+m*

Asumir que A"%{x := B} es (L,n + m)-aplicable. El razonamiento general
es similar al del caso anterior, una vez que se establecen las condiciones para
aplicar la hip6tesis inductiva. La observacion importante es que si la aplicacion:

@((A, " x := BY), A, (x := B))

es (L, n+m) aplicable, entonces p = n+my g = 0. No podria ocurrir queg >0,
porque esto requeriria que A; "% {x := B}z’p 1
esto no puede ocurrir. Para garantizar que no ocurre, se observa primero, por
el Lema 4.2.17 (2) que AT x = B}Lp+l Alz,pﬂ{‘“}{x = BZO}. Usando la
hipotesis del lema que afirma que X; , > X7, si kK > k, se puede concluir lo
siguiente:

tuviera la forma Ab. y/l” y’.y, pero

Lk

o Sip=>n, entoncesAan+l >A1Lerl y por lo tanto A, {x := }Lerl debe

ser de la forma A%y.A% X" .B; Lp-n’ que no puede ser de la forma especificada,
porque no contiene ocurrencias ligadas de y.

o Si p < n,y utilizando la Observacién 4.2.10, se tiene que Alzpﬂ{‘“}{x =
B; o} > Aij, M = B; ). Asumiendo que el término de la izquier-
7P
da fuera de la forma A” 3.y se llegaria a una contradiccién, porque en el
término de la derecha no puede ocurrir una y ligada.

75



A.5 Reduccion simultianea

Hecha esta observacion, la demostracién requiere los mismos hechos que el caso
anterior, haciendo observaciones andlogas a la del caso ().

O
Lk . . *
Lema 4.2.21. Sean A,B € A, talesque A =, B.Sean L’ C Ly k' > k. Si existe Al . € A{L,}k,,
. L. % {3} < ® _ p*
entonces existe un tnico valor By, v € BL,,k,. Ademas A Lk = BL,’k,.

. . A . Lk
Demostracion. Por induccion en la derivacion del juicio A =, B.

Caso LVar:
A=x,k=0yB=x. Ademds, k" = 0y trivialmente A}, , = B}, .

Caso LAbs1: L
A=2"x.A" =, B=2"x.B’, con k = 0. Se consideran dos casos:

’ ’% —
e k'’ = 0. Entonces A 0= B

(XA, o = Ax A,

" o Pporhi.yaque x- L' C x- L. Entonces:

— a / 3k i a 7\
o =A“x.B 0= (1%x.B )L,’O.

e k' >0.Entonces A"}, ,,_, = B'},,,_, porh.i.puesk’ =1 >0y L' C x- L. Por lo tanto:
XAy, = AxA, . = A%B, = (AXxB)], .
Caso LADbs2: .
A = 2%xA’ =, B = A°%.B con k' > k > 0. Por h.i. se tiene que AV vy = B
Entonces:
(XA, = XA}, = B, = (A%B)], ..
Caso LApp1:

Lk ) . ..
A= @A %A) =, @B%By) = By k = 0. Por h.i, se tiene que para todo n, si existe
. . L. e a s . .. *
A 1., entonces existe un unico B, Lim = Ay L Andlogamente, para todo m, si existe A, 'm
. s % _ *
entonces existe un tnico By, = Aj e

Por lo tanto, A = @(A %, A;) es (L', k')-aplicable si y s6lo si B = @(B,“, B) es (L', k’)-
aplicable. Entonces:

e Si Ay Bsonambos (L', k")-aplicables, entonces, tomando los mismos valores de n’ y
m’, resulta que A}, ,, = B}, . Falta demostrar que, en este caso, By, ,, es tnico. Para
ver esto, se demostrard mds abajo, en la Afirmacién (1), que cuando una aplicacién
es (L', k’)-aplicable hay una sola posible eleccion valida de n” y m’.

e Si Ay Bno son (L', k’)-aplicables y k¥’ > 0, entonces A}, ,, no existe y la propiedad
se satisface trivialmente (queda fuera de las hipétesis del lema).

e SiAyBnoson (L', k')-aplicables y k¥ = 0, entonces @(Alz',oa’ Azp o) = @(Blz,,oa, Baj, ).
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Caso LApp2:
Lk
A= @AY A) =, A’l{‘“}{x := A} = B. Se tienen como hipdtesis de la regla:

n+m==k

Ln+1
A1 =, /laXA/l
Lm
Ay S A (A.2)
W(@(19x.A}% AD) T L
Sim > 0, entonces A} = A7 x.

La hipétesis del lema afirma que existe A7,
es (L', k’)-aplicable.

- S¢ demostrard primero que A = @(A%, Ay)

Por hipétesis inductiva se tiene que paratodo L' € Vyn',m’ e Ntalesque L' C L, n’ > n
y m’ > m, se satisface que si existe el término de la izquierda, entonces existe el término de
la derecha (y ademads es tinico) en las siguientes igualdades:

* _ a 7\ %
® Aty = WXADL

% AT
s AZL’,m’ - A2L’,m’

Afirmacion: @(A,“, Ay) es (L', k')-aplicable. Se demuestra por andlisis del valor de kK’ > k:

e Si k" > k entonces k’ > 0. No puede ocurrir que Aj, ,, exista por el segundo caso
que define el resultado de los superdevelopments completos de una aplicacién en la
Definicién 4.2.6, porque este caso requiere k¥ = 0. Entonces, dado que se asume que
Az,’k, existe, debe ser porque se cumple la condicion (x), es decir que A es (L', k')-
aplicable.

3 / A A 4 : * —_ a 7\ ¥
e Sik’ =k, tomandon’ =nym’ =m,ocurre que los términos Ay, ., = (A*x.A)}, .
* _ /xS
y AZL,’m = A

1,.m cumplen con los requisitos de la condicion (x) de la Definicion
4.2.6. A continuacién se muestra por qué.

il v,
Partiendo de (A.2), usando el Lema 4.2.4 se tiene que A :n;; A%x.A] 'y que A :>nz
Aj. Usando el Lema 4.2.12 se tiene entonces que:

A'x. A} > Ay,

’ *
A2 > AQL,’m

n+1 (A3)

Por la Observacion 4.2.10 (3) se concluye que se verifican las condiciones sobre las
variables libres, pues fv(@(A,7, . “ Azp, ) € fv(@((1“x.A))", A)).

n+l 0

Por las propiedades de > también es claro que A, , = A“x.A] cuando m > 0.
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Se sabe entonces que A es (L', k’)-aplicable. Por definicidn, esto significa que existen
n’,m’ € N tales que:

n+m =k

Existe Alz,,n,+1 = A%x.D;.

Existe Ay, - (A4)
v(@(A}, 1% A2p ) T L

Sim’ > 0 entonces D = 25y,
Lo que se quiere demostrar es que el término B existe y que es tnico. Para llegar a esa
conclusion, serfa necesario asegurarse de que n’ > n'y m’ > m, para poder aplicar la
hipétesis inductiva. Ademads, para garantizar la unicidad de B se verd que hay un dnico
valor posible para n’ y m’. Antes de pasar a la demostracion que garantiza que n’ y m’
pueden tomar un Unico valor, se enuncian y se demuestran algunas propiedades auxiliares
que dependen de la hipétesis inductiva.

Afirmacion (¢): las siguientes propiedades se cumplen aplicando la hipétesis inductiva
sobre términos X € A, mds chicos que A, es decir, asumiendo:

. L’k . * * s * *
SiX =, Yy existe X}, ,,, entonces Y, ;, esinicoy X, ;, = Y7, ;.. (A.5)

para L’ C Ly k’ > k. Todavia no se enuncian como propiedades separadas porque dependen
de manera mutuamente recursiva del presente lema. Asumiendo (A.5) se demuestran las
siguientes propiedades:

. Lk Lk .
1. SiX =, Yentonces ¥ =, X ,.

Lk . .
Demostracion. Por el Lema 4.2.14, Y =, Y7 ,. Por la hipétesis (A.5), Y7, = X} ,.
O
* LK *
2. X 0= Xpp

) Lk . )
Demostracion. Por el Lema 4.2.14 se tiene X =, Y = Xj . Por el item anterior,

* LK *
Xik =e Xp o 0
* *
3. X > Xpw
Demostracion. Se concluye usando el item anterior, por el Lema 4.2.11. O

Una vez hecho esto, se muestra por qué n’ y m’ son tales que se puede aplicar la hipétesis
inductiva, y ademds que son unicos, lo cual es necesario para garantizar la unicidad de B:
Afirmacion (7): si @(A%,Ay) es (L', k) aplicable y existe @(A“,Ay)},,, partiendo de
términos A}, ., y Az}, entonces hay un dnico valor posible para n’ y m’. Ademas
n>nm >m.
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e Sea N = max(n,n’). Se sabe que tanto A;;, , como Ay}, , existen. Por lo tanto Ay}, ,,
existe.

Ademds, por la Afirmacién (o) (3), Al*L’,n+1 > AIZ,N+1 y Alz,nm > AlZ,m-

e Sim > 0, entonces Ay}, ., debe ser de la forma A%x. A% X" .x. Por lo tanto, A1l vt
tiene la misma forma (es €l mismo término). Entonces Ay}, ., no puede tener mas
de n + 1 abstracciones en la raiz, de modo que n’ < n.

Dado que n’ < n, se concluye que m’ > m > 0, porque k' =n’ +m' > n+m = k.
Como m’ > 0, el término A}, ., debe ser de la forma 29x.2% X" .x. Si n’ fuera

(33 sz * *
menor que n, se concluirfa por Afirmacién (¢) (3) que A Lntl > A},

seria una contradiccion.

w410 10 cual

Porlo tanto, n”’ =nym’ =k’ — n.

e Los casos en los que A es (L',k") aplicable para valores de m’” = 0y m’ > 0 son
mutuamente excluyentes. Sean m; > 0y my = 0, con ny + m; = k' y n, = k’. Notar
que n; < np y suponer que existen A,y Ay, , . Por definicién del resultado de
los superdevelopments completos, dado que m; > 0, A, , ., debe tener la forma
%% A% X" x. Por la Afirmacién (o) (3), 29x.2% %" .x > 1%%.A7°X™.D. De esto se
deduce n; > ny, llegando a una contradiccion.

e Sim=0ym' =0, es trivial observar que n’ > n y que hay una sola forma de elegir
los valores n’, m’.

e Sim =0ym >0, se puede razonar de manera analoga a la ya expuesta para el caso
m > 0. El término Alz,n' .1 debe tener la forma /l“x./lanl " .x. Por lo tanto, el término
Ay}, y también. Entonces n’ > n. Ya se sabia ademds que m’ > m.

Ademds, hay una sola forma de tomar »n’. Suponer que pudieran elegirse dos valores
distintos, n; < ny. Entonces, por la Afirmacion (o) (3), Ay}, = 927X x>

n+1
—ny __ , . D
x5 x = Alg, lo cual seria una contradiccién.

Jy+1

Volviendo entonces a las condiciones (A.4), se sabe ahora que los valores de n’ y m’ son
Unicos, y ademds que n’ > n, m’ > m. Por lo tanto, aplicando h.i.:

ALy ey = 0Dy = (1x.AY)],

o+l o+l

Azz’,m’ = A,ZZ’,m’ (A6)

Sim’ > 0 entonces D; = A% %" .x.
Considerando que B = A/l{“”{x := A}, s6lo falta verificar la siguiente condicién:
A/{—a}{x,_ A/}* A’ {—a}{x,_ /% }
1 = Adpe = 4w = Aop

esto es consecuencia directa del Lema 4.2.17 (2) y del Lema 4.2.20.
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Corolario 4.2.22. Dado A € Ay, si A}, existe, entonces es tnico. Ademds, A; , cumple las
siguientes propiedades:

. Lk Lk .
1. SiA =, B, entonces B =, Aj .

LK
2. Sil’ CLyk' >k, entonces A}, =, A

Lk
3. Alx:= BY;, = A} {x:= B ).
4. SiA;, = A7%".x,entonces A{x := BY; ., =A; {x:=B] ).

Demostracion. La unicidad de A7, se desprende del Lema 4.2.21. Dado que existe A} , se tiene

A szf A}, por Lema 4.2.14. Entonces existe un tinico valorde A} 7 y ademds A} , = A} 7, con
lo cual A} ; es unico.

Los items 1. y 2. se demuestran igual que en la afirmacién (¢) del Lema 4.2.21. Los items 3.
y 4. se desprenden del Lema 4.2.17 y el Lema 4.2.20. O

A.5.2. Superdevelopments débiles simultaneos

.. Lk Lk
Lema 4.3.5. Relacién entre = y =,:

. Lk Lk
1. SiA =, B, entonces |A| = |B|.

Lk . . .
2. Si M = N, entonces existen My, Ny € Ay, con M, (L, k)-etiquetado y M, linealmente
Lk
etiquetado, tales que M, =, Ny.

. . . . Lk Lk
Demostracion. La tnica diferencia entre las definiciones de = y =, es que en la regla LApp2

se exige que la etiqueta de la abstraccién que contribuye al redex sea la misma que la de la
correspondiente aplicacién. Por lo tanto, el primer item es trivial por induccién en la derivacién

del juicio. El segundo item se prueba también por induccién en la derivacién del juicio M = N.

. . . . . L’k .
Se verd primero que puede construirse un juicio M; =, N, con M, (L, k)-etiquetado:

» Caso Var: es trivial.

. xL0 . L . . . .
= Caso Abs1: se tiene M’y =, N’ por h.i. El término M/}, , no tiene etiquetas libres

distintas de *. Tomando M, = A*x.M';y N, = A7*x.N’;, se tiene que M} , = *x.M'(]

tampoco tiene etiquetas libres y por lo tanto es (L, 0)-etiquetado. Ademds es claro que
Lk
M, =, N por laregla LAbs1.
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*

. Lsk . , .
= Caso Abs2: se tiene que M’y =, N’ por h.i. El término M’ (7 ,
donde las etiquetas ay, . .., a; son distintas de x y distintas entre si, y P no tiene etiquetas
libres distintas de x. Tomando M, = 2*x.M’;y N, = 1°x.N’¢, eligiendo una etiqueta a # %,

es de la forma A% % x| ... x;.P,

Lk
a ¢ fl(M’y) es claro que M, es (L, k)-etiquetado y ademds M, =, N, por la regla LAbs2.
Notar que a ¢ {aj, ..., a}.

*

L’O . . . .
= Caso App1: se tiene M;; =, Ni, por h.i., parai € {1,2}, donde M;.; , no tiene etiquetas
libres distintas de x. Tomando M, = @(M,/*, M),y N; = @(N1,;*, Ny;), se tiene que
M o= @M} " Maj )

Para evitar que haya etiquetas en comun entre los subtérminos, asumir que M,y M, estan
disjuntamente etiquetados, es decir que sus etiquetas libres en comun son a lo sumo %, o
sea fl(My,) N fl(My,) C {x}. Esto puede obtenerse simplemente renombrando las etiquetas
libres de M, distintas de . (Una manera mds constructiva o implementativa de imponer
esta condicidn seria modificar el enunciado del lema para que los términos devueltos estén
decorados con etiquetas tomadas de un subconjunto arbitrario £ C £, y construyendo M;,
tomando las etiquetas de £ \ fl(My)).

Observar que la etiqueta de la aplicacién es %, y por lo tanto M, no puede ser (L, 0)-
aplicable. Dado que M/ no tiene etiquetas libres distintas de x, se tiene que M, es (L, 0)-

Lk
etiquetado, y ademds es claro que M, =, N, por la regla LApp1.

. L.n+1 .
» Caso App2: se tiene que M, =, Ni¢ = A“x.Nj; donde Ny ., = A“x.Nj(; , tiene ex-

actamente n + 1 etiquetas libres distintas de % en las abstracciones de la raiz pues M,

. . Lm .
estd (L,n + 1)-etiquetado. Ademas, M, =, Ny, con My, (L, m)-etiquetado. Nuevamente,
asumir que M, y M, estan disjuntamente etiquetados.

Porel Lema 4.2.21, My¢; ., = Ni¢j ., Y también Mz[*L’m = Nz[*L’m. Por lo tanto, tomando
M, = @M ,*, Myr) y Ne = @(Ny/%, Nyy) se tiene que tanto M, como N, son (L, n + m)-
aplicables.

La condicién sobre las variables libres se verifica porque se aplica la regla App2 y por el
Corolario 4.2.15 se tiene que fv(Ni,) 2 fv(ngZn +1) Y andlogamente fv(N,) 2 fV(Nzgz’m).
La condicion sobre la forma de Ny, ,,, en el caso m > 0 se cumple también, usando el
Lema 4.2.11 y el Lema 4.2.14 para concluir que Ni¢ > Nizj ., .

Considerando esto, s6lo queda ver que el término Mgz’n wm =N gzn m = Nigzn{‘“}{x =
Nogp b esté (L, n + m)-etiquetado. En cualquiera de los casos posibles (ya sea que m = 0
o m > 0) se concluye facilmente que el término en cuestidn tiene n + m abstracciones en
la raiz cuyas etiquetas son distintas de % y distintas entre si, y que ademds no tiene mds de
n + m etiquetas libres distintas de * en sus abstracciones. Se puede demostrar formalmente
por induccion en el término Ni,; . A continuacién se justifican los detalles interesantes de
la demostracion:
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e Cuando m = 0, que se produzcan copias de N¢; , no es un problema, porque el
término esta (L, 0)-etiquetado y por lo tanto no tiene etiquetas libres distintas de x.

o Cuandom > 0, se sabe que no se producen copias de Ny¢; , por la condicién impuesta
sobre la forma de Ni,; . Para garantizar que las n + m etiquetas son todas distintas,
es necesario recurrir al hecho ya mencionado de que M, y M, estdn disjuntamente
etiquetados.

e Ademds, en el término final no pueden quedar ocurrencias libres de a porque se aplica
el operador = para eliminarlas.

Por dltimo, es claro que con la construccién propuesta el término M, es linealmente etiquetado.
Para las reglas Abs1 y Abs2, la propiedad se cumple por hipétesis inductiva, y porque la etiqueta
que se agrega no figuraba previamente en el término. Para las reglas App1 y App2, los subtérminos
cumplen la propiedad por hipétesis inductiva. Ademds, no hay etiquetas en comin porque M,y
M, se eligen disjuntamente etiquetados. Finalmente, en el caso de App2, la etiqueta a liga a lo
sumo una abstraccién porque M;, no puede contener etiquetas libres repetidas.

O

Lema 4.3.6 (De términos linealmente etiquetados a términos inicialmente etiquetados).  Sean
A, B € Ay tales que A -, B, con A linealmente etiquetado. Entonces existen A’, B’ € A, tales que
|A| = |A’|, |B| = |B’|, A” »; B’ y A’ inicialmente etiquetado.

Demostracion. Informalmente, si se tiene una reduccién que comienza por un término lineal-
mente etiquetado, las abstracciones decoradas con * se pueden cambiar por etiquetas libres no
utilizadas. Las abstracciones restantes mantienen su etiqueta original. Las etiquetas introducidas
se propagan a lo largo de la reduccion, pero no impiden que se contraigan los redexes que se
contraian en la reduccién original.

Mais formalmente: sea P € pos(A) el subconjunto de posiciones de A en las que hay una
abstraccién. Considerar las siguientes funciones de P en L:

label(p) = a si A|, es de la forma A1“x.A,
que devuelve la etiqueta que decora la abstraccion en la posicién p de A, y
fresh(p) = b € L tal que b no ocurre en A
con fresh(p) inyectiva (i.e. devuelve una etiqueta ain no utilizada). Sea ademads:
) - { fresh(p) silabel(p) = %
label(p)  silabel(p) # x

Se construye el término A’ de tal manera que |A| = |A’|. Las aplicaciones en A’ tienen las mismas
etiquetas que en A. Ademads, para cada p € P, la abstraccion en A’|,, estd etiquetada con {(p).

Definiendo la relacién de descendiente de manera similar a la Definicion 2.2.1 y a la Defini-
cion 2.3.3 y extendiendo la nocién a varios pasos de la manera estdndar, se puede ver por induccién
en la longitud de la derivacién que si A -, B, entonces A" —-», B’ para algin B’ tal que |B| = |B’|,
de tal manera que:
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= Las aplicaciones en By B’ estdn decoradas con las mismas etiquetas.

= Para toda posicién g € pos(B), sea p € pos(A) la tnica posicion de la cual g es descendi-
ente. Si B|, una abstraccion, entonces:

e Silabel(p) = *, entonces la etiqueta de B’ es fresh(p).

e Silabel(p) # *, entonces la etiqueta de B’|, coincide con la de Bj,.

El caso base es directo por construccién de A’. En el paso inductivo, suponer que A —>’; A1 —¢ B.
Por h.i.,, A” —», A/. Los términos A; y A} son iguales salvo por las etiquetas de sus abstraccio-
nes. Sea g la posicon del redex que se contrae en el paso A; —, B. El redex es de la forma
Aily = @((A“x.Dy)", D,). Para poder contraer el redex en A7, debe ocurrir que la abstraccion en
la posicién g00 esté etiquetada con a. Sea p la tnica posicidn de la cual g00 es descendiente. Por
h.i., se sabe que label(p) = a # *, con lo cual la etiqueta coincide con la de A|,. Por lo tanto,
el subtérmino en la posicion g de A} es efectivamente un redex. El término B’ que se obtiene
al contraerlo es obviamente igual a B salvo por las etiquetas de sus abstracciones. Las restantes
condiciones se mantienen por la definicién inductiva de descendiente. O

Lema 4.3.7 (De términos inicialmente etiquetados a términos linealmente etiquetados).  Sean
A,B € A, tales que A -, B con A inicialmente etiquetado y B en —,-forma normal. Entonces
existen A’, B’ € A, tales que |A| = |A’|, |B| = |B|, A’ »,; B’, A’ linealmente etiquetado y B’ en
—¢-forma normal.

Demostracion. Informalmente, si se “borran” las etiquetas libres de A, transformédndolas en x,
se obtiene un término linealmente etiquetado sin afectar los pasos de reduccién mds que en las
etiquetas de sus abstracciones.

Sea d la funcion que borra las etiquetas libres. Dado un término A, con |A| = |d(A)|, si en A|,
hay una abstraccion decorada con una etiqueta libre, en d(A)|, la abstraccion estd decorada con
*. (d no modifica las etiquetas ligadas).

Por induccién en la longitud de la derivacién, si A -, B, entonces d(A) -, d(B). El caso base
es trivial. En el paso inductivo, se tiene que A —>’g A1 —¢ By, por hi., d(A) », d(A;). S6lo hay
que verificar que el redex A que se contrae en el paso A; —, B siga siendo un redex en d(A;). Esto
es cierto porque la estructura de los términos es la misma (i.e. |A;| = |d(A;)|), y porque ademas en
el redex A sélo interviene una etiqueta ligada.

Finalmente, notar que es trivial que si B estd en —,-forma normal, entonces d(B) estd en
— ,-forma normal. O

A.6. De reduccion simultanea a reduccion etiquetada

Lema 4.4.3. SiA ~5 B, entonces v(A) N L = fv(B) N L.

Demostracion. Por induccion en k. El caso base, k = 0 es directo recurriendo al Lema 3.5.2.
Sik>0:
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s A5, A9xA

Lk-1

" AW Ay

m B=A%%.A;
Por convencién de variables, x ¢ L. Por h.i. se tiene que fv(A;) N L = fv(4A;) N L. Ademas,
fv(A) N L = fv(A;) N L es también consecuencia del Lema 3.5.2. O
Lgn3(a 4{14}4 Si A X5 ¥ B y a es una etiqueta distinta de a ...a,, entonces A% Lo
AYX BT,

Demostracion. Por induccion en k.

m Casok=0:A —L»[ B, entonces A!™% —L»g B4 por Lema 3.5.5.

= Casok+1:A —L»f Aby ATy A %5 277 B. Se concluye lo deseado aplicando el Lema 3.5.5,
y usando el hecho de que a # b por hipétesis.

m|
L Lk Lk
Lema4.4.5. SiA—;A’yA’ ~» B,entonces A ~> B
Demostracion. Obvia por definicién. O

L0 Lo
Lema 4.4.6 (AbstraccionI). Si A 5 B, entonces 1°x.A ~» A%x.B.

x-L L
Demostracion. A —», B por definicién. Por Lema 3.5.4 (2), esto es equivalente a A“x.A —»;
A%x.B. O

K Jet1
Lema 4.4.7 (Abstraccion II). Si A <5 B, entonces A“x.A g A“x.B.

Demostracion. Por definicidon de reduccion en cadena (Definicidn 4.4.2):

= A%x.A —L»g A%x.A en 0 pasos

Lk
s A~ B
Lk+1
Por lo tanto, A“x.A ~» A%x.B. m|

L0 L0 L0
Lema 4.4.8 (Aplicacién I). Si A ~» A’y B ~» B’, entonces @(A%, B) ~» @(A’Y, B').
. . . : Lo L
Demostracion. Directo por definicion, teniendo en cuenta que ~w» = —»:

@(A%, B) 5, @A™, B) >, @A, B)
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Jtl a' T oA > P=m :
Lema 4.4.9 (Aplicacién II). Sean A BN Aax A = 29T x 7 A y B ST y".B’, asumiendo
ademas que fv(1“x.A’) T L, que fv(B’) T Ly que no hay etiquetas repetidasen a, ai, ..., a,, bi,...,by.
Entonces:

L.n+m

1. Sim>0yA” = x, entonces @(A%, B) o %A y".B'
L,l’l —n__
2. Sim = 0, entonces @(A%, B) ~» A4 X" A" x := B'}.

., . L.n+1 L Ln
Demostracion. En ambos casos, se tiene A ~» A9x.A’. Entonces A —», A%x.A{, con A; ~» A’
por definicién de reduccién en cadena. Por lo tanto:

@(A%, B) >, @((1°x.A,)", B) (A.7)

Se verd que la aplicacion y la abstraccién que quedan en la raiz en (A.7) son un redex. Para esto,
la inica condicién que falta garantizar es: fv(@((1%x.A;)%, B)) T L. En ambos casos, por hipdtesis:

s fv(1?x.A")TL
» fW(B)TL
Usando el Lema 4.4.3 y el Lema 3.5.1 se concluye entonces:
s fv(1?x.A)) TL
= fV(B)TL

Por lo tanto, contrayendo el redex de (A.7) se obtiene:
@(A% B) S, A, x := B) (A.8)
Sélo resta verificar las dos afirmaciones siguientes:

Ln _—n_ Lm _7m_ . .
1. A] » A%%".xy B ~» A* 3".B’ implica:
Ln+m _—n__ m_
A x = BY W AT RA Y B
L, 7Il_n 17 L,O Y .
2. A S5 A7FA y B ~» B’ implica:

L, —n__
A x = B ~o AT A" x = BY)
que se demuestran a continuacién. Observar en ambos casos que a ¢ fl(B).
1. Por induccién en n:

Lo
= Cason = 0: se tiene A, —L»g x. Por el Lema 3.5.5 y el Lema 3.5.6, A;"%{x := B} >,

B. La propiedad se concluye por el Lema 4.4.5.
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A.6 De reduccion simultdnea a reduccion etiquetada

L L,n —n_,
= Cason + I: se tiene que A; », A2.A] y A} ~> A° X".x. Por Lema 4.4.4, usando la

h.i., se obtiene:
L.n+m

A’l{_a}{x = B} AN Aﬁnxn'/lb ym.B/
Por lo tanto, por definicién de reduccién en cadena:

Ln+m+1

A2 A9 (x = B) p OO 0 Ll

En cada paso es necesario usar el hecho de que la etiqueta a es distinta de las etiquetas

c,ay,...,a,.
2. Por induccién en n:

= Cason = 0: setiene A; —>L>,g A7. La propiedad es consecuencia directa del Lema 3.5.5
y el Lema 3.5.6.

L Ln _—n_
» Cason + 1: se tiene que A; -, A°2.A] y A] ~ A1 X".AY. Por Lema 4.4.4, usando la
h.i., se obtiene:
L, a'=n sr{-a ’
Ay = B A5 A7 XAV x = B

Por lo tanto, por definicion:

L.n+

1 —n
217245 Nx = B) ™ 21247 ¥ ANy = B')

También en este caso es necesario utilizar que la etiqueta a es distinta de las etiquetas

c,dp,...,a,.
O

Corolario 4.4.11. La reduccién etiquetada y su presentacidon simultdnea se relacionan de la
siguiente manera:

. L L0
1. SiA —¢ B, entonces A =, B.

., Lo . . L
2. SiA =, By A es un término (L, 0)-etiquetado, entonces A -, B.
Demostracion. Se trata cada inclusién separadamente:
. L . .
1. Asumir que A —; B. Por induccién en A:

s SiA =A% A i)g B, entonces B = A°x.B’ con A’ x—'l;g B’ por Lema 3.5.4.

) xL0 L0
Por h.i., A’ =, B’. Por laregla LAbs1, 1“x.A" =, A“x.B’.
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A Demostraciones

L0 )
= SiA = @(A“ Ay)ylareduccion es interna en Ay, se tiene A} =, A por h.i. Ademds,
L0 L. L0 . .
Ay, =, A, por reflexividad de =, (Propiedad 4.2.2). Aplicando la regla LApp1 se
L0
concluye @(A,9,Ay) =, @(A'", Ay).
= Si la reduccién es interna en A,, es andlogo al caso anterior.
L0
= SiA esunaaplicacion y lareduccion es en laraiz, A; = 1°x.A]. Se tiene que A} =, A}

L0 .. . L1 .
y A; =, A; por reflexividad de la relacion. Por lo tanto A; =, A, aplicando la regla
LAbs2. Ademis, fv(@(A%,A5)) T L.

L0
Se deduce entonces @(A;%, Ay) =, A/!""{x := A,} usando la regla LApp2.
. L0 . .. . L0
2. Asumir que A =, B, con A (L, 0)-etiquetado. De la Proposicion 4.4.10, se tiene A ~» B.
Por la definicién de reduccién en cadena (Definicion 4.4.2), esto implica A —L»[ B.
O

Corolario 4.4.12. Si A es un término (L, 0)-etiquetado y A i)[ B, entonces B es un término
(L, 0)-etiquetado.

L0
Demostracion. Si A i)g B entonces A =, B por el Corolario 4.4.11 y por el Lema 4.3.3 se
concluye que B es (L, 0)-etiquetado. O

A.7. De reduccion etiquetada a reduccion simultanea

. . —k__ L L
Lema4.5.5. SiAj, existe, entonces es de la forma A %*.B donde B estd en —¢-forma normal.

Demostracion. Por induccién en A. El caso no trivial es cuando A es una aplicacion.
SiA = @(A% Ay) es (L, k)-aplicable, entonces existen n, m tales que n + m = k y ademas:

o L
» Ay = A%A] = 21929 X" A con A} en —-forma normal.

Lom m_ L
» A, =, A} = A* y".AY con A} en —>,-forma normal.

» fv(@(Ax.A1,A) T L.
= Sim >0, entonces A} = x.

Entonces:

. . —n_ m_ . .
= Sim > 0, se tiene que A7, = A XAl xm.A’z’. En este caso es trivial, pues A% estaba en

L . . :
—-forma normal por h.i. Notar que no se asume que las etiquetas de las abstracciones de
A7 son distintas de a. Es por eso que estdn etiquetadas con ¢;, donde ¢; = a;{a := *}.
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A.7 De reduccion etiquetada a reduccion simultdnea

. =k .
= Sim = 0, entonces A7, = A° xk.Ag’{_“}{x := A’}. En este caso, habria que ver que en

A/=9{x := A}} no haya i>g-redexes. Dado que no los hay en A} ni en A/, se puede ver
por induccion en A que no puede haber redexes en A’l’{‘“}{x := A’}. El motivo es que las
etiquetas en las abstracciones de A’ no pueden pasar a encontrarse ligadas por las aplica-
ciones de A} y por lo tanto no puede crearse un redex por el Caso III de la Proposicion
2.3.8.

Si A no es (L, k)-aplicable, entonces k = 0 y esto implican = 0y m = 0. Por h.i., Alz,o y A2z,o

no tienen i>[-redexes. Dado que m = 0, para que A no sea (L, k)-aplicable debe ocurrir o bien que

A12,1 no tenga la forma A“x.A’, o bien que fv(@(1“x.A1“, A%)) 7 L. En cualquiera de los dos casos,

L 7
es claro que @(A] “, A2 ) no puede tener un —,-redex en la raiz, y por lo tanto debe estar en

L
—,-forma normal. |
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