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Resumen

El Isomorfismo de Subgrafo con Pesos es un problema de optimizaciéon combinatoria
donde, dados un grafo A con pesos asociados a sus ejes y un grafo B utilizado como
patron, el objetivo es hallar el subgrafo de peso maximo entre todos los subgrafos de A
isomorfos a B. En esta tesis proponemos una heuristica para la busqueda de “soluciones
buenas” de manera eficiente basada en la metaheuristica Tabu Search. Implementamos
ademads la heuristica propuesta y realizamos un analisis con el objetivo de estudiar la

calidad de los de los resultados obtenidos.

Abstract

The Weighted Subgraph Isomorphism is a combinatorial optimization problem where,
given a graph A which has weighted edges and a graph B used as pattern, the goal is to
find the maximum weighted subgraph among all the subgraph of A isomorphic to B. In
this thesis we introduce a heuristic for the search of “good solutions™ in an efficient way
based on the Tabu Search metaheuristic. We also implement the proposed heuristics and

perform an analysis with the objective of studying the quality of the obtained results.
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1 Introduccion

En este trabajo se presenta una heuristica para tratar el problema de Isomorfismo de
Subgrafo con Pesos. Se trata de un problema de optimizacion combinatoria donde dados
un grafo A con pesos en sus ejes que llamaremos “Grafo Pesado” y un grafo B, con
cantidad de nodos menor o igual a la de A, que llamaremos “Grafo Patrén”, el objetivo
es hallar un subgrafo de A isomorfo a B cuyo peso sea maximo.

Es un problema que pertenece a la clase NP-Hard, esto implica que en la practica aun no
se pudo hallar un algoritmo que lo resuelva (halle el valor 6ptimo) en tiempo
polinomial. Un objetivo mucho mas razonable es la busqueda de un algoritmo
aproximado de orden polinomial que para todas las instancias del problema halle una
respuesta “cercana’” al optimo [4]. Esto motiva el desarrollo de un algoritmo que busque
soluciones aproximadas en un tiempo mucho menor al que insumiria hallar el valor
Optimo con un algoritmo exacto. Estas soluciones no necesariamente seran 6ptimas pero
se buscara que sean razonablemente buenas.

Bajo este criterio el trabajo se centra en el desarrollo de una heuristica basada en la
metaheuristica Tabu Search y en el analisis de la calidad de las soluciones obtenidas a
través de la implementacion de dicha heuristica. En torno a estos dos objetivos, y no
habiendo encontrado resultados previos contra los cuales comparar, realizamos como
desarrollos complementarios la implementacion de un algoritmo exacto y un algoritmo
que calcula una cota superior. El primero orientado a hacer comparaciones entre las
soluciones arrojadas por nuestra heuristica y la solucién Optima sobre instancias de
tamanos reducido; el segundo como parametro de calidad sobre instancias de gran
tamafio donde, en general, no existen la posibilidad de conocer el valor 6ptimo en un
intervalo de tiempo razonable.

Lo que queda del trabajo estd dividido de la siguiente manera: en la seccion 3
presentamos el estado del arte; en la seccion 4 hacemos una introduccion al Tabu
Search[2, 8, 9]; en la seccidn 5 presentamos el algoritmo que desarrollamos y la manera
en que se aplico el método de Tabu Search [2, 8, 9]; en la secciéon 6 mostramos los
desarrollos complementarios que hicimos del algoritmo exacto y del algoritmo de
calculo de cota superior; en la seccion 7 hacemos un resumen de la implementacion y de
las diferentes opciones de configuracion; en la seccion 8 mostramos las pruebas
realizadas y los resultados obtenidos y en la seccion 9 damos nuestras conclusiones
acerca de los resultados que obtuvimos, la efectividad de las diferente variantes y el
trabajo en general, comentando también trabajos que serian interesantes de realizar en
un futuro.



2 Definicion y complejidad del problema

Tal como dijimos anteriormente, el problema de Isomorfismo de Subgrafo con Pesos es
un problema de optimizacion combinatoria donde dados un grafo A con pesos en sus
ejes que llamaremos “Grafo Pesado” y un grafo B, con cantidad de nodos menor o igual
a la de A, que llamaremos “Grafo Patron”, el objetivo es hallar un subgrafo de A
1somorfo a B cuyo peso sea maximo. La definicion formal del problema es la siguiente:

Instancia: dos grafos, A=(Va, Ea, p:EA—R), B=(Vg, Eg) / |Vs| £ |Val|, S={SA=(V, E) /
Sa es subgrafo de A isomorfo a B} y una funciéon peso:S—R definida como
peso(S, (V,E) = ple).

ecE

Objetivo: Hallar S, € S tal que peso(Sa) > peso(S’s) V S’y € S.

SOLUCION

Figura 1 - Instancia del problema de Isomorfismo de Subgrafo con Pesos.

El problema de Isomorfismo de Subgrafo con Pesos pertenece a la clase NP-Hard y esto
puede ser demostrado a través de su version de decision. Es facil demostrar que la
contraparte de decision es NP-Completo. Esto se hace restringiéndolo al problema de
Isomorfismo de Subgrafo, que ya sabemos que pertenece a la clase NP-Completo
[4].Para ello se restringen las instancias a Grafos Pesados con ejes de peso 1 y se
pregunta si existe un subgrafo Sy de A=(Va, Ex) isomorfo a B=(Vg, Eg) cuyo peso sea
mayor o igual a k=|Vg|. Podemos verificar en tiempo polinomial si a) efectivamente Sa
es subgrafo inducido de A b) Sa es isomorfo a B y ¢) la suma de los pesos de las aristas
de Sa es mayor o igual que k [4, 11].



Por otra parte, resolver el problema de decision es equivalente a hallar el subgrafo de
peso maximo y comparar el peso del grafo obtenido con k, lo cual indica que resolver
dicho problema de decision no es mas dificil que resolver el problema de optimizacion.
Esto ultimo, sumado al hecho de que el problema de decision es NP-Completo,
constituye una prueba de que el problema de optimizacion es NP-Hard [4].



3 Estado del arte

Lamentablemente no hemos hallado trabajos que traten este problema con anterioridad.
De todos modos podemos destacar que existen varios problemas NP-Completos
conocidos en la literatura que son casos particulares de nuestro problema. Entre ellos
podemos nombrar: Problema del Viajante de comercio (TSP), existencia de un conjunto
independiente de tamafnio K para cualquier K y existencia de un subgrafo completo de
tamaio K para cualquier K (Clique Maxima).

En todos los casos se destaca que nuestro problema es una generalizacion de los
problemas mencionados.

Para determinar la existencia de un subgrafo completo de tamaiio K la transformacion
es sencilla y consiste en asignarle peso 1 a todos los ejes del Grafo Pesado y proponer
un Grafo Patrén completo del tamafio deseado K.

Se podra comprobar la existencia de un subgrafo completo de tamaiio K si el peso de la
solucion obtenida es igual a la cantidad de ejes del Grafo Patron (x x(x -1)/2), ya que el

peso de cada eje es 1.

Un conjunto independiente de un grafo G(V, E), es un conjunto / < V tal que para
ningun par de vértices x; y € I ocurre que x € y son adyacentes en G.

Luego para determinar la existencia de conjunto independiente de tamaiio K, la
transformacion consistira en:

e asignarle peso 1 a los ejes existentes en el Grafo Pesado

e agregar tantos ejes con peso 2 como sea necesario para completarlo

e FEl Grafo Patron seria un grafo completo de tamafio K.

Luego, tendremos un conjunto independiente de tamaiio K si y solo si el peso de la
solucion obtenida es x x(x 1) (el doble de la cantidad de ejes en G).

Esto se debe a que en ese caso encontramos un subgrafo completo de tamafio K
utilizando ejes que no pertenecian originalmente al grafo.

Para el problema del viajante de comercio (TSP), nuestro Grafo Patron seria un ciclo
de igual cantidad de nodos como ciudades se quieran visitar. En el Grafo Pesado
original los nodos representarian las ciudades, y los ejes las distancias entre las mismas.
Como nuestra solucion busca un méximo y 7SP un minimo, entonces debemos invertir
el peso de los ejes de alguna manera. Ejemplos de transformaciones para el Grafo
Pesado son:
e Sea p el mayor peso de un eje, entonces a cada eje le reemplazamos su
peso por p — peso_original
e Sea p la sumatoria del peso de todos los ejes, entonces a cada eje le
reemplazamos su peso por p — peso_original



En cuanto a probables aplicaciones en la vida real vimos que el Isomorfismo de
Subgrafo (sin pesos) es comunmente utilizado en la Bioinformatica. Un ejemplo de ello
puede verse en [17]. El tema de nuestra tesis no se aplica en este problema en particular,
sin embargo vemos en la Bioinformatica un posible campo para la aplicacion del
Isomorfismo de Subgrafo con Pesos.



4 Busqueda Tabu

4.1 Introduccion

La Busqueda Tabu (Tabu Search - TS) es una metaheuristica conocida desde fines de
los ochenta. Fue propuesta por Fred Glover en dos articulos aparecidos en la revista
ORSA en 1989 [5,6].

El término tabu (taboo) proviene de la Polinesia, donde es usado por los aborigenes de
la isla Tonga para referirse a cosas que no pueden ser tocadas porque son sagradas. Una
acepcion mas moderna la define como “una prohibicion impuesta por costumbres
sociales como medida de proteccion”, o algo “sefialado como factor de riesgo”. Esta
definicion es la que estd mas cerca de la esencia del método donde el riesgo a evitar es
el de seguir un camino no productivo, incluyendo el de ser conducido a una trampa de la
que no se puede salir (6ptimo local) [8].

La Busqueda Tabu es un procedimiento metaheuristico cuya caracteristica distintiva es
el uso de memoria adaptativa y de estrategias especiales de resolucion de problemas.

El origen del TS aparece como resultado de la biisqueda de métodos que intentan cruzar
cotas de factibilidad u optimalidad local tratadas como barreras en procedimientos
clasicos, e imponer y eliminar cotas sistemdticamente para permitir la exploracion de
regiones no consideradas en otro caso.

La memoria adaptativa de TS utiliza la historia del desarrollo de la resolucion del
problema tomando decisiones sobre la busqueda en base a cuatro factores principales: la
propiedad de ser reciente, la frecuencia, la calidad, y la influencia [9].

TS es el origen del enfoque basado en memoria y estrategia intensiva en la literatura de
las metaheuristicas, en contraposicion con los métodos que no tienen memoria o que
s6lo usan una débil memoria basada en herencia. TS es también responsable de
enfatizar el uso de los disefios estructurados para explotar los patrones histéricos de la
busqueda, de forma opuesta a los procesos que confian casi exclusivamente en la
aleatorizacion [9].

El destacable éxito de la Busqueda Tabu para resolver problemas de optimizacion
combinatoria dificiles, especialmente aquellos que surgen en aplicaciones del mundo
real, ha causado una explosion de nuevas aplicaciones TS (ver Apéndice D) durante los
ultimos anos [8].
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4.2 Esquema general

La caracteristica que distingue a la Busqueda Tabu de las otras metaheuristicas de
busqueda es el uso de memoria la cual tiene una estructura basada en una lista tabt y en
mecanismos de seleccion del siguiente movimiento.

Este método de busqueda opera bajo el supuesto de que se puede construir un entorno
donde se pueden identificar “soluciones vecinas” que pueden ser alcanzadas desde la
solucién actual.

El primer paso entonces es la generacion de una solucion inicial mediante una heuristica
constructiva. A partir de esta solucion se realizan los movimientos buscando mejoras.

En la lista tabt se registran soluciones o movimientos que no deben ser tenidos en
cuenta. Una forma sencilla de construir una lista tabl consiste en que cada vez que se
realiza un movimiento, se introduce su inverso en una lista circular, de forma que los
elementos de dicha lista estan penalizados durante un periodo de tiempo.

Por lo tanto, si un movimiento estd en la lista tabi no serd aceptado, aunque
aparentemente sea mejor solucion que la solucion actual.

Si bien mencionamos que la clasificacion tabu se aplica sobre un movimiento, en
realidad esta clasificacion también puede ser aplicada sobre componentes mas pequenas
de la solucion denominadas atributos. Luego cada atributo puede ser clasificado como
tabu activo o tabu inactivo. Se denomina a esta clasificacion como el estado tabu de un
atributo.

Es importante tener presente que el hecho de que un atributo se halle en estado tabu
activo no se corresponde con que un movimiento sea tabu. Més especificamente un
movimiento puede contener atributos tabu activos pero no serd tabl hasta que cierto
conjunto de sus atributos se hallen en estado tabu activo.

El tamafio de la lista tabu (“tabu tenure” o “periodo tabu™) es el tiempo o niimero de
iteraciones que un elemento permanece en la lista taba. Por ejemplo, si un movimiento
ingresa a la lista con periodo tabu 3, permanecera dentro de ella por 3 iteraciones.

A pesar de esto, la memoria cambiante del tabu puede tener “olvidos estratégicos”, es
decir que un elemento puede salir de la lista tabu antes de que se cumpla su plazo. Esto
se implementa a través del Criterio de Aspiracion. A modo de ejemplo, cuando un
movimiento tabu resulta en una solucidon mejor que cualquiera visitada hasta el
momento, su clasificacion tabt puede ser reemplazada. Esta condicion se llama criterio
de aspiracion por objetivo.

El uso apropiado de los criterios de aspiracion puede ser muy importante para permitir
que un método TS proporcione sus mejores niveles de ejecucion.
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Una base para uno de los criterios de aspiracion surge de introducir el concepto de
influencia (criterio de aspiracion por influencia), que mide el grado de cambio
introducido en la estructura de solucion. La influencia puede ser interpretada sobre
distintas partes de la estructura de la solucidon y siempre se centra en la busqueda de
movimientos que introduzcan “grandes” cambios sobre el conjunto seleccionado.

A menudo el concepto de influencia es asociado a la idea de distancia de movimiento.
Un movimiento serda mas influyente cuando alcance soluciones mas lejanas a la solucion
actual.

Otro tipo de aspiracion tiene como objetivo permitir que el algoritmo contintie. Es el
caso la aspiracion por defecto, que actua cuando todos los movimientos son tabll y no
hay ningun otro tipo de aspiracion posible.

Las aspiraciones pueden ser de dos tipos: aspiracion de movimiento y aspiracion de
atributo. Una aspiracion de movimiento, cuando se satisface, revoca el estado tabt del
movimiento mientras que una aspiraciéon de atributo, cuando se satisface, revoca el
estado tabu activo del atributo. En este ultimo caso el movimiento puede no cambiar su
clasificacion tabt dependiendo de si la restriccion tabu puede ser activada por mas de un
atributo.

Por ultimo es necesario establecer las condiciones bajo las cuales el algoritmo finaliza
su procesamiento. La técnica mas comunmente utilizada es controlar cuantas iteraciones
transcurrieron sin notarse cambios relevantes. Aunque nunca debe faltar un tope a la
cantidad de iteraciones que el algoritmo puede realizar [2, 8, 9].

Generar solucion inicial Xo

k:=1.

X= X,. (x es la solucidn actual)

MIENTRAS la condicion de finalizacidén no se encuentre

Identificar M(x). (Vecindario de x)
Identificar T(x.k). (Lista Tabt)
Identificar A(s,k). (Conjunto de Aspirantes)

Determinar N (x,k) ={N(x) — T(x,k)} U A(x,k). (Vecindario reducido)

Escoger la mejor x € N*(x,k)

“Guardar” x si mejora la mejor solucion conocida x, := X.
Actualizar la lista taba
k :=k+1.

FIN MIENTRAS

Figura 2 — Esquema general de la Blisqueda Tabu

12



4.3 Dimensiones de la Busqueda Tabu

La memoria adaptativa de la Busqueda Tabu utiliza la historia del desarrollo de la
resolucion del problema tomando decisiones sobre la busqueda en base a cuatro
dimensiones principales: la propiedad de ser reciente, la frecuencia, la calidad, y la
influencia.

La dimension de calidad hace referencia a la habilidad para distinguir el mérito de las
soluciones. Es un concepto mas amplio que el implicitamente usado en los métodos de
optimizacion, en los cuales se considera que un movimiento es de mejor calidad que
otro porque produce una “mejora”. Bajo el enfoque de Biisqueda Tabu un movimiento
puede ser de mejor calidad si, por ejemplo, su frecuencia de ocurrencia en el pasado es
baja 0 no ha ocurrido antes y nos permite explorar nuevas regiones. La definicion de
calidad de una solucién es flexible y puede ser adaptada a la naturaleza del problema.

La influencia mide el grado de cambio inducido en la estructura de solucion.

El impacto que ciertos elementos o atributos tienen sobre una solucion nos brinda
informacion adicional que puede ser usada para privilegiar los movimientos etiquetados
como influyentes.

El concepto de influencia suele ser asociado a la idea de distancia de movimiento. Un
movimiento serd mas influyente cuando alcance soluciones mas lejanas a la solucién
actual.

Los criterios de aspiracion por influencia permiten que los movimientos influyentes
puedan salir de la lista tabt antes del plazo establecido en su periodo tabu (tabu tenure).

La memoria basada en lo reciente (memoria de “corto plazo) constituye una forma de
exploracion agresiva que intenta realizar el mejor movimiento posible sujeto a
restricciones para evitar que se reviertan o repitan ciertos movimientos. Es una manera
de definir el entorno o vecindario reducido de una solucion.

En la “memoria” se almacenan los ultimos movimientos realizados y el objetivo
primordial es hacer que la técnica de busqueda pueda ir mas alla de la optimalidad local.
Los movimientos tabli no serdn aceptados durante un cierto tiempo o un cierto nimero
de iteraciones, tras lo cual se considera que la busqueda estd en una region distinta y
pueden dejar de clasificarse como tabu dichos movimientos.

Sin estas restricciones, el método podria moverse hacia un punto fuera de un 6ptimo
local, pero inmediatamente después caeria en el mismo punto al determinarse que el
mejor movimiento posible desde esa posicion es precisamente el optimo local antes
mencionado.

La memoria basada en frecuencia (memoria de “largo plazo”) registra la frecuencia de

ocurrencia de los movimientos, las soluciones o sus atributos y aporta un nivel de
aprendizaje mas a ser utilizado en la eleccion de movimientos.
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La memoria a largo plazo tiene dos estrategias asociadas, intensificacion y
diversificacion.

La intensificacion consiste en regresar a regiones ya exploradas para estudiarlas mas a
fondo. Para ello se favorece la aparicion de aquellos atributos con alta frecuencia en las
buenas soluciones encontradas.

Para evitar regresar a 6ptimos locales cada cierto numero de iteraciones, la Busqueda
Tabu utiliza ademds otra estrategia, como es la diversificacion, la cual consiste en
visitar nuevas areas no exploradas del espacio de soluciones. Para ello se modifican las
reglas de eleccidon para incorporar a las soluciones atributos que no han sido usados
frecuentemente [2, 8, 9].
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5 Nuestro algoritmo

En esta seccion mostraremos en forma detallada el algoritmo de Busqueda Tabu
propuesto por nosotros.

5.1 Entorno de la solucion

El método de Busqueda Tabu opera bajo el supuesto de que se puede construir un
entorno donde se pueden identificar “soluciones vecinas” que pueden ser alcanzadas
desde la solucion actual. Con el fin de facilitar la identificacion de dichas “soluciones
vecinas”, nuestro algoritmo opera sobre instancias donde el Grafo Pesado es completo.
Mas adelante mostraremos que a pesar de esta restriccion, cualquier instancia del
problema puede ser transformada para poder ser utilizada por nuestro algoritmo.

Hemos adoptado entonces como método de construccion del entorno un recurso que se
utiliza frecuentemente: el intercambio de pares de nodos. El hecho de que el Grafo
Pesado sea completo nos garantiza que cualquier intercambio de nodos nos mueve de
una solucién a otra.

Asociado a cada intercambio hay un valor de movimiento que representa el cambio en
el valor de la funcion objetivo - en nuestro caso el peso de la solucion - como resultado
del intercambio propuesto.

Es interesante observar que bajo este esquema, para un Grafo Patrén de j nodos y un

Grafo Pesado de k nodos el entorno de la solucién en cada iteracion estard constituido

por jx(k—j)+ jx(j—1)/2 soluciones vecinas:

jx(k—j)  Intercambios formados entre nodos que estdn en la solucion contra nodos
que no estan en la misma

jx(j—1)/2 Intercambios formados entre nodos de la solucion

5.2 Solucion inicial

Como ya hemos mencionado, la Busqueda Tabu trabaja partiendo de una solucion
inicial. Para generar la misma, desarrollamos un algoritmo goloso.

El hecho de que el Grafo Pesado sea completo nos asegura que cualquier solucion
generada mapeando cada nodo del Grafo Patron con uno distinto del Grafo Pesado es
una solucidn inicial vélida.

Nuestro algoritmo goloso construye una solucion a través de mapeos de nodos que

siguen dos pautas basicas:
1) Si el nodo del Grafo Patron a mapear NO tiene ejes adyacentes en comun con
otro nodo ya mapeado, entonces, siendo k el grado dicho nodo lo mapeamos
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contra un nodo en el Grafo Pesado donde los & ejes adyacentes mas pesados

logren el maximo peso.

2) Si el nodo del Grafo Patron a mapear SI tiene ejes adyacentes en comun con

otros nodos ya mapeados, entonces lo mapeamos contra un nodo en el Grafo

Pesado donde la suma del peso de sus ejes sea maxima pero solo teniendo en

cuenta aquellos ejes adyacentes en comtin con nodos ya mapeados.

1)

= Grafo Pesado

= Grafo patrédn

Se toma el nodo de mayor grado de B.

En caso de haber mds de uno, se elige uno al azar.

Ag = grado del nodo obtenido en (1).

Se toma el nodo de A donde la suma de los Az ejes mas pesados

relacionados a dicho nodo sea la mayor.
En caso de haber mds de uno, se elige uno al azar.

Mapeo el nodo obtenido en (1) con el obtenido en (3).

Mapeo del resto del grafo..

Para cada nodo de B (Recorriendo primero los de mayor grado)

Si el nodo en proceso no se relaciona a ninguno de 1los

recorridos:

Mapeo con nodo de A (no mapeado), de la misma manera que

se hizo en la inicializacidén. Esto es,

sea k el grado

del nodo de B en proceso, buscamos un nodo de A

mapeado previamente) donde la suma de los k ejes mas
pesados relacionados a dicho nodo sea la mayor. En caso
de haber mds de uno, se elige uno al azar.

Si el nodo en proceso tiene ejes compartidos con nodos de B ya

recorridos:

Se busca la lista de nodos de A que se mapearon con los
nodos de B que comparten ejes con el nodo en proceso.
Luego se busca el nodo de A (no mapeado) donde la suma
del peso de sus ejes relacionados con los nodos de la
lista encontrada sea maxima.

Luego se mapea el nodo en proceso con el nodo de A
encontrado.

Figura 3 - Algoritmo de busqueda de la solucion inicial
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De esta manera se pretende incluir en la solucion la mayor cantidad de ejes con pesos
“elevados”. Veamos un ejemplo de procesamiento:

Grafo A Grafo B

Figura 4 - En el grafico se omiten los ejes de peso 0 del Grafo Pesado A.

El procesamiento comienza mapeando los nodos de mayor grado del Grafo Patrén, por
ende en la primera iteracion se buscara mapear el nodo 2. Como es el primer mapeo
seguimos la “pauta 1’ y mapeamos contra el nodo F del Grafo Pesado.

En la segunda iteracion, siguiendo la “pauta 2”” mapeamos el nodo 3 con el B.

Luego, utilizando la misma pauta mapeamos el nodo 4 con C y finalizamos de igual
manera mapeando 1 con G.

El peso de la solucidn inicial encontrada (2-F , 3-B , 4-C y 1-G) es 13 mientras que la
solucion oOptima seria 1-A , 2-C , 3-B y 4-F con un peso de 14.

5.3 Periodo Tabu (Tabu Tenure)

Cada vez que la Busqueda Tabu elige un intercambio, este pasa al estado tabu activo y
se le es asignado un Periodo Tabu (PT), el cual nos indica la cantidad de iteraciones
durante las cuales dicho intercambio no puede ser escogido nuevamente.

Consideramos un periodo tabli maximo a aquel que siempre deja un movimiento
disponible o en estado tabt inactivo. El valor que se le asigna al PT es un porcentaje del
maximo y es configurable.

Para un Grafo Patron de j nodos y un Grafo Pesado de &k nodos, el periodo tabu maximo
es igual a (jx(k—j)+jx(j—1)/2)—1. Dicha ecuacioén la obtenemos a partir de la

maxima cantidad de intercambios por iteracion (jX(k— j)+ jx(j—1)/2) discutida en

“Entorno de la solucidon”.
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El PT determina la cantidad de iteraciones durante las cuales un intercambio no puede
ser escogido, con lo cual, sin mediar la aspiracion por objetivo, y sin tener en cuenta
ningun criterio de aspiraciéon por influencia que modifique el estado tabi de un
intercambio, pasaran (jX(k—j)+ jx(j—1)/2) iteraciones hasta que todos los
intercambios pasen a ser tabu activo. Entonces el periodo tabi maximo proviene de
restarle uno a esa cantidad.

Dependiendo de la frecuencia con la que un intercambio es elegido, el valor del PT se
puede ver afectado. Esto quiere decir que penalizaremos a un movimiento con un PT
mayor al configurado para tratar de evitar que se escojan siempre los mismos
intercambios. Esta penalizacion por frecuencia también es configurable utilizando los
siguientes parametros:

o Frecuencia Tolerada (FT):

La “Frecuencia de un intercambio media (FIM)”, es la cantidad de veces que en
promedio fue el elegido un intercambio (#iteraciones / #intercambios). Luego, en el
archivo de configuracion establecemos la "Frecuencia Tolerada", que indica que
porcentaje sobre la "FIM" toleraremos sin penalizar.
® Penalizacion por frecuencia (PF):

La Penalizacion por frecuencia es el porcentaje con el cual se incrementa el
periodo tabu de un intercambio en el caso de que la frecuencia del mismo supere lo
establecido por la Frecuencia Tolerada.

El hecho de que el PT se configura como un porcentaje del maximo impedia que se
puedan establecer valores que provoquen que en algin momento todos los intercambios
sean tabu. Al agregar esta penalizacidon por frecuencia esta caracteristica se pierde, con
lo cual implementamos criterios de aspiraciéon por defecto para poder elegir un
intercambio cuando todos los vecinos son tabu activo.

5.4 Aspiracion por defecto

Cuando todos los intercambios son tabu y no hay ningun otro tipo de aspiracion posible
se asume la aspiracion por defecto. Este tipo de aspiracion tiene como objetivo permitir
que el algoritmo continte.

Para este tipo de aspiracion hemos probado tres posibles implementaciones:
e Aspiracion por defecto “menos tabu” (APD-MT)
Si todos los movimientos son tabu, tomar aquel intercambio que le falten menos

iteraciones para dejar de ser tabtl.
e Aspiracion por defecto “mejor intercambio” (APD-MI)
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Si todos los movimientos son tabt, tomar el mejor intercambio, o el menos peor
en caso de que todos los valores sean negativos

Aspiracion por defecto “sin penalizacion” (APD-SP)

Si todos los movimientos son tabl, no se tiene en cuenta la penalizacion por
frecuencia. De esta manera siempre habra al menos un movimiento que no sea
tabu.

La aspiracion por defecto a utilizar es configurable.

5.5 Aspiracion por influencia

Una base para uno de los criterios de aspiracion surge de introducir el concepto de

influencia, que mide el grado de cambio inducido en la estructura de solucion.

En nuestra implementacion utilizamos cuatro tipos distintos de aspiraciéon por

influencia, todos ellos centrados sobre los ejes de la solucion:

Influencia Local

En este caso solo se consideran para determinar si un movimiento es o no influyente

aquellos ejes adyacentes al nodo intercambiado que son adyacentes a nodos que

pertenecen a la solucion:

Aspiracion por Influencia por Peso Local: Se considera la influencia basdndose
en el peso que aporte el movimiento a la solucion. Es decir, la suma de los pesos
de los ejes adyacentes al nodo recientemente introducido siempre y cuando los
mismos sean ejes adyacentes a nodos pertenecientes a la solucion.

Aspiracion por Influencia por Ejes Local: Se considera la influencia basandose
en la cantidad de ejes con peso mayor que 0 que aporte el movimiento a la
solucion. De nuevo, solo se consideran aquellos ejes que son adyacentes a nodos
pertenecientes a la solucion.

Influencia global

En este caso se consideran para determinar si un movimiento es o no influyente

todos los ejes adyacentes al nodo recientemente intercambiado:

Aspiracion por Influencia por Peso Global: Se considera la influencia basdndose
en el porcentaje del peso del movimiento sobre el peso total del grafo, siendo el
peso del movimiento la suma del peso de los ejes adyacentes al nodo que se
quiere introducir en la solucion. No importa que parte de este peso formaré parte
de la solucion.

Aspiracion por Influencia por Ejes Global: Se considera la influencia basandose
en el porcentaje de ejes del movimiento sobre el total de ejes con peso mayor a 0
del grafo, siendo los ejes del movimiento todos los ejes con peso mayor a 0 que
son adyacentes al nodo que se quiere introducir en la solucion. No importa
cuales de estos ejes formaran parte de la solucion.
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La eleccion del tipo de aspiracion por influencia a utilizar, asi como también la no
utilizacion de la misma, es configurable.

5.6 Ciriterio de parada

Gracias al criterio de aspiracion por defecto, siempre habrd un intercambio que pueda
ser utilizado por la Busqueda Tabt. Por lo tanto, es necesario establecer las condiciones
bajo las cuales el algoritmo finaliza su procesamiento.

Nuestra implementacion del criterio de parada se bas6 en dos variables configurables.
Una determina la cantidad méaxima de iteraciones del proceso tabli mientras que la otra
sirve para indicar cuantas iteraciones estamos dispuestos a esperar sin que el algoritmo
de Busqueda Tabu mejore la solucion encontrada hasta el momento.

5.7 Instancias del problema a utilizar

Como ya planteamos en “Entorno de la solucion”, la Busqueda Tabu opera bajo el
supuesto de que se puede construir un entorno donde se pueden identificar “soluciones
vecinas” que pueden ser alcanzadas desde la solucion actual. Por tal motivo,
establecimos que nuestro algoritmo operara sobre instancias donde el Grafo Pesado es
completo.
Mencionamos también, que a pesar de esta restriccion, cualquier instancia del problema
puede ser transformada para poder ser utilizada por nuestro algoritmo. En un principio
pensamos en una sola transformacidén polinomial que logre esto. Luego nos dimos
cuenta que por claridad y simplicidad en las demostraciones era conveniente que la
transformacion que completa el grafo reciba instancias donde los ejes de dicho Grafo
Pesado sean solo positivos. Por lo tanto terminamos utilizando dos transformaciones en
forma anidada:

1) Transformaciones para peso de ejes positivo

2) Transformaciones para completar grafos

Primero encontraremos una transformacion de la entrada de manera de pasar de una
instancia general del problema a una instancia transformada, luego buscaremos una
transformacion de la salida, asi poder interpretar el resultado que se obtuvo con dicha
instancia transformada.

En el Apéndice E podremos luego apreciar las demostraciones que validan las
transformaciones propuestas.

5.7.1 Transformacion para peso de ejes positivo

Las siguientes transformaciones nos permiten pasar de una instancia cualquiera del
problema, a otra instancia donde los ejes del Grafo Pesado A son solo positivos.

20



Transformacion de la Entrada

Esta transformacion consiste en sumar un mismo valor a cada uno de los ejes de
manera que el peso de cada uno de ellos pase a ser positivo.

Sea I = {A(V,E,p), B(Vs, Ep)} la instancia de entrada, donde 4 es el Grafo Pesado
con p su funcién de peso y B el Grafo Patron.

Definimos la instancia transformada I’ = {4°(V,E,p’), B(Vp, Eg)} donde
p'(e)=ple)+Cy C=1+max(| p(e)|),Vee E

Nuestra nueva instancia I’ = {A°(V,E,p’), B(Vp, Eg)} cumple entonces lo siguiente:
e VeeE, p'(e)>0

Transformacion de la Salida

Sea G’(Vgy,Eg) la solucion al problema utilizando la instancia de entrada
transformada I’ = {A’(V,E,p’), B(V, Eg)}, entonces definimos G, como la solucién
en base a la instancia original I de la siguiente manera:

o GUV;,E;)=G(V,,E;)

5.7.2 Transformacion para completar grafos

Las siguientes transformaciones nos permiten pasar de una instancia donde los ejes del
Grafo Pesado A son solo positivos, a otra instancia donde el Grafo Pesado A es
completo y, adicionalmente, sus ejes son no negativos. De esta manera tendremos una
instancia transformada que puede ser procesada por nuestro algoritmo.

Para satisfacer la condicion que nos pide que la instancia de entrada tenga un Grafo
Pesado A con ejes solo positivos basta con aplicar las transformaciones descriptas en el
punto anterior.

Transformacion de la Entrada
Esta transformacion consiste en sumar un mismo valor a cada uno de los ejes ya
existentes del Grafo Pesado para luego completar dicho grafo asignandole a cada

nuevo eje peso 0.

Sea I = {A(V,E,p), B(Vs, Ep)} la instancia de entrada, donde 4 es el Grafo Pesado
con p su funcion de peso, B el Grafo Patrony Vee E, p(e) >0

Definimos la instancia transformada I’ = {A’(V,E’,p’), B(Vs, Eg)} donde
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E'=EUE
\ 0 Vee E
p'(e)=
pe)+C Vee E

con
C=Zp(e)/ee E

Nuestra nueva instancia I’ = {A’(V,E’,p’), B(Vs, Ep)} cumple entonces con la
caracteristica necesaria para que nuestro algoritmo la procese:

e A’esun grafo completo, pues E'= EU E.

Adicionalmente obtenemos que Vee E ', p'(e) >0,

Transformacion de la Salida

Sea G’(Vg,Eg) la solucion al problema utilizando la instancia de entrada
transformada I’ = {A°(V,E’,p’), B(Vp, Ep)}, entonces definimos G como la solucién
en base a la instancia original I de la siguiente manera:

G'(V4,Eg) si peso(G', p')= CX#E,
G(V5,Eq) = . . .
No existe si peso(G',p") < CxX#E,

Donde
peso(G’,p’)zz p'(e)/eec E
y, como ya especificamos, C = Z ple)/ ee E

5.7.3 Problemas asociados a la transformacion de instancias

Cuando se halla un resultado mediante una heuristica podemos estimar en que medida el
mismo se acerco al valor 6ptimo. Surge un problema cuando la instancia sobre la que se
esta trabajando fue obtenida mediante transformaciones. En estos casos, cuando no se
alcanza el valor Optimo, un resultado de muy buena calidad sobre la instancia
transformada puede no ser tan bueno sobre la instancia original.

El siguiente es un ejemplo simple donde, utilizando nuestra transformacién para
completar grafos, se observa claramente esta situacion:

Sean,

A = G(V4E4) el Grafo Pesado

B = G(Vp,Ep) el Grafo Patron

HT = G(Vyr,Enr) la solucion heuristica
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Ex = G(Vgy, Egy) la solucion optima
Efe HT Ex = efectividad de la heuristica sobre la instancia original
Efe HT Ex’ = efectividad de la heuristica sobre la instancia transformada

CZZp(e) Vee E,

Grafo A Grafo A’ (completo)
C=100+90+80+30 = 300

Transformacion
Completar

eee Solucion HT

@ Solucién Ex

Grafo B

Grafo B
P(HT) = 90 P'(HT) = 390
p(Ex) = 100 P(Ex) = 400
Bfe HT Ex=PUTD 290 g4y Bfe HT Ev=PUD 390 _o; 50,
p(Ex) 100 p'(Ex) 400

Figura 5 - Caso donde la efectividad sobre el grafo transformado es mayor que
sobre el grafo original

La diferencia entre la efectividad de la heuristica sobre la instancia transformada en
comparacion a la instancia original se debe a que dicha transformacion genera una

distorsion que se puede expresar formalmente de la siguiente manera:

Podemos expresar Efe HT Ex en funcion de Efe HT Ex’ como:

p(HT)(E,|xC/p(Ex)+1)
|E;|xC+ p(HT)

Efe HT Ex=Efe HT Ex

Donde:
P(HT): peso de la solucion hallada por la heuristica sobre la instancia original.
P(Ex): peso de la solucién dptima sobre la instancia original.

C: constante de transformacion (recordemos que C = z p(e) Vee E )

Aplicado al ejemplo:
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p(HT) =90

p(Ex)=100

|E4|x C =1x300 =300

90x(300/100+1) _ 360

= Efe  HT Ex=Efe HT Ex%
300490 390

=0,923

Luego
Efe HT Ex=97,5%x%0,923=90%

En el Apéndice E podemos apreciar la manera en que fue obtenida esta férmula para el
calculo de la distorsion.

24



6 Algoritmo exacto y cota superior

En este capitulo describimos desarrollos complementarios que nos seran de utilidad para
el andlisis de la calidad de las soluciones obtenidas a través de nuestra heuristica.
Implementamos un algoritmo exacto y un algoritmo que calcula una cota superior. El
primero orientado a hacer comparaciones entre las soluciones arrojadas por nuestra
heuristica y la solucién 6ptima sobre instancias de tamafos reducido; el segundo como
parametro de calidad sobre instancias de gran tamafio donde, en general, no existe la
posibilidad de conocer el valor 6ptimo en un intervalo de tiempo razonable.

El hecho de no haber encontrado resultados previos contra los cuales comparar, hace
que estas herramientas tengan una importancia significativa.

6.1 Solucion al problema en forma exacta

Para la resolucion del problema en forma exacta realizamos un algoritmo de fuerza
bruta. Al momento de implementar, decidimos representar los grafos usando matrices
de adyacencia.

Con esta representacion utilizaremos una cantidad de espacios de memoria del orden de
n’ para guardar la informacién de los arcos (el programa utiliza matrices enteras
ocupando exactamente n® posiciones pero podria utilizar media matriz para ocupar la
mitad — de todos modos estamos dentro del orden cuadratico), y las operaciones
relacionadas con el grafo implicaran, habitualmente, recorrer toda la matriz, con lo que
el orden de las operaciones sera O(n”). En cambio, con esta representacion es muy facil
determinar, a partir de dos nodos, si estdn o no relacionados: sélo hay que acceder al
elemento adecuado de la matriz y comprobar el valor que guarda.

Dicho valor, seré el peso del eje para el caso del Grafo Pesado A. En cambio para el
Grafo Patrén B, tendréd valores 0 (cero) o 1 (uno) para determinar si hay o no un eje
entre dos nodos.

Usando matrices de adyacencia también encontramos una forma muy simple para saber
el peso aportado por un mapeo dado entre los nodos del Grafo Patron y los nodos de un
subgrafo: se multiplican entre si todos los valores de ambas matrices que tengan igual
fila y columna, luego de suman todos los resultados obtenidos. Ejemplo:

Subgrafo... Grafo Patron. ..
o 1 2 o 1 2
0 - 3|6 0 - 1 0
1 [ - -110 1 [ -1 -1T1
2 [ -1 -71- 2 [ -1 -71-

Peso del mapeo: 3x1 +6x0 + 10x1 = 13.
Otro detalle de implementacion interesante es la forma en que se obtienen subgrafos.
Para esto armamos un algoritmo que, teniendo en cuenta todos los indices de la matriz,
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encuentra todos grupos “ordenados” de x cantidad de indices (donde x es la cantidad de
nodos del subgrafo) e itera sobre estos.

Por ejemplo, si tenemos un Grafo Pesado de 4 nodos, entonces sus indices en la matriz
seran 0, 1, 2 y 3. Luego, si nuestro Grafo Patron es de 2 nodos, entonces necesitamos
armar subgrafos de 2 nodos, con lo cual nuestro algoritmo nos devolvera los siguientes
grupos de indices: (0,1), (0,2), (0,3), (1,2), (1,3) y (2,3).

Se debe notar que los diferentes grupos son “ordenados”, por ejemplo el grupo (1,0) no
forma parte del resultado.

Una vez obtenidos estos grupos es muy facil armar los subgrafos, ya que de la matriz
inicial, nos quedamos solo con las filas y columnas indicadas por los indices y armamos
nuevas matrices (los subgrafos).

Luego, para conseguir los diferentes mapeos que un subgrafo puede tener con el Grafo
Patron, permutamos entre si las filas y columnas de dicho subgrafo (si se cambia la fila
2 por la 3 también se cambia la columna 2 por la 3) y por cada permutacion mapeamos
uno a uno con los nodos de igual indice en el Grafo Patron. Ejemplo:

Subgrafo... Permutaciones. ..

o 1 2 2 0 1 2 1 0 0o 2 1
0 - 1316 21-16|10 21-110|6 O|-16| 3
1 [ -]-10 o[-1-13 1 -] -3 =2[-]-]10
2 [ - -1~ 1 -1-T- o[- -1~ 1 -1-1-

1 0 2 1 2 0

11-13]10 11-110]3

O(-]-1|6 2|-]1-16

2 [--1- ol-]-1-

A = Grafo Pesado

B = Grafo patrdn

N; = cantidad de nodos del Grafo B
mejor_sol obtenida = vacio

Para todos los subgrafos de A que tengan N nodos

{

Para cada mapeo entre los nodos del subgrafo y B

{

Si peso(solucion_obtenida)> peso (mejor_sol obtenida)

{
mejor_sol_obtenida = solucion obtenida

}

Retornar mejor_sol obtenida

Figura 6 - Algoritmo Exacto

En el Apéndice F podemos ver el funcionamiento del algoritmo en un caso particular.
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6.2 Cota superior del peso de la solucion

Si bien la salida del algoritmo exacto es de utilidad para analizar las soluciones
obtenidas mediante la heuristica, esta metodologia solo se puede aplicar sobre grafos
pequetios. Desarrollamos entonces un algoritmo de calculo de la cota superior que nos
permite estimar la calidad de las soluciones producidas por la heuristica sobre grafos
grandes.

6.2.1 Algoritmo de calculo

Para obtener la cota recorremos el Grafo Patron buscando mapearlo de la mejor manera
posible con un nodo del Grafo Pesado pero tomando solo el grado de cada nodo del
Grafo Patrén como unica informacion. Es 16gico pensar que la mejor manera de mapear
un nodo de grado d sea justamente contra aquel nodo del Grafo Pesado donde la
sumatoria de sus d ejes adyacentes mas pesados sea la maxima.

Tomemos como ejemplo un nodo del Grafo Patron cuyo grado es 3. Teniendo en cuenta
solo este dato, sabemos que la mejor forma de mapearlo es contra el nodo del Grafo
Pesado donde la sumatoria del peso de sus 3 ejes adyacentes mas pesados sea maxima.
Una vez hallado dicho nodo, sumamos el peso de sus 3 ejes mas pesados a la cota ya
que sabemos que, en el mejor de los casos, ese nodo junto a esos 3 ejes formara parte de
la solucion.

La operacioén se repite con todos los nodos (b, by...,by) del Grafo Patrén (B) teniendo
en cuenta que un nodo (a;) del Grafo Pesado (A) puede ser mapeado mas de una vez.
Esto es asi ya que no sabemos cual de los nodos de B es mejor mapear contra el nodo a;
de A, debido a la simplificada informacién de la que disponemos.

En el tnico caso en que dado un nodo by no es necesario volver a mapearlo con un nodo
a; ya mapeado, a pesar de que sea éste la mejor opcion, es cuando el grado by es igual al
grado de algiin by ya mapeado con a;. En los casos que se da esta situacion se intenta
mapear con la segunda mejor opcion.

Siguiendo el ejemplo anterior, si tomamos otro nodo del Grafo Patrén cuyo grado
también es 3, lo intentaremos mapear contra el nodo del Grafo Pesado donde la
sumatoria del peso de sus 3 ejes mas pesados sea maxima. Pero dicho nodo, teniendo en
cuenta sus 3 ejes mas pesados, ya fue utilizado y no tiene sentido utilizarlo nuevamente.
Una vez recorrido todo el Grafo Patron, obtenemos un valor formado por la suma del
peso de varios ejes. Suponiendo que el mapeo fue perfecto, y suponiendo ademas que
los ejes considerados en la cota son los que finalmente forman parte de la solucion,
entonces el peso de cada uno de dichos ejes fue contabilizado en dos ocasiones, una por
cada nodo que conforman al mismo. O sea, el valor conformado hasta el momento es,
en el mejor de los casos, exactamente el doble. Con lo cual dividimos por 2 dicho valor.
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A = Grafo Pesado

B = Grafo patrdn

Ap = médximo grado de los nodos de B
suma = 0

Para cada nodo v de A
Para cada i = 1...4g

tabla(i,v) = suma de los i ejes mds pesados del nodo v

Para cada nodo w de B
valor = tabla(grado(w), v) tal que
tabla (grado(w), v) es mdximo para todo nodo v de A
y tabla(grado(w), v) no fue usado
marco tabla(grado(w), v) como usado
suma = suma + valor

COTA = suma / 2

Figura 7 - Algoritmo de calculo de la cota superior

6.2.2 Ejemplo

A continuaciéon mostraremos un ejemplo de procesamiento del algoritmo de célculo de
la cota superior.
Sean los siguientes grafos...

Grafo Pesado (A) Grafo Patron (B)

...se puede ver a simple vista que son dos grafos isomorfos, con lo cual el peso de la
solucion es simplemente la suma del peso de los ejes del grafo A, o sea 22.
La tabla usada por el algoritmo de célculo de la cota seria la siguiente...

Nodos de A
a b c d
Grados de 1 4 10 10 4
los nodos de 2 4+4=8 10+0=10 10+4=14 4+4=8
B 3 4+4+0=8 | 10+0+0=10 10+4+4=18 4+4+0=8
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Luego, iteramos sobre los nodos de B para mapearlos contra los nodos de A, armando
asi el peso nuestra cota...

lteracion 1: Nodos de A Iteracion 2: Nodos de A
mapeo del nodo 2 de B a b c d mapeo del nodo 0 de B a b c d
1 4 10 10 4 1 4 10 10 4
Grados de los 2 3 10 12 8 Grados de los 2 3 10 8
nodos de B nodos de B
3| 8] 1o[TW8] s8] 3| 8] 10| 18] 8
Iteracion 3: Nodos de A lteracion 4: Nodos de A
mapeo del nodo 1 de B a b c d mapeo del nodo 3 de B a b c d
1 4 10 10 4 1 4 H 10 4
Grados de los 5 3 12 3 Grados de los > 3 10 12 3
nodos de B nodos de B
3 8 10 18 8 3 8 10 18 8
Como se puede observar, tanto el nodo b como el nodo ¢ de A son mapeados en méas de
una ocasion, ya que fueron la mejor opcion de mapeo mas alla de ya haber sido
utilizados.
Se da una excepcion en la tercera iteracion, donde la mejor opcion era el mapeo del
nodo 1 (grado 2) con el nodo ¢, pero el mismo ya habia sido utilizado en la segunda
iteracion, donde fue mapeado con otro nodo de B también de grado 2 (el nodo 0).
Al existir un mapeo previo con otro nodo de grado 2 (o sea del mismo grado que el
nodo actual a mapear) el algoritmo busca la segunda mejor opcidn que en este caso es el
nodo b. Luego, el peso de la cota seguin nuestro algoritmo es:
Cota=(18+14+10+10)/2=26
Si en cambio no permitiésemos ningun tipo de mapeo repetido entonces nuestro
algoritmo no estaria calculando la cota. Esto es facil de ver utilizando este mismo
ejemplo como podemos apreciar a continuacion. ..
Iteracion 1: Nodos de A lteracion 2: Nodos de A
mapeo del nodo 2 de B a b c d mapeo del nodo 0 de B a b c d
1 4 10 10 4 1 4 10 10 4
Grados de los 2 3 0 1 3 Grados de los 2 3 1 3
nodos de B nodos de B
3] 8] to[TTW8] 8] 3| 8| 1o 18| 8
lteracion 3: Nodos de A lteracion 4: Nodos de A
mapeo del nodo 1 de B a b c d mapeo del nodo 3 de B a b c d
1 4 10 10 4 1 4 10 10 h
Grados de los 2 0 1 3 Grados de los 2 3 0 1 8
nodos de B nodos de B
3 8 10 18 8 3 8 10 18 8
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Podemos observar que en la 2° y 3° iteracion no elegimos mapear los nodos de B con el
nodo ¢ de A, ya que dicho nodo ya habia sido mapeado.

Lo mismo ocurre en la 4° iteracién, donde se termina mapeando d con 3, de manera de
no repetir nodos mapeados. Luego, el peso de la cota segin este algoritmo seria:

Cota=(18+10+8+4)/2=20

Como el peso de la solucion es 22, si el algoritmo no permitiese ningln tipo de mapeo
repetido entonces no estariamos calculando una cota superior.

6.2.3 Casos con pobre desempeiio en el algoritmo de calculo de cota

Hemos encontrado que la cota puede ser tan mala como uno quisiera. Con esto nos
referimos a que podemos encontrar una familia infinita de Grafos Patrén y Grafos
Pesado para los cuales a medida que la dimension del grafo crece la razon entre el peso
de la solucion optima y la cota tiende a infinito.

El caso que se muestra en la Figura 8 es un ejemplo donde la cota no es buena. En este
caso el valor de la misma es 8 veces mas grande que el peso de la solucion.

Por otra parte, solo basta agregar un nivel a cada uno de los grafos (patrén y pesado) y
un nuevo nodo con su correspondiente eje adyacente a cada uno de los nodos A y B
para que la cota pase a ser aproximadamente 9 veces superior al valor 6ptimo.

Este procedimiento se puede repetir infinidad de veces obteniendo en cada iteracion una
razoén cota/peso de la solucion cada vez mayor.

Para mejorar esta situacion modificamos el algoritmo de célculo de cota de manera que
devuelva el minimo entre el resultado obtenido con el procedimiento descripto y la
suma de todos los ejes del Grafo Pesado. De esta manera ponemos un limite al valor de
la cota para aquellos casos donde el algoritmo tiene un pobre desempefio.

Grafo Patron Grafo Pesado
Grado 1

Grado 2
Grado 3

Grado 4

Grado 5

Grado 6

Grado 7

*el resto de los ejes pesan 1

Figura 8 — Agregado de un nivel en un caso en el que el calculo de la cota no es
bueno
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7 Implementacion

En esta seccion veremos las distintas opciones de ejecucion que tiene el algoritmo que
implementamos. El mismo toma algunos pardmetros por la linea de comandos pero las
principales variables se definen en un archivo de configuracion.

Durante el desarrollo y las pruebas se utilizo6 un Pentium 4 de 3.4GHz con 1GB de
memoria RAM. El sistema operativo sobre el cual se trabajo fue Windows XP
Professional.

El programa que implementa la Busqueda Tabu fue desarrollado utilizando el lenguaje

C++ mientras que se utilizd6 Microsoft Visual Basic para el desarrollo de distintas
herramientas complementarias ya sea para crear grafos (Apéndice A) como para
analizar los resultados arrojados por las pruebas.

A continuacién veremos un ejemplo del archivo de configuracién que utiliza nuestro
algoritmo. Luego mostraremos la manera en que se ejecuta el programa y los
parametros necesarios para dicha ejecucion.

7.1 Archivo de configuracion

Tal como detallamos en el capitulo “Nuestro algoritmo”, tenemos varios parametros
configurables a través de un archivo de configuracion, lo cual nos permite tener gran
flexibilidad a la hora de realizar nuestras pruebas. Dicho archivo, el cual se llama
“tabu.ini” y debe estar ubicado en la misma carpeta en la que se encuentra el
ejecutable, incluye los siguientes pardmetros:

e Periodo Tabu (“PeriodoTabu”):
Consideramos un periodo tabi méaximo como aquel que siempre deja un
movimiento disponible o en estado tabu inactivo. El valor que se le asigna al
periodo tabu en cada prueba se indica como un porcentaje del maximo.

e Aspiracion por Influencia por Peso Global (“aP1=1"):
Se considera la influencia basandose en el porcentaje del peso del movimiento
sobre el peso total del grafo, siendo el peso del movimiento la suma de los pesos
de los ejes adyacentes al nodo que se quiere introducir en la solucion. No
importa que parte de este peso pertenezca a la solucion.

e Aspiracion por Influencia por Ejes Global (“ap1=2"):
Se considera la influencia basandose en el porcentaje de ejes del movimiento
sobre el total de ejes mayor a 0 del grafo, siendo los ejes del movimiento todos
los ejes con peso mayor a 0 que son adyacentes al nodo que se quiere introducir
en la solucion. No importa cuales de estos ejes formaran parte de la solucion.

e Aspiracion por Influencia por Peso Local (“ApP1=3"):
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Se considera la influencia basandose en el peso que aporte el movimiento a la
solucion.

e Aspiracion por Influencia por Ejes Local (“Ap1=4"):
Se considera la influencia basdndose en la cantidad de ejes con peso mayor que
0 que aporte el movimiento a la solucion.

¢ Sin aspiracion por influencia (“AP1=0").

e Frecuencia Tolerada (“FrecuenciaTolerada” FT) y Penalizacion por
frecuencia (“PenalizacionPorFrec” PF):
Se penaliza un movimiento incrementando su periodo tabt en PF% cuando su
frecuencia de aparicion es FT% mayor que la media.

e Aspiracion por defecto: menos tabu (“APD=1"):
Si todos los movimientos son tabu, tomar aquel intercambio que le falten menos
iteraciones para dejar de ser tab.

® Aspiracion por defecto: mejor intercambio (“APD=2"):
Si todos los movimientos son tabu, tomar el mejor intercambio, o el menos peor
en caso de que todos los valores sean negativos.

e Aspiracion por defecto: sin penalizacion (“APD=3"):
Si todos los movimientos son tabu, no se tiene en cuenta la penalizacion por
frecuencia. De esta manera siempre habra al menos un movimiento que no sea
tabt, ya que recordemos que PT se especifica como un porcentaje (menor a 100)
del maximo periodo tabu, el cual por definicidon, es aquel que siempre deja un
movimiento disponible o en estado tabu inactivo.

e Miéxima cantidad de iteraciones (“MaxIter”):
Cantidad de iteraciones méaxima que realiza el algoritmo tabu.

e Maxima cantidad de iteraciones sin mejora (“MaxIterSinMejora”):
Cantidad de iteraciones maxima que realiza el algoritmo tabu sin que mejore el
peso de la solucion.

A continuacion mostramos un ejemplo del archivo de configuracion:

# Cantidad de iteraciones maxima que realiza el algoritmo tabu
MaxIter=1000

# Cantidad de iteraciones maxima sin que mejore el peso de la soluciédn
MaxIterSinMejora=3000
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El periodo tabu puede también ser pasado por linea de comandos.
En caso de que sea asi, tendrd prioridad por sobre el valor
asignado en este archivo de configuracién.

En "PeriodoTabu" hay que poner que porcentaje del maximo

HH= FH= = H

periodo tabu posible queremos usar

PeriodoTabu=100 # ingresar solo valores enteros

En "PenalizacionPorFrec" hay que indicar el % del periodo tabu
que utilizaremos en caso de penalizar por frecuencia.

Por ejemplo si el periodo tabu es 10 ( <-— no % sino real )

v la penalizacién es 20%, cuando debido a la frecuencia

del intercambio hay que penalizar, el periodo tabu que se le

HH= FH= FH H = HE

asigna al intercambio serd de 12 ( 10 + 20% de 10 ) y no 10.

PenalizacionPorFrec=0 # ingresar solo valores enteros

Frecuencia de un intercambio (FI) = cantidad de veces que fue
elegido un intercambio.

Frecuencia de un intercambio media (FIM) = cantidad de veces
que en PROMEDIO fue el elegido un intercambio,
(#iteraciones/#intercambios)

En el campo "FrecuenciaTolerada" indicaremos que porcentaje
sobre la "FIM" toleraremos sin penalizar.

Por ejemplo, si la "FIM" es 10 y el intercambio que acabamos
de usar tiene una "FI" de 12, entonces estd un 20% por encima
de la media.

Ese intercambio serd penalizado solo si la "FrecuenciaTolerada"

HH= FH o H = FH o H = FH =

es menor a 20.

FrecuenciaTolerada=100 # ingresar solo valores enteros

# En "Estadistica" indicar con 'S' si queremos estadistica y
# con 'N' en caso de que no
Estadistica=S

CRITERIOS DE ASPIRACION (hacer tabu inactivo un intercambio
tabl para luego evaluar si lo elegimos)
Aspiracidén por objetivo ( el intercambio no es tabu porque
da la mejor solucidén hasta ahora ) - implementado
Aspiracién por influencia ( los intercambios influyentes,
no se consideran tabu y son evaluados)
opcidén 1: influencia por peso global ( segun el peso
de los nodos que se intercambian )
opcidén 2: influencia por cantidad de ejes global ( segln
cantidad de ejes con peso mayor a 0 de los nodos que
se intercambian )
opcidén 3: influencia por peso ( s/ el peso de los nodos
que se intercambian solo usando peso de ejes
de la soluciédn)
opcidén 4: influencia por cant. de ejes ( s/ cant. de ejes con

peso mayor a 0 que aportan a la solucidén los nodos que

S oS Sk = S S S Sk = Sk HE 3 4k = 4k 3= 3

se intercambian )
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12 .

# Se puede utiliza mds de una opcidn, separando con
# Por ejemplo "API=1;2"

API=1

# Si no se la asigna ningun valor a "API", entonces no

# habrd aspiracién por influencia

# Aspiracién por defecto ( todos los intercambios son tabu y

# no hay ningun otro tipo de aspiracidén posible)

# opcidén 1: Si todo es tabu, tomar el intercambio menos tabu

# opcidén 2: Si todo es tabu, tomar el mejor intercambio,

# o el menos peor en caso de que todos los valores

# sean negativos

# opcidén 3: Si todo es tabd, no tener en cuenta la penalizaciones,
# de esta manera si o si habrd un movimiento NO tabu

APD=1 # valor ADP default es 3

7.2 Modo de ejecucion

Para ejecutar el programa se debera especificar el Grafo Pesado, el Grafo Patron, el
archivo donde se dejard la solucion y opcionalmente un flag (-e) para determinar si
queremos que la solucion muestre un detalle de las iteraciones donde hubo mejoras.

La ejecucion en linea de comandos tendra entonces esta forma:

TabuEXE GrafoPesado.adg GrafoPatron.adg Solucion.sol —e

Los grafos se guardan en archivos de la siguiente manera:

#Fecha 18/08/2005 20:42:28
#Las Dimensiones: #Nodos #Ejes
6 6

#Los Nodos: Nodo X Y (Ubicacién en la pantalla)
8317 3673

6817 1074.924

3817 1074.924

2317 3673

3817 6271.076

6817 6271.076

#Los Ejes: Nodol Nodo2 Peso

4 94210.8750343323
81389.4748687744
85236.656665802
17412.7340316772
61348.4263420105
25125.9803771973

g b W NN RO

S &)
g w oW N

Si estuviéramos intentando leer el grafo para utilizarlo como Grafo Pesado se asumiran
ejes de peso cero en caso de que dichos ejes no estén especificados en el archivo. Esto
es asi debido a que como ya mencionamos, nuestro algoritmo trabaja con Grafos
Pesados completos.
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Si en cambio, estuviéramos intentando leer un Grafo Patron entonces el peso de los ejes

no sera tenido en cuenta.

Para finalizar mostraremos el formato del archivo con la solucién:

#
E
E
#
1
7
4
#

P

#
P

#
F
#
C
#
E

#
T

Grafo Pesado A y Grafo Patrdén B utilizados
:\Tesis\Grafos\GrafoAl.adg
:\Tesis\Grafos\GrafoBl.adg

A B (Mapeos)

0

1

2

Porcentaje periodo tabu configurado
orcentajePT=30%

Penalizacidén por frecuencia configurada
enalizacionPorFrec=50%

Frecuencia tolerada configurada
recuenciaTolerada=50%

Cota Superior

0ta=923418.968916

Estimacién iteraciones
stimacion=819

Duracién del calculo (HH:MM:SS)
iempo=00:00:00.086493

# Sumatoria del peso de los ejes mapeados
Peso=761573.207378

# Periodo TABU

PT=10

# Aspiracidén por defecto

APD=1

# Aspiracidén por influencia

API=

# Estadistica ( el primero es la solucidén inicial)
Estadistica=

0 | 0 | 332935.
0 | 1 | 491814.
1 | 5 | 562451.
6 | 17 | 566397.
23 | 52 | 690773.
75 | 81 | 761573.

.000053 |
.000112]
.000222]
.000332]
.000437|
.000646 |
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8 Resultados

8.1 Introduccion

En esta seccion mostramos los resultados obtenidos por nuestra heuristica, basada en la
metaheuristica Busqueda Tabu (Tabu Search). Analizaremos en detalle los tiempos de
ejecucion y la calidad de las soluciones obtenidas.

Para realizar los experimentos, nos vimos en la necesidad de generar instancias de
prueba al azar. En consecuencia, desarrollamos un generador de grafos (Apéndice A), el
cual, en base a una cantidad de nodos y ejes especificados, construye el grafo asignando
peso a los ejes aleatoriamente. También es parametrizable la cantidad de grafos a
generar para el nimero de ejes y nodos solicitado.

Todos los grafos generados tienen pesos en sus ejes y pueden no ser completos, sin
embargo, como ya mencionamos en “Implementacion”, si estuviéramos intentando leer
el grafo para utilizarlo como Grafo Pesado se asumiran ejes de peso cero en caso de que
dichos ejes no estén especificados en el archivo. Esto es asi debido a que nuestro
algoritmo trabaja con Grafos Pesados completos.

Si en cambio, estuviéramos intentando leer un Grafo Patron entonces el peso de los ejes
no sera tenido en cuenta.

8.2 Pruebas

Para realizar las pruebas se usaron diferentes configuraciones (ver “Archivo de
configuracidon’) teniendo en cuenta las siguientes variables:

e Periodo Tabu (PT)

e Aspiracion por Influencia por Peso Local (API-PL)

e Aspiracion por Influencia por Peso Global (API-PG)

e Aspiracion por Influencia por Ejes Local (API-EL)

e Aspiracion por Influencia por Ejes Global (API-EG)

e Sin aspiracion por influencia (API-NA)

¢ Frecuencia Tolerada (FT) y Penalizacion por frecuencia (PF)

e Aspiracion por defecto: menos taba (APD-MT)

e Aspiracion por defecto: mejor intercambio (APD-MI)

e Aspiracion por defecto: sin penalizacion (APD-SP)

e Maxima cantidad de iteraciones (MCI)

e (Cantidad de iteraciones sin mejora (ISM)

A continuacion se muestran las diferentes combinaciones de Grafo Patron y Grafo

Pesado que utilizamos durante las pruebas asi como las diferentes combinaciones de
variables que se aplicaron.
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El principal factor que tuvimos que tener en cuenta para la seleccion de los casos fue un
adecuado balance entre la calidad de las pruebas y los tiempos de corridas.

Las pruebas se presentan en tablas donde:

e [os numeros en las celdas de las tablas indican el porcentaje de densidad de ejes
para el Grafo Patron y densidad de eje con pesos mayores a cero para el Grafo
Pesado.

e La fila superior indica la cantidad de nodos del Grafo Patron.

e La columna de la izquierda indica la cantidad de nodos del Grafo Pesado.

Grafo Patron
7 % 7
/ NODOS GRAFO PATRON

// //////////////

DENSIDAD DE EJES
GRAFO PATRON Z

/// //////////////

-
/ .
// i

Gafo Pesado

DR

\ \\\

DENSIDAD DE EJES
GRAFO PESADO >0

NN

NODOS GRAFO PESADO

N

N\

Figura 9 — Esquema de presentacion de combinaciones utilizadas
Casos chicos
Estos fueron los unicos casos para los que se corrieron algoritmos exactos.

Se utilizaron Grafos Pesados de 9, 10, 11 y 12 nodos y Grafos Patrones de 3,4, 5,6, 7 y
8 nodos. El procesamiento se realizo con las configuraciones detalladas a continuacion.

Variable | Valores utilizados

PT 30 60 100

FT 5020 100

PF 20 50 80

API PL PG EL EG NA

APD MT MI SP

MCI 5000

ISM 300
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Grafo Patron Grafo Patrén

Gafo Pesado 9 6 3 Gafo Pesado 10 7 4
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
100%>0 80% 80% 66% 100%>0 80% 80% 80%
40% 40% 33% 40% 40% 40%
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
9 80%>0 80% 80% 66% 10 80%>0 80% 80% 80%
40% 40% 33% 40% 40% 40%
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
40%>0 80% 80% 66% 40%>0 80% 80% 80%
40% 40% 33% 40% 40% 40%

Grafo Patron Grafo Patron

Gafo Pesado 11 8 5 Gafo Pesado 12 8 5
100% 100% 100% 100% 100% 100%
100%>0 80% 80% 80% 100%>0 80% 80% 80%
40% 40% 40% 40% 40% 40%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
11 80%>0 80% 80% 80% 12 80%>0 80% 80% 80%
40% 40% 40% 40% 40% 40%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
40%>0 80% 80% 80% 40%>0 80% 80% 80%
40% 40% 40% 40% 40% 40%

Figura 10 - Combinaciones utilizadas - Casos chicos

Para cada Grafo Pesado se generaron 3 versiones distintas donde lo inico que varia es el

peso de sus ejes. Se realizaron todos los procesamientos para cada una de dichas

versiones.

Casos medianos

Se utilizaron Grafos Pesados de 20, 30, 40, 50 y 75 nodos y Grafos Patrones de 8, 10,
15, 20, 30, 40, 50 y 75 nodos. El procesamiento se realizd con las configuraciones

detalladas a continuacion.

Variable | Valores utilizados

PT 3060 100

FT 5020 100

PF 2050 80

API PL PG EL EG NA

APD MT

MCI 5000

ISM 800
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Grafo Patron Grafo Patron
Gafo Pesado 75 50 20 Gafo Pesado 50 30 10
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
100%0 80% 80% 80% 100%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
O, 0, O, O, O, 0,
70%30 80% 80% | 80% 70%30 80% 80% 80%
70% 70% | 70% 70% 70% 70%
75 10% 10% 10% 50 10% 10% 10%
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
40%30 80% 80% 80% 40%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% | 100% 100% 100% 100%
10%30 80% 80% 80% 10%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
Grafo Patron Grafo Patron
Gafo Pesado 40 30 10 Gafo Pesado 30 20 10
100% 100% 100% 100% 100% 100%
O, O, 0, O, 0, O,
100%30 80% 80% 80% 100%0 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
O, 0, O, O, 0, 0,
70%30 80% 80% 80% 70%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
40 10% 10% 10% 30 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
40%50 80% 80% 80% 40%>0 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
0, O, O, O, 0, 0,
10%30 80% 80% 80% 10%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
Grafo Patron
Gafo Pesado 20 15 8
100% 100% 100%
100%0 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%
100% 100% 100%
0, 0, O,
70%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
20 10% 10% 10%
100% 100% 100%
O, 0, O,
40%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%
100% 100% 100%
10%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%

Figura 11 - Combinaciones utilizadas - Casos Medianos
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Para cada Grafo Pesado se generaron 3 versiones distintas donde lo inico que varia es el

peso de sus ejes. Se realizaron todos los procesamientos para cada una de dichas
versiones.

Casos grandes

Comprende Grafos Pesados de 100, 250 y 500 nodos y Grafos Patrones de 40, 75, 100,
250y 500 nodos. En estos casos se utilizaron las siguientes configuraciones:

e Para Grafos Pesados de 100 y 250 nodos: las 6 configuraciones para las cuales
se obtuvieron los mejores resultados y las 4 configuraciones para las cuales se
obtuvieron los peores resultados durante las pruebas con casos medianos

e Para Grafos Pesados de 500 nodos: la configuracion para la cual se obtuvo el

mejor resultado y la configuracion para la cual se obtuvo el peor resultado
durante las pruebas con casos medianos

Grafos de 100 y 250 nodos

. Valores utilizados
Variable _
6 Mejores 4 Peores
PT 30 30 30 30 30 30 100 100 100 100
FT 100 100 100 100 50 20 20 50 50 20
PF 0 0 0 0 80 80 80 80 80 80
API NA PL EG PG PG PG NA NA PG PG
APD MT MT MT MT MT MT MT MT MT MT

100 250
MCI 5000 5000
ISM 800 100

Grafos de 500 nodos

. Valores utilizados
Variable _
Mejor Peor
PT 30 100
FT 100 50
PF 0 80
API PG NA
APD MT MT
MCI 5000
ISM 100
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Grafo Patrén Grafo Patrén
Gafo Pesado 100 75 40 Gafo Pesado 250 100 75
100% 100% 100% 100% 100% 100%
0, O, 0, 0, 0, O,
100%30 80% 80% 80% 100%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
70%30 80% 80% 80% 70%>0 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
100 10% 10% 10% 250 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
O, O, 0, O, O, O,
40%0 80% 80% 80% 40%0 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100% 100%
O, O, O, O, O, O,
10%30 80% 80% 80% 10%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10% 10%
Grafo Patron
Gafo Pesado 500 250 100
100% 100% 100%
O, 0, O,
100%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%
100% 100% 100%
0, 0, 0,
70%0 80% 80% 80%
70% 70% 70%
500 10% 10% 10%
100% 100% 100%
40%>0 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%
100% 100% 100%
0, 0, 0,
10%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%

Figura 12 - Combinaciones utilizadas - Casos grandes

Para cada Grafo Pesado se generaron 3 versiones distintas donde lo tnico que varia es el

peso de sus ejes. Se realizaron todos los procesamientos para cada una de dichas

versiones.

Casos mixtos

Se utilizaron Grafos Pesados de 75, 100, y 250 nodos y Grafos Patrones de 8, 10, 15y
20 nodos. A diferencia de los casos anteriores, en esta ocasion la cantidad de nodos del

Grafo Pesado sera significativamente mayor a la cantidad de nodos del Grafo Patron. El

procesamiento se realizé con las configuraciones detalladas a continuacion.
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Variable

Valores utilizados

PT 30 60 100
FT 5020 100
PF 20 50 80
API PL PG EL EG NA
APD MT
MCI 5000
ISM 800

Grafo Patrén Grafo Patrén
Gafo Pesado 8 10 Gafo Pesado 8 10 15

100% 100% 100% | 100% | 100%

0, 9, 0, 0, 9,
100%0 80% 80% 100%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% 100% | 100% | 100%

0, 9, 0, 0, 9,
70%30 80% 80% 70%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70%
75 10% 10% 100 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100%
40%>0 80% 80% 40%50 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10%
100% 100% 100% 100% 100%

0, 9, 0, 0, 9,
10%30 80% 80% 10%30 80% 80% 80%
70% 70% 70% 70% 70%
10% 10% 10% 10% 10%

Grafo Patron

Gafo Pesado 8 15 20

100% 100% 100%
100%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%
100% 100% 100%

O, O, O,
70%30 80% 80% 80%
70% 70% 70%
250 10% 10% 10%
100% 100% 100%

0, O, O,
40%50 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%
100% 100% 100%
10%0 80% 80% 80%
70% 70% 70%
10% 10% 10%

Figura 13 - Combinaciones utilizadas - Casos mixtos

Para cada Grafo Pesado se generaron 3 versiones distintas donde lo inico que varia es el

peso de sus ejes. Se realizaron todos los procesamientos para cada una de dichas

versiones.
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8.3 Analisis de los Resultados

En esta seccion realizaremos cuatro tipos de analisis.

1. Andlisis de efectividad de la heuristica Busqueda Tabu (TS).
Llamamos efectividad de un algoritmo a la relacion expresada en porcentaje entre
el resultado que obtuvo en comparacion con un valor de referencia.
En nuestro caso los algoritmos a evaluar podrian ser la Heuristica Inicial (algoritmo
goloso que encuentra la solucion inicial de TS) o la Heuristica Tabu en tanto que el
valor de comparacion podria ser el valor 6ptimo o la cota superior.

2. Analisis del porcentaje de mejora que obtiene TS a partir de la solucion generada
por la heuristica constructiva (Heuristica Inicial). Se analiza segin la configuracion
utilizada.

3. Andlisis del porcentaje de mejora que obtiene TS a partir de la solucion generada
por la heuristica constructiva (Heuristica Inicial). Se analiza segtn la dispersion de
los pesos de los ejes del Grafo Pesado.

4. Andlisis de los tiempos de corrida.

8.3.1 Efectividad de la Bisqueda Tabt'

Con el objetivo de inferir con mayor precision la efectividad de TS analizamos los
resultados obtenidos teniendo en cuenta que sobre grafos chicos, se conoce tanto el
valor de la solucion 6ptima como de la cota superior, y sobre grafos grandes, el inico
elemento de referencia es la cota superior.

El analisis de la Basqueda Tabu lo hemos dividido en dos partes:

¢ Primero analizamos los resultados sobre grafos grandes de los cuales no se conoce
el resultado exacto.

e Luego analizamos de manera integral los resultados obtenidos sobre grafos chicos
en conjunto con la cota superior.
Esto nos permite comparar la cota superior, el resultado de TS y el resultado exacto
pudiéndonos dar una idea de que tan buena es la cota superior y que tan afectada se
ve la solucion obtenida mediante TS por diferencias entre la cota superior y el
resultado Exacto.

' En todos los graficos incluidos en esta seccion se representan totales o promedios de
todos los tamafios de Grafo Pesado. En el Apéndice B se pueden hallar separados segiin
el tamafio.
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Efectividad de la Busqueda Tabu sobre grafos grandes

Para evaluar la calidad de los resultados utilizamos principalmente la cota superior
calculada segtn el punto “Cota superior del peso de la solucién” puesto que es el tinico
valor de comparacion que tenemos disponible para grafos de gran tamafio.

La forma que utilizamos para evaluar la calidad de un resultado es sencilla y se basa en
el simple hecho de que la cota es mayor o igual al valor 6ptimo y de que el algoritmo de
busqueda se acerca por debajo del mismo.

Por consiguiente, la diferencia que exista entre el valor obtenido y la cota superior sera
la distancia maxima a la que nuestro resultado se encuentra del valor 6ptimo; ya que de
hecho el valor 6ptimo esta entre ambos valores (Figura 14).

Podemos decir entonces que si una solucion esta cerca del valor de la cota superior
también lo estara del resultado optimo y que si es igual a la cota superior la solucién
hallada es el valor 6ptimo.

CS=EX>HT
Resultado sin distorsion

Cota Superior

-~ N
-

. N
Heuristica Tabu -

CS=EX=HT
Resultado sin distorsion

CS>EX=HT
Resultado distorsionado

Figura 14 - Relacion entre Cota Superior, Exacto y distorsion en la medicion de la
calidad en los resultados de la Heuristica Tabu

El analisis de los resultados contra la cota se puede ver el Figura 15. El mismo agrupa
todos los resultados obtenidos para Grafos Pesados que van desde 75 hasta 500 nodos.
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Sobre el eje horizontal se observa el grado de efectividad que tuvo el algoritmo de
Busqueda Tabu. Se dividi6 el grado de efectividad en intervalos de 10% de manera de
poder contabilizar cuantos grafos se hallan en cada intervalo.

Sobre el eje vertical se mide la cantidad de casos incluidos en cada rango. Cuantos mas
casos tengamos cerca del 100% mejor serd el desempefio de la heuristica.

En este caso y segtin la Figura 15 podemos decir que en el 25% de los casos el resultado
obtenido alcanza el 90% de efectividad y que en un 20% de los casos el resultado
obtenido alcanza un 100% de efectividad.

Efectividad de la Heuristica Tabu (HT) en comparacion con el valor de la cota
superior (CS).

Efe HT CS=100x1L
s

Efectividad Total
(ESTIMADO)
30 O 75 Nodos
25 [ ] O 100 Nodos
5 20 - — W 250 Nodos
g
S 15 H | ] B 500 Nodos
)
=) ||
o
wn 10,
5,
0,
XX RO
S 8 8 R 883 28 8 8 2 °

Figura 15 - Efectividad de TS estimada (comparado contra cota) sobre grafos
grandes.

Si bien se puede ver que hay una cantidad considerable de casos cuya efectividad es
bastante pobre (inferior al 80%), es importante destacar que al encontrarse la cota
superior por encima del valor 6ptimo, la evaluacion de la calidad de la solucién no es
del todo precisa y depende mayormente de la calidad de la cota calculada.
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Puesto que hemos demostrado la existencia de casos donde el algoritmo de calculo de
cota tiene un pobre desempefio, decidimos analizar la calidad de la cota. Mediante este
analisis intentaremos formar una mejor idea acerca de la eficiencia del algoritmo de
busqueda.

Para tratar de inferir en que medida afecta los resultados la calidad de la cota superior
haremos un anélisis sobre grafos chicos para los cuales si conocemos el resultado
optimo.

Efectividad de la Busqueda Tabu y calidad de la cota superior sobre grafos chicos

Para evaluar la calidad de la cota utilizamos los resultados obtenidos mediante
algoritmos exactos sobre los grafos mas pequefios. Este analisis esta representado en la
Figura 16. En este caso, el grafico mide en que medida la cota excede el valor real de la
solucion. De manera que cuanta mas cantidad de casos haya cercanos a 0% mejor sera
el desempefio del algoritmo que calcula la cota.

Nuevamente se dividio el eje horizontal en intervalos de 10% mientras que el eje
vertical muestra el porcentaje de casos que hay contenidos en cada rango.

Exceso de la Cota Superior (ECS) en comparacion con el resultado exacto (Ex)
ECS =100x &0 EX
Ex
Exceso de la Cota Superior O 9 Nodos
35% 0O 10 Nodos
] B 11 Nodos
30% — B 12 Nodos
. 25% =B
[72]
o
8 20% T
O,
S 15%
=
10% -
5% A
0% -
S S S S
© O © O O O O O O O O
- A ® ¥ B © K © & O

Figura 16 - Exceso del valor de cota calculado sobre grafos chicos comparado
contra valor real.
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Podemos observar que para una buena cantidad de los casos el valor obtenido para la
cota superior fue de mala calidad y que en consecuencia tendra un gran efecto cuando lo
utilicemos para medir la calidad de las soluciones obtenidas mediante la Busqueda
Tabu.

En concreto la relacion entre efectividad real (Efe HT Ex) y efectividad estimada
(Efe_HT Cs) se puede expresar en funcion del exceso de la cota superior (ECS):

Bfe HT 5=
- = cs

...como CS =(1+ECS)XEx ...

Efe_HT_CSzL
(1+ECS)x Ex
...como Efe HT E)c=ﬂ
- T EX
1+ECS

Que pasado a porcentaje da:

Efe HT €S =—%
- - 1+ECS

X Efe HT Ex

Entonces a medida que el exceso de la cota superior toma un valor mayor, la estimacion
de la efectividad de la heuristica se ve afectada proporcionalmente.

En la Figura 17 podemos ver como se veria afectada la efectividad estimada de TS en
funcién del exceso de la cota superior (ECS). Es importante dejar en claro que se
graficé hasta un 100% de exceso pero que podria ser ain mayor.
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Efe HT _CS
(asumiendo Efe_ HT_Ex=100%)

120

> \

= 80
x
L
|_I 60 -
I|
[0}
B 40
20
0
2 X X 2 N N X X 2 2 2
o o o o o o o o o o o
— laY ™ < Te} © N 0 » o
=
ECS [%]

Figura 17 - Deterioro de la efectividad estimada en funcion del exceso de la cota.

Habiendo formulado en que medida afecta el exceso de la cota superior en la estimacién
de la calidad de la solucidon nos centramos en analizar los resultados obtenidos en grafos
chicos.

Para ello comparamos el valor de las soluciones de nuestra heuristica TS contra dos
valores diferentes: la cota superior por un lado y el valor 6ptimo calculado mediante el

algoritmo exacto por el otro.

En la Figura 18 se compara TS contra la cota superior. Se puede observar que la
distribucion de resultados es similar a la obtenida mediante los grafos grandes y que
podemos considerarla aceptable teniendo en cuenta que la mayoria de los resultados
estuvieron por encima del 80% de eficiencia.

Sin embargo, cuando en la Figura 19 se realiza la misma comparacion en base al valor
exacto los resultados cambian bastante. Se observa que en el ciento por ciento de los
casos TS alcanzo el valor 6ptimo.

Esta caracteristica concuerda con el analisis que habiamos realizado sobre la cota
superior en la Figura 16. Estando la mayoria de los valores obtenidos para la cota
superior entre un 20% y un 30% por encima del valor dptimo es logico que todas
aquellas soluciones que hayan alcanzado un 100% de eficiencia y sean comparadas
contra una cota superior excedida se vean afectadas.

48



Quedando a la vista que los valores estimados de efectividad de TS tienen una
distribucion similar para grafos chicos y para grafos grandes; y que la efectividad real
de los grafos chicos si no se viera afectada por el exceso en la cota superior seria de un
cien por ciento para todos los casos:

Podemos suponer que la efectividad estimada de TS esta siendo afectada de manera
similar para grafos chicos que para grafo grandes. Siendo demasiado optimista
pensar que se alcanzo un cien por ciento de efectividad para todos los casos (como
sucedio sobre grafos chicos) pero pudiendo asegurar que muchos mds casos
alcanzaron el valor optimo de los que se estima mediante la cota superior.

Efectividad de la Heuristica Tabi (HT) en comparacion con el valor de la cota superior
(CS).

Efe HT CS=100x2L
s

Efectividad Estimada O 9 Nodos

45% O 10 Nodos
40% ] _ ® 11 Nodos
359 Hl 12 Nodos
30% B
25%
o 20%
15%
10%
5%
0% w ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

soluciones [%)]

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Figura 18 - Efectividad de TS sobre grafos chicos comparado contra cota.
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Efectividad de la Heuristica Tabu (HT) en comparacion con el resultado optimo
obtenido mediante los algoritmos exactos (Ex).
Efe_HT_Ex:IOOxﬂ
X
Efectividad Real 0O 9 Nodos
120% 0O 10 Nodos
Bl 11 Nodos
100% | B 12 Nodos
8
a 80% -
m —
S,
3 60% -
c
il
S 400
35 40% A
w
20%
OO/O n T T T T T T I I I I
X XX T R 2TRRR
o o o o o o o o o o o
S & ©® ~ © » ¥ ® « -

Figura 19 - Efectividad de TS sobre grafos chicos comparado contra valor 6ptimo
real.

8.3.2 Porcentaje de mejora de Tabu Search sobre la heuristica inicial

Si bien hemos analizado los resultados obtenidos, dicho analisis nos da una idea del
desempefio de la Busqueda Tabu en conjunto con la Heuristica Inicial, pero no nos
permite conocer el rendimiento de la Busqueda Tabu por separado.

Por este motivo ahora nos centraremos en analizar en que porcentaje mejora la
Busqueda Tabt la soluciéon construida mediante la Heuristica Inicial.

Por otro lado, la Biisqueda Tabu se puede ejecutar con distintos parametros de Periodo
Tabu, Penalizacion por Frecuencia, Frecuencia Tolerada, y los distintos tipos de
aspiracion que afectan el resultado que se obtiene conformando una configuracion
especifica de ejecucion. Es por eso que dentro del analisis que realizamos hicimos
hincapi¢ en distinguir como varia el porcentaje de mejora en funcion de la
configuracion utilizada.

En las Figura 21, Figura 22 y Figura 23 hemos representado los porcentajes de mejora
de manera tal que nos permita analizar las distintas configuraciones que hemos probado.
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El eje horizontal estd dividido segiin las distintas configuraciones de Periodo Tabu,
Frecuencia Tolerada y Penalizacion por frecuencia. Recordemos que todos los valores
se hallan en porcentajes, donde el porcentaje correspondiente al periodo tabt es un valor
sobre el maximo periodo tabu tal que siempre haya al menos un movimiento en estado
tabtl inactivo.

En el eje vertical se observar el porcentaje de mejora correspondiente al promedio de
todos los casos tratados mediante cada una de las configuraciones.

En cada grafico aparecen cinco series correspondientes a los diferentes tipos de
aspiracion por influencia utilizados: Ejes Global, Ejes Local, Peso Global, Peso Local o
sin aspiracion por influencia. En “Aspiracion por influencia” se explica en que consiste
cada uno ellos.

Si bien la cantidad de experimentos que realizamos es mayor, solo incluimos los
graficos correspondientes a tres de los experimentos (9 a 12 Nodos, Hasta 75 Nodos y
Grafos Grandes Chicos). El resto corresponde a corridas con grafos mas grandes y los
resultados fueron idénticos sin importar la configuracion utilizada. Adicionalmente a
esto, solo se utilizaron seis configuraciones para grafos de 250 nodos y tan solo dos para
grafos de 500 nodos por lo que no tenia demasiado sentido graficar los resultados.

Otro aspecto importante para hacer un analisis mas preciso del desempenio de la
Busqueda Tabu es tener en cuenta cuanto margen le otorga la Heuristica Inicial para
mejorar. Es por eso que en este sentido tomamos dos medidas:

Primero hicimos un grafico andlogo a los que realizamos en la seccion anterior
midiendo la efectividad de la Heuristica Inicial. Al realizar el grafico de efectividad
notamos que en una gran cantidad de casos la efectividad era bastante alta.

Al ver estos resultados concluimos que seria adecuado ponderar los graficos de
porcentaje de mejora en funcion de la efectividad de la Heuristica Inicial. Cuando un
grafico es ponderado por cierto valor de efectividad E, esto implica que los casos para
los cuales la efectividad de la Heuristica Inicial fue mayor a E no serdn tenidos en
cuenta para calcular el promedio de efectividad para esa configuracion en particular.
Teniendo en cuenta que en casi un 50% de los casos la Heuristica Inicial alcanzo una
efectividad de mas del 90% decidimos ponderar los graficos por este valor.
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Efectividad de la Heuristica Inicial (HI) en comparacion con el valor de la cota

superior (CS).

Efe HI CS=100x2L
s

Efectividad Total Heuritica Inicial

(ESTIMADO)
30
_ O 75 Nodos
25
O 100 Nodos
— 20
~ B 250 Nodos
‘n s
(0]
& 157 B 500 Nod
9 odos
i
@D 10 4 [ ]
5 1 1
0 B I I I
X XXX R R
o o o o o o o o o o o
o (0] o] [ ({e] Te] < (4p] Al ~—

Figura 20 - Efectividad de HI estimada (comparado contra cota) sobre grafos

grandes.

52



—e— EjesGlobal

—a— EjesLocal
Ninguna

—<— PesoGlobal

—x— Pesolocal

Valor maximo
de HI: <=90

Figura 21 - Analisis de configuraciones — Grafos 9 a 12 Nodos — Casos donde
Heuristica inicial no alcanzo mas del 90 % de efectividad

—e— EjesGlobal
—=— EjesLocal
Ninguna
—<— PesoGlobal
—x— Pesolocal

Valor maximo
de HI: <=90%

Figura 22 - Analisis de configuraciones — Grafos Hasta 75 Nodos — Casos donde
Heuristica inicial no alcanzo mas del 90 % de efectividad
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—e— EjesGlobal
—=— EjesLocal

—a— Ninguna
PesoGilobal

—x— PesolLocal

Valor maximo
de HI: <=90%

Figura 23 - Grafos grandes contra grafos chicos
En términos generales los mejores resultados se obtuvieron con las configuraciones
donde el periodo tabll es mas chico (30% y 60%), dando prioridad ligeramente mayor a
la exploracion local y mas intensiva y menor prioridad a la diversificacion de la
busqueda.

Por otra parte, salvo en los casos de grafos grandes contra grafos chicos, la aplicacion
del criterio de aspiracion por influencia solo mostré mejoras para las configuraciones
con valores altos periodos tabu.

Fue interesante observar que la aspiracion por influencia se comportd de manera distinta
en grafos grandes y en grafos chicos. Mostrando la aspiracion por Peso Global mejoras
en los grafos chicos mientras que el resto de las aspiraciones por influencia mostraron
mejoras en los casos grandes.

De todos modos, las mejoras obtenidas a través de las aspiraciones por influencia no
fueron demasiado significativas y siempre se vieron asociadas a configuraciones donde
el periodo tabu era alto.

Creemos que en los casos que la aspiracion por influencia mostré resultados fue debido

a que compenso los periodos tabu demasiado altos permitiendo elegir intercambios que
ante estos valores de periodo tabu se hallaban en estado tabu activo.
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En cuanto a la penalizacién por frecuencia, no hemos encontrado patrones significativos
e incluso la tendencia varia de los grafos chicos a los grafos grandes, afectando de
manera positiva en los grafos chicos y de manera negativa en los grafos mas grandes.

8.3.3 Porcentaje de mejora de Tabu Search sobre la heuristica inicial segin la
dispersion de los pesos del Grafo Patron

El ultimo andlisis que realizamos fue el de la mejora obtenida en funcion de la
dispersion de los pesos de los ejes del Grafo Pesado. La dispersion la calculamos en
funcion de la varianza y la formula que la describe es la siguiente:

|E,4] R
\/‘ 52 Pe) PO
Disp(A(V,, E,,, p)),=100x ——=

P(A)

Donde P(A) es la media de los pesos de los ejes del Grafo Pesado. Este valor de

dispersion ofrece un rango de valores uniforme sin importar el valor absoluto de la
solucion hallada.

En la Figura 24 se pueden ver los graficos que confeccionamos para llevar a cabo el
analisis. Los mismos estan separados segun los distintos rangos de tamafos de Grafo
Pesado.

En este caso también se analizaron la heuristica inicial y la heuristica Tabi de maneras
distintas: para la heuristica inicial se grafico la “efectividad contra la cota” en el eje
vertical mientras que en el eje horizontal se puede ver la dispersion de los pesos; para la
heuristica Tabu se grafico el porcentaje de mejora sobre el eje vertical y la dispersion de
los pesos sobre el eje horizontal.

La Figura 24 permite observar que la Busqueda Tabtl incrementa su tendencia a mejorar
el resultado obtenido mediante la heuristica inicial a medida que los pesos son mas
dispersos. En contrapartida la heuristica inicial, ante la misma situacion, tiene una
tendencia a obtener peores resultados (soluciones iniciales) y esto puede explicar
porque, al tener mayor rango de accion, la Busqueda Tabu obtiene mayores porcentajes
de mejora.
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Figura 24

la dispersion de los pesos.

Efectividad de la heuristica inicial / porcentaje de mejora en funcion de
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8.3.4 Analisis de tiempos

Siendo la heuristica generada mediante la Busqueda Tabu de tipo polinomial y no
conociéndose una solucion eficiente para el problema de Isomorfismo de Subgrafos con
Peso, no tiene mucho sentido comparar los tiempos de procesamiento de los dos
algoritmos.

A modo de ejemplo un caso donde el Grafo Pesado tiene 12 nodos y 40% de
cubrimiento de ejes y el Grafo Patrén tiene 8 nodos y un 100% de cubrimiento de ejes
(o sea es completo) demor6d 8 minutos (489 segundos) mediante el algoritmo exacto
mientras que tarddo menos de 1 segundo (0.23 segundos) mediante TS.

Demas esta decir que muchos de los casos que se incluyeron en las pruebas eran
intratables mediante el algoritmo exacto.

En cuanto a los tiempos de procesamiento de la heuristica que implementamos, en la
Figura 25 se pueden ver los tiempos de procesamiento expresados en segundos. Los
tiempos se dividen en tres tipos:
e Tiempo total: el tiempo que demoro6 el algoritmo en ejecutar la cantidad de
iteraciones que se indico.
e Tiempo HI: el tiempo que demor6 la Heuristica Inicial en procesar.
e Tiempo TS: el tiempo que demord la Heuristica Tabu Search en hallar la mejor
solucion (esto no quiere decir que el algoritmo haya finalizado en ese momento).
Se incluyen dos grupos de columnas: uno indica los valores de Tiempo Total, Tiempo
HI y Tiempo TS para el caso en que Tiempo TS fue minimo, el otro indica los mismos
valores pero para el caso en que Tiempo TS fue maximo.

Minimo Maximo

Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

Total (seg.) HI (seg.) TS (seg.) Total (seg.) HI (seg.) TS (seg.)
09 Nodos 0,011538 0,000009 0,000009 0,375629 0,00006 0,131199
10 Nodos 0,013676 0,000015 0,000015 0,151408 0,000052 0,113837
11 Nodos 0,015352 0,000023 0,000023 0,170269 0,000082 0,120834
12 Nodos 0,016688 0,000027 0,000027 0,257532 0,000075 0,218528
Hasta 75 Nodos 0,169705 0,00005 0,00005 | 108,941838 0,011757 62,978234
Grandes Chicos 0,763302 0,000573 0,000573 | 184,990867 0,07902 | 115,700331
100 Nodos 27,34307 0,019447 0,02683 | 218,374475 0,026539 | 136,195802
250 Nodos 302,88469 0,176941 0,822311 | 1891,22054 0,25346 | 1205,412916
500 Nodos 960,00 0,00 - 92580,00 60,00 -

Figura 25 - Tiempos de procesamiento del algoritmo heuristico.

En la Figura 26 se puede observar el tiempo estimado de procesamiento del algoritmo
exacto para los grafos que se incluyeron en las pruebas con la Busqueda Tabu. El
calculo esta hecho en base a Grafos Patrones de tamafio medio (aproximadamente el
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70% de nodos del Grafo Pesado). Se puede ver a simple vista que después de 12 nodos

los tiempos se vuelven verdaderamente grandes.

En la Figura 27 se puede ver en detalle el analisis que realizamos para grafos de hasta
20 nodos. Fue mediante este analisis que decidimos realizar pruebas de hasta 12 nodos

mediante el algoritmo exacto.

Tiempo estimado de procesamiento
(Logartimico)

1.E+265
1.E+244
1.E+223
1.E+202
1.E+181
1.E+160
1.E+139
1.E+118
1.E+97
1.E+76
1.E+55
1.E+34
1.E+13
1.E-08

Tiempo [Afhos]

Cant Nodos

9 10 11 12 20 30 40 50 75 100 250 500

Figura 26 - Tiempo estimado de procesamiento mediante algoritmo exacto (escala

logaritmica).

Tiempo estimado de procesamiento
140
120
100

Tiempo [Afios]
D
o

Cant Nodos

Figura 27 - Tiempo estimado de procesamiento mediante algoritmo exacto.
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8.4 Casos especiales

En esta seccion realizaremos pruebas con casos grandes los cuales fueron construidos de
manera tal que sabemos de antemano el resultado 6ptimo que deberian alcanzar.
Empezaremos detallando las configuraciones de la Busqueda Tabu utilizadas en estas
pruebas, luego describiremos los casos especiales preparados y por ultimo mostraremos
los resultados obtenidos por nuestra heuristica.

8.4.1 Configuraciones utilizadas

Al igual que para los casos de Grafos Pesados de 100 y 250 nodos se utilizaron las 6

mejores y las 4 peores configuraciones correspondientes a los casos de Grafos Pesados
de 75 nodos:

Casos con grafos grandes y resultado conocido
Valores utilizados

Variable

6 Mejores 4 Peores
PT 30 30 30 30 30 30 100 100 100 100
FT 100 100 100 | 100 50 20 20 50 50 20
PF 0 0 0 0 80 80 80 80 80 80
API NA PL EG PG PG PG NA NA PG PG
APD MT MT MT | MT | MT MT MT MT MT MT

8.4.2 Caso1-“Multi K;p”

Como podemos ver en la Figura 28, el Grafo Patrdon utilizado para este caso es un grafo
completo de 10 nodos (Kjy).

El Grafo Pesado (Figura 29) estd compuesto por 9 subgrafos Kjo unidos todos a través
de un mismo nodo. El peso de los ejes dentro de cada Kjg es 9, en cambio el peso de los
ejes que unen estos subgrafos es 10.
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Figura 29 - Grafo Pesado - “Multi K;¢*
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Observando la estructura de ambos grafos podemos notar que el Grafo Patron debe
mapearse contra cualquiera de los subgrafos Kjg del Grafo Pesado para obtener asi la
solucion Optima.

De esta manera el peso de dicha solucion deberia ser:

9 x #ejes del Kj9=9 x 45 =405

El hecho de que dentro de cada Kjy el peso de los ejes sea 9 pero que los ejes utilizados
para unir dichos Kj¢ entre si tengan peso 10, se hizo especialmente para que la
heuristica que busca una solucion inicial del tabu no encuentre la solucion Optima y
delegue entonces esa tarea a la Blisqueda Tabu pura.

Podemos ver como realizaria el primer mapeo la heuristica inicial siguiendo los 4 pasos
iniciales de su algoritmo:

A = Grafo Pesado
B = Grafo patrdn

1) Se toma el nodo de mayor grado de B.

En caso de haber mads de uno, se elige uno al azar.

2) Ag = grado del nodo obtenido en (1).

3) Se toma el nodo de A donde la suma de los Az ejes mas pesados
relacionados a dicho nodo sea la mayor.

En caso de haber mads de uno, se elige uno al azar.

4) Mapeo el nodo obtenido en (1) con el obtenido en (3).

En el paso 1 tomamos cualquier nodo ya que como el Grafo Patrén es un Kjg todos los
nodos tienen grado 9. Luego en el paso 3, tomamos el nodo del Grafo Pesado donde la
suma de sus 9 ejes mas pesados sea maxima. De esta manera, mapearemos el primer
nodo del Grafo Patrén contra el nodo del Grafo Pesado utilizado para unir a los 9
subgrafos Kjo que conforman al mismo. Por la estructura de ambos grafos y por el valor
de los ejes del Grafo Pesado sabemos que dicho nodo no forma parte de la solucion
optima con la cual dejaremos en manos de la Busqueda Tabt pura el arreglo de este
mapeo “erréneo” de la heuristica inicial.

8.4.3 Caso 2 —“Multi Ciclo”

En este caso nuestro Grafo Patron (Figura 30) es un ciclo de 9 nodos.

El Grafo Pesado (Figura 31) esta compuesto por varios ciclos de 9 nodos unidos entre si
a través de un mismo nodo. El peso de los ejes dentro de cada ciclo es 9, en cambio el
peso de los ejes que unen dichos ciclos es 10.
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Figura 31 - Grafo Pesado - “Multi Ciclo”

Observando la estructura de ambos grafos podemos notar que el Grafo Patron debe
mapearse contra cualquiera de los ciclos del Grafo Pesado para obtener asi la solucion
optima.

De esta manera el peso de dicha solucion deberia ser:

9 x #ejes del ciclo=9 x 9 =81

Al igual que en el caso anterior, el hecho de que el peso de los ejes que unen los ciclos
sea 10 y que el peso de los ejes que componen los ciclos sea 9, es simplemente para que
la heuristica inicial de la Baisqueda Tabu no encuentre la solucion 6ptima.
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8.4.4 Caso 3 — “Rueda de bicicleta”

En este caso nuestro Grafo Patron (Figura 32) es una mezcla entre un ciclo y una
estrella, lo cual nos deja una forma de “rueda de bicicleta o carreta”. Es un ciclo de 73
nodos con el agregado de un 74° nodo que se relaciona con cada uno de los nodos del
ciclo.

El Grafo Pesado (Figura 33) estd compuesto por un subgrafo similar al Grafo Patrén
unido a una estrella de 74 nodos, o sea es la unién de la “rueda de bicicleta” con una
“estrella”. El peso de los ejes siempre es 1 a excepcion de dos ejes pertenecientes a la
estrella los cuales tienen peso 2.

Figura 32 - Grafo Patron - “Rueda de bicicleta”
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Figura 33 - Grafo Pesado - “Rueda de bicicleta”
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Observando la estructura de ambos grafos podemos notar que el Grafo Patron debe
mapearse contra el subgrafo con forma de “rueda de bicicleta” del Grafo Pesado.

De esta manera el peso de dicha solucion deberia ser:

(#ejes del ciclo + #ejes de la estrella) x peso = (73 +73) x 1 = 146

De la misma manera que en los casos anteriores, el hecho de que el peso de 2 de los ejes
de la estrella sea igual a 2 y que el resto del peso de los ejes que componen al Grafo
Pesado sea igual a 1, es simplemente para que la heuristica inicial de la Busqueda Tabu
no encuentre la solucion dptima.

8.4.5 Resultados

En los 3 casos especiales analizados el resultado alcanzado por la Busqueda Tabu fue el
optimo para todas las configuraciones. La unica diferencia radicé en la cantidad de
iteraciones que necesitd el algoritmo para llegar a dicho resultado.

También pudimos observar que la cota encontrada para estos casos estuvo muy cerca
del 6ptimo.

El siguiente cuadro muestra los resultados alcanzados por todas las configuraciones:

Resultado Heuristica | Blusqueda Tabu Porcentaje de
Caso . Cota L .
optimo inicial pura mejora
Multi Kyo 405 414 90 405 77,78%
Multi Ciclo 81 86 74 81 8,64%
Rueda de bicicleta 146 149 74 146 49,32
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9 Conclusiones

El trabajo consisti6 en la creacion de una heuristica basada en la metaheuristica
Busqueda Tabu para la resolucion del problema de Isomorfismo de Subgrafos con
Pesos.

Con el objetivo de determinar la calidad de los resultados hallamos una cota superior
sencilla de calcular que nos permite estimar, dependiendo de que tan buena sea dicha
cota, la calidad de las soluciones encontradas por la heuristica.

Pudimos observar que el rendimiento del algoritmo se halla entre un cincuenta y un
noventa por ciento del valor de la cota superior calculada. Ademas vimos, al comparar
contra casos chicos de los cuales conociamos el valor 6ptimo, que la evaluacion de la
calidad de los resultados estaba siendo fuertemente afectada por la mala calidad de la
cota en ciertos casos.

Sobre este punto podria intentarse hallar un algoritmo que mejore la cota calculada.

En cuanto a los casos especiales analizados, los cuales fueron construidos de manera tal
que sabemos de antemano el resultado 6ptimo que deberian alcanzar, vimos que nuestro
algoritmo encontré dicha solucidon Optima en todas las ocasiones. Esto refuerza la idea
anterior de que la evaluacion de la calidad de los resultados podria ser mejorada en un
trabajo futuro.

Utilizamos tres criterios de aspiracion por defecto y notamos que esta variable no afecta
en el resultado final. Si bien es necesario tener un criterio de aspiracion por defecto, es
indistinto cual de los tres se utiliza.

Probamos cuatro criterios de aspiracion por influencia basdndonos en el célculo de la
influencia segun los elementos locales a la solucion o de manera global dentro del grafo.
Los resultados se vieron afectados en diferente forma a medida que crecia el tamafo de
los grafos utilizados pero en muy pocos casos los criterios de aspiracion por influencia
mejoraron los resultados.

Para las pruebas con grafos chicos (menos de 12 nodos), los mejores resultados los
obtuvimos cuando utilizamos influencia basada en elementos globales o no utilizamos

aspiracion por influencia.

En cambio en los casos medianos (grafos de entre 20 y 75 nodos), observamos que la
influencia calculada en base a elementos locales era la que proveia mejoras.
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En todos los casos la aspiracion por influencia solo fue efectiva cuando el periodo tabu
es maximo, o sea, cuando tenemos mas intercambios en estado tabu activo, con lo cual
hay mas candidatos a aspirar por influencia.

Notamos luego que a medida que crecian en cantidad de nodos los grafos (100 nodos o
mas), los resultados obtenidos se parecian sin importar el criterio de aspiracion por
influencia aplicado, o si utilizdbamos o no aspiraciéon por influencia.

Un punto interesante a tratar en trabajos futuros seria la busqueda de algoritmos de
calculo de influencia que permitan hallar mejoras apreciables sobre el rendimiento de la
heuristica.

En el andlisis por dispersion, observamos que la Busqueda Tabu tiende a mejorar su
rendimiento a medida que los pesos del Grafo Pesado se hacen mas dispersos pero
también disminuye el rendimiento de la heuristica inicial ddndole méas margen a la
Busqueda Tabu para encontrar mejoras.

Seria interesante experimentar con otros algoritmos de busqueda de solucidn inicial que
no se vean afectados por la dispersion.

Nos resulto interesante comprobar que mediante el uso de la Busqueda Tabu, y luego de
pocas iteraciones, ya se hallan buenos resultados. Las sucesivas mejoras demoran en
encontrarse y no suelen ser sustanciales, con lo cual vale la pena analizar otro criterio de
parada de la Busqueda Tabu como por ejemplo un corte segun la cercania de la cota con
la solucion encontrada.

Como mejora o variante posible a nuestra implementacion de la heuristica basada en la
metaheuristica Busqueda Tabu, también podemos pensar en modificar el entorno de
solucion con el que trabajamos. En nuestro caso, dada la simpleza con la que obtenemos
todos los intercambios posibles y sus respectivos valores de intercambio, no realizamos
podas. Por esa razdn, un nodo perteneciente a la solucidon, posee como vecinos a todos
los restantes nodos del Grafo Pesado.

Por ultimo, seria interesante como trabajo futuro, obtener la resolucion del problema
Isomorfismo de Subgrafos con Pesos basando la implementacion en otras
metaheuristicas distintas a la Busqueda Tabt, de manera de poder comparar los
resultados obtenidos.

También seria interesante idear otras transformaciones de instancias que permitan
minimizar la distorsion que se obtiene sobre la efectividad de la heuristica.
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11 Apéndice A

Con el objetivo de utilizar grafos de un tamafio considerable para nuestras pruebas nos
vimos en la necesidad de realizar un software para el armado de grafos.

11.1 Generador de grafos

El software de generacion de grafos posee la capacidad de ser parametrizado con el fin
de armar un conjunto de grafos con caracteristicas similares.

Asimismo, cabe la posibilidad de generar series de estos conjuntos de grafos donde
especificamos la cantidad de nodos y el porcentaje de ejes que tendran los grafos del
conjunto inicial, para luego indicar como irdn variando estas dimensiones hasta llegar a
un conjunto final.

Ademas, se puede indicar cuantos grafos se desea generar en cada conjunto.

Por ultimo, se pueden suministrar varios juegos de valores para los pesos maximo /
minimo de manera que se generen para cada conjunto uno o mas grafos (dependiendo
del parametro de cantidad de grafos) con pesos en los ejes que oscilen dentro de dichos
valores.

Con el objetivo de diferenciar cada uno de los archivos de grafos generados el programa
permite ingresar un pattern para el nombre de archivo con comodines para el porcentaje
de ejes (%E), la cantidad de nodos (%N) y un contador para los casos en que sea
necesario diferenciar varios grafos con igual cantidad de nodos y porcentaje de ejes.

. Generar grafos N B} .il
Pattep—————————————— - GEfp—MM —M

Frefijo

EHEN
H Desanollo
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£ Programacion
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Generar Salir
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11.2 Algoritmo de generacion de grafos

El algoritmo de generacion de grafos consiste en seleccionar del conjunto total de ejes
numerados en cierto orden un subconjunto del tamafio indicado por el usuario para
luego asignar a este subconjunto sus pesos.
El armado de un grafo comienza generando una lista de todos los posibles ejes que
podrian componerlo, para luego seleccionar aleatoriamente, en una especie de sorteo,
los ejes que finalmente conformaran el grafo hasta alcanzar la cantidad de ejes indicada
por el usuario. A medida que se seleccionan los ejes van siendo marcados para evitar
seleccionarlos mas de una vez. De esta manera en cada sucesiva iteracion el “sorteo” es
realizado entre los ejes que aun no estan marcados y asi se evita tener que verificar que
el numero de eje seleccionado sea valido.
Veamos un ejemplo para un grafo de 5 nodos con un porcentaje de cubrimiento del 50%
de los ejes:

Nodos: 5

Total de ejes: 10

Ejes a completar: 5

Lista de ejes:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(1,2 | (1,3) | (1,4 | (1,5) | (23) | (24) | (2,5) | 34) | 3,5) | (4,5)

1) Eje seleccionado: 1 (entre 10)

Bl 2[3[4[5[6]7[8]9[10]

2) Eje seleccionado: 1 (entre 9)

BN > EEEEENNAEARENENED

3) Eje seleccionado: 5 (entre 8)

EEERERNERNENEN 7 |

=]
©

[10 ]

4) Eje seleccionado: 7 (entre 7)

[P[2]s3[afs5[6[7]s]>° KN

5) Eje seleccionado: 3 (entre 6)

ENEIEIEN ° KEEAKNEENECE
Lista de ejes seleccionados
1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10

(1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (23) | (24) | (25) | (3:4) | (3,5) | (4,5

Una vez obtenida la lista de ejes seleccionados resta asignar los pesos de manera
aleatoria.

70



12 Apéndice B

A continuacion se incluyen los graficos de resultados detallados por tamafio de Grafo
Pesado.

12.1 Efectividad de la heuristica en Grafos de 9 a 12 nodos

Comparado Valor Real Comparado Cota

Efectividad de la Heuristica Tabu (HT) en comparacion con el resultado dptimo obtenido Efectividad estimada de Exacto (EX) en comparacion con la Cota Superior (CS)
mediante los algoritmos exactos (Fx)
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12.2 Calidad de la cota en grafos de 9 a 12 nodos
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13 Apéndice C

En la introduccién de nuestro informe destacamos que existen varios problemas NP-
Completos conocidos en la literatura que hayan una transformacion bastante directa
hacia el problema que planteamos. Entre ellos nombramos al problema del viajante de
comercio (TSP).

En esta seccion usaremos nuestra heuristica para buscar soluciones del TSP y
compararemos los resultados contra el programa “Concorde” [1], el cual fue
especificamente disefiado para resolver el problema del viajante de comercio.

13.1 Generacion de instancia para la resolucion del TSP

Para el problema del viajante de comercio (TSP), nuestro Grafo Patron seria un ciclo
de igual cantidad de nodos como ciudades se quieran visitar. En el Grafo Pesado los
nodos representarian las ciudades, y los ejes las distancias entre las mismas. Como
nuestra solucion busca un maximo y 7SP un minimo, entonces debemos invertir el peso
de los ejes de alguna manera.

Las transformaciones en los pesos de los ejes realizadas para nuestras pruebas fueron las
siguientes:

e C(Conversion 1: Sea p el mayor peso de un eje, entonces a cada eje le
reemplazamos su peso por p — “peso original” + 1

e (Conversion 2: Sea p la sumatoria del peso de todos los ejes, entonces a
cada eje le reemplazamos su peso por p — “peso original”

13.2 Configuraciones utilizadas - TSP

Al igual que para los casos de 100 y 250 nodos se utilizaron las 6 mejores y las 4 peores
configuraciones correspondientes a los casos de 75 nodos:

Casos con grafos grandes y resultado conocido

. Valores utilizados
Variable _
6 Mejores 4 Peores
PT 30 30 30 30 30 30 100 100 100 100
FT 100 100 100 | 100 50 20 20 50 50 20
PF 0 0 0 0 80 80 80 80 80 80
API NA PL EG PG PG PG NA NA PG PG
APD MT MT MT MT MT MT MT MT MT MT
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13.3 Casos de prueba — TSP

13.3.1 Ciclo de 11 Nodos

Para estas pruebas utilizamos dos grafos de 11 nodos. Uno serd un ciclo y representara
al Grafo Patrén. El otro es el Grafo Pesado, donde el peso de cada eje es la distancia
entre los nodos aplicandoles las conversiones antes mencionadas.

Pudimos observar que para todos los casos los resultados alcanzados son iguales sin
importar la configuracion utilizada. En cambio si encontramos diferencias dependiendo
de la conversion de peso aplicada a los ejes del Grafo Pesado.

Para analizar los resultados necesitamos entender que datos aporta nuestra heuristica:

e Peso de la solucion: sumatorio del peso de todos los ejes mapeados.

e (Cota del caso

e Mapeo encontrado
Los dos primeros puntos no pueden ser utilizados en las comparaciones contra el
concorde ya que dependen del peso de los ejes, el cual ha sido convertido. Por tal
motivo necesitamos hacer célculos con el mapeo encontrado.
Para ello tomamos a cada eje de dicho mapeo y le asignamos el peso original del Grafo
Pesado sin conversion alguna, o sea el valor proveniente de la distancia entre los nodos.
A la sumatoria del peso de estos ejes lo llamaremos “peso reconvertido™.

El siguiente cuadro muestra los resultados alcanzados por todas las configuraciones:

Casos 11 nodos Peso de la Cota Porcentaje Peso Resultado
Solucién sobre la cota | Reconvertido | Concorde
Usando conversién 1 242,34 248,11 97,67% 72,45 79 45
Usando conversion 2 1689,22 | 1694,99 99,65% 72,45 ’

13.3.2 Ciclo de 100 Nodos

Para estas pruebas utilizamos dos grafos de 100 nodos. Uno serd un ciclo y representara
al Grafo Patron. El otro es el Grafo Pesado, donde el peso de cada eje es la distancia
entre los nodos aplicandoles las conversiones antes mencionadas.

Pudimos observar, al igual que con los grafos de 11 nodos, que para todos los casos los
resultados alcanzados son iguales sin importar la configuracion utilizada. En cambio si
encontramos diferencias dependiendo de la conversion de peso aplicada a los ejes del

Grafo Pesado.

El siguiente cuadro muestra los resultados alcanzados por todas las configuraciones:
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Casos 100 nodos Peso de la Cota Porcentaje Peso Resultado
Solucién sobre la cota | Reconvertido | Concorde
Usando conversion 1 10026,48 10177,38 98,51% 865,53 270.98
Usando conversion 2 | 22554274,0 | 22554424,89 99,99% 865,53 ’

En esta ocasion ningun resultado es tan bueno como el alcanzado por el concorde.

También podemos observar que el peso reconvertido es superior al resultado del

concorde en un 12,36% en ambos casos. Probablemente podemos encontrar otras

conversiones que achiquen esta brecha aunque queda claro que estas diferencias

obedecen a las conversiones utilizadas y no a la efectividad de nuestra heuristica debido

a que nuestras soluciones estan muy cerca de la cota para cada caso (siendo mayor al

98% de la misma).
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14 Apéndice D

En el siguiente cuadro se puede ver el gran campo de aplicacién que actualmente tiene

la metaheuristica de Busqueda Tabu [8].

Aplicaciones de la Busqueda Tabu

Scheduling
Flow-Time Cell Manufacturing
Heterogeneous Processor Scheduling
Workforce Planning
Classroom Scheduling
Machine Scheduling
Flow Shop Scheduling
Job Shop Scheduling
Sequencing and Batching

Design
Computer-Aided Design
Fault Tolerant Networks
Transport Network Design
Architectural Space Planning
Diagram Coherency
Fixed Charge Network Design
Irregular Cutting Problems

Location and Allocation
Multicommodity Location/Allocation
Quadratic Assignment
Quadratic Semi-Assignment
Multilevel Generalized Assignment
Lay-Out Planning
Off-Shore Oil Exploration

Logic and Artificial Intelligence
Maximum Satisfiability
Probabilistic Logic
Clustering
Pattern Recognition/Classification
Data Integrity
Neural Network |Training and Design

Technology
Seismic Inversion
Electrical Power Distribution
Engineering Structural Design
Minimum Volume Ellipsoids
Space Station Construction

Circuit Cell Placement

Telecommunications
Call Routing
Bandwidth Packing
Hub Facility Location
Path Assignment
Network Design for Services
Customer Discount Planning
Failure Immune Architecture
Synchronous Optical Networks

Production, Inventory and Investment
Flexible Manufacturing
Just-in-Time Production
Capacitated MRP
Part Selection
Multi-item Inventory Planning
Volume Discount Acquisition
Fixed Mix Investment

Routing
Vehicle Routing
Capacitated Routing
Time Window Routing
Multi-Mode Routing
Mixed Fleet Routing
Traveling Salesman
Traveling Purchaser

Graph Optimization
Graph Partitioning
Graph Coloring
Clique Partitioning
Maximum Clique Problems
Maximum Planner Graphs
P-Median Problems

General Combinational Optimization
Zero-One Programming
Fixed Charge Optimization
Nonconvex Nonlinear Programming
All-or-None Networks
Bilevel Programming
General Mixed Integer Optimization
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15 Apéndice E

En este apéndice haremos las demostraciones correspondientes a la seccion “Instancias
del problema a utilizar”.

15.1 Transformacion para peso de ejes positivo (Demostracion)

Las siguientes transformaciones nos permiten pasar de una instancia cualquiera del
problema, a otra instancia donde los ejes del Grafo Pesado A son solo positivos.

Transformacion de la Entrada

Esta transformacion consiste en sumar un mismo valor a cada uno de los ejes de
manera que el peso de cada uno de ellos pase a ser positivo.

Sea I = {A(V,E,p), B(V, Ep)} la instancia de entrada, donde 4 es el Grafo Pesado
con p su funcion de peso y B el Grafo Patron.

Definimos la instancia transformada I’ = {4’(V,E,p’), B(Vp, Eg)} donde
p'(e)=ple)+Cy C=1+max(| p(e)|),Vee E

Nuestra nueva instancia I’ = {4°(V,E,p’), B(V, Eg)} cumple entonces lo siguiente:
e VeeE,p'(e)>0

Demostracion por el absurdo:
Supongamos que...
dwe E/p'(w)<0
=3dwe E/ p(w)+C<0
= dwe E/ p(w)+ 1+ {max(| p(e)|),Vee E} <0
Como | p(w) [< {max(| p(e) ), Vee Ej
= 3dwe E/ p(w) +1+| p(w) £ p(w) +1+ {max(| p(e)|),Vee E} <0
= dwe E/ p(w)+1+]| p(w) <0
Pero | p(w)|+p(w)=0
= 3dwe E/1< p(w)+14+| p(w) L0
= dwe E/1<0 Absurdo

Transformacion de la Salida
Sea G’(Vgy,Eg) la solucion al problema utilizando la instancia de entrada
transformada I’ = {A’(V,E,p’), B(V, Eg)}, entonces definimos G, como la solucién

en base a la instancia original I de la siguiente manera:
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GV, Eq)=G'Ve, Eg)

Demostracion:

Sea G’(Vgy,Eg) la solucion al problema utilizando la instancia de

transformada,

= peso(G', p') es maximo

= V H subgrafo de A isomorfo a B/ H#G’,
peso(G', p') 2 peso(H, p')

= V H subgrafo de A isomorfo a B/ H#G’,
Zp’(e)/ee E. ZZp'(e)/ee E,

= V H subgrafo de A isomorfo a B/ H#G’,
Y (p(e)+C)/ee Eg 2 (ple)+C)/ee E,,
...como # Eg =# Ey=# Ep...

= V H subgrafo de A isomorfo a B/ H#G’,
#E,XxC+) ple)/e€ Eg 2#E,xC+Y_p(e)/e€ E,
= V H subgrafo de A isomorfo a B/ H#G’,
Zp(e)/ee E. ZZp(e)/ee E,

= V H subgrafo de A isomorfo a B/ H#G’,
peso(G', p) 2 peso(H, p)
=>G6V5,E;)=G'V5,E;)

entrada

Esto demuestra que la solucion optima alcanzada por la instancia transformada es

equivalente a la solucion 6ptima de la instancia original.

15.2 Transformacion para completar grafos (Demostracion)

completo y, adicionalmente, sus ejes son no negativos.

Transformacion de la Entrada

Las siguientes transformaciones nos permiten pasar de una instancia donde los ejes del
Grafo Pesado A son solo positivos, a otra instancia donde el Grafo Pesado A es

Esta transformacion consiste en sumar un mismo valor a cada uno de los ejes ya

existentes del Grafo Pesado para luego completar dicho grafo asignandole a cada

nuevo eje peso 0.
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Sea I = {A(V,E,p), B(Vs, Ep)} la instancia de entrada, donde 4 es el Grafo Pesado
con p su funcidn de peso, B el Grafo Patrony Vee E, p(e) >0
Definimos la instancia transformada I’ = {A’(V,E’,p’), B(Vs, Eg)} donde

E'=EUE
\ 0 Vee E
p'(e)=
ple)+C Vee E

con

C=Zp(e)/eeE

Nuestra nueva instancia I’ = {4°(V,E’,p’), B(Vp, Ep)} cumple entonces con la
caracteristica esperada:

® A’esun grafo completo, pues E'= EU E.

Adicionalmente observamos que:
e Vee E',p'(e)20.
Este punto lo demostraremos a continuacion por el absurdo.

Supongamos que...
dwe E'/ p'(w)<0
— (Fwe E/ p'(w)<0)v @we E/ p'(w) < 0)
= (Awe E/ p(w)+C < 0)v (Fwe E/0<0)
= @we E/ p(w)+C<0)
=3we E/p(w)+ Y p(e)/ee E<0

Pero esto es absurdo ya que...
Vee E,p(e)>0

Transformacion de la Salida

Sea G’(Vg,Eg) la solucion al problema utilizando la instancia de entrada
transformada I’ = {A°(V,E’,p’), B(Vp, Ep)}, entonces definimos G como la solucion
en base a la instancia original I de la siguiente manera:

G'(Vs,Eg) si peso(G',p')2CX#HE,

G(V,,Eq )= ' _ o
No existe si peso(G',p' )< Cx#HE,

Donde
peso(G’,p’)zz p'(e)/eec E
y, como ya especificamos, C = Z ple)/ e E
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Demostracion:

Para verificar la correctitud de nuestra transformacion de salida debemos demostrar
dos puntos:
i) peso(G',p') < Cx#E, = No Existe G(V,,E)

ii) peso(G', p') =2 Cx#E, = G'(V4,E;) =G(V;,E;)
i) peso(G',p') < Cx#E, = No Existe G(V,,E)

Supongamos que esta afirmacion no es correcta. Entonces existe G(Vg,Eg)
= G es subgrafo de A y es isomorfo a B

Luego, dado que 4’=(V,E’,p’) se construye de la siguiente forma
E'=EUE

, 0 Vee E
p'(e)=
p(e)+C Vee E

donde
C= z ple)/ec E
= G es subgrafo de A’ y es isomorfo a B

Como G’ es la solucion al problema utilizando la instancia de entrada transformada,
entonces peso(G’,p’) es maximo.
= peso(G,p’) < peso(G’,p’)

= Y p'(e)/ee E, <peso(G’,p’)

G(VsEg) es subgrafo de A(V,E,p), por lo tanto E, C E,
y por definicion p'(e) = p(e)+C Vee E
= > (p(e)+C)/ee E, <peso(G’p’)

= CxX#E;+ Y p(e)/ee E; <peso(G’p’)

Dado que G es isomorfo a B, #E,=#E,
= Cx#E,+) p(e)/ee E; <peso(G’,p’)

Por hipotesis...
= Cx#E,+) ple)lee E; <peso(G',p’)< CxH# E,
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= Cx#E,+) ple)/ee E; < CxX#E,

= Zp(e)/ee E, <0

Absurdo ya que p(e) >0,Vee EAE, CE

ii) peso(G',p")=2 Cx#E, = G'(V4,E;) =G(Vg,Ep)

Para demostrar este punto, primero intentaremos comprobar la siguiente hipdtesis
auxiliar:
peso(G',p")2 Cx#E, = Vee E;,ec E

Supongamos que esta afirmacion no es cotrrecta, o sea

Jdee E, /ee E y peso(G',p')= Cx# E,
Sabemos que...
peso(G',p") =Z p'(e)/ee E,
= peso(G',p') =Y. p'(e)+ D> . p'(w)/ec E,NE A we EgNE
Por definicion de p’ podemos decir que...
= peso(G',p') =) (p(e)+C)+ > 0/ec E,NE A we EGNE
= peso(G',p’)zZ(p(e)+C)/ee E.NE
= peso(G',p') =H#(E; NE)XC+Y_ p(e)/ec Eq NE
Luego, sea i =#(EN E,)
= peso(G',p' ) =(HE; —i)><C)+Zp(e)/ee E,NE
Dado que G’ es isomorfo a B, #E,=#FE,
= peso(G',p' ) =(HE, —i)><C)+Zp(e)/ee E,NE
Por otro lado sabemos que:
e Porsuposicion Je€ E /ee E = i=#H(ENE,)>0=#(ENE,)<#E
e pe)>0,Vee E
Entonces tenemos que: C = Zp(e)/ee E> Zp(e)/ee E .NE
= peso(G',p )< (HE, —i)xC)+C
= peso(G',p )< (HE, —i+1)xC
Como i>0=i+120
= peso(G',p )< (HE, —i+)XC<HE, xC
= peso(G',p")<#HE, xC
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Pero esto es absurdo ya que por hipotesis peso(G', p') = Cx#E),

Habiendo demostrado la hipotesis auxiliar ahora pasamos a verificar la hipotesis ii):
peso(G',p") 2 Cx#E, = G'(V,,E5)=G(Vg,Ey)

Supongamos que esta afirmacion es incorrecta, entonces:
peso(G',p")2Cx#HE, NG’ =G
= peso(G',p") 2 Cx#HE, A

peso(G', p') es maximo A

peso(G, p) es maximo A

( peso(G', p) NO es maximo Vv peso(G', p) no estd definido)

Pero por hipétesis auxiliar sabemos que Vee E,ee E
= G'(Vg,E) esun subgrafo de 4 isomorfo a B

= p(e) esta definido Vee E, = peso(G', p) esta definido

= peso(G',p") 2 Cx#HE, A
peso(G', p') es maximo A
peso(G, p) es maximo A

peso(G', p) NO es maximo

Como peso(G, p) es maximo y peso(G', p) no lo es, entonces

= peso(G, p) > peso(G', p)

= Zp(e)/ee E; > Zp(e)/ee E,

Agregamos la constante C en ambas partes de la ecuacion
= Z(p(e)+C)/e€ E; > Z(p(e)+C)/ee E,

= Zp'(e)/ee E; > Zp'(e)/ee E,
= peso(G, p')> peso(G', p')

Absurdo, ya que peso(G', p') es maximo

Esto demuestra que la solucion optima alcanzada por la instancia transformada es
equivalente a la solucion optima de la instancia original.

15.3 Formula para el calculo de la distorsion

La diferencia entre la efectividad de la heuristica sobre la instancia transformada con
nuestra transformacion de completar grafos en comparacion a la instancia original se
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debe a que dicha transformacién genera una distorsion que se puede expresar
formalmente de la siguiente manera:

p(HT)(E,|xC/ p(Ex)+1)

Efe HT Ex=Efe HT EX'
. . |E;|XC + p(HT)

Donde:

p(HT)= peso de la solucion hallada por la heuristica sobre la instancia original.
p(Ex) = peso de la solucion dptima sobre la instancia original.

A = G(VA,EA) el Grafo Pesado

B = G(VB,EB) el Grafo Patron

HT = G(VHT,EHT) la solucion heuristica

Ex = G(VEx,EEx) la solucion optima

C= Zp(e) Vee E,
Efe HT Ex = efectividad de la heuristica sobre la instancia original

Efe HT Ex’ = efectividad de la heuristica sobre la instancia transformada

A continuacion detallaremos la manera en que fue obtenida la formula para el calculo de
la distorsion de nuestra transformacion que completa grafos:

Efe HT Ex'=£1) '(HT)
p'(Ex)
— Efe HT Ex'= 2P\ (e)Vec By

Y p(e)Vee Ey,

> ple)+C Vee Ey,
Zp(e)+C Vee E,,

|Er|XC 4+ ple) Vee E,

= Efe HT Ex'= (dondeCzZp(e) Vee E,)

= Efe HT Ex'=

|EEX XC"'ZP(e) Vee E,,
‘EHT‘:‘EEX :‘EB‘
g HT peo BXCTI @ Yee £y
|EB|XC+ZP(€) Vee E,,
K:‘EB‘.C

p(HT) = Zp(e) Vee Ey;
p(Ex)=Y " ple) Vee E,,

—~Efe HT pe=RtpUD_ K ptHD)
K+ p(Ex) K+ p(Ex) K+ p(Ex)
K p(HT)

= Efe HT Ex'=

p(EDX(K/ p(Ex)+1)  p(Ex)x(K] p(Ex) +1)
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p(HT)>< K N p(HT)X 1
p(Ex)  p(HT)(K/p(Ex)+1) p(Ex) (K/p(Ex)+1)
p(HT) ( K p(HT) 1 )
p(Ex) \ p(HT)(K/p(Ex)+1) p(HT) (K/p(Ex)+1)
p(HT) y K+ p(HT)

= Efe HT Ex'=

= Efe HT Ex'=

= Efe HT Ex'=
p(Ex)  p(HT)(K/p(Ex)+1)
Bfe HT Ex=PUT)
p(Ex)

(HT)(K/ p(Ex)+1)

— Efe HT Ex=Efe HT ExZ
- - - K + p(HT)

Finalmente queda asi expresada la efectividad de la heuristica sobre la instancia
transformada con nuestra transformacion de completar grafos en comparacion a la

instancia original.
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16 Apéndice F
16.1 Ejemplo de procesamiento del algoritmo exacto

Para entender mejor el funcionamiento de nuestro algoritmo exacto utilizando la
implementacion con matrices de adyacencia, vamos a detallar el procesamiento con el
siguiente ejemplo:

Grafo Pesado... Matriz de adyacencia...
0 1 2 3
0 - 3|16 ]|0
1 - - 110] O
2 [ - | -1 -5
3 - - - -
Grafo Patron. .. Matriz de adyacencia...

—_
1
1
—_

° G o 1 2
0 - 1 0

© S

Notar que como los grafos no son dirigidos solo utilizamos la mitad de la matriz.

Pasos de Ejecucion

Lo primero que hace el algoritmo es buscar todos los subgrafos del Grafo Pesado con
tres nodos (que es la cantidad de nodos del Grafo Patrén) y obtenidos a partir de indices
ordenados. Los subgrafos sobre los cuales va a iterar son los compuestos por los
siguientes grupos de indices:

Indices Subgrafos formados
0,1,2) 0o 1 ¢

0 - 3|6

1 | - -110

2 - - -
(0,1,3) 0 1 2

0 - 310

1 [ - [-To

2 - - -
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(0,2,3) 0 1 2
o[-]60
1 [ -1-15
2 - - -
(123) 0 1 2
o [-J10]o0
1 [ --15
2 - - -

Luego, para cada subgrafo obtenido, intercambia filas y columnas de manera de generar
las permutaciones que permiten realizar todos los mapeos posibles con el Grafo

Patron...

Primer subgrafo... Primer permutacion... Grafo Patron...
0 1 2 0 1 2 0o 1 2

0 |-[3]|6 o [-]3]6e o[-]1To

1 - | - |10 1 - | - 1]10 1 S N

2 | -1 -] - o [T - - o T - T1:

Ahora, para ver el peso que aporta el mapeo, se multiplican entre si todos los valores de
ambas matrices que tengan igual fila y columna, luego se suman todos los resultados
obtenidos... 3x1+0x6 + 1x10=13

Continuamos armando los diferentes mapeos...

Permutacion... Grafo Patron. .. Peso aportado del mapeo...
1 0o 2 0 1 2
1 [ -T3]10 0O | -]1]0
o T 6 1 T q 3x1 +10x0 + 6x1 =9
2 [ - -1+ 2 | - |- ]-
1 2 0 0 1 2
1 [-]10]3 0O | -]1]0
0 —— % 1 N 10x1 +3x0 + 6x1 =16
o |- |-1- 2 | - |- |-
0o 2 1 0 1 2
0 - 613 0 - 1 0 3
5 B — T 1 B 6x1 +3x0+ 10x1 =16
1 [ -] -1~ 2 | - |- 1"
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- o[-T1To
5 - 6 130 1 S R 6x1 + 10x0 +3x1 =9
1 - - - 2 - - -

2 1 0 0o 1 2

- o[-[1To
? - 1_0 g 1 A N 10x1 + 6x0 + 3x1 =13
0 - - - 2 - - -

Segundo subgrafo y sus diferentes mapeos...

Permutacion... Grafo Patron. .. Peso aportado del mapeo...
0 1 2 0 1 2
0 i 3]0 0 - 1 0
1 T - 1o 1 B R I 3x1 +0x0+0x1 =3
2 [ - -~ 2 | - |- ]-
1 0o 2 0 1 2
1t [-]37T0o o | -]1]0
0 — o 1 B R 3x1 +0x0+0x1 =3
2 [ - -1+ 2 | - |- ]-
1 2 0 0 1 2
1t [-]oJ3 O | -]1]0
5 - o 1 N N 1 0x1 +3x0+0x1=0
o |- |-1- 2 | - |- |-
0o 2 1 0 1 2
0 i 0 3 0 - 1 0
5 - o 1 N N 1 0x1 +3x0+0x1=0
1 [ -] -1~ 2 | - |- ]-
2 0 1 0 1 2
2 [- Jo Jo 0 |- |1 ]0
o o - 3 1 0= N 1 0x1 +0x0+3x1=3
1 - - T- 2 |- |- |-
2 1 0 0 1 2
2 [- Jo Jo 0 |- |1 ]0
1 - 3 1 0= N 1 0x1 +0x0+3x1=3
o[- |- |- R e s
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Tercer subgrafo y sus diferentes mapeos...

Permutacion... Grafo Patron. .. Peso aportado del mapeo...
0 1 2 0 1 2
0 i 6 | 0 0 - 1 0
1 T T3 1 N ox1 + 0x0 + 5x1 =11
2 [ -1~ 2 | - |- |-
1 0o 2 0 1 2
1 [-]6]5 o | -]1]0
0 — % 1 B R 6x1 +5x0+0x1 =6
2 [ -~ 2 | - |- |-
1 2 0 0 1 2
1 [- [5 |6 0 |- |1 ]0
P I S 5x1+6x0+0x1=5
o[- [- |- N R e
0o 2 1 0 1 2
o [- 0 6 0 |- 1 0
o T 1% I S 0x1 +6x0+5x1 =5
1 - - T- 2 |- |- |-
2 0 1 0 1 2
2 [- Jo [5 0 |- |1 ]0
o o - 5 1 0= N 1 0x1 +5x0+6x1=6
NEERE 2 |- |- |-
2 1 0 0 1 2
2 [- [5 Jo 0 |- |1 ]0
P e B I I R 5x1 +0x0+6x1 =11
o[- [- |- N R e
Cuarto subgrafo y sus diferentes mapeos...
Permutacion... Grafo Patron... Peso aportado del mapeo...
0 1 2 0 1 2
o [-]10]o0 O | -]J1]0
) — % y N 10x1 + 0x0 + 5x1 =15
2 [ - -1~ 2 | -] -
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1 0o 2 0o 1 2

- o[- [1 Jo
; - TO z 1 - - 1 10x1 + 5x0 + 0x1 =10
2 |- - - 2 |- - -

1 2 0 0o 1 2

- o[- [1 Jo
; - 5 ;0 1 - - 11 S5x1 +10x0+0x1 =5
0 |- - - 2 |- - -

o 2 1 0 1 2

. o[- 1 Jo
2 - 0 ;0 1 - - 171 0x1+ 10x0 + 5x1 =35
1 - - - 2 |- - -

2 0 1 0 1 2

. o[- Tt Jo
5 _ E) ?0 1 - _ 1 Ox1+5x0+10x1 =10
1 - - - 2 |- - -

2 1 0 0 1 2

. o[- Tt Jo
? - 5 (1)0 1 - - 1 5x1 +0x0 + 10x1 =15
o[- [- |- o [- - [-

De esta manera, terminamos mapeando en todas las formas posibles el Grafo Patrén con
el Grafo Pesado. En el ejemplo vemos que el mejor mapeo es el que aporta una suma en
el peso de sus ejes igual a 16, y tenemos dos casos que cumplen esta condicion. Nuestro
algoritmo se queda con el primero que encuentra. Por lo tanto, la solucién es la

siguiente:
Grafo Pesado.... Permutacion... Grafo Patron. ..
0 1 2 3
0 : 3 6 0 1 2 0 0 1 2
. T Ti0T o 1 [-[10] 3 o[-[1To
o 11T 1% 2 [ - [ -8 1 [ - -11
s T T T o |- -1- 2 [ - [ -1~

La solucion estd formada por una permutacion del subgrafo con indices (0, 1, 2) y se
mapearon los nodos 0,1 y 2 del Grafo Pesado con los nodos 2, 0 y 1 del Grafo Patrén
respectivamente.
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