
Tesis de Licenciatura
en Ciencias de la Computaci¶on

Trazado de grafos mediante m¶etodos dirigidos

por fuerzas: revisi¶on del estado del arte y

presentaci¶on de algoritmos para grafos

donde los v¶ertices son regiones geogr¶aficas

Autores

Andr¶es Aiello
aaiello@dc.uba.ar

Rodrigo Ignacio Silveira
rsilveir@dc.uba.ar

Directores

Manuel Abellanas
Gregorio Hern¶andez Pe~nalver

Departamento de Computaci¶on

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Universidad de Buenos Aires

D i c i e m b r e 2 0 0 4



2

Resumen

El problema del trazado de grafos (o graph drawing) consiste en dado un grafo,
encontrar una representaci¶on gr¶a¯ca que lo presente de una forma \agradable a
la vista" en base a determinados criterios est¶eticos. Los m¶etodos dirigidos por
fuerzas, sobre los cuales se enfoca este trabajo, son de los m¶as usados, y en los
¶ultimos diez a~nos ha habido una gran producci¶on de algoritmos basados en estas
t¶ecnicas.

Este trabajo est¶a compuesto por dos partes. En la primera se hace una minu-
ciosa revisi¶on del estado del arte de los m¶etodos dirigidos por fuerzas, comenzando
por las t¶ecnicas que le dieron origen y haciendo ¶enfasis en las m¶as recientes (que
casi no han sido analizadas). Se presenta un an¶alisis de los principales trabajos
en sus diversas variantes, clasi¯cados seg¶un su objetivo y se se~nalan puntos en
com¶un, diferencias, y tendencias.

La segunda parte se centra en un problema no explorado de trazado de grafos:
el trazado de grafos en los que cada v¶ertice representa una regi¶on geogr¶a¯ca. Para
este problema se de¯nen criterios est¶eticos apropiados y se proponen varios algo-
ritmos nuevos para responder a estos criterios, basados en los algoritmos cl¶asicos
dirigidos por fuerzas. Los algoritmos propuestos permiten obtener trazados para
este problema de mucha m¶as calidad que los que se consiguen con los algoritmos
hasta ahora existentes.
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Abstract

The problem known as graph drawing consists in ¯nding a drawing of a given
graph that is visually pleasant, based on some aesthetic criteria. Force-directed
methods, which are the focus of this work, are among the most commonly used
algorithms, and in the last ten years the graph drawing community has witnessed
a major explosion in the number of publications related to these techniques.

This dissertation is divided into two parts. In the ¯rst one, a fully comprehen-
sive review of the state of the art of force-directed methods is presented, covering
from the early techniques that gave birth to the ¯eld, to the latest ones, most of
which have not been analysed before. The most relevant force-directed algorithms
of the literature are introduced, highlighting similarities and di®erences, as well
as giving insight into new trends.

In the second part of this thesis we concentrate on an unexplored graph drawing
problem: the one arising when each vertex of the graph represents a geographical
region. For this problem we ¯rst de¯ne new aesthetic criteria. Secondly, several
force-directed algorithms for ¯nding layouts that satisfy those speci¯c criteria are
proposed, which successfully obtain much better drawings for this problem than
the previous algorithms.
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Cap¶³tulo 1

Introducci¶on

El trazado de grafos (m¶as conocido por su nombre en ingl¶es, graph drawing)
es un campo de las ciencias de la computaci¶on que ha experimentado un tremen-
do despegue en los ¶ultimos quince a~nos. Su objetivo puede ser resumido en dos
palabras: visualizar grafos.

Los grafos son entidades matem¶aticas abstractas, y si bien en un principio uno
podr¶³a pensar que el inter¶es por dibujarlos (o trazarlos, que es el t¶ermino m¶as
apropiado) s¶olo interesa a un peque~no grupo de gente cercana a las matem¶aticas
y la computaci¶on, la realidad es que las aplicaciones del trazado de grafos surgen
de ¶areas tan diversas como la biolog¶³a o la sociolog¶³a. Esto se debe a que los grafos
constituyen la forma m¶as com¶un de modelar informaci¶on relacional. Aunque prob-
ablemente la persona que visualice la informaci¶on no est¶e pensando en un grafo,
sino en interacciones entre prote¶³nas, o tal vez, en qu¶e ciudades est¶an conectadas
por la l¶³nea de tren por la que est¶a circulando.

Cualquiera sea el origen de la informaci¶on, si se trata de objetos y relaciones
entre ellos, es altamente probable que pueda ser modelada por un grafo. Entonces
visualizar esta informaci¶on pasa a transformarse en visualizar un grafo.

El ¶area de la computaci¶on del trazado de grafos se dedica a buscar algoritmos
para automatizar el trazado. Es un tema que no pertenece a una ¶unica rama de
la computaci¶on, sino que involucra a ¶areas como algoritmos de grafos, teor¶³a de
grafos, geometr¶³a computacional, topolog¶³a y visualizaci¶on de la informaci¶on, entre
otras.

La amplia variedad de familias de grafos ha hecho que los algoritmos de trazado
desarrollados se dividan seg¶un el tipo de grafos que permiten visualizar. Como se
ver¶a en m¶as detalle en el cap¶³tulo 2, se han dise~nado algoritmos espec¶³¯cos para
dibujar ¶arboles, para grafos dirigidos ac¶³clicos, para grafos planares, y, entre varios
m¶as, otros para grafos generales (es decir, para cualquier tipo de grafo). Dentro de
¶estos, los m¶as importantes son una familia de m¶etodos conocidos como \dirigidos
por fuerzas".

Los m¶etodos dirigidos por fuerzas son hoy en d¶³a los m¶as usados para dibujar
grafos generales, ya que dan buenos resultados, son sencillos de implementar y son
muy °exibles, por lo que pueden ser f¶acilmente adaptados a aplicaciones concretas
con requerimientos de visualizaci¶on espec¶³¯cos.

El primero de estos algoritmos fue publicado hace veinte a~nos. Posteriormente,
a ¯nes de los ochenta y comienzos de los noventa, fueron desarrollados varios
algoritmos m¶as, basados en las mismas ideas (llamaremos a estos primeros al-
goritmos \cl¶asicos"). Fue a partir de mediados de los noventa que se produjo
una explosi¶on de publicaciones y desarrollos de algoritmos de trazado construidos
sobre los m¶etodos iniciales. Los algoritmos dirigidos por fuerzas cl¶asicos fueron
mejorados, extendidos y adaptados a diversas situaciones y para cientos de usos
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espec¶³¯cos.
Este abrupto crecimiento acompa~n¶o al crecimiento del trazado de grafos, cuyos

dos primeros libros sobre el tema fueron publicados hace menos de cinco a~nos
([DETT99], [KW01]). Cada uno de estos incluye un cap¶³tulo completo dedicado
a los m¶etodos dirigidos por fuerzas, pero que se limita a presentar los algoritmos
cl¶asicos y a comentar algunas extensiones posibles.

La impresionante cantidad de variantes de algoritmos dirigidos por fuerzas
producidas ha hecho que exista un gran n¶umero de herramientas disponibles para el
trazado de grafos generales: los hay que permiten trazar grafos en dos dimensiones
o en tres, con restricciones sobre los v¶ertices o con v¶ertices de tama~nos variados,
con aristas rectas o curvas, para grafos peque~nos o de millones de nodos.

Ninguna otra t¶ecnica de trazado de grafos cuenta con tantas posibilidades y
opciones. Sin embargo, al mismo tiempo que crece el n¶umero de algoritmos, crece
el desorden y la di¯cultad para mantenerse al d¶³a sobre qu¶e se puede lograr con
estos algoritmos. Los libros que de DiBattista [DETT99] y Kaufmann [KW01] s¶olo
dan una introducci¶on a la gran variedad de m¶etodos disponibles. M¶as aun, muchos
otros fueron presentados despu¶es de la publicaci¶on de estos libros, as¶³ que la ¶unica
forma de llegar a ellos es accediendo a los art¶³culos originales. No existe ning¶un
trabajo que presente una imagen amplia y actualizada de cu¶al es el estado del arte
en los m¶etodos dirigidos por fuerzas. La primer parte de este trabajo pretende
contribuir a revertir esta situaci¶on.

La segunda parte se centra sobre un problema no explorado del trazado de
grafos: trazar grafos donde cada v¶ertice representa a una regi¶on geogr¶a¯ca. El
problema tiene diversas aplicaciones pr¶acticas, pero no cuenta con algoritmos es-
pec¶³¯cos y, como se ver¶a, tiene varias caracter¶³sticas que lo hacen un problema de
inter¶es.

1.1. Contribuciones
Este trabajo est¶a compuesto por dos partes, siendo cada una un aporte en

s¶³ misma.
En la primera hacemos una revisi¶on exhaustiva del estado del arte de los m¶eto-

dos dirigidos por fuerzas, algo muy necesario pero que hasta ahora estaba ausente.
Partiendo de la presentaci¶on en detalle de los algoritmos cl¶asicos, sobre los

cuales se construir¶an despu¶es todos los otros, avanzamos luego hacia adaptaciones
m¶as concretas y menos analizadas en la literatura, llegando hasta las m¶as recientes
publicaciones sobre el tema.

Se presentan los algoritmos clasi¯cados seg¶un su objetivo pero al mismo tiempo
se da una visi¶on global y contextual de cada uno. Adem¶as de se~nalar similitudes
y diferencias, se incluyen varias secciones \transversales" que pretenden agregar
m¶as luz a la comprensi¶on de estos m¶etodos.

La segunda parte del trabajo se enfoca en un problema concreto y no explorado:
c¶omo visualizar grafos en los que cada v¶ertice representa (y est¶a restringido a) una
regi¶on geogr¶a¯ca.
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Por un lado se plantea (y se responde) la pregunta de cu¶ales son los criterios
est¶eticos que debe cumplir el trazado de esta clase de grafos, ya que no son los
mismos que para grafos generales. Como parte de la respuesta se proponen nuevos
criterios est¶eticos para el problema.

En base a esto se presentan nuevos algoritmos dirigidos por fuerzas que extien-
den algoritmos existentes de manera de poder responder a estos nuevos criterios.
Varias alternativas son propuestas y discutidas.

Adem¶as se presenta una implementaci¶on de los algoritmos en Java, que permite
evaluar emp¶³ricamente los resultados, as¶³ como comparar los distintos m¶etodos.

1.2. Organizaci¶on del trabajo
Este trabajo est¶a organizado de la siguiente manera: el pr¶oximo cap¶³tulo provee

una visi¶on global del trazado de grafos, con los distintos tipos de algoritmos que
existen, de manera de mostrar el contexto en el que se encuentran los m¶etodos
dirigidos por fuerzas.

Los cap¶³tulos que siguen constituyen la primer parte del trabajo, y se ocupan
exclusivamente de los m¶etodos dirigidos por fuerzas. Primero, en el cap¶³tulo 4
se presentan los algoritmos cl¶asicos, seguido de un cap¶³tulo sobre los aspectos
num¶ericos de estos algoritmos. Los cap¶³tulos siguientes analizan algoritmos para
problemas m¶as concretos: trazados en tres dimensiones, grafos din¶amicos, trazados
con restricciones y con clusters. Luego sigue el cap¶³tulo 10 dedicado a analizar un
factor muy importante de estos m¶etodos que es el trazado inicial. El cap¶³tulo 11 se
ocupa de algoritmos para el trazado de grafos grandes, con miles o hasta millones
de nodos. Por ¶ultimo, algunos otros algoritmos varios son comentados brevemente
en el cap¶³tulo 12.

La segunda parte del trabajo comienza con una introducci¶on al problema y en
el segundo cap¶³tulo un an¶alisis de los criterios est¶eticos que se aplican. En base a
¶estos, el cap¶³tulo siguiente propone varios algoritmos para lograr trazados est¶etica-
mente buenos. A continuaci¶on se presenta un cap¶³tulo con resultados obtenidos
con la implementaci¶on de los algoritmos.

Finalmente, el cap¶³tulo 17 presenta las conclusiones de esta tesis y algunas
direcciones de trabajo futuro.
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Cap¶³tulo 2

Qu¶e es el trazado de grafos

Graph drawing is the best possible ¯eld I can think of: it merges
aesthetics, mathematical beauty and wonderful algorithms. It therefore
provides a harmonic balance between the left and right brain parts.

Donald Knuth, Simposio Graph Drawing '96

En este cap¶³tulo presentaremos con m¶as detalle el problema del trazado de
grafos. De¯niremos con m¶as precisi¶on qu¶e propiedades se buscan en el dibujo de
un grafo, y daremos una recorrida r¶apida por los principales tipos de algoritmos
disponibles.

Un grafo G consiste de un conjunto de nodos o v¶ertices V y un conjunto de
ejes o aristas E. Usualmente se lo denota G = (V,E). Las aristas son pares de
v¶ertices (u, v) con u, v 2 V . Si (u, v) 2 E , se dice que u y v est¶an conectados o
son adyacentes. Un trazado o dibujo de un grafo G = (V,E) usando segmentos de
recta para las aristas es una asignaci¶on de una posici¶on en el plano1 a cada v¶ertice
en V . En las versiones m¶as simples, los v¶ertices son dibujados como puntos y las
aristas como segmentos entre v¶ertices. De aqu¶³ en m¶as supondremos que el trazado
usa segmentos para las aristas, excepto cuando se aclare lo contrario. Tambi¶en se
supondr¶a que el grafo es conexo, ya que si el grafo a trazar no lo es, se puede
trazar cada componente conexa por separado.

Los grafos s¶olo contienen informaci¶on relacional entre los v¶ertices, as¶³ que en
principio no tienen ninguna forma \natural" de ser dibujados. Sin embargo, de las
in¯nitas formas de trazar un grafo en el plano, algunas son claramente peores que
otras, siempre teniendo en cuenta que el objetivo es visualizar el grafo.

En la Figura 2.1, podemos ver dos trazados de un mismo grafo. El de la derecha
muestra bien la estructura del grafo, un ciclo de siete v¶ertices m¶as una arista
conectando los v¶ertices 2 y 7. En el de la izquierda, en cambio, es mucho m¶as dif¶³cil
distinguir c¶omo se relacionan los v¶ertices. Indudablemente, el trazado de la derecha
es mejor que el de la izquierda, as¶³ que es importante estudiar qu¶e propiedades
tiene que lo hace mejor que el otro. Esto lo haremos en la pr¶oxima secci¶on sobre
criterios est¶eticos.

Antes debemos aclarar que existen distintas convenciones acerca de c¶omo trazar
un grafo. Las m¶as comunes son:

Trazados rectos. Cada arista es representada como un ¶unico segmento de
recta. Es la que usaremos aqu¶³ a menos que se aclare otra cosa.

1Por ahora supondremos trazados en el plano. M¶as adelante se tratar¶an los trazados en el
espacio.
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Figura 2.1. Dos trazados distintos del mismo grafo

Trazados poligonales. Cada arista se representa por una cadena poligonal
formada por uno o varios segmentos. Los extremos de los segmentos que no
son v¶ertices del grafo se denominan codos del trazado.

Trazados ortogonales. Cada arista es una cadena de segmentos horizon-
tales y verticales alternados.

Trazados planos. No hay cruces de aristas. S¶olo para grafos planares.

Trazados hacia arriba (upward). Para grafos dirigidos. Las aristas di-
rigidas (arcos) se representan generalmente como segmentos rectos, siempre
subiendo en direcci¶on vertical.

Trazados de malla. Todas las posiciones, tanto de los v¶ertices como de los
codos, si los hay, tienen coordenadas enteras.

En la Figura 2.2 se ilustran los primeros cinco. Adem¶as los trazados pueden
estar en el plano o en el espacio. Por ahora supondremos que son en el plano y
que los v¶ertices se dibujan como puntos.

2.1. Criterios est¶eticos
Una vez decidida cu¶al de las convenciones anteriores se usar¶a, debe decidirse

qu¶e propiedades se buscan en el trazado desde el punto de vista de la visualizaci¶on
>Qu¶e distingue a un trazado bueno de uno malo? Probablemente dependa de la
aplicaci¶on. Sin embargo, existen propiedades \buenas" que suelen aplicarse a la
mayor¶³a de los grafos y aplicaciones de trazado para \consumo humano". Estas
propiedades se conocen como criterios est¶eticos.

Los criterios est¶eticos m¶as comunes son los siguientes [KW01], [Tun99b]:

Minimizaci¶on de cruces. Los cruces de aristas hacen m¶as dif¶³cil distinguir
las conexiones entre v¶ertices, e inclusive a veces dan una falsa sensaci¶on de
que hay v¶ertices donde no los hay. Unos pocos cruces no suelen ser graves,
pero a medida que el n¶umero aumenta, el trazado puede tornarse totalmente
incomprensible.
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Figura 2.2. Distintas convenciones para dibujar grafos: (a) recto, (b) poligonal,
(c) ortogonal, (d) plano y (e) hacia arriba.

Minimizaci¶on de codos. Cuando las aristas est¶an compuestas por varios
segmentos los giros o codos en los puntos de conexi¶on las hacen m¶as dif¶³ciles
de seguir. En los trazados ortogonales este criterio es particularmente im-
portante.

Minimizaci¶on de ¶area. Los trazados donde los v¶ertices ocupan el espacio
de dibujo con una densidad homog¶enea suelen ser mejores. Otro criterio
relacionado es el de distribuir los v¶ertices uniformemente en el espacio
de dibujo, muy importante en los m¶etodos dirigidos por fuerzas.

Maximizaci¶on de ¶angulo entre aristas. Las aristas incidentes a un mis-
mo v¶ertice con ¶angulos peque~nos di¯cultan la visualizaci¶on. Lo ideal es que
las aristas mantengan el ¶angulo m¶as grande posible. Este criterio tambi¶en se
conoce como maximizar la resoluci¶on angular.

Simetr¶³a. Mostrar la simetr¶³a presente en el grafo es otra propiedad impor-
tante de un buen trazado.

Longitud uniforme de aristas. Minimizar la variaci¶on entre las longitudes
de las aristas tambi¶en facilita la comprensi¶on de la estructura del grafo.
En particular, las aristas largas son dif¶³ciles de seguir, siendo generalmente
perjudiciales. Criterios relacionados son minimizar la longitud m¶axima
de las aristas y minimizar la suma de sus longitudes.

Debe aclararse que otros criterios son concebibles. Por ejemplo, en [CSP96] se
presenta una lista con diecinueve criterios distintos, que incluye muchos espec¶³¯cos
del trazado de ¶arboles. Sin ir m¶as lejos, en la segunda parte de este trabajo se
analizan los criterios propios del problema de trazar grafos donde los v¶ertices
representan regiones geogr¶a¯cas, y se discuten algunos otros criterios generales
(ver cap¶³tulo 14).
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Figura 2.3. Dos criterios en con°icto: mostrar simetr¶³a (izq.) y evitar cruces de
aristas (der.).

No se puede decir que algunos criterios siempre sean m¶as importantes que
otros, ya que eso depende mucho de la aplicaci¶on. En realidad tampoco ha habido
muchos estudios que corroboren la importancia de estos criterios, o que con¯rmen
que no hay otros tan o m¶as importantes. Unas de las pocas pruebas al respecto son
las realizadas por Purchase [PCA02] [Pur02], donde se concluy¶o que minimizar el
n¶umero de cruces, mostrar la simetr¶³a del grafo y minimizar el n¶umero de codos
son los criterios identi¯cados como m¶as importantes.

Los criterios est¶eticos son muy importantes en el trazado de grafos porque
son los que de¯nen el objetivo de cada algoritmo: qu¶e criterios intenta cumplir.
Lamentablemente, hay criterios que son muy dif¶³ciles de cumplir con exactitud
(encontrar un trazado ortogonal que minimice el n¶umero de codos es NP-Hard, al
igual que minimizar el n¶umero de cruces [Man90]) y muchas veces los criterios son
incompatibles entre s¶³. En la Figura 2.3 se puede ver la incompatibilidad entre
mostrar simetr¶³a y minimizar el n¶umero de cruces. Para este grafo, ambos criterios
entran en con°icto. En este caso, un trazado ser¶a mejor que otro dependiendo de
cu¶an importante sea para el usuario cada criterio. Para la mayor¶³a de los criterios
est¶eticos el algoritmo de trazado intentar¶a encontrar dibujos que los cumplan \lo
mejor posible", a trav¶es de alg¶un tipo de heur¶³stica.

2.2. Algoritmos para trazado de grafos
En esta secci¶on recorreremos los principales algoritmos para el trazado de

grafos, con el doble prop¶osito de presentar las distintas opciones existentes y
mostrar el contexto en el que se ubican los algoritmos dirigidos por fuerzas, de
los cuales se ocupa este trabajo. Desde ya aclaramos que esto no pretende cubrir
todos los tipos de algoritmos existentes, sino simplemente dar una idea de algunos
otros enfoques para este problema.

Una clasi¯caci¶on muy usada de m¶etodos es seg¶un el tipo de grafo que permiten
trazar. En un primer nivel, distinguiremos entre dos grupos: los que trabajan sobre
un tipo particular de grafos (¶arboles, DAGs, etc.) y los que no imponen ninguna
restricci¶on sobre el tipo de grafo (ortogonales, dirigidos por fuerzas, etc.).
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Figura 2.4. Resultado de usar un sencillo algoritmo para trazar ¶arboles.

2.2.1. Algoritmos para clases espec¶³¯cas de grafos

Arboles. Los ¶arboles son una de las clases de grafos m¶as usadas, sobre todo en la
computaci¶on. Adem¶as, a diferencia de otros tipos de grafos, hay cierta convenci¶on
respecto a c¶omo dibujarlos: la ra¶³z arriba, los hijos debajo, etc. Las principales
convenciones para ¶arboles con ra¶³z son [Tun99b]:

1. La distancia entre un v¶ertice y su ra¶³z debe ser proporcional a la distancia
te¶orica2 entre los dos v¶ertices.

2. Los v¶ertices en un mismo nivel deben mantener una separaci¶on m¶³nima para
no solaparse.

3. Los v¶ertices padres deben estar centrados respecto de sus hijos.

4. Las aristas no deben cruzarse.

5. Sub¶arboles isomorfos deben trazarse de la misma forma.

Debido a la estructura particular de los ¶arboles, hay muchos algoritmos para
trazarlos, que van desde algunos muy sencillos hasta otros bastante complicados.

Uno de los m¶as sencillos, para ¶arboles con ra¶³z, es el siguiente: asignar a cada
v¶ertice v la posici¶on (ov,¡hv), donde ov es el orden que tiene el v¶ertice en el ¶arbol3

y hv es el nivel en el que est¶a v (su distancia a la ra¶³z). En la Figura 2.4 puede
verse un ejemplo. La desventaja de este m¶etodo es que el ¶area del dibujo puede
llegar a ser cuadr¶atica si el ¶arbol no es balanceado. Los m¶etodos de trazado de
¶arboles suelen ocuparse de obtener mejores cotas en criterios como el ¶area o la
proporci¶on alto/ancho.

Uno de los algoritmos m¶as conocidos para trazado de ¶arboles es el de Reingold
y Tilford [RT81], que intenta satisfacer las convenciones al mismo tiempo que

2La distancia te¶orica entre dos v¶ertices de un grafo es la longitud del camino m¶³nimo entre
ambos.

3Esto puede de¯nirse como la posici¶on relativa, de izquierda a derecha, en la que queda el
v¶ertice en el recorrido in-order del ¶arbol.
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Figura 2.5. Trazado radial de un ¶arbol.

Figura 2.6. Un grafo dirigido (izq.) y un posible trazado en capas (der.).

minimizar el ancho del ¶arbol. Tiene una complejidad lineal y obtiene trazados de
¶area cuadr¶atica y proporci¶on alto/ancho lineal.

Tambi¶en existen algoritmos para dibujar ¶arboles libres (¶arboles sin ra¶³z). Por
empezar siempre es posible elegir un v¶ertice como ra¶³z y usar uno de los otros
algoritmos. Otra opci¶on para los ¶arboles libres es dibujarlos radialmente, como en
el algoritmo de Eades [Ead92]. Primero se toma como ra¶³z un v¶ertice en el centro
del ¶arbol y se van colocando los otros v¶ertices en c¶³rculos conc¶entricos alrededor
de la ra¶³z. Un ejemplo puede verse en la Figura 2.5.

Grafos dirigidos en capas. La forma m¶as com¶un de trazar grafos dirigidos es en
capas. Esto se debe a que los grafos dirigidos que surgen en muchas aplicaciones
tienen una direcci¶on natural de °ujo, es decir que pueden ser dibujados con (casi)
todos los arcos en una misma direcci¶on. Generalmente la convenci¶on establece
dibujarlos apuntando hacia abajo. Un ejemplo de estos trazados puede verse en la
Figura 2.6.

Los algoritmos m¶as comunes para este tipo de trazados trabajan en capas, y
usualmente se los organizan en cuatro etapas:

1. Eliminar ciclos. Se invierte la direcci¶on de algunas aristas de manera que
desaparezcan los ciclos. Esto hace que todos los arcos puedan estar apun-
tando hacia abajo, necesario para las pr¶oximas etapas. Lo ideal es que el
n¶umero de arcos invertidos sea el menor posible.
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2. Asignar v¶ertices a capas. El espacio de dibujo se supone atravesado
por capas (l¶³neas horizontales) sobre las cuales se ubican los v¶ertices. Cada
v¶ertice debe ser ubicado sobre una capa (esto de¯ne su coordenada y). Lo
importante al hacer esto es que todas las aristas queden apuntando hacia
abajo. Esto siempre es posible ya que los ciclos fueron removidos. Algunos
algoritmos requieren que ninguna arista cruce por encima de una capa (es
decir que no haya aristas entre v¶ertices de capas no contiguas). Si ¶este lle-
ga a ser el caso, se agregan v¶ertices ¯cticios en las capas intermedias (con
respectivas aristas).

3. Reducir cantidad de cruces. Para cada capa, un ordenamiento de los
v¶ertices es buscado de manera de que el n¶umero de cruces de aristas sea
lo menor posible. Esto de¯ne la posici¶on relativa de los v¶ertices en la capa
(notar que la posici¶on exacta en x todav¶³a no fue ¯jada).

4. Asignar coordenada x a los v¶ertices. De manera de que la distancia
entre v¶ertices de una misma capa sea adecuada, evitando solapamientos. La
posici¶on de cada v¶ertice ya qued¶o de¯nida. Ya se pueden dibujar las aristas
(volviendo a dar vuelta las invertidas en el primer paso).

Este es s¶olo el esquema general de este tipo de algoritmos. En cada etapa hay
muchas cuestiones importantes que se deben decidir, como qu¶e criterio usar para
elegir las aristas que deben ser invertidas o c¶omo elegir el ordenamiento del paso 3.
Cada uno es un problema en s¶³ mismo con muchas variantes distintas. El algoritmo
m¶as usado que sigue esta l¶³nea es el de Sugiyama et al. [STT81]. Para una revisi¶on
detallada sobre esta clase de algoritmos recomendamos [KW01].

Grafos planares. El problema de dibujar grafos planares es uno de los que lleva
m¶as tiempo siendo estudiado. Obviamente, el objetivo es obtener trazados que no
tengan cruces.

Existen muchos algoritmos. Algunos producen trazados convexos (todas las
caras son pol¶³gonos convexos), para grafos biconexos. (Un algoritmo que produce
trazados convexos para grafos triconexos es el de Tutte, descripto en la secci¶on
4.8).

Otra familia de m¶etodos para trazar grafos planares son los basados en or-
denamientos can¶onicos. B¶asicamente funcionan armando una estructura de datos
especial en la que se van insertando los v¶ertices con cierto orden. Dos exponentes
muy conocidos de estos algoritmos son el de De Fraysseix et al. [dFPP90] y el algo-
ritmo baric¶entrico de Schnyder [Sch90]. Lamentablemente son algoritmos compli-
cados como para explicarlos en esta breve introducci¶on. El lector interesado puede
consultar [KW01] para una presentaci¶on m¶as detallada sobre el tema.

2.2.2. Algoritmos para grafos generales

Trazado ortogonal. Los trazados ortogonales son aquellos en los que las aristas son
dibujadas como cadenas de segmentos verticales y horizontales (alternados). Esta
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Figura 2.7. Trazado de un grafo en tres etapas: (1) topolog¶³a, (2) forma y (3)
compactaci¶on.

clase de trazados est¶a ¶³ntimamente relacionada con el dise~no de circuitos VLSI,
para lo cual muchos algoritmos han sido presentados.

Un enfoque en tres etapas presentado en [DETT99] es el llamado topology-
shape-metrics. El proceso de obtenci¶on del trazado ortogonal se divide en tres
fases, resumidas a continuaci¶on:

1. La primera etapa se encarga de la topolog¶³a. El grafo es hecho planar
reemplazando cruces de aristas por v¶ertices ¯cticios. Una vez hecho esto se
calcula un trazado plano de este nuevo grafo (que no va a ser ortogonal).

2. La segunda se encarga de darle la forma ortogonal. Los v¶ertices son alin-
eados y se asigna cada arista del trazado anterior a una cadena de segmentos
horizontales y verticales, con la intenci¶on de minimizar el n¶umero de codos.

3. La ¶ultima etapa es compactaci¶on. El objetivo es minimizar el ¶area, com-
pactando el trazado todo lo posible, y conservando la forma del paso anterior.

Las tres etapas se ilustran en la Figura 2.7 . Nuevamente se omiten los detalles
t¶ecnicos de c¶omo llevar a cabo cada etapa. Otros algoritmos de trazado ortogonal
que no siguen este esquema tambi¶en son posibles (ver [KW01]).

Algoritmos dirigidos por fuerzas. Los algoritmos dirigidos por fuerzas producen
trazados para grafos generales con aristas que son segmentos de recta4. Reciben
su nombre de que muchos de ellos modelan al grafo como un sistema de fuerzas en
el que interact¶uan v¶ertices y aristas. En los ejemplares t¶³picos de estos algoritmos
para hallar el trazado se realiza una simulaci¶on de este sistema f¶³sico, que va
moviendo las posiciones de los v¶ertices seg¶un las fuerzas que los afectan. Esta
simulaci¶on se mantiene hasta alcanzar un sistema en equilibrio, y las posiciones
con que terminan los v¶ertices en ese equilibrio son usadas para el trazado. Esto es
una descripci¶on muy breve y simpli¯cada. Toda la primera parte de este trabajo
se dedica a estudiar en profundidad a los m¶etodos dirigidos por fuerzas.

4Otros tipos de aristas son posibles, ver cap¶³tulo 8.
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Figura 2.8. Ejemplos de trazados de grafos muy grandes (alrededor de 10.000
v¶ertices) realizados con t¶ecnicas espectrales [Kor03].

Algoritmos espectrales. Los algoritmos de trazado espectral son un conjunto de
t¶ecnicas para trazar grafos generales (no dirigidos) usando aristas que sean seg-
mentos de recta.

El trazado del grafo es calculado usando ciertos autovectores de una matriz
asociado al grafo (de ah¶³ recibe su nombre). Si bien el enfoque espectral se remon-
ta al trabajo de Hall [Hal70] en la d¶ecada del setenta, ha pasado casi desapercibido.
Los m¶etodos espectrales reci¶en han sido redescubiertos en los ¶ultimos a~nos, prin-
cipalmente gracias a Harel y Koren [KCH01], [Kor03], [KH04].

Estos algoritmos tienen dos caracter¶³sticas importantes: minimizan una funci¶on
de energ¶³a que permite ser optimizada de forma exacta (en el caso de los otros
algoritmos, como los dirigidos por fuerzas, lograr esto es NP-Hard), y segundo,
son extremadamente r¶apidos.

Minimizar la energ¶³a de Hall [Hal70] de un trazado produce el efecto de in-
tentar acortar las aristas en proporci¶on al peso de cada una, y muchas veces esto
produce trazados con calidad est¶etica aceptable (en general, no tan buena como la
obtenida con los m¶etodos dirigidos por fuerzas convencionales). Algunos ejemplos
de trazados de grafos grandes producidos minimizando esta energ¶³a pueden verse
en la Figura 2.8 . De esta manera, el objetivo de un algoritmo que utiliza esta
energ¶³a es encontrar un trazado de energ¶³a m¶³nima.

Explicaremos brevemente cu¶al es la idea b¶asica de estos algoritmos, en par-
ticular el propuesto en [Kor03]. La clave es la relaci¶on entre esta energ¶³a, y los
autovectores de cierta matriz. Para eso son necesarias algunas de¯niciones.

La matriz de adyacencia de G = (V, E) es una matriz sim¶etrica de n £ n
(n = jV j) de¯nida como:

Aij =
½

0 i = j
wij i 6= j i, j = 1, ..., n

donde wij es el peso de la arista (i, j) 2 E ¶o 0 si los v¶ertices no est¶an conectados.
El laplaciano de G es otra matriz sim¶etrica de n £ n de¯nida como
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Lij =
½

deg(i) i = j
¡wij i 6= j i, j = 1, ..., n

donde deg(i) es el grado del v¶ertice i.
El laplaciano tiene muchas propiedades interesantes, siendo la m¶as importante

en este contexto que se puede obtener un trazado que minimiza la funci¶on de
energ¶³a de Hall calculando los autovectores correspondientes al segundo y tercer
autovalor de L (ordenados por m¶odulo en orden creciente).

Por lo tanto la base de los algoritmos espectrales es encontrar dos autovectores
del laplaciano del grafo. Obviamente esto es una explicaci¶on simpli¯cada, pero la
esencia es esa. Lo bueno es que existen m¶etodos muy e¯cientes de lograr esto, uno
de ellos el propuesto en [Kor03].

Si bien no parece que los algoritmos espectrales vayan a reemplazar a los otros
m¶etodos de trazado descriptos en este cap¶³tulo, s¶³ son candidatos a ser usados
para el trazado de grafos grandes, como los algoritmos dirigidos por fuerzas que se
describen en el cap¶³tulo 11. Como quedar¶a claro luego de profundizar en los algo-
ritmos dirigidos por fuerzas, los m¶etodos espectrales est¶an bastante relacionados
con ¶estos.
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Cap¶³tulo 3

Introducci¶on a los m¶etodos dirigidos por
fuerzas

Los m¶etodos de trazado de grafos dirigidos por fuerzas son una familia de algo-
ritmos que usan analog¶³as f¶³sicas para dibujar el grafo. Tienen como denominador
com¶un las siguientes caracter¶³sticas:

1. Modelan al grafo como un sistema f¶³sico.

2. El trazado del grafo es obtenido buscando un equilibrio del sistema f¶³sico.

Una tercer caracter¶³stica que se puede agregar, si bien no forma parte de la
de¯nici¶on est¶andar, pero que se veri¯ca en la mayor¶³a de los casos, es que se aplican
a grafos generales, es decir, los algoritmos no se basan en ninguna propiedad
estructural del grafo (por ej., su planaridad), sino que se aplican a cualquier tipo
de grafo.

El criterio para determinar cu¶ando un m¶etodo es dirigido por fuerzas es amplio
y poco preciso. Como se ver¶a a lo largo de este trabajo, existen muchos algorit-
mos que no encajan perfecto en alguna de estas condiciones, pero igualmente son
considerados dirigidos por fuerzas.

Antes de proseguir, debe aclararse que el nombre \dirigido por fuerzas", por
el cual tradicionalmente se conoce a estos algoritmos en el ¶area de graph drawing,
no es el ideal, ya que la supuesta \f¶³sica" presente en los algoritmos englobados
bajo esta denominaci¶on dista mucho de la que estudian los f¶³sicos. Un nombre
m¶as apropiado para estos algoritmos, utilizado por Brandes en [KW01], es el de
\trazado de grafos por analog¶³as f¶³sicas".

La mayor¶³a de los algoritmos dirigidos por fuerzas consisten de dos partes:

Unmodelo f¶³sico del grafo, que representa a los elementos del grafo (v¶ertices
y aristas) junto a los criterios est¶eticos que se desean obtener del dibujo.

Un algoritmo para encontrar un equilibrio del sistema f¶³sico, que se corre-
sponder¶a, en principio, con un trazado del grafo est¶eticamente agradable.

Los modelos f¶³sicos m¶as comunes son los que consisten de un sistema de fuerzas
(donde generalmente se de¯nen fuerzas que act¶uan entre los v¶ertices del grafo),
en cuyo caso el objetivo del algoritmo es encontrar un equilibrio para este sistema
de fuerzas, es decir, una posici¶on para cada v¶ertice, de manera que el total de la
fuerza ejercida en cada v¶ertice sea cero. El mejor ejemplo de este tipo de modelo es
el usado en los algoritmos, derivados del spring embedder de Eades [Ead84], donde
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Figura 3.1. Un algoritmo basado en resortes.

las fuerzas son resultado de colocar resortes entre cada par de v¶ertices conectados
por una arista, junto a fuerzas repulsivas entre todos los v¶ertice que no est¶an
conectados. En la Figura 3.1 se ilustra esta analog¶³a.

Otra forma de de¯nir el modelo del grafo, en lugar de usando un sistema
de fuerzas, es a trav¶es de un sistema de energ¶³a. En este caso, el prop¶osito del
algoritmo es encontrar una disposici¶on para los v¶ertices del grafo tal que la energ¶³a
total del sistema sea m¶³nima. El principal exponente de los algoritmos basados en
este modelo es el de Kamada y Kawai [KK89].

3.1. Ventajas de los m¶etodos dirigidos por fuerzas
Los m¶etodos dirigidos por fuerzas se han convertido en la t¶ecnica m¶as popular

para dibujar grafos generales, y por ende constituyen una de las t¶ecnicas princi-
pales de graph drawing. Esto se re°eja en el hecho de que casi cualquier software de
trazado de grafos contiene al menos una implementaci¶on de un algoritmo dirigido
por fuerzas.

Los principales motivos de esta popularidad son los siguientes: son intuitivos,
relativamente sencillos de programar, dan buenos resultados y son muy °ex-
ibles.

Son intuitivos

Porque se basan en analog¶³as f¶³sicas de objetos conocidos (ej. resortes) cuyo
comportamiento es f¶acil de comprender y predecir. Por ejemplo, cualquiera tiene al
menos una idea de qu¶e sucede si se estira un resorte y se lo suelta en el aire. Muchos
algoritmos dirigidos por fuerzas son poco m¶as que una simulaci¶on de estirar muchos
resortes, y soltarlos en el aire. A lo que esto apunta es que uno puede, por lo menos
para un grafo peque~no, predecir qu¶e resultado dar¶a el algoritmo con s¶olo conocer
la esencia del mismo y el grafo al cual ser¶a aplicado. Esto no es lo que usualmente
sucede con otros tipos de algoritmos, como por ejemplo los de dibujo ortogonal,
donde no es intuitivo qu¶e har¶a el algoritmo y qu¶e forma tendr¶a el resultado.

Son relativamente sencillos de programar

As¶³ como el comportamiento de los algoritmos dirigidos por fuerzas es general-
mente f¶acil de entender, tambi¶en son f¶aciles de programar. En comparaci¶on con la
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mayor¶³a de las otras familias de algoritmos de trazado de grafos los algoritmos di-
rigidos por fuerzas suelen ser m¶as cortos y m¶as sencillos de implementar, al menos
en sus versiones m¶as simples.

Un algoritmo dirigido por fuerzas t¶³pico tiene la siguiente estructura:

AlgoritmoFD (Grafo G)
1. Asignar una posici¶on inicial a los v¶ertices de G
2. Repetir hasta que el sistema basado en G est¶e en equilibrio:

2.1. Seleccionar un v¶ertice v en G
2.2. Mover el v¶ertice v tal que las fuerzas del sistema disminuyan

Si bien este esquema est¶a muy simpli¯cado, pueden observarse dos puntos
importantes. Por un lado, el modelo elegido determinar¶a la con¯guraci¶on del
sistema \f¶³sico" que representa al grafo, y con ello cu¶ales son las fuerzas del sistema
y c¶omo hacen interactuar a las part¶³culas del mismo (que generalmente son los
v¶ertices). Tambi¶en estar¶a impl¶³cito en el modelo cu¶ales son los criterios est¶eticos
que debe satisfacer un buen trazado. Esto es as¶³ debido a que en estos algoritmos,
lo que se busca siempre es un trazado cuyo sistema asociado est¶e en equilibrio,
as¶³ que es una condici¶on elemental para el modelo elegido que trazados con sistemas
en equilibrio se correspondan con trazados est¶eticamente agradables.

Por otro lado, el algoritmo elegido determinar¶a la posici¶on inicial de los
v¶ertices, el criterio con el cual elegir qu¶e v¶ertice debe ser movido en cada iteraci¶on,
y a d¶onde moverlo, siempre con la intenci¶on de minimizar las fuerzas del sistema.

Los muchos algoritmos dirigidos por fuerzas que existen se diferencian unos
de otros en el modelo o el algoritmo (o ambos). Generalmente, variar (s¶olo) el
modelo implicar¶a variar los criterios est¶eticos que se intentan obtener, y por ende
algoritmos con distintos modelos aspirar¶an a objetivos diferentes (podr¶³amos decir
que el conjunto de trazados ¶optimos, es distinto). Los cambios en los algoritmos
implican distintas formas de llegar a un trazado en equilibrio, pero manteniendo
el mismo espacio de b¶usqueda y los mismos ¶optimos. Obviamente esto no signi¯ca
que ambos algoritmos lleguen al mismo resultado. Muchas veces un cambio rela-
tivamente menor, como la forma de elegir la posici¶on inicial de los v¶ertices, hace
que dos algoritmos id¶enticos en todo lo dem¶as lleguen a resultados muy distintos.
M¶as adelante veremos algunos ejemplos.

Dan buenos resultados

Los resultados en grafos de tama~no mediano (hasta 50 v¶ertices) suelen ser
est¶eticamente muy buenos. En particular, son buenos logrando los siguientes obje-
tivos est¶eticos: longitud de las aristas uniforme, v¶ertices equiespaciados y simetr¶³a.
Este ¶ultimo, como se mencion¶o previamente, es uno de los que visualmente resulta
m¶as importante y es dif¶³cil de obtener con los otros m¶etodos de trazado de grafos.
De hecho, esto ha hecho que algunos autores se re¯eran a los algoritmos dirigidos
por fuerzas como \algoritmos sim¶etricos".
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Son muy °exibles

Una caracter¶³stica muy importante de los m¶etodos dirigidos por fuerzas es su
°exibilidad. Esto hace referencia al hecho de que con los ingredientes que confor-
man el modelo de los algoritmos dirigidos por fuerzas (fuerzas o energ¶³as) es posible
modelar muchos criterios est¶eticos distintos, m¶as all¶a de los tres que usualmente
se satisfacen (longitud de aristas uniforme, v¶ertices equiespaciados y simetr¶³a).

Esto es de gran importancia, ya que cuando un algoritmo de trazado de grafos
es aplicado a un problema real, casi siempre aparecen criterios propios de la in-
formaci¶on que se quiere visualizar (criterios sem¶anticos) que deben poder ser re-
°ejados en los trazados resultantes. Los algoritmos dirigidos por fuerzas no ponen
restricciones sobre el grafo al cual pueden ser aplicados y f¶acilmente pueden ser
adaptados para re°ejar estos nuevos criterios: muchas veces alcanza con agregar
alguna otra fuerza o rede¯nir alguna ya existente para poder alterar signi¯cativa-
mente los trazados obtenidos. A lo largo del presente trabajo, este ¶ultimo punto
aparecer¶a una y otra vez a medida que se revisen algunas de las muchas adapta-
ciones que se pueden realizar a estos algoritmos.

Ejemplos de adaptaciones existentes son: trazados tridimensionales, grafos con
agrupamiento (clustering) de v¶ertices, grafos con restricciones en la posici¶on de
los v¶ertices, grafos dirigidos y trazados con aristas curvas, entre muchos otros que
ser¶an cubiertos en los pr¶oximos cap¶³tulos.

Como es de esperar, no todo es perfecto en esta familia de algoritmos, por lo
cual existen algunas desventajas que deben ser mencionadas. Sin embargo, creemos
mejor discutirlas luego de presentar a los principales exponentes de estos m¶etodos,
por lo que pospondremos esa discusi¶on hasta el pr¶oximo cap¶³tulo, secci¶on 4.9.2.
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Cap¶³tulo 4

Algoritmos cl¶asicos

En este cap¶³tulo revisaremos los primeros algoritmos de trazado de grafos di-
rigido por fuerzas que surgieron. Los denominamos \cl¶asicos" a pesar de que en
promedio no tienen m¶as de 15 a~nos, porque constituyen los m¶etodos dirigidos
por fuerzas tradicionales, sobre los cuales se fueron creando en los ¶ultimos a~nos
nuevas t¶ecnicas para solucionar distintos problemas. La mayor¶³a de los algoritmos
que veremos en los pr¶oximos cap¶³tulos son modi¯caciones o extensiones de los
aqu¶³ presentados.

Los m¶etodos dirigidos por fuerzas existen desde antes de que se los comenzara
a usar para la visualizaci¶on de grafos. Uno de los primeros exponentes de este
tipo de algoritmos es el algoritmo baric¶entrico de Tutte ([Tut60],[Tut63]), que
estaba orientado a la matem¶atica m¶as que a la visualizaci¶on (ver secci¶on 4.8).
Muchos otros antecesores de los algoritmos dirigidos por fuerzas para trazado de
grafos surgen en la misma ¶epoca, creados para el dise~no de plaquetas y circuitos
VLSI ([FCW67],[QJB79],[WWM82]). Sin embargo, el primer trabajo que se podr¶³a
decir que inaugur¶o el uso de estos m¶etodos para el trazado de grafos es el de Eades
([Ead84]). Debido a que fue el primero y uno de los m¶as usados, comenzaremos
por ¶el.

4.1. Spring embedder

El primer algoritmo de trazado de grafos dirigido por fuerzas es el spring em-
bedder de Eades ([Ead84]), y es el que present¶o la analog¶³a de los resortes que
usualmente se usa para describir a estos m¶etodos. Fue concebido con la intenci¶on
de satisfacer dos criterios est¶eticos: longitud de aristas uniforme y mostrar toda la
simetr¶³a que sea posible.

El modelo utilizado por Eades consiste en un sistema mec¶anico donde se reem-
plazan los v¶ertices por anillos de acero y las aristas por resortes entre los anillos.
Adem¶as de los resortes se agregan fuerzas repulsivas entre los anillos que no est¶an
conectados.

Conceptualmente el algoritmo consiste en colocar los anillos en alguna posici¶on
inicial y luego \liberar" el sistema, lo que hace que los anillos comiencen a moverse
al ser tirados por los resortes y repelidos por las fuerzas repulsivas. Se espera hasta
que el sistema llega a un estado de energ¶³a m¶³nima, y cuando eso sucede se toman
las posiciones ¯nales de los anillos como posiciones de los v¶ertices asociados. A
continuaci¶on veremos los detalles del modelo y del algoritmo propiamente dicho.
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Modelo

Aclaraci¶on sobre notaci¶on: de aqu¶³ en adelante utilizaremos la siguiente
notaci¶on:

Dado G = (V, E) un grafo no dirigido, con V el conjunto de v¶ertices (jV j = n)
y E el conjunto de aristas (u, v) (u, v 2 V, u 6= v), con jEj = m.

pv = (xv, yv) es la posici¶on del v¶ertice v (en principio supondremos que los
v¶ertices est¶an en el plano).

¡¡!pupv es el vector unitario pu¡pv
kpu¡pvk2

duv es la distancia entre las posiciones de los v¶ertices u y v (duv = k¡¡!pupvk2 =
kpu ¡ pvk2)

Se de¯nen dos tipos de fuerzas: atractivas y repulsivas.

Fuerzas atractivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v conectados por una arista:

fa(u, v) = C1 log(
duv

C2
)¡¡!pvpu (4.1)

donde C1 es una constante que controla la fuerza del resorte y C2 es otra
constante que de¯ne la longitud ideal o natural de la arista. Estas fuerzas hacen
que cuando la longitud sea mayor a C2, los v¶ertices de los extremos tiendan a
acercarse, mientras que cuando la longitud sea menor a C2, los mismos se repelan.
El objetivo es que todas las aristas terminen con la longitud ideal, C2.

Es importante notar que dado que la analog¶³a f¶³sica establece que estas fuerzas
son originadas por resortes, ser¶³a de esperar que las mismas obedecieran a la ley de
Hooke, es decir, algo del estilo fa(u, v) = Kduv

¡¡!pvpu. Sin embargo, Eades argumenta
que en la pr¶actica estas fuerzas lineales son demasiado fuertes cuando los v¶ertices
est¶an muy alejados, y decide reemplazarlas por fuerzas logar¶³tmicas (de donde
surge que estos resortes (imaginarios) a veces sean llamados resortes logar¶³tmicos).
Varios autores ([DETT99], [Tun99b]) ponen en duda que este cambio, que incurre
en un costo adicional debido a la necesidad del c¶alculo del logaritmo, realmente
produzca mejores resultados. M¶as aun, Tunkelang ([Tun99b]) dice que el uso de
las fuerzas logar¶³tmicas produce mucha variaci¶on en la longitud de las aristas, lo
cual tiene un efecto perjudicial (en el sentido est¶etico).

Fuerzas repulsivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v distintos no conectados por una

arista:

fr(u, v) =
C3

d2uv

¡¡!pupv (4.2)
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donde C3 es una constante de repulsi¶on.
Estas fuerzas, que siguen una ley inversa al cuadrado de la distancia (inverse

square law), hacen que los v¶ertices se repelan de manera inversa a su distancia,
evitando que se condensen en cierta parte del dibujo, y por ende ayudando a que
se distribuyan uniformemente en el plano.

En base a (4.1) y a (4.2), la fuerza f(u) que experimenta un v¶ertice u es

f(u) =
X

(u,v)2E

fa(u, v) +
X

v2V/(u,v)/2E,u6=v

fr(u, v) (4.3)

Algoritmo

El algoritmo tiene como objetivo encontrar una posici¶on de los v¶ertices tal que
el sistema se encuentre en equilibrio (es decir que la suma de todas las fuerzas sea
cero). El algoritmo que propone Eades en [Ead84] es el siguiente:

SpringEmbedder(Grafo G)
1. Asignar una posici¶on al azar a cada v¶ertice de G.
2. Repetir M veces:

2.1. Para cada v 2 V
2.1.1 Calcular f(v) (en base a 4.3)

2.2. Para cada v 2 V
2.2.1 pv= pv+C4f(v)

donde C4 y M { la cantidad de iteraciones { son constantes. En su art¶³culo
original, Eades propone usar los siguientes valores para las constantes: C1=2,0,
C2=1,0, C3=1,0, C4=0,1 y M=100. Respecto a la ¶ultima, tener en cuenta que
estos n¶umeros fueron probados, seg¶un el mismo autor, para grafos de hasta 50
v¶ertices. Grafos m¶as grandes requerir¶an aumentar la cantidad de iteraciones. En
general, pruebas experimentales estiman que M ¼ n es apropiado [Beh99].

El algoritmo es sumamente sencillo, a pesar de lo cual los resultados que pro-
duce suelen ser muy buenos. Una caracter¶³stica a observar es que en cada iteraci¶on
principal todos los v¶ertices se mueven al mismo tiempo (en el sentido de que las
nuevas posiciones se calculan en base a las fuerzas de la iteraci¶on anterior, sin que
in°uyan los movimientos ya realizados en la iteraci¶on actual). Como veremos m¶as
adelante, no todos los algoritmos dirigidos por fuerzas hacen esto.

Es tambi¶en destacable lo simple e intuitivo del proceso de optimizaci¶on (sobre
el cual volveremos el pr¶oximo cap¶³tulo). El mismo se basa en la idea de que para
reducir la tensi¶on o el stress en un v¶ertice (o sea la magnitud de f(v)), uno puede
moverlo hacia la direcci¶on en la que le est¶an \tirando" (que corresponde al vector
de fuerzas f(v)), de manera de reducir la tensi¶on para ese v¶ertice. Este proceso se
realiza en \simult¶aneo" con cada v¶ertice y es repetido M veces. Como veremos en
el cap¶³tulo 5, esta forma de minimizar la energ¶³a es simplemente aplicar el m¶etodo
del gradiente.
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Algunas observaciones

Si bien la intenci¶on del algoritmo es atacar los criterios est¶eticos de longitud de
aristas uniforme y simetr¶³a, s¶olo el primero es atacado expl¶³citamente a trav¶es de
las fuerzas atractivas. Adem¶as, el uso de las fuerzas repulsivas hace que se cumpla
un segundo criterio est¶etico, que es que los v¶ertices est¶en distribuidos uniforme-
mente en el plano. A pesar de que la simetr¶³a no es atacada expl¶³citamente, los
trazados resultantes s¶³ presentan simetr¶³a, y esto es un denominador com¶un de
todos los algoritmos dirigidos por fuerzas. La relaci¶on entre estos y la simetr¶³a ha
sido explorada con m¶as profundidad en [EL00].

Como ya se mencion¶o, los resultados obtenidos con el spring embedder suelen
ser muy buenos. En [Ead84] se a¯rma que en general se satisfacen, en la medida
de lo posible, los dos criterios buscados. Tambi¶en se comenta que existen algunos
grafos para los cuales los resultados no son buenos, por ejemplo los grafos que con-
tienen subgrafos densos. Esto tambi¶en es algo com¶un para los algoritmos dirigidos
por fuerzas.

Veamos cu¶al es la complejidad (en tiempo) de este algoritmo. Cada c¶alculo
de f(v) tiene costo O(n). A su vez, la funci¶on se calcula O(Mn) veces, dando
una complejidad de O(Mn2). Emp¶³ricamente se ha comprobado que M ¼ n es
su¯ciente [Beh99], as¶³ que bajo esta suposici¶on la complejidad del spring embed-
der es O(n3). Esto ya deja ver una de las desventajas del m¶etodo: su alto costo
computacional, principalmente debido a que evaluar las fuerzas del sistema tiene
costo O(n2).

Otras desventajas que se le suelen atribuir son la falta de fuerzas repulsivas
entre las aristas que est¶an conectadas, que puede ocasionar que varios nodos se
concentren en una ¶area peque~na del trazado, la falta de un verdadero criterio de
corte para el ciclo principal y el hecho de que la magnitud del desplazamiento de
cada v¶ertice est¶a ¯jo a lo largo de todo el proceso (constante C4) [Beh99].

Varios de los algoritmos que veremos a continuaci¶on son, o pueden ser vistos
como, variantes del spring embedder de Eades que intentan solucionar alguno de
sus puntos d¶ebiles o mejorar alguna caracter¶³stica.

4.2. FR

Fruchterman y Reingold presentan en [FR91] un m¶etodo basado en el spring
embedder de Eades que usualmente es conocido como el algoritmo FR. El mismo
fue creado con dos criterios est¶eticos como objetivo: que los v¶ertices no est¶en muy
cerca unos de otros y que los v¶ertices que est¶en conectados por aristas se dibujen
cerca. Al igual que el de Eades, su algoritmo est¶a inspirado en una simulaci¶on de
un sistema f¶³sico en el que la realidad f¶³sica es sacri¯cada en pos de algoritmos m¶as
sencillos y que se apliquen mejor al problema en cuesti¶on, el trazado de grafos.

El m¶etodo en s¶³ mismo preserva la esencia del spring embedder, ya que el modelo
sigue siendo anillos que se repelen conectados por resortes, pero cambian las fuerzas
atractivas y repulsivas. Adem¶as modi¯can el algoritmo de optimizaci¶on haciendo
que el desplazamiento de cada v¶ertice dependa de un \esquema de enfriamiento",



30

de manera similar al que se usa en Simulated Annealing (y del que hablaremos
m¶as en la secci¶on del algoritmo DH).

Modelo

Al igual que en el anterior, existen dos tipos de fuerzas: atractivas y repulsivas.

Fuerzas atractivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v conectados por una arista:

fa(u, v) =
d2uv

K
¡¡!pvpu (4.4)

donde K es una constante que representa la distancia ideal entre los v¶ertices
del grafo para que est¶en distribuidos uniformemente, y que se de¯ne como K =
C

p a
n , donde C es una constante experimental, n = jV j y a es el ¶area disponible

para dibujar el grafo. Fruchterman y Reingold observaron que las fuerzas lineales
muchas veces no son su¯cientemente fuertes como para superar los m¶³nimos locales,
por lo que propusieron usar cuadr¶aticas en su lugar. Una observaci¶on interesante
que se hace tanto en [FR91] como en [Tun99b] es que el uso de potencias m¶as
grandes que 2 para estas fuerzas no produce mejoras importantes en los resultados,
con la contra de que son m¶as costosas de evaluar.

Fuerzas repulsivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v (u 6= v):

fr(u, v) =
K2

duv

¡¡!pupv (4.5)

En [FR91] los autores comentan que eligieron estas fuerzas porque se asemejan
a las de Hooke y se ajustan a los objetivos buscados, y porque ten¶³an como ventaja
sobre otras (como la de Hooke, fa(u, v) = Kduv

¡¡!pvpu) el hecho de permitir superar
con m¶as facilidad los m¶³nimos locales. Respecto a las fuerzas que usa Eades en su
spring embedder, dicen que con estas fuerzas obtienen resultados similares, pero
con menos costo de c¶omputo, ya que no requieren usar aritm¶etica de punto °otante.

En base a (4.4) y a (4.5), la fuerza f(u) que experimenta un v¶ertice u es

f(u) =
X

(u,v)2E

fa(u, v) +
X

v2V,u6=v

fr(u, v) (4.6)
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Algoritmo

El algoritmo que usan para minimizar la energ¶³a del sistema es similar al de
Eades en que todos los v¶ertices se mueven en simult¶aneo y en la forma de elegir la
direcci¶on en la cual moverlo. Sin embargo, FR elige hasta cu¶anto desplazar cada
v¶ertice en base a una temperatura t, y que disminuye a medida que transcurre el
tiempo, por ende, el algoritmo se inicia permitiendo movimientos m¶as bien grandes
que se van limitando con el correr del tiempo.

FR(Grafo G)
1. Asignar temperatura inicial t=t0
2. Asignar una posici¶on al azar a cada v¶ertice de G
3. Repetir M veces:

3.1. Para cada v 2 V
3.1.1 Calcular f(v) (en base a 4.6)

3.2. Para cada v 2 V
3.2.1 pv= pv+

f(v)
kf(v)k m¶³n ( kf(v)k , t)

3.2.2 Controlar que pv no quede fuera del ¶area de dibujo
3.3 t = cool(t)

El algoritmo presentado en [FR91] no especi¯ca qu¶e esquema de enfriamiento
usar, es decir, qu¶e temperatura inicial (t0) y c¶omo va decreciendo en funci¶on del
tiempo (cool()). Recalcan que los resultados var¶³an mucho de acuerdo a esto, y
sostienen que en sus pruebas obtuvieron los mejores resultados con un esquema
dividido en dos fases: durante la primera fase la temperatura es inicialmente alta y
decrece r¶apidamente, y en la segunda fase la temperatura es baja y constante. De
todas maneras conjeturan que mejores formas de enfriamiento que las que usaron
ellos acelerar¶³an mucho su algoritmo.

Nuevamente, la cantidad de iteraciones, M , es una constante ¯jada por el
usuario.

Notar que en este algoritmo aparece el factor del espacio disponible para dibu-
jar el grafo, que en el de Eades no aparec¶³a. De hecho esto es usado para calcular
el valor de K y en el paso 3.2.2 para veri¯car que ning¶un v¶ertice es ubicado fuera
del ¶area del dibujo. Como se ver¶a a lo largo de este trabajo, si bien siempre (o
casi siempre) existe esta limitaci¶on f¶³sica del ¶area de dibujo, en general no se la
tiene en cuenta y al ¯nalizar el algoritmo se escala el trazado resultante de man-
era de que entre en el espacio disponible (esto es tambi¶en lo que hacen muchas
de las implementaciones del algoritmo FR, por ejemplo la del programa Graphlet
[Beh99]).

Algunas observaciones

El algoritmo FR extiende el de Eades en dos aspectos, por un lado usa fuerzas
ligeramente distintas que contienen los mismos criterios est¶eticos pero que son
menos costosas de evaluar. Por otro lado, incluyen una mejora en la forma de
minimizar la energ¶³a del sistema que se basa en una temperatura global (ya que es



32

Figura 4.1. C¶alculo de fuerzas repulsivas en la variante malla de FR.

la misma para todos los v¶ertices) junto a un esquema de enfriamiento, que permite
acelerar la convergencia del m¶etodo. Esta mayor velocidad es la principal ventaja
del algoritmo, ya que si bien sigue siendo sencillo, no lo es tanto como el de Eades,
y los resultados son semejantes en calidad [FR91].

La complejidad en tiempo del algoritmo es la misma que el de Eades, ya que
la estructura de algoritmo sigue siendo la misma, por lo tanto si tomamos M ¼ n,
la misma ser¶³a O(n3).

Para mejorar aun m¶as la velocidad de su algoritmo, Fruchterman y Reingold
proponen en su art¶³culo una variante del algoritmo FR, que denominan variante
malla (grid variant en el original).

La variante malla est¶a inspirada en las t¶ecnicas usadas en simulaci¶on de n-
cuerpos (ver cap¶³tulo 11) para aproximar las fuerzas repulsivas entre los v¶ertices,
ya que ¶estas son responsables de una parte importante del costo del algoritmo
(hace que evaluar todas las fuerzas del sistema sea O(n2) en lugar de O(m)).

La idea es que en lugar de calcular la repulsi¶on entre todo par de v¶ertices, se
calcula s¶olo entre los v¶ertices m¶as cercanos, ya que es de esperar que dada la forma
de las fuerzas repulsivas (decrecen con el cuadrado de la distancia), los v¶ertices
lejanos no contribuyan mucho a la suma de fuerzas.

Para esto, se divide el ¶area del dibujo en una cuadr¶³cula, y para cada v¶ertice
s¶olo se calculan las fuerzas repulsivas entre v y los v¶ertices de su propio cuadrado
y los de sus ocho cuadrados vecinos. Sin embargo, los autores notaron que en la
pr¶actica la subdivisi¶on en cuadrados provocaba distorsi¶on en el trazado resultante.
Para solucionar esto decidieron calcular las fuerzas repulsivas s¶olo con los v¶ertices
de cuadrados vecinos que est¶en a distancia menor a un umbral 2k (donde 2k es el
ancho de los cuadrados). En la Figura 4.1, el v¶ertice v es repelido de q, pero no
de r ni de s, ya que est¶an demasiado lejos como para ser tenidos en cuenta.

Estas modi¯caciones hacen que cuando la distribuci¶on de los v¶ertices es aprox-
imadamente uniforme, el c¶alculo de las fuerzas repulsivas baje a O(n), en cuyo
caso la complejidad total de la variante malla de FR ser¶³a O(n2). Es importante
mencionar que el hecho de ubicar cada v¶ertice en su correspondiente cuadrado
en la cuadr¶³cula resulta en un overhead que no es despreciable, por lo cual en
[FR91] sugieren usarlo s¶olo para grafos grandes. Esto ¶ultimo, m¶as el hecho de que
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el algoritmo se hace m¶as complicado y que la ganancia de velocidad est¶a sujeta a
la distribuci¶on de los v¶ertices, ha hecho que esta variante no sea muy usada en la
pr¶actica [Beh99].

Tunkelang [Tun99b] critica al algoritmo FR argumentando que el proceso de
optimizaci¶on usado es innecesariamente complicado, y que el esquema de enfri-
amiento es un sustituto pobre de una b¶usqueda lineal (ver cap¶³tulo 5).

Finalmente, se observa que el algoritmo FR tambi¶en tiene el problema de que
el n¶umero de iteraciones del ciclo principal es arbitrario.

4.3. GEM
En [FLM95], Frick et al. proponen otro algoritmo que sigue la l¶³nea de los dos

anteriores, que denominan GEM (por graph embedder). GEM est¶a basado en el
spring embedder de Eades con el agregado de varias ideas novedosas. En primer
lugar, se usan temperaturas para acelerar la convergencia, pero a diferencia de
las que se usan en FR, ¶estas son individuales de cada v¶ertice. En segundo lugar
agregan una fuerza que atrae los v¶ertices hacia el baricentro del dibujo, con el
objetivo de acelerar la convergencia y evitar que parte del grafo se aleje mucho
del resto. Finalmente, tambi¶en para acelerar la convergencia, agregan detecci¶on
de oscilaciones y rotaciones.

Modelo

Se de¯nen tres tipos de fuerzas: atractivas, repulsivas y gravitacionales.

Fuerzas atractivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v conectados por una arista:

fa(u, v) =
d2uv

l2©(v)
¡¡!pvpu (4.7)

donde l es la longitud ideal de la arista, que en principio ser¶³a una constante
(igual a 128 en la implementaci¶on original), y © es una funci¶on que crece con el
grado del v¶ertice, ©(v) = 1 + deg(v)

2 en la implementaci¶on original.

Fuerzas repulsivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v (u 6= v):

fr(u, v) =
l2

d2uv

¡¡!pupv (4.8)
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Fuerzas gravitacionales
Se de¯nen para todo v¶ertice v:

fg(v) = ©(v)γ (ζ ¡ pv) (4.9)

donde ζ = 1
n

P
pw

w2V
es el baricentro del trazado y γ es una constante (constante

gravitacional). Como se puede ver, esta fuerza atrae todo v¶ertice hacia el baricen-
tro del trazado. Su objetivo es doble. Por un lado, evita que partes disconexas del
grafo se queden \a la deriva" y se alejen del resto. Por otro lado, acelera la con-
vergencia del m¶etodo hasta un 30%, seg¶un las pruebas realizadas por los autores
del algoritmo.

En base a (4.7), (4.8) y a (4.9), la fuerza f(u) que experimenta un v¶ertice u es

f(u) =
X

(u,v)2E

fa(u, v) +
X

v2V,v 6=u

fr(u, v) + fg(u) (4.10)

Algoritmo

El algoritmo en s¶³ es parecido al FR en la forma de elegir la direcci¶on en la que
se mueve cada v¶ertice y en que limita los movimientos a una temperatura, pero
en este caso la temperatura es independiente de cada v¶ertice (tv es la temperatura
del v¶ertice v), y adem¶as la forma de calcular la nueva temperatura es bastante
m¶as compleja, y tiene en cuenta adem¶as del tiempo si el v¶ertice est¶a oscilando o
rotando.

GEM(Grafo G)
1. Asignar temperatura inicial a cada v¶ertice, round=0
2. Asignar una posici¶on al azar a cada v¶ertice de G
3. Mientras (Tglobal>Tmin) y (round<M):

3.1. Encontrar una permutaci¶on al azar de los v¶ertices de G
3.2. Para cada v en la permutaci¶on al azar

3.2.1. Calcular f(v) (en base a 4.10)
3.2.2. Perturbar al azar f(v)
3.2.3. pv= pv+

f(v)
kf(v)ktv

3.2.4. Actualizar temperatura tv y otros datos accesorios de v
3.3. round=round+1

La temperatura global Tglobal se de¯ne como el promedio de las temperaturas
de todos los v¶ertices (tv), y Tmin es un umbral ingresado por el usuario.

Notar que en el paso 3.2.2, una peque~na perturbaci¶on al azar es introducida
en la fuerza de v (o impulso de v, usando el mismo t¶ermino que los autores del
algoritmo) para hacer al algoritmo m¶as robusto frente a m¶³nimos locales pobres.
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Figura 4.2. Detecci¶on de rotaciones y oscilaciones en GEM [FLM95].

Notar tambi¶en que a diferencia de los dos algoritmos anteriores, en GEM los
v¶ertices se mueven uno a uno, es decir que el movimiento de un v¶ertice afecta
inmediatamente al de todos los que se muevan luego de ¶este. En Eades y FR, en
cambio, todos los v¶ertices eran movidos en simult¶aneo.

La otra parte importante del algoritmo es la correspondiente al paso 3.2.4,
donde se calcula en cada iteraci¶on la temperatura del v¶ertice, junto a otros datos
accesorios.

En el c¶alculo de la temperatura de cada v¶ertice tv intervienen dos factores:
la temperatura anterior de v y los dos ¶ultimos movimientos que sufri¶o el v¶ertice;
llamaremos fr(v) al ¶ultimo y fr¡1(v) al ante¶ultimo.

La forma de calcular tv es la siguiente. Se compara el vector fuerza de los dos
¶ultimos movimientos, fr(v) y fr¡1(v). Sea α = \(fr(v), fr¡1(v)) el ¶angulo entre
las dos ¶ultimas direcciones en las que el v¶ertice v fue movido. Si v fue movido en
aproximadamente la misma direcci¶on que la vez anterior (cosα ¼ 1), tv aumenta,
mientras que si la direcci¶on es opuesta a la anterior (cosα ¼ ¡1), se teme que v
est¶e oscilando y tv se hace menor. De manera similar se consideran las rotaciones. Si
los dos ¶ultimos movimientos fueron aproximadamente perpendiculares (cosα ¼ 0),
se teme una rotaci¶on y tv es disminuida, si adem¶as en los ¶ultimos movimientos
el v¶ertice se viene moviendo en direcci¶on similar (para decidir esto se de¯nen
umbrales apropiados), se teme una rotaci¶on alrededor de un punto ¯jo y tambi¶en
se disminuye tv. En la Figura 4.2 puede verse un esquema de la detecci¶on de
oscilaciones y rotaciones.

Algunas observaciones

El algoritmo GEM intenta atacar los mismos criterios est¶eticos que los anteri-
ores, as¶³ que no sorprende mucho el hecho de que los resultados sean muy similares
a los de Eades o FR [FLM95],[BHR95]. Seg¶un los autores, los trazados obtenidos
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son ligeramente mejores que los de FR, aunque seg¶un [Beh99] los trazados de GEM
suelen tener m¶as cruces que los otros.

Al igual que con FR, el principal aporte de este algoritmo es un aumento en la
velocidad de convergencia. Gracias a un esquema de enfriamiento elaborado, que
detecta oscilaciones y rotaciones, y que mantiene una temperatura independiente
para cada v¶ertice, GEM logra con ¶exito disminuir la cantidad de iteraciones nece-
sarias para converger sobre las que requiere el spring embedder [BHR95],[KW01],
y en general es considerado uno de los algoritmos m¶as r¶apidos de los que se cubren
en este cap¶³tulo [BHR95] (decimos en general, ya que las comparaciones de veloci-
dad entre estos algoritmos dependen mucho de las implementaciones que se usan.
Por ej., en [BHR95] se dice que GEM result¶o m¶as veloz que FR, mientras que las
pruebas presentadas en [Beh99] indican lo contrario). Tambi¶en hay que destacar
que, al igual que con FR, todas las operaciones de GEM pueden realizarse evitando
usar aritm¶etica de punto °otante.

El costo en tiempo de GEM sigue en el mismo orden que el de Eades y FR
(en su variante est¶andar), ya que si bien la cantidad de iteraciones depende de la
temperatura global Tglobal, los mismos autores en su art¶³culo original aclaran que
estimaron que el n¶umero anda cerca de las n iteraciones, dando un costo total
en tiempo de O(n3). Al respecto del criterio de corte, si bien en [FLM95] dicen
que en la mayor¶³a de los casos se lograr alcanzar la temperatura de corte, [Beh99]
comenta que en sus pruebas casi siempre se termin¶o al exceder la cantidad m¶axima
de iteraciones M , no pudiendo alcanzar el umbral Tmin.

Finalmente, observamos que este algoritmo hace uso del azar m¶as que los otros,
perturbando aleatoriamente el vector de fuerzas de cada v¶ertice y eligiendo al azar
el orden en el cual mover los v¶ertices. Esto se hace bajo la hip¶otesis de Frick et al.
de que el azar puede ser bene¯cioso para estos m¶etodos de trazado de grafos. Los
mismos autores dicen que en su algoritmo, el hecho de elegir al azar el orden en
el cual mover los v¶ertices mejor¶o los resultados notablemente. Tambi¶en comentan
que el trazado inicial no parece in°uir mucho en el trazado ¯nal. Esto es algo que
se ha observado en otros algoritmos, por ej. en KK [KK89], aunque no implica que
un mejor trazado inicial no pueda acelerar la convergencia y mejorar el resultado
(el tema de los trazados iniciales se analiza con m¶as detalle en el cap¶³tulo 10).

4.4. Modelando con las distancias te¶oricas: KK
Los tres algoritmos hasta aqu¶³ vistos tienen muchas cosas en com¶un, tanto

en el modelo de fuerzas usado como en el algoritmo que usan para encontrar el
equilibrio del sistema. Un enfoque bastante diferente para abordar el problema es
el tomado por Kamada y Kawai, cuyo algoritmo presentado en [KK89] es referido
simplemente como el algoritmo KK.

Kamada y Kawai proponen un modelo en el que hay un ¶unico tipo de fuerzas,
que pueden ser vistas como resortes, que conectan entre s¶³ a todos los v¶ertices.
Los resortes obedecen a la ley de Hooke (fuerzas lineales) y cada resorte tiene
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una longitud ideal y una rigidez distinta. Uno de los aportes m¶as importantes y
originales de KK es que la distancia ideal de cada resorte est¶a en proporci¶on a la
distancia te¶orica1 entre los v¶ertices que conecta.

El segundo punto importante donde KK se diferencia en los algoritmos hasta
aqu¶³ vistos es en que en lugar de trabajar con las fuerzas, y buscar un equilibrio
de las mismas, ellos trabajan directamente con la energ¶³a del sistema, y buscan
un estado de energ¶³a m¶³nima (es decir, una posici¶on para los v¶ertices del grafo
en la cual la energ¶³a sea (localmente) m¶³nima). Adem¶as, la manera de llegar a
este m¶³nimo local de la energ¶³a es mucho m¶as \num¶erica" que en los algoritmos
anteriores, ya que buscan directamente mediante una t¶ecnica num¶erica un trazado
donde las derivadas parciales se anulen.

4.4.1. Modelo

Hay un ¶unico tipo de fuerzas de¯nido, que son resortes entre todo par de
v¶ertices u, v. Los mismos tienen una rigidez y longitud ideal determinada y pro-
ducen el ya comentado efecto de atraer a los v¶ertices cuando el resorte est¶a estirado,
y repelerlos cuando est¶a comprimido. La fuerza que usan para modelar el resorte
entre u y v (u 6= v) es la siguiente:

f(u, v) = Suv(duv ¡ δuv)

donde duv es la distancia Eucl¶³dea entre u y v (duv = kpu ¡ pvk2), δuv es la
distancia te¶orica entre u y v y Suv es un par¶ametro de rigidez del resorte, que es
m¶as fuerte para v¶ertices cuya distancia te¶orica es menor y decrece a medida que
su distancia te¶orica aumenta, de¯nido como Suv = S

δ2uv
, para S constante.

Como ya se mencion¶o, el algoritmo no trabaja con las fuerzas directamente,
sino con la energ¶³a potencial del sistema (que es la integral de estas fuerzas), cuya
expresi¶on es:

E(u, v) =
Z

f(u, v)d(duv ¡ δuv)

=
1
2
Suv(duv ¡ δuv)2

As¶³ que la energ¶³a total del sistema, o equivalentemente, el nivel de \desequi-
librio" del sistema, que es la suma de la energ¶³a de cada uno de los

¡n
2

¢
= n(n¡1)

2
resortes, queda expresada como:

E =
X

u,v2V,u6=v

E(u, v) =
X

u,v2V,u6=v

1
2
Suv(duv ¡ δuv)2 (4.11)

1Dado un grafo G = (V,E), la distancia te¶orica entre los nodos u y v (u, v 2 V ) es la longitud
del camino m¶³nimo entre u y v en G.
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Algoritmo

El objetivo del algoritmo es encontrar un m¶³nimo de la funci¶on de energ¶³a E.
Recordemos que E es una funci¶on de las posiciones de los v¶ertices pv = (xv, yv),
es decir que queremos minimizar una funci¶on de 2n variables:

E =
X

u,v2V,u6=v

1
2
Suv(kpu ¡ pvk2 ¡ δuv)2 (4.12)

=
X

u,v2V,u6=v

1
2
Suv(

p
(xu ¡ xv)2 + (yu ¡ yv)2 ¡ δuv)2 (4.13)

Condiciones necesarias para que las posiciones de los v¶ertices est¶en en un m¶³ni-
mo local2 de la funci¶on E son

∂E
∂xm

= 0 y
∂E
∂ym

= 0 para todo m 2 V (4.14)

El objetivo del algoritmo KK es encontrar una posici¶on para los v¶ertices donde
las derivadas parciales sean nulas, o lo mismo, buscar una ra¶³z de las derivadas
parciales:

∂E
∂xm

=
X

v2V,v 6=m

Suv

(
(xm ¡ xv) ¡ δuv(xm ¡ xv)p

(xm ¡ xv)2 + (ym ¡ yv)2

)

∂E
∂ym

=
X

v2V,v 6=m

Suv

(
(ym ¡ yv) ¡ δuv(ym ¡ yv)p

(ym ¡ xv)2 + (ym ¡ yv)2

)

Para esto utilizan una variante de la t¶ecnica Newton-Raphson. Primero notan
que si bien hay 2n ecuaciones en (4.14), no pueden usar directamente Newton-
Raphson para 2n variables porque las variables no son independientes entre s¶³.
Entonces deciden adoptar la siguiente estrategia: toman un v¶ertice vm por vez y
suponen los otros ¯jos, y buscan una ra¶³z de las derivadas (4.14) considerando
todas las otras posiciones constantes. De esta manera, el problema pasa a ser de
2 variables (xm, ym), sobre el cual usan Newton-Raphson para 2 variables.

Recordemos que el m¶etodo de Newton-Raphson para 2 variables ([BF98]) con-
siste en una iteraci¶on de la forma

xn+1 = xn ¡ J(x)¡1F (x) (4.15)

donde xn y xn+1 2 R2, F : R2 ! R2 es la funci¶on cuya ra¶³z se quiere encontrar,
y J(x) 2 R2£2 es la matriz Jacobiano de F . En nuestro caso, tenemos

2En realidad ¶esta tambi¶en es condici¶on para un m¶aximo, pero en nuestro contexto E no tiene
ning¶un m¶aximo, ya que es intuitivo que siempre puedo mover alg¶un v¶ertice \hacia afuera" y
aumentar el valor de E.
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F (x) =
µ ∂E

∂xm
∂E
∂ym

¶
y J(x) =

Ã
∂2E
∂x2m

∂2E
∂ym∂xm

∂2E
∂xm∂ym

∂2E
∂y2m

!

En la pr¶actica, para calcular el desplazamiento (δx, δy) del v¶ertice en cada paso
de la iteraci¶on 4.15 (donde (δx, δy)t = ¡J(x)¡1F (x)) puede evitarse el c¶alculo de
la inversa del Jacobiano resolviendo un sistema de ecuaciones de 2 £ 2, que es lo
que se hace en el algoritmo original. Los detalles, que aqu¶³ omitimos ya que no
hacen a la esencia del algoritmo, pueden encontrarse en [KK89].

En s¶³ntesis, en cada iteraci¶on, el algoritmo KK va a tomar un v¶ertice vm y va a
buscar mediante Newton-Raphson una posici¶on que ser¶a un m¶³nimo de la funci¶on
de energ¶³a E, donde las posiciones de todos los otros v¶ertices han sido congeladas.
Luego se repetir¶a este mismo proceso cambiando el v¶ertice vm. El pseudo-c¶odigo
del algoritmo es el siguiente:

KK(Grafo G)
1. Calcular distancias te¶oricas
2. Asignar una posici¶on inicial a cada v¶ertice de G
3. Mientras (max

i
¢i> ε ):

3.1. Tomar vm tal que ¢m=max
i
¢i

3.2. Mientras (¢m> ε)
3.2.1. Calcular una nueva posici¶on de vm en base a 4.15 y recalcular ¢m

donde ¢m =
q

( ∂E
∂xm

)2 + ( ∂E
∂ym

)2 es la norma del gradiente de la energ¶³a del
v¶ertice vm, o visto de otra forma, la magnitud de las fuerzas que act¶uan sobre vm.

Notar que el v¶ertice que se elige para ser movido en cada iteraci¶on del ciclo
principal es el que est¶a en mayor \desequilibrio", o el que est¶a siendo afectado por
la mayor fuerza.

Notar tambi¶en que el ciclo 3.2 es exactamente la aplicaci¶on del m¶etodo iterativo
de Newton-Raphson, usando como criterio de corte un umbral en las derivadas (que
es la funci¶on cuya ra¶³z se quiere encontrar, as¶³ que es de esperar que ¢m tienda a
cero).

Algunas observaciones

El algoritmo KK se centra en un ¶unico criterio est¶etico, distinto a los de los
algoritmos anteriores: que las distancias en el trazado ¯nal sean iguales a las
distancias te¶oricas. Es interesante ver que este criterio implica de cierta manera
los de longitud de aristas uniforme (esto es inmediato) y de v¶ertices distribuidos
uniformemente. Este ¶ultimo se puede entender pensando en que se evitan con-
centraciones de v¶ertices, ya que si los mismos no est¶an conectados y su distancia
te¶orica es grande, se ver¶an forzados a alejarse, y en caso de que est¶en conectados
entonces est¶a bien que est¶en cerca unos de otros, debido al criterio de las aristas
de longitud uniforme. Esto explica que los resultados obtenidos con KK sean muy
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buenos y muy similares a los obtenidos con otros algoritmos que se ocupan de los
otros criterios est¶eticos como FR y GEM [BHR95].

Al igual que en GEM, y a diferencia del spring embedder y FR, en KK los
v¶ertices se mueve de a uno por vez. Por otro lado, a diferencia de los tres algoritmos
anteriores, aqu¶³ no se usa el m¶etodo del gradiente para elegir la direcci¶on en la
cual mover el v¶ertice, sino que se va moviendo el v¶ertice de acuerdo al m¶etodo
de Newton-Raphson. Al respecto, en [SSL00] se argumenta que un defecto de KK
es que como Newton-Raphson no siempre converge, puede ocurrir que para alg¶un
grafo el m¶etodo no converja, en cuyo caso no se llegar¶³a a un punto de energ¶³a
m¶³nimo. Sugieren para enmendar este problema usar una temperatura que vaya
limitando los movimientos de los nodos hasta congelarlos, en caso de que Newton
diverja. Sin embargo, no dan ning¶un ejemplo de un grafo en el que ello ocurra y
tampoco explican si hay alguna evidencia de que esto pueda llegar a ocurrir (ya
que es sabido que Newton-Raphson tiene casos en los cuales no converge, y casos
en los cuales converge para cualquier valor inicial). Ning¶un otro trabajo de los
analizados comenta acerca de este supuesto problema.

Una ventaja de KK que merece ser destacada es que el algoritmo no requiere
ninguna modi¯caci¶on para ser aplicado a grafos con pesos. Esto es as¶³ debido a
que los pesos de las aristas se ven re°ejados autom¶aticamente en los c¶alculos de las
distancia te¶oricas, y por ende ninguna alteraci¶on al algoritmo original es necesaria.

La complejidad temporal del algoritmo est¶a dominada por el c¶alculo de las
distancias te¶oricas (paso 1), que en la implementaci¶on de los autores es O(n3) (ya
que usan el algoritmo de Floyd, pero como ellos mismos aclaran, podr¶³a mejorarse
a O(nm log n) si se usara en su lugar el algoritmo de camino m¶³nimo de Dijkstra
[CLRS01], lo cual ser¶³a una mejora para grafos esparsos, es decir, con m 2 O(n)).
Por otro lado se encuentran las iteraciones de los dos ciclos anidados. El c¶alculo
de m¶ax¢i requiere O(n) pasos, mientras que el paso 3.2.1 puede hacerse en O(1),
por lo tanto si el ciclo interior se ejecuta T veces, cada iteraci¶on del exterior
tendr¶³a costo O(T +n). El valor de T y la cantidad de veces que se ejecuta el ciclo
exterior no se conocen de manera te¶orica. En algunas implementaciones se usan
O(n) iteraciones en ambos ciclos [Beh99], en cuyo caso la complejidad ser¶³a O(n3)
(ya que est¶a dominada por el c¶alculo de las distancias).

Varios autores [Beh99],[Tun99b] coinciden en que el principal punto d¶ebil del
algoritmo de Kamada y Kawai es su alto costo computacional, sin embargo, la
comparaci¶on realizada en [BHR95] dio como resultado que KK, junto a GEM,
son los algoritmos m¶as r¶apidos de entre los comparados (m¶as detalles sobre este
estudio en la secci¶on 4.9). Una observaci¶on interesante que se hace en [Tun99b], es
que al requerirse resortes entre todo par de v¶ertices, no se pueden usar t¶ecnicas de
simulaci¶on de n-cuerpos para aproximar las fuerzas, cosa que s¶³ se puede hacer con
la mayor¶³a de los m¶etodos que tienen por separado fuerzas atractivas y repulsivas.
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4.5. Funciones generales de energ¶³a: DH

Otro enfoque basado en energ¶³a { pero muy distinto al de KK { es el que
proponen Davidson y Harel [DH96], cuyo algoritmo, usualmente conocido como
DH, modela el problema con una funci¶on general de energ¶³a compuesta por varios
t¶erminos independientes que cubren distintos criterios est¶eticos deseables en el
trazado de un grafo. DH usa una funci¶on de energ¶³a general que considera varios
criterios est¶eticos al mismo tiempo, y que permite mucha °exibilidad a la hora
de elegirlos. De hecho, DH es uno de los pocos algoritmos que intentan evitar de
manera expl¶³cita el cruce de aristas.

El algoritmo DH se basa en un conocido m¶etodo de optimizaci¶on llamado Sim-
ulated Annealing [KGJV83]. El m¶etodo usa tambi¶en una analog¶³a f¶³sica, tomada
de la termodin¶amica. Se basa en la forma en la que los metales l¶³quidos se en-
fr¶³an. Cuando las mol¶eculas del metal l¶³quido est¶an sujetas a altas temperaturas
se mueven libremente entre s¶³. A medida que el metal se enfr¶³a la movilidad va
decreciendo. Si este enfriamiento se realiza su¯cientemente despacio, las mol¶eculas
pueden ordenarse y se termina formando un cristal puro con energ¶³a m¶³nima. Pero
si el enfriamiento se realiza muy r¶apido, termina en estado sin forma con mayor
energ¶³a.

En el contexto de minimizar una funci¶on, este comportamiento de los metales
l¶³quidos se aplica simulando este proceso de enfriamiento a trav¶es de movimientos
discretos en el espacio de soluciones del problema. A partir de un estado inicial,
y su correspondiente energ¶³a, se van haciendo movimientos aleatorios seg¶un una
distribuci¶on basada en la de Boltzmann (p(E) = e

¡E
kT ), que hacen que la energ¶³a

del sistema vaya cambiando. Las movidas que disminuyen la energ¶³a son siempre
aceptadas, mientras que las que la aumentan (llamadas uphill moves, movidas
cuesta arriba) son aceptadas aleatoriamente seg¶un una distribuci¶on que considera
la diferencia de energ¶³a y la temperatura actual. La idea es que a temperaturas
altas, es m¶as probable aceptar movidas que aumentan la energ¶³a, pero a medida
que la temperatura disminuye, es cada vez menos probable aceptarlas.

En el problema de trazado de grafos, el espacio de soluciones est¶a formado por
los posibles trazados del grafo. Los movimientos posibles (la forma de pasar de una
soluci¶on a otra) son los cambios en la posici¶on de alguno de los v¶ertices del grafo.
El ingrediente m¶as importante bajo este enfoque es la elecci¶on de la funci¶on de
energ¶³a que se quiere minimizar, que va a constituir el modelo de qu¶e representa
un grafo est¶eticamente bueno, seguido de la elecci¶on del esquema de enfriamiento,
que determina c¶omo va cambiando la temperatura a medida que transcurre el
tiempo.

Modelo

Davidson y Harel proponen considerar cinco criterios est¶eticos, y para cada
uno de¯nen un potencial que lo representa en la funci¶on de energ¶³a. Los mismos
se detallan a continuaci¶on.
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Distribuci¶on de nodos
Los nodos deben estar distribuidos uniformemente en el espacio disponible para

el trazado. Para esto de¯nen un potencial para evitar que los nodos est¶en muy
cerca unos de otros (lo cual es an¶alogo a tener a una fuerza repulsiva entre todo
par de nodos). El potencial de repulsi¶on se de¯ne para todo par de nodos (u, v)
(u 6= v) como:

Ur(u, v) =
1

d2uv
(4.16)

Los autores comentan haber probado con varios potenciales distintos, y haber
obtenido los mejores resultados con ¶este, que es el mismo que se usa en el spring
embedder.

Espacio de dibujo
Los nodos no pueden salirse del espacio disponible para el trazado, que se

asume es rectangular. Existen varias formas de incorporar esta restricci¶on a la
funci¶on objetivo. Una opci¶on es incorporar v¶ertices ¯cticios \clavados" sobre los
bordes que repelan a todos los otros v¶ertices. Sin embargo el n¶umero de v¶ertices
¯cticios crece con la cantidad de v¶ertices del grafo, as¶³ que esta idea fue desechada
por los autores del algoritmo. Con lo que obtuvieron mejores resultados es con el
agregado de un nuevo potencial para repeler a los nodos de los bordes. El mismo
considera las distancias entre cada v¶ertice y los cuatro bordes, y se de¯ne como

Ub(u) =
1
r2u

+
1
l2u

+
1
i2u

+
1
s2u

(4.17)

donde ru, lu, iu y su, son las distancias entre la posici¶on del v¶ertice u y el borde
derecho, izquierdo, inferior y superior, respectivamente. El uso de este potencial
puede evitarse si el trazado ¯nal es escalado para que entre en el espacio de dibujo,
aunque es posible que el resultado no sea el mismo, ya que la funci¶on de energ¶³a
es distinta y por ende el proceso de optimizaci¶on puede resultar diferente.

Longitud de aristas
Como ya se ha visto, uno de los criterios est¶eticos m¶as importantes es el de la

longitud de aristas uniforme. Sin embargo, en la funci¶on de energ¶³a de DH no hay
ning¶un potencial que exija una longitud ¯ja de arista. Lo que s¶³ se de¯ne es un
potencial que penaliza las aristas de longitud grande. El mismo es extremadamente
sencillo, y se de¯ne para cada par de nodos (u, v) conectados por una arista:

Ue(u, v) = d2uv (4.18)

Este potencial puede ser visto como la fuerza de un resorte de longitud cero,
como los que se usan en el algoritmo de Tutte (ver secci¶on 4.8). Lo que evita
que los resultados obtenidos con DH est¶en concentrados en un ¶unico punto (o
sea que todas las aristas tengan longitud cero) es la interacci¶on con los otros
potenciales, principalmente con los de repulsi¶on. M¶as adelante volveremos sobre
esto y calcularemos la longitud ideal de las aristas en este modelo.



43

Cruce de aristas
Cuando se discutieron los principales criterios est¶eticos se vio que emp¶³rica-

mente se ha comprobado que evitar los cruces de aristas es uno de los m¶as impor-
tantes. Sin embargo, si bien los algoritmos vistos hasta ahora suelen dar resultados
con pocos cruces de aristas, ninguno de ellos se encarg¶o de evitar este problema
de forma expl¶³cita. El motivo de esto es que evitar cruces es algo dif¶³cil de lograr,
principalmente porque la noci¶on de cantidad de cruces es discreta, y por lo tanto
no puede ser usada en los m¶etodos que requieren que la funci¶on de energ¶³a sea
continua y diferenciable (como los anteriores, que usan el m¶etodo del gradiente y
el de Newton-Raphson). Simulated Annealing, en cambio, no requiere continuidad
(aunque que la super¯cie de la funci¶on sea suave ayuda a mejorar la b¶usqueda) y
mucho menos diferenciabilidad, ya que siempre se trabaja a nivel de la funci¶on,
as¶³ que puede manejar la inclusi¶on de un t¶ermino discreto como la cantidad de
cruces. El potencial que se agrega es uno solo, y no tiene m¶as que la cantidad de
cruces c:

Uc = c (4.19)

Distancias nodo-arista
Si bien el t¶ermino anterior penaliza cruces, aristas que \casi" se cruzan tambi¶en

son perjudiciales para la est¶etica del grafo. Para evitar esto Davidson y Harel
proponen un quinto potencial que generaliza la noci¶on de cruce de aristas, y tiene
la gran ventaja de ser continua. El potencial propuesto considera la distancia
entre cada arista y cada v¶ertice (de¯nida como la distancia m¶³nima entre el nodo
y cualquier punto en la arista). Para cada arista e = (u, v) 2 E y nodo w 2 V
donde w es distinto a u y a v, se de¯ne:

Uen(e, w) =
1

g2ew
(4.20)

donde gew es la distancia m¶³nima entre la posici¶on de w y cualquier punto sobre
la arista e.

En base a los cinco potenciales anteriores, (4.16)-(4.20), la funci¶on de energ¶³a
de DH se de¯ne como

E = cr

X

u,v2V,u6=v

Ur(u, v) + cb

X

u2V

Ub(u) + ce

X

(u,v)2E

Ue(u, v) (4.21)

+ccUc + cen

X

e=(u,v)2E,w2V

Uen(e,w)

donde cada potencial est¶a multiplicado por una constante (cr, cb, ce, cc,cen) que
regula el peso relativo de cada t¶ermino dentro de la funci¶on de energ¶³a. Ajustando
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estos par¶ametros se pueden cambiar sustancialmente los trazados resultantes. Por
ejemplo, aumentar los t¶erminos cc y cen priorizar¶an evitar los cruces resignando
distribuci¶on uniforme y longitud de aristas corta (aunque es oportuno advertir que
aumentar mucho el peso de los cruces puede disminuir demasiado la calidad gen-
eral del trazado [BHR95]). Tambi¶en en relaci¶on a los pesos, en [BHR95] sugieren
normalizar estos par¶ametros (por ejemplo entre 0 y 10) para facilitar el ajuste, ya
que como estos n¶umeros suelen tener distintos ¶ordenes de magnitud, al usuario se
le hace dif¶³cil equilibrarlos.

Algoritmo

DH(Grafo G)
1. Asignar temperatura inicial t=t0.
2. Asignar una posici¶on al azar a cada v¶ertice de G
3. Repetir M veces:

3.1. Repetir T veces:
3.1.1. Para cada v 2 V

3.1.1.1. pant= pv
3.1.1.2. pv=pv+¢rand

3.1.1.3. Si E(pant) < E(pv)
3.1.1.3.1 Con probabilidad 1-e

E(pant)¡E(pv)
t , volver a pv= pant

3.2 Reducir temperatura t

donde M y t0 son constantes y E(p) es la energ¶³a que resulta al mover el v¶ertice
v a la posici¶on p. T es la cantidad de iteraciones con una misma temperatura, que
depende de n = jV j.

En el paso 3.1.1.2 se crea una nueva posici¶on para v al sumarle ¢rand. ¢rand es
un vector que determina cu¶anto y en qu¶e direcci¶on mover al v¶ertice. En [DH96]
este vector se elige al azar entre todos los que est¶an en la circunferencia de radio r,
donde r va decreciendo en proporci¶on a la temperatura. La idea es que al comienzo
los movimientos son grandes, y a medida que pasa el tiempo, y el trazado se acerca
a una con¯guraci¶on de energ¶³a m¶³nima, los movimientos se van haciendo cada vez
m¶as cortos.

Una cuesti¶on muy importante de la que todav¶³a no hemos hablado es el es-
quema de enfriamiento, es decir, qu¶e temperatura inicial usar y c¶omo reducir la
temperatura con el correr del tiempo. Respecto a la temperatura inicial, en [DH96]
sugieren usar un n¶umero bien alto debido a que como el trazado inicial se elige al
azar, no se puede saber cu¶anto valdr¶a la energ¶³a inicial, y el objetivo es que en las
primeras etapas se permita casi cualquier movida. En caso de que se sepa que el
trazado inicial est¶a cerca de una con¯guraci¶on de energ¶³a m¶³nima se puede elegir
un t0 m¶as chico para obtener un resultado cercano al inicial.

Para la reducci¶on de la temperatura hay dos cuestiones a decidir: cada cu¶anto
disminuir la temperatura, y cu¶anto disminuirla. En muchas aplicaciones de Simu-
lated Annealing la temperatura se mantiene ¯ja por una cantidad de iteraciones
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Figura 4.3. El resultado de aplicar DH sin (izq.) y con (der.) ¯ne tuning [DH96].

polinomial en el tama~no de la entrada. Sin embargo, Davidson y Harel reportan
que obtuvieron buenos resultados usando un n¶umero ¯jo de T = 30n (n = jV j)
iteraciones. Para la segunda cuesti¶on, reducen la temperatura de manera geom¶etri-
ca:

tn+1 = γtn

donde γ es una constante entre 0, 6 y 0, 95 (γ = 0, 75 parece dar buenos resul-
tados en la mayor¶³a de los casos).

Fine tuning

El algoritmo como hasta aqu¶³ fue presentado suele alcanzar trazados que son
buenos topol¶ogicamente (es decir la ubicaci¶on relativa de los nodos es buena, se
re°eja bien la estructura del grafo), pero no est¶eticamente buenos. El motivo de
esto es que es dif¶³cil estabilizarse en un buen trazado cuando hay tanto azar en
juego. Es por esto que los autores introducen una etapa que denominan de ¯ne
tuning en la que proh¶³ben las movidas cuesta arriba y s¶olo permiten movimientos
de unos pocos pixels. La etapa de ¯ne tuning se lleva a cabo luego de las iteraciones
normales descriptas en los p¶arrafos anteriores. La diferencia entre el trazado sin
y con ¯ne tuning es asombrosa. Si bien la estructura del trazado se conserva,
visualmente es una mejora enorme. Un ejemplo puede verse en la Figura 4.3.

Algunas observaciones

El algoritmo DH es uno de los algoritmos m¶as °exibles que hay para trazado
de grafos. Es sustancialmente distinto a los anteriores, excepto por el hecho de que
tambi¶en usa criterios de atracci¶on y de repulsi¶on para ubicar los v¶ertices. Con el
que m¶as parecidos encuentra es con el algoritmo KK, ya que ambos proveen una
visi¶on energ¶etica del problema, en lugar de una basada en fuerzas, y en menor
medida con los de FR y GEM por el uso de temperaturas como parte del proceso
de optimizaci¶on (en realidad los otros dos algoritmos toman esta idea de Simulated
Annealing).
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El uso de una funci¶on general es el principal aporte de este algoritmo, ya
que permite agregar cualquier criterio est¶etico que pueda ser traducido en un
potencial. En la pr¶actica, los resultados obtenidos con DH { con los potenciales
presentados aqu¶³ { son de muy buena calidad, comparables a los de los otros hasta
aqu¶³ vistos [BHR95] y hasta tal vez mejores. Adem¶as el hecho de poder modi¯car
sustancialmente los resultados cambiando s¶olo los pesos le da una ventaja sobre
los otros algoritmos. Aunque hay que aclarar que esto tambi¶en puede jugar en
contra, ya que requiere dedicar un tiempo de ajuste con los par¶ametros hasta
encontrar una combinaci¶on que se ajuste a las necesidades de uno. Otra ventaja
de DH sobre los otros algoritmos es que considera de manera expl¶³cita los cruces
de aristas. Obviamente, el algoritmo ideal es el que no requiere ning¶un par¶ametro
y da siempre el resultado que uno espera. Lamentablemente esto suele ser dif¶³cil
de lograr, aunque ha habido intentos de reducir la cantidad de par¶ametros del
algoritmo DH, por ejemplo [Tun94].

La gran desventaja que tiene DH es su alto costo computacional, que es com¶un
a los algoritmos que usan Simulated Annealing, y que supera al costo de los otros
algoritmos de esta secci¶on. De hecho, en la prueba realizada en [BHR95] sugieren
que la mejor opci¶on es DH, siempre que el tiempo no sea un problema.

Veamos cu¶al es la complejidad del algoritmo DH. El ciclo externo se ejecuta
M veces, con M constante {independiente del tama~no de la entrada{, as¶³ que el
costo est¶a dominado por cu¶anto lleva cada iteraci¶on de ese ciclo. A su vez, el ciclo
3.1 se ejecuta Tn veces, que usando la sugerencia de los autores estar¶³a en O(n).
Actualizar la energ¶³a luego de un movimiento, que es necesario en el paso 3.1.1.3
tiene costo O(nm), por lo que la complejidad total queda O(n2m).

Longitud ideal de las aristas

Si bien el algoritmo requiere cinco par¶ametros, ninguno es la longitud ideal de
las aristas, que suele ser un par¶ametro com¶un y muy importante. Sin embargo,
la longitud ideal de las aristas, llam¶emosla l, est¶a determinada por la interacci¶on
entre los potenciales de repulsi¶on y los de aristas (Ur y Ue), y por ende depende
de sus pesos, cr y ce. La misma est¶a dada por l = 4

p cr
ce
, lo cual puede verse de la

siguiente manera.
Sup¶ongase un grafo con s¶olo dos v¶ertices conectados por una arista (u, v), cuya

longitud es duv. Si omitimos los potenciales de los bordes, entonces la funci¶on de
energ¶³a est¶a dada por

E = crUr(u, v) + ceUe(u, v)

= cr
1

d2uv
+ ced2uv

La con¯guraci¶on de energ¶³a m¶³nima cumple que la derivada de E respecto de
duv es cero, as¶³ que si igualamos a cero la derivada, tenemos

¡2cr
1

d3uv
+ 2ceduv = 0
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que despejando duv queda

¡2cr + 2ced4uv = 0

duv = 4

r
cr

ce

lo cual nos con¯rma que la longitud de la arista para que la energ¶³a sea m¶³nima
debe ser 4

p cr
ce
.

Nota: este mismo procedimiento se puede aplicar a cualquiera de los modelos
de fuerzas de los algoritmos anteriores para veri¯car cu¶al es la longitud ideal de
las aristas. S¶olo hay que veri¯car que las fuerzas se anulan cuando duv es igual a
la longitud ideal.

4.6. Resortes magn¶eticos: SM

El algoritmo que presentamos a continuaci¶on extiende el modelo del spring
embedder con la idea de que algunos de los resortes est¶an magnetizados y hay
adem¶as un campo magn¶etico global que act¶ua sobre los resortes magnetizados. Si
bien este algoritmo es m¶as una extensi¶on que un nuevo algoritmo, lo incluimos de
todas formas en esta secci¶on porque fue de las primeras adaptaciones y porque
numerosos trabajos posteriores se han basado y han extendido este algoritmo para
ajustarlo a aplicaciones espec¶³¯cas (un ejemplo reciente es [HMN04]).

La motivaci¶on de este algoritmo, que llamaremos SM y fue presentado por
Sugiyama y Misue en [SM95], es poder darle a las aristas alg¶un tipo de orientaci¶on
pre¯jada, por ejemplo, hacer que las aristas sean verticales u horizontales. Una
posible aplicaci¶on de esto es para obtener resultados similares a los de los algorit-
mos espec¶³¯cos para grafos dirigidos o ¶arboles.

La manera en que se logra este efecto es conceptualmente sencilla. Supongamos
que queremos que algunas aristas sean verticales. En ese caso basta con de¯nir
un campo magn¶etico vertical, que hace que los resortes que est¶en magnetizados
tiendan por in°uencia del campo magn¶etico a alinearse verticalmente. Lo intere-
sante de este modelo, es que en lo ¶unico en lo que di¯ere con el modelo del spring
embedder tradicional es en que existe un tipo de fuerza m¶as, que es la que hace
que los resortes magnetizados se \peguen" al campo magn¶etico.

Modelo

Campos magn¶eticos

Tres tipos de campos magn¶eticos, que pueden ser combinados, son de¯nidos
(ilustrados en la Figura 4.4). A su vez, cada uno est¶a de¯nido por un vector
orientaci¶on m(x, y) que indica la direcci¶on del campo magn¶etico.

Paralelos: todas las fuerzas magn¶eticas operan en la misma direcci¶on.
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Figura 4.4. Tipos de campos magn¶eticos

El vector orientaci¶on es m(x, y) 2 fe1, ¡e1, e2,¡e2g, para ei i-¶esimo vector
can¶onico de R2, dependiendo de si el campo es horizontal o vertical y direcci¶on
norte-sur o sur-norte .

Radiales: las fuerzas operan radialmente a partir de un punto.

El vector orientaci¶on es m(x, y) = (x, y)/ k(x, y)k.

Conc¶entricos: las fuerzas operan en c¶³rculos conc¶entricos.

El vector orientaci¶on en este caso es m(x, y) = s(y, ¡x)/ k(x, y)k, con s 2
f1,¡1g, dependiendo de si el campo es en sentido horario o en sentido antihorario.

Sugiyama y Misue dan un paso m¶as y de¯nen dos tipos de resortes o aristas
magnetizadas: los unidireccionales y los bidireccionales. Los unidireccionales tien-
den a alinearse con la direcci¶on del campo magn¶etico (m(x, y)), mientras que los
bidireccionales tienden a alinearse en cualquiera de los dos sentidos del campo
magn¶etico (m(x, y) y ¡m(x, y))

Fuerzas

Se de¯nen tres tipos de fuerzas: atractivas, repulsivas y rotativas. Las dos
primeras son las mismas que las usadas en el spring embedder. Las terceras son
las que hacen que los campos magn¶eticos in°uyan en las aristas magnetizados.

Fuerzas atractivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v conectados por una arista:

fa(u, v) = C1 log(
duv

C2
)¡¡!pvpu (4.22)

donde C1 es una constante que controla la fuerza del resorte y C2 es otra
constante que de¯ne la longitud ideal del resorte. En sus experimentos los autores
usan C1 = 2 y C2 = 1.
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Fuerzas repulsivas
Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v distintos no conectados por una

arista:

fr(u, v) =
C3

d2uv

¡¡!pupv (4.23)

donde C3 es una constante de repulsi¶on (en sus experimentos los autores usan
C3 = 1).

Fuerzas rotativas
Se de¯nen para toda arista magnetizada (u, v) 2 EMag (denotaremos con EMag

al conjunto de aristas magnetizadas).

fm(u, v) = Cmbdα
uvθ

β¡!pd (4.24)

donde:
b es la fuerza del campo magn¶etico.
m(x, y) es el vector de orientaci¶on del campo magn¶etico3.

θ (¡π < θ < π) es el ¶angulo en radianes entre la arista y la orientaci¶on del
campo magn¶etico4.

α, β, y Cm son constantes para ajustar los resultados (en sus experimentos los
autores usan α = β = Cm = 1 y 0 · b · 16).

El vector ¡!pd es el que da la direcci¶on del movimiento y se de¯ne como ¡!pd =
m(x, y)¡ ¡!pe , donde ¡!pe es el vector que va desde el medio del resorte hacia su
extremo (el mismo que se usa para calcular el ¶angulo θ).

En base a (4.22), (4.23) y a (4.24) , la fuerza f(u) que experimenta un v¶ertice
u es

f(u) =
X

(u,v)2E

fa(u, v) +
X

v2V/(u,v)/2E,u6=v

fr(u, v) +
X

v2V/(u,v)2EMag

fm(u, v) (4.25)

3El punto (x, y) en m(x, y) correspondiente a una arista (u, v) es el punto medio w del
segmento que conecta los dos v¶ertices, w = (pv + pu)/2.

4Si el eje e = (u, v) es unidireccional entonces tendr¶a un ¶unico extremo, digamos v, y
de¯nir¶a un ¶unico vector ¡!pe = w ¡ pv, donde w = (pv + pu)/2 es el vector medio del eje, en
cuyo caso θ = \(¡!pe ,m(x, y)). En cambio, si el eje es bidireccional, de¯nir¶a dos vectores, ¡!pe y
¡¡!pe y por ende dos ¶angulos. En ese caso el ¶angulo θ que se usa al calcular fm(u, v) en 4.24 es el
que tiene menor valor absoluto.
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Figura 4.5. Trazados obtenidos con: (de izq. a der.) campos conc¶entricos, campos
verticales y la combinaci¶on de campos horizontales y verticales.

Algoritmo

El algoritmo es muy parecido al del spring embedder, lo ¶unico que var¶³a es el
trazado inicial y, por supuesto, el c¶alculo de las fuerzas.

SM(Grafo G)
1. Asignar una posici¶on a cada v¶ertice de G coloc¶andolos al azar sobre una circun-

ferencia de radio C2n/2π
2. Repetir n veces:

2.1. Para cada v 2 V
2.1.1 Calcular f(v) (en base a 4.25)

2.2. Para cada v 2 V
2.2.1 pv= pv+C4f(v)

Para C4 constante y n=jVj. En sus experimentos los autores usan 0, 005 ·
C4 · 0, 1 . Notar que en lugar de situar los v¶ertices al azar en cualquier parte del
plano, el algoritmo los ubica sobre una circunferencia.

Algunas observaciones

Es interesante observar los resultados que se pueden obtener incluyendo estas
fuerzas rotacionales. En la Figura 4.5 se muestran varios ejemplos.

La complejidad del algoritmo es igual a la del spring embedder, O(n3).
A diferencia de los m¶etodos anteriores, SM puede usarse para dibujar grafos

dirigidos, por ejemplo con las aristas apuntando para abajo. Esto se logra f¶acil-
mente agregando un campo magn¶etico vertical en direcci¶on norte-sur y usando
aristas magnetizados unidireccionales.

Tambi¶en se puede usar para dibujar grafos ortogonales utilizando una com-
binaci¶on de un campo magn¶etico horizontal y uno vertical, aunque obviamente
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por las caracter¶³sticas del m¶etodo, es dif¶³cil que el resultado sea exactamente un
grafo ortogonal, pero tal vez s¶³ uno \casi" ortogonal (es decir, con aristas \casi"
ortogonales). Un ejemplo es el trazado de m¶as a la derecha de la Figura 4.5.

4.7. Un algoritmo incremental: Tu

Tunkelang [Tun94] propuso un algoritmo incremental, al cual nos referiremos
como Tu, que usa la funci¶on de energ¶³a de DH y se vale de varias heur¶³sticas para
ubicar a cada uno de los nodos. Incluimos este algoritmo en esta secci¶on porque
adem¶as de haber surgido tempranamente, es un buen ejemplo de c¶omo se pueden
reutilizar parte de los modelos de los algoritmos anteriores.

El algoritmo Tu puede resumirse en tres etapas. La primera consiste en deter-
minar el orden en el cual los nodos ser¶an ubicados. A diferencia de los algoritmos
anteriores, Tu es un algoritmo incremental en el que un nodo se va ubicando a
la vez (en lugar de partir de un trazado inicial donde todos los nodos ya est¶an
ubicados). La segunda etapa consiste en ubicar a cada nodo, en el orden antes de-
terminado. Para cada nodo que se debe ubicar, se toma una muestra de posibles
ubicaciones, que dependen de los vecinos del nodo, y se elige la mejor de ¶estas
(usando una funci¶on de costo basada en la de DH). Cada vez que un nodo es
ubicado, se analizan de nuevo las ubicaciones de sus vecinos para ver si pueden
mejorarse. Finalmente, la tercer etapa consiste en un ¯ne-tuning ¯nal de todos los
nodos, que consiste en ir uno a uno viendo si su situaci¶on puede mejorarse.

A continuaci¶on analizamos el algoritmo con m¶as detalle.

Modelo

La funci¶on de costo que utiliza Tu es un subconjunto de la funci¶on de energ¶³a
de DH (4.21), donde se usan s¶olo tres de los cinco potenciales de¯nidos para DH: el
de distribuci¶on de nodos (4.16), el de longitud de aristas (4.18) y el de la cantidad
de cruces de aristas (4.19).

Utilizando la notaci¶on de DH, la funci¶on de costo de Tu es

F = cr

X

u,v2V,u6=v

Ur(u, v) + ce

X

(u,v)2E

Ue(u, v) + ccUc (4.26)

donde cr, ce y cc son constantes que regulan el peso de cada t¶ermino.
Notar que excepto por el t¶ermino que corresponde a la cantidad de cruces, las

fuerzas que usa Tu son muy parecidas a las usadas en FR.

Algoritmo

El algoritmo tiene la siguiente estructura:

Tu(Grafo G)
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1. Calcular un ordenamiento de los v¶ertices en base al ¶arbol generador de G de
altura m¶³nima

2. Para cada v¶ertice v 2 V, siguiendo el ordenamiento del paso 1:
2.1. Analizar posibles ubicaciones para v
2.2. Ubicar v en la ubicaci¶on con menor costo
2.3. Realizar optimizaci¶on local en v y en sus vecinos

3. Realizar optimizaci¶on local en todos los nodos (¯ne-tuning)

Lo primero que debe explicarse es c¶omo calcular el ordenamiento del paso 1. La
idea de Tunkelang es dibujar el grafo desde un v¶ertice del centro hacia afuera. Los
v¶ertices centrales del grafo son los nodos c 2 V que minimizan m¶axv2V δcv, donde
δcv es la distancia te¶orica entre c y v. Para calcular un nodo del centro y elegir un
ordenamiento adecuado, el algoritmo recorre el grafo a lo ancho, haciendo un BFS
(breadth-¯rst traversal) desde cada nodo. Con cada BFS se obtiene un ¶arbol, y se
elige de todos ellos uno de altura m¶³nima. El ordenamiento de los nodos comienza
por la ra¶³z r de ese ¶arbol (que ser¶a un v¶ertice del centro) y sigue a lo ancho (es
decir, primero se ubica r, luego los nodos que est¶an a distancia 1 de r, luego los
que est¶an a distancia 2, etc).

Pasemos ahora al paso 2.1, en el que se eval¶uan posibles ubicaciones para un
nodo. A la hora de ubicar un nodo, se consideran un n¶umero ¯nito de ubicaciones
pre¯jadas. El espacio de dibujo se subdivide en celdas (que pueden llegar a ser
cada uno de los pixels de la pantalla), donde cada una puede contener a lo sumo
a un nodo. Cuando el v¶ertice v debe ser ubicado, se analiza un conjunto de celdas
que depende de los vecinos de v, para cada una se calcula la funci¶on de costo y se
elige una que tenga costo m¶³nimo.

El v¶ertice correspondiente al centro del grafo se ubica siempre en el centro del
¶area de dibujo. Cuando otro nodo va a ser ubicado, se itera a trav¶es de los vecinos
de ese nodo y por cada vecino se consideran: i) las celdas contiguas al vecino,
ii) las celdas a distancia l del vecino5. En total son 16 las celdas consideradas:
8 contiguas y 8 a distancia l. Adem¶as de para los vecinos, estas 16 posiciones
tambi¶en se consideran para el baricentro6 de los vecinos. Finalmente, tambi¶en se
consideran las cuatro esquinas del espacio de dibujo.

La optimizaci¶on local es otro factor importante del algoritmo. La optimizaci¶on
local en un nodo v consiste en analizar las celdas vecinas a las del nodo (nueva-
mente i) y ii)) y si alguna de ellas tiene costo menor al actual, mover el nodo a
esa nueva celda. Adem¶as, cada vez que un nodo es movido como producto de la
optimizaci¶on local, recursivamente se hace optimizaci¶on local en todos los vecinos
del nodo movido.

5Denotaremos con l, usando la misma notaci¶on que en [Tun94], a la longitud ideal de las
aristas.

6El baricentro del v¶ertice v, con vecinos N(v) (los ya ubicados en el trazado) se de¯ne como
1

jN(v)j
P

pw
w2N(v)

.
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Algunas observaciones

En [Tun94] se proponen varias t¶ecnicas para acelerar el c¶alculo de la funci¶on de
costo, ya que debido a la forma de proceder del algoritmo, es uno de los principales
responsables del costo total del mismo. Una de las t¶ecnicas propuestas es el uso de
una malla m¶as gruesa, que denominan \malla uniforme", que permite calcular el
n¶umero de cruces entre aristas de manera m¶as e¯ciente, evitando recalcular todos
los cruces cada vez que un nodo es movido. Adem¶as esta malla puede aprovecharse
para incorporar el c¶alculo de las fuerzas repulsivas de forma similar a la variante
malla del algoritmo FR (ver secci¶on 4.2).

Es interesante que ¶este es el primer algoritmo { de los presentados en este
cap¶³tulo { que se basa s¶olo en heur¶³sticas para optimizar la funci¶on de costo. Los
otros m¶etodos usan el m¶etodo del gradiente (por ej. el spring embedder), Newton-
Raphson (KK) o Simulated Annealing (DH), los tres son m¶etodos generales para
optimizar funciones. Sin embargo, Tu hace toda la optimizaci¶on en base a una
heur¶³stica propia.

Es tambi¶en interesante el enfoque incremental del algoritmo, algo muy poco
com¶un dentro de los algoritmos dirigidos por fuerzas. El mismo Tunkelang comenta
en [Tun94] que la forma en que se van agregando los nodos, desde el centro hacia
afuera, es una especie de generalizaci¶on de lo que se hace en los algoritmos para
grafos dirigidos, como el de Sugiyama et al. [STT81], donde los nodos se van
ubicando en distintas capas.

Los resultados que se obtienen con este algoritmo son distintos de los que
se obtienen con los anteriores [BHR95], espec¶³¯camente se ha observado que no
capturan tanto la simetr¶³a como los otros, y que suele dar buenos resultados en
mallas donde los otros producen distorsiones. Tambi¶en se observa que los resulta-
dos obtenidos con este algoritmo son m¶as dif¶³ciles de predecir que con los otros.

El c¶alculo de la complejidad de este algoritmo es m¶as complicado que en los
anteriores por la naturaleza recursiva de la optimizaci¶on local. El c¶alculo del or-
denamiento consiste en hacer n veces BFS, lo cual da en total un costo O(nm).
La funci¶on de costo, luego de mover un nodo, puede ser recalculada en tiempo
O(dm), donde d es el grado del nodo movido. Lo que es dif¶³cil de estimar es el
costo de la optimizaci¶on local, ya que al ser recursiva depende de cu¶anto se puede
mejorar el trazado del grafo actual. Lamentablemente, en [Tun94] no se profundiza
el c¶alculo de este costo. Experimentalmente, de las pruebas hechas en [BHR95] se
puede deducir que el tiempo de ejecuci¶on de Tu result¶o intermedio, entre los de
KK y GEM (m¶as r¶apidos) y DH (m¶as lento).

Finalmente, hay que destacar que Tu es uno de los pocos algoritmos, junto con
DH, que contemplan el cruce de aristas de manera expl¶³cita.

4.8. El m¶etodo baric¶entrico: Tutte
El llamado m¶etodo baric¶entrico, propuesto por Tutte ([Tut60],[Tut63]) hace

m¶as de 40 a~nos, es uno de los principales antecesores de los m¶etodos dirigidos por
fuerzas que se usan para trazado de grafos. Como se mencion¶o al comienzo de este
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cap¶³tulo, su motivaci¶on era m¶as matem¶atica que de visualizaci¶on, y debe advertirse
que los resultados que se obtienen con este m¶etodo son inferiores, en calidad, a
los de los otros m¶etodos presentados en este cap¶³tulo. De todas formas creemos
que merece ser mencionado, primero porque es una de las principales in°uencias
de los otros m¶etodos, y segundo porque sus ideas son usadas en otra familia de
algoritmos m¶as recientes, los m¶etodos espectrales (por ej. [Kor03]).

El m¶etodo recibe su nombre porque su manera de optimizar consiste, a grandes
rasgos, en ubicar a cada nodo en el baricentro de sus vecinos. Por otro lado, puede
ser visto casi como un caso particular del spring embedder donde no hay fuerzas
repulsivas (o usando la notaci¶on del spring embedder, C3 = 0), la rigidez de cada
resorte es 1 (C1 = 1) y las fuerzas atractivas usan resortes lineales con longitud
ideal cero. Una gran ventaja de este modelo de fuerzas es que es mucho m¶as simple
que los otros:

Modelo

S¶olo se de¯nen fuerzas atractivas entre los v¶ertices conectados por una arista.

Fuerzas atractivas

Se de¯nen para todo par de v¶ertices u y v conectados por una arista:

fa(u, v) = pu ¡ pv

Donde pu y pv son los vectores posici¶on de los v¶ertices u y v.
La fuerza f(u) que experimenta un v¶ertice u est¶a dada por

f(u) =
X

v2V/(u,v)2E

fa(u, v) =
X

v2V/(u,v)2E

(pu ¡ pv) (4.27)

La funci¶on de energ¶³a que de¯nen de manera impl¶³cita estas fuerzas est¶a ¶³nti-
mamente relacionada con la energ¶³a de Hall [Hal70]. La misma juega un papel
importante en los algoritmos espectrales, mencionados en el cap¶³tulo 2.

Hay un detalle muy importante acerca de estas fuerzas y es que una soluci¶on
trivial donde estas fuerzas se minimizan es cuando todos los v¶ertices est¶an ubicados
en el mismo punto (ya que todas las sumas de 4.27 dan trivialmente cero). Clara-
mente esta no es una de las soluciones buscadas, por lo que para evitarla algunos
v¶ertices { al menos tres { son ¯jados, usualmente en los v¶ertices de un pol¶³gono
convexo. La optimizaci¶on se realiza para los otros v¶ertices, cuyas posiciones est¶an
\libres".
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Figura 4.6. Trazado obtenido con el algoritmo baric¶entrico de Tutte.

Algoritmo

El algoritmo consiste en ubicar cada v¶ertice de los libre en el baricentro de sus
vecinos.

Baricentro(Grafo G)
1. Fijar al menos tres v¶ertices en los v¶ertices de un pol¶³gono convexo.
2. Ubicar los otros v¶ertices, v¶ertices libres, en el origen.
3. Repetir hasta que las posiciones de los v¶ertices libres no var¶³an m¶as que un ε

3.1 Para cada v¶ertice libre v 2 V:
3.1.1 Ubicar v en pv= 1

deg(v)

P
(u,v)2E pu

Donde deg(v) es el grado del v¶ertice v.

Algunas observaciones

En comparaci¶on con los m¶etodos anteriores, el m¶etodo baric¶entrico no produce
resultados de gran calidad, principalmente por la ausencia de fuerzas repulsivas
que resultan en trazados de poca resoluci¶on. Por lo tanto, no es un m¶etodo que se
use mucho en las aplicaciones de trazado de grafos. Ver por ejemplo la Figura 4.6.
Sin embargo, tiene varias propiedades buenas que valen la pena ser mencionadas.

Una de ellas es que si G es un grafo planar y triconexo, el resultado de aplicar
este algoritmo es plano y convexo (es decir que cada cara del trazado es un pol¶³gono
convexo). La demostraci¶on puede encontrarse en [Tut60].

La otra propiedad buena es que encontrar un equilibrio del sistema de fuerzas
de¯nido por (4.27) es equivalente a resolver un sistema de ecuaciones lineales
esparso, por lo que existen m¶etodos muy e¯cientes de calcularlo. De hecho, como
se observa en [DETT99], el m¶etodo de optimizaci¶on que usa este algoritmo consiste
simplemente en resolver iterativamente un sistema lineal (m¶as detalles sobre esto
en el cap¶³tulo 5). Esto es uno de los motivos por los que algunos de los m¶etodos
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que se usan para dibujar grafos grandes (ver cap¶³tulo 11) usen t¶ecnicas similares
a esta.

4.9. Comentarios generales
4.9.1. Comparaciones entre los algoritmos

Dado el gran n¶umero de algoritmos \cl¶asicos" que existen, los cuales fueron
presentados en este cap¶³tulo, a la hora de elegir uno para implementar es l¶ogico
preguntarse cu¶al da resultados mejores que otros, cu¶al tarda menos o cu¶al tarda
m¶as. Algunos de estos puntos ya fueron cubiertos individualmente para cada algo-
ritmo. En esta secci¶on repasaremos los resultados disponibles en la literatura que
comparan estos aspectos de los algoritmos presentados.

Lamentablemente, no existen muchos estudios emp¶³ricos que analicen estos
factores que no sean los que cada autor presenta cuando introduce su propio algo-
ritmo. El trabajo m¶as elaborado al respecto es el de Brandenburg et al. [BHR95],
donde se comparan los siguientes cinco algoritmos: FR, KK, DH, Tu y
GEM. Sus principales conclusiones se resumen a continuaci¶on:

Los cinco algoritmos obtienen grafos est¶eticamente agradables, y en l¶³neas
generales, el comportamiento es el reportado por sus respectivos autores.

Los algoritmos son estables frente a grafos armados al azar, ya que casi
siempre convergen hacia uno de los pocos trazados estables del grafo.

Los trazados producidos por KK, FR, GEM y DH sin la optimizaci¶on de
cruces suelen tener apariencia similar.

El algoritmo Tu muchas veces produce trazados distintos a los otros. En
particular no captura la simetr¶³a como los otros, y su comportamiento es
dif¶³cil de predecir.

El m¶as °exible es DH, pero tambi¶en el m¶as costoso en tiempo. Adem¶as, esta
°exibilidad tiene el costo de que no es f¶acil ajustar los par¶ametros con los
pesos de los componentes para obtener el resultado deseado. Notan tambi¶en
que valores altos en los t¶erminos relacionados con el cruce de aristas son
incompatibles con los otros criterios y terminan destruyendo la simetr¶³a y la
longitud uniforme de aristas.

En lo que respecta a velocidad, GEM y KK requieren tiempos similares y
son los m¶as r¶apidos, mientras que DH es el m¶as lento de todos. FR parece ser
r¶apido para grafos de hasta 60 nodos, pero su performance decrece cuando
son m¶as grandes.

La conclusi¶on ¯nal del trabajo es que no hay un ganador universal, y recomien-
dan probar con varios m¶etodos para ver cu¶al da mejores resultados para el proble-
ma espec¶³¯co. El orden en que recomiendan probar los algoritmos es: GEM o KK
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primero (o FR si el grafo es peque~no), y luego Tu y DH. Si el tiempo no es un
inconveniente recomiendan jugar con los par¶ametros de Tu o DH hasta obtener
resultados adecuados.

Los par¶ametros que se usaron para realizar las comparaciones de calidad fueron:
la relaci¶on entre la arista de mayor longitud y la de menor longitud, la desviaci¶on
est¶andar normalizada de la longitud de las aristas y el n¶umero de cruces. Los grafos
usados fueron grafos generados aleatoriamente y 59 grafos varios tomados de los
que se presentan en los art¶³culos del algoritmo DH [DH96] y el de FR [FR91].

Otra comparaci¶on m¶as reciente es la que presenta Behzadi [Beh99] con el
prop¶osito de comparar tiempo y calidad de algunos algoritmos tradicionales contra
los de su propio algoritmo, CostSpring (del cual hablaremos en el Cap¶³tulo 12). En
lo que respecta a la comparaci¶on entre FR y GEM sobre un conjunto de 34
grafos tomados principalmente de los usados por Frick et al. [FLM95] para probar
el algoritmo GEM, los principales hallazgos de Behzadi son:

Para los grafos planares m¶as grandes (m¶as de 100 nodos), tanto GEM como
FR producen muchos cruces de aristas.

La longitud de aristas suele ser similar, aunque GEM en muchos casos ob-
tiene diferencias m¶as peque~nas, lo cual es atribuido al uso de las fuerzas
gravitacionales y las perturbaciones que se aplican a cada nodo al moverlo.

En lo que discrepan estos experimentos con los de [BHR95] es en la perfor-
mance de FR y GEM para grafos grandes. En sus pruebas, Behzadi encon-
tr¶o que FR resulta m¶as r¶apido que GEM a medida que los grafos aumen-
tan de tama~no, lo cual es contrario a los resultados de los experimentos de
[BHR95] y los de los autores del GEM que se presentan en [FLM95]. Las
diferencias con estos ¶ultimos son las m¶as llamativas ya que supuestamente
las pruebas fueron hechas usando la misma implementaci¶on de los algoritmos
y computadoras muy semejantes.

4.9.2. Desventajas de los m¶etodos dirigidos por fuerzas

Ahora que hemos presentado cu¶ales son los principales algoritmos de traza-
do de grafos dirigidos por fuerzas, podemos analizar cu¶ales son sus principales
desventajas (sus ventajas m¶as importantes ya han sido mencionadas en la secci¶on
3.1).

Los algoritmos dirigidos por fuerzas tienen principalmente tres puntos d¶ebiles.
Ellos son, en orden decreciente de importancia: su alto costo computacional (en
tiempo), los m¶³nimos locales pobres (que afectan a la calidad de los resultados
obtenidos) y la falta de fundamentos te¶oricos s¶olidos que los respalden. A contin-
uaci¶on analizaremos cada uno con m¶as profundidad.

Alto costo computacional (en tiempo). Este es, desde nuestro punto de vista, el
principal punto d¶ebil de los algoritmos dirigidos por fuerzas. Una complejidad de
O(n3), como es la de casi todos los algoritmos que se vieron en esta secci¶on, hace
que estos m¶etodos { al menos tal cual fueron presentados aqu¶³ { no sean escalables
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Figura 4.7. M¶³nimo local pobre obtenido con el spring embedder.

a grafos de m¶as de unos pocos cientos de v¶ertices, y menos aun si se los quiere
para aplicaciones interactivas, donde los l¶³mites de tiempo son mayores.

Sin embargo, no todo est¶a perdido en este aspecto. Como veremos m¶as ade-
lante, si uno est¶a dispuesto a sacri¯car algo de la calidad del resultado, y por
sobre todo la simplicidad de los algoritmos (que recordemos que es una de las
principales ventajas de estos m¶etodos), entonces es posible trabajar con grafos
de miles de v¶ertices. Algoritmos que se basan en los que vimos en esta secci¶on,
espec¶³¯camente dise~nados para trabajar con grafos grandes, ser¶an presentados en
los pr¶oximos cap¶³tulos.

M¶³nimos locales pobres. Los m¶etodos de optimizaci¶on que usan los algoritmos
dirigidos por fuerzas encuentran un m¶³nimo local de la funci¶on de energ¶³a, ya
que encontrar un ¶optimo global es un problema NP-Hard ([EMW86],[MO85]).

M¶as aun, la mayor¶³a de los algoritmos usan m¶etodos que s¶olo permiten movidas
que minimizan el valor de la energ¶³a, por lo que el m¶³nimo al que pueden llegar
est¶a predeterminado por la soluci¶on desde la cual comienza la b¶usqueda, que es el
trazado inicial. Esto hace que dependiendo del trazado inicial, que muchas veces se
elige al azar, se termine convergiendo a un m¶³nimo local o a otro. El problema que
surge de esto es que hay grafos que tienen m¶³nimos locales que no son buenos y
que pueden ser encontrados por el algoritmo. Lamentablemente, en la mayor¶³a de
los casos por la forma de realizar las movidas (siempre \en bajada"), una vez que
el algoritmo queda atrapado en ese m¶³nimo, no hay forma de escapar de ¶el. Esto
resulta en que hay veces que los resultados no son satisfactorios. Afortunadamente,
excepto algunos grafos particulares, en la mayor¶³a de los casos esto no ocurre.

Un ejemplo de m¶³nimo local pobre puede verse en la Figura 4.7 donde el spring
embedder lleg¶o a un m¶³nimo local malo que no pudo superar. En ese caso puede
verse que un nodo ha quedado mal ubicado. Las mismas fuerzas repulsivas hacen
que no haya forma de saltar la \barrera" que lo detiene sin aumentar la energ¶³a.
Este problema de las barreras que evitan que un nodo ocupe una posici¶on mejor
es t¶³pico de los m¶etodos dirigidos por fuerzas, y es una clara manifestaci¶on de los
m¶³nimos locales pobres.

Una de las formas de intentar evitar caer en un m¶³nimo pobre es eligiendo
cuidadosamente el trazado inicial. El cap¶³tulo 10 est¶a dedicado enteramente a este
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Figura 4.8. M¶³nimo local pobre de una malla.

Figura 4.9. M¶³nimo local pobre para un ¶arbol.

tema. Otra forma de intentar solucionar este problema es usando una funci¶on de
energ¶³a que sea sensible a estas situaciones (como la de la barrera del ejemplo an-
terior) y haga que los que son m¶³nimos en las funciones de energ¶³a convencionales,
dejen de serlo. Obviamente eliminar todos los m¶³nimos locales pobres es imposible,
al menos si se mantiene la esencia de las funciones de energ¶³a tradicionales, pero
pueden evitarse algunos m¶³nimos malos que sean reconocibles de alguna manera.
Un ejemplo de esto es el algoritmo CostSpring [Beh99], que usa una funci¶on de
costo que considera, entre otras cosas, la distancia entre un v¶ertice y todos sus
vecinos, y permite evitar algunos m¶³nimos locales como el de la Figura 4.8 (m¶as
detalles sobre este algoritmo se presentan en el cap¶³tulo 12).

Un ejemplo m¶as general de las consecuencias de los m¶³nimos locales es lo que
ocurre con los ¶arboles. Los algoritmos dirigidos por fuerzas producen resultados
bastante pobres para ¶arboles, en comparaci¶on con los que se pueden obtener para
otros tipos de grafos. Un posible motivo de esto es que tienen una grand¶³sima
cantidad de m¶³nimos locales malos (resultado de intercambiar dos sub¶arboles de
manera de que queden cruzados), como el de la Figura 4.9.Adem¶as, esto se combina
con otro problema, y es que son grafos muy esparsos y al haber pocas aristas la
mayor¶³a del trazado queda determinado por las fuerzas repulsivas. Seg¶un [Tun99b],
al ser estas menos suaves que las fuerzas atractivas, los m¶etodos de optimizaci¶on
de primer orden, como el del gradiente, se ven lenti¯cados.

Falta de fundamentos te¶oricos. Finalmente, existe un gran vac¶³o de fundamentos
te¶oricos alrededor de los algoritmos dirigidos por fuerzas. Ninguno de los algorit-
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mos aqu¶³ presentados puede dar garant¶³as de convergencia, ni tiene cotas conocidas
en la cantidad de iteraciones que requieren. De ah¶³ que en ning¶un caso se puede
saber cu¶antas iteraciones del ciclo principal son necesarias para estar seguro de
llegar a un m¶³nimo (excepto en el caso del algoritmo baric¶entrico, cuyos resultados
son muy inferiores a los de los otros algoritmos).

Tampoco se conoce la relaci¶on entre los resultados que se obtienen y el ¶optimo
al que se aspira, por lo que nunca se sabe de manera objetiva cu¶an cerca est¶a el
trazado obtenido del mejor.

Probablemente este vac¶³o de teor¶³a se deba a que tampoco existe casi teor¶³a
para el problema general del trazado de grafos. Citando a Tunkelang [Tun94]
\es necesario entender mejor la teor¶³a del trazado de grafos para poder dise~nar
heur¶³sticas m¶as espec¶³¯cas".

Uno de los pocos aspectos de los algoritmos dirigidos por fuerzas que ha sido
estudiado desde la teor¶³a es la relaci¶on entre estos algoritmos y la simetr¶³a que
logran capturar. Los detalles pueden encontrarse en [EL00].
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Cap¶³tulo 5

Aspectos num¶ericos de los m¶etodos dirigidos
por fuerzas

Como ya se ha mencionado, los algoritmos de trazado de grafos dirigidos por
fuerzas tienen dos partes bien diferenciadas: el modelo de fuerzas o energ¶³a, y el
algoritmo que busca un trazado bueno respecto a un conjunto de criterios est¶eticos,
y que lo que en realidad hace es minimizar cierta funci¶on de energ¶³a o funci¶on de
costo (o equivalentemente, buscar el equilibrio de un sistema de fuerzas).

El problema de minimizar {num¶ericamente{ una funci¶on es un problema muy
estudiado y que excede ampliamente el ¶area del trazado de grafos. Por esto mismo,
existe mucho conocimiento y muchas herramientas disponibles para este problema.
Todos los algoritmos que vimos, y todos los algoritmos dirigidos por fuerzas que
veremos en este trabajo, de alguna forma se encargan de minimizar una funci¶on.

Se puede decir que una vez de¯nido el modelo de fuerzas, el algoritmo en
s¶³ mismo consiste en un algoritmo para optimizar num¶ericamente una funci¶on
determinada. Lo interesante, que destaca Tunkelang en [Tun99b], es que en casi
ninguno de los art¶³culos que presentan los distintos algoritmos se reconoce el hecho
de que el centro del algoritmo es una t¶ecnica para minimizar una funci¶on. La
forma de optimizar la funci¶on, que adem¶as muchas veces no aparece de manera
expl¶³cita, queda escondida detr¶as de alg¶un tipo de operaci¶on con las posiciones de
los v¶ertices, sin revelar que en la mayor¶³a de los casos el proceso que se aplica es una
t¶ecnica general de optimizaci¶on como el m¶etodo del gradiente o Newton-Raphson.

Conocer lo que se est¶a haciendo en realidad, desde el punto de vista num¶erico,
tiene varias ventajas. Por un lado, aporta claridad al funcionamiento del algoritmo
y al porqu¶e de la convergencia de los mismos. Por otro lado, permite aprovechar
la gran cantidad de herramientas que existen en el ¶area de los m¶etodos num¶ericos
para poder encarar el problema desde nuevas perspectivas.

El objetivo de este cap¶³tulo es enfocarnos en la parte num¶erica de los algorit-
mos dirigidos por fuerzas. Revisaremos los descriptos en el cap¶³tulo anterior para
destacar qu¶e es en realidad lo que hacen desde este punto de vista. Mostraremos
de manera expl¶³cita los algoritmos num¶ericos que se usan { algo que muchas veces
es omitido por los mismos autores de los algoritmos { y comentaremos decisiones
tomadas en otros algoritmos dirigidos por fuerzas de manera de presentar un
panorama lo m¶as amplio posible de las distintas t¶ecnicas que se usan para opti-
mizar esta funci¶on, que aunque no siempre est¶a a la vista, est¶a presente en todos
los algoritmos de esta clase.
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5.1. Modelo de fuerzas vs modelo de energ¶³a
Los algoritmos que hemos visto hasta aqu¶³ dejan ver que hay dos grandes

formas de expresar un algoritmo de trazado de grafos dirigido por fuerzas:

1. Como algoritmos que buscan encontrar un equilibrio en un sistema de fuerzas
(spring embedder, FR, GEM, SM). Es decir que lo que se busca es un trazado
donde los v¶ertices est¶en en equilibrio (que la fuerza en cada v¶ertice sea cero).

2. Como algoritmos que buscan minimizar una funci¶on de energ¶³a (KK, DH,
Tu). Donde lo que se busca es un trazado de energ¶³a m¶³nima.

Es importante tener en claro que estas formas de expresarlos son equivalentes.
Esto se debe a que la funci¶on de energ¶³a y las fuerzas est¶an ¶³ntimamente rela-
cionadas, ya que las fuerzas constituyen el gradiente1 negativo de la funci¶on de
energ¶³a. Esto puede expresarse, con un poco de abuso de notaci¶on, de la siguiente
manera:

∂E
∂pv

= ¡f(v)

donde v 2 V , pv = (xv, yv) es la posici¶on del v¶ertice v en el trazado, E es la
funci¶on de energ¶³a y f(v) es el vector de R2 con la fuerza total que act¶ua sobre
el nodo v. M¶as precisamente, si f(v) = (fx(v), fy(v)) y tomando como variables a
los (xv, yv), tenemos

∂E
∂xv

= ¡fx(v)

∂E
∂yv

= ¡fy(v)

De esto surge que en la pr¶actica sea equivalente minimizar la energ¶³a que buscar
un equilibrio de las fuerzas. Cuando la energ¶³a est¶a en un m¶³nimo, sus derivadas
parciales son nulas. A su vez, las derivadas parciales de la energ¶³a son las fuerzas
que act¶uan sobre cada v¶ertice, por lo que un estado de energ¶³a m¶³nima implica
fuerzas nulas. En el otro sentido, si las fuerzas son nulas, entonces las derivadas
parciales en ese trazado valen cero, y dadas las caracter¶³sticas de la funci¶on, el
trazado debe ser un m¶³nimo (o un punto estacionario, pero en la pr¶actica esto no
constituye un problema).

Hecha esta aclaraci¶on, de aqu¶³ en adelante diremos siempre que el objetivo de
los algoritmos es minimizar la funci¶on de energ¶³a (que variar¶a seg¶un el algoritmo),
lo que nos permitir¶a reconocer m¶as f¶acilmente los factores num¶ericos que entran
en juego.

1El gradiente de una funci¶on f : Rn ! R se de¯ne como Of(x) =
³

∂f(x)
∂x1

. . . ∂f(x)
∂xn

´
t.

En nuestro caso la f es la funci¶on de energ¶³a E, E : R2n ! R , (con n = jV j) donde cada
x 2 R2n de¯ne un trazado, especi¯cando la posici¶on (x, y) de los n v¶ertices. Para alivianar la
notaci¶on omitiremos cuando sea claro el x en E(x).
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5.2. El m¶etodo del gradiente
Muchos de los algoritmos de trazado de grafos vistos hasta ahora, y de los que

veremos a lo largo de este trabajo, utilizan el llamado m¶etodo del gradiente. Este
m¶etodo, al igual que todos los m¶etodos que mencionaremos en esta secci¶on es un
m¶etodo cl¶asico de optimizaci¶on que puede encontrarse en cualquier libro sobre el
tema (por ej. en [Fri94]).

El m¶etodo del gradiente (tambi¶en conocido como m¶etodo de Euler para ecua-
ciones diferenciales) es uno de los llamados algoritmos de b¶usqueda direccional,
en los que a partir de un punto en el dominio de la funci¶on, se elige una direc-
ci¶on en la cual avanzar. En los \m¶etodos de descenso" se elige la direcci¶on de
forma tal que la funci¶on disminuya si se avanza por ella. Una vez determinada
la direcci¶on de descenso debe determinarse cu¶anto avanzar (com¶unmente llamado
\paso"). Este subproblema, a su vez, es conocido como \b¶usqueda lineal", y en
principio es independiente de la forma en la que se elige la direcci¶on.

El m¶etodo del gradiente consiste simplemente en tomar como direcci¶on el vector
¡Of(x), donde f es la funci¶on que se busca minimizar. Se puede demostrar que
¶esta siempre es una direcci¶on de descenso.

Llevemos este m¶etodo a nuestro problema de trazado de grafos. La funci¶on que
queremos minimizar es la funci¶on de energ¶³a E. El dominio de esta funci¶on son los
posibles trazados de nuestro grafo, o lo mismo, R2n, por los 2n valores que de¯nen
la posici¶on en el plano de cada uno de los n v¶ertices.

Ahora quedar¶a claro que tanto el spring embedder, como la mayor¶³a de los
m¶etodos que en ¶el se basan (FR, SM, etc.), utilizan este m¶etodo, aunque no sea
aparente a simple vista. Recordemos que el gradiente de E lo conforman 2n com-
ponentes, 2 por cada v¶ertice, siendo las correspondientes a v el par ( ∂E

∂xv
, ∂E

∂yv
).

Vayamos ahora al algoritmo de la secci¶on (4.1). En cada iteraci¶on del ciclo
principal del spring embedder se hace:

2.1. Para cada v 2 V
2.1.1 Calcular f(v)

2.2. Para cada v 2 V
2.2.1 pv= pv+C4f(v)

El resultado ¯nal de ejecutar 2.1 y 2.2 es que cada v¶ertice v es movido en direc-
ci¶on f(v) = ( ∂E

∂xv
, ∂E

∂yv
)t. Si notamos con tk 2 R2n al vector que tiene el trazado ac-

tual (tiene las posiciones actuales de todos los v¶ertices), entonces lo que se est¶a ha-
ciendo en cada iteraci¶on es tomar como nuevo trazado a tk+1 = tk ¡ C4OE(tk). Y
esto es justamente elegir siempre la direcci¶on contraria al gradiente actual.

Es importante notar que el paso que se usa en el spring embedder es λ =
C4 kOE(tk)k. Esto hace que la elecci¶on equivocada de C4 (demasiado grande)
pueda hacer que la funci¶on E termine valiendo m¶as en tk+1 que en tk, lo cual es
contrario a lo buscado, y adem¶as puede causar oscilaciones, haciendo que el algo-
ritmo nunca converja. En la pr¶actica, usar C4 en proporci¶on al que sugiere Eades
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(¼ 0, 1) suele ser una buena elecci¶on. De todas formas, una elecci¶on m¶as inteligente
del paso podr¶³a permitir acelerar la convergencia. Fruchterman y Reingold hicieron
esto para su algoritmo FR.

En lo que re¯ere a la forma de optimizar la energ¶³a, el algoritmo FR, presentado
en la secci¶on (4.2), es id¶entico al de Eades, excepto en que el paso est¶a restringi-
do por una temperatura global. Inicialmente la temperatura es alta, permitiendo
movimientos grandes (de hasta kOE(tk)k) y luego va decreciendo, restringiendo los
movimientos cada vez m¶as. La idea obedece al hecho de que en las primeras itera-
ciones los trazados necesitan movimientos grandes para tomar la forma topol¶ogi-
camente adecuada. A medida que esta forma se va de¯niendo, el paso disminuye
para que s¶olo se hagan movimientos menores que no alteren mucho el aspecto del
trazado.

El m¶etodo del gradiente tiene una propiedad importante: los movimientos que
produce son suaves. No hay saltos abruptos en las posiciones de los v¶ertices (como
ocurre con otros m¶etodos, como los que usan KK o DH). Esta suavidad de los
movimientos a veces es muy importante, por ejemplo cuando el algoritmo es parte
de un sistema de trazado din¶amico (ver cap¶³tulo 7), donde se quiere que el usuario
pueda ir siguiendo con la vista la animaci¶on del movimiento de los v¶ertices. A
prop¶osito, en [HCE98] puede encontrarse una versi¶on m¶as \din¶amica" del m¶etodo
del gradiente, basada en la segunda ley de Newton.

Mirando al m¶etodo del gradiente desde la perspectiva de la resoluci¶on de sis-
temas de ecuaciones diferenciales, Ostry [Ost96] observ¶o que los sistemas que sur-
gen en el problema del trazado de grafos dirigido por fuerzas pueden (y es bastante
probable) que presenten una propiedad llamada rigidez (sti®ness). La presencia
de esta propiedad, que aparentemente surgir¶³a principalmente cuando la soluci¶on
es cercana a un m¶³nimo, puede causar demoras en la convergencia e inclusive os-
cilaciones. Para solucionar este problema, Ostry sugiere usar t¶ecnicas espec¶³¯cas
para lidiar con este tipo de sistemas, que seg¶un sus pruebas, aceleran la conver-
gencia notablemente (aunque en [Ost96] no se presentan detalles cuantitativos de
los resultados obtenidos).

5.3. El m¶etodo de Newton-Raphson
El algoritmo KK (secci¶on 4.4) utiliza un m¶etodo de optimizaci¶on distinto al

m¶etodo del gradiente de la secci¶on anterior. Primero, su forma de encarar el prob-
lema num¶erico se diferencia de los otros por presentar expl¶³citamente la funci¶on
de energ¶³a E

E =
X

u,v2V,u6=v

1
2
Suv(duv ¡ δuv)2

En la secci¶on (4.4) se vio que esta funci¶on surge de colocar un resorte lineal
entre todo par de v¶ertices y que la expresi¶on de E se obtiene integrando las fuerzas
producidas por los resortes. Sin embargo, vale la pena notar que esta funci¶on
de energ¶³a no es usada de manera expl¶³cita en ninguna parte del algoritmo, ya
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que siempre se trabaja con sus derivadas (que son las fuerzas), por lo que el
mismo modelo podr¶³a haber sido formulado, al igual que los de la secci¶on anterior,
exclusivamente desde el punto de vista de las fuerzas, sin explicitar E.

El algoritmo KK se dedica a buscar un trazado donde las derivadas parciales de
E se anulan. La segunda diferencia es que en lugar de usar el m¶etodo del gradiente
para esto { m¶etodo para minimizar funciones { utilizan una variante del conocido
m¶etodo de Newton-Raphson, que en realidad es un m¶etodo para buscar ra¶³ces de
funciones.

Las diferencias son aun mayores, porque en lugar de usar Newton-Raphson
para resolver el sistema de 2n ecuaciones que resulta de igualar a cero todas
las derivadas parciales, y mover todos los v¶ertices al mismo tiempo, Kamada y
Kawai trabajan con un v¶ertice a la vez, suponiendo que los otros est¶an ¯jos. De
esta manera reducen el problema a uno de dos variables, sobre el cual aplican
el m¶etodo iterativo de Newton-Raphson (y pasan de tener un problema de 2n
variables a tener n problemas de 2 variables, lo cual es mejor desde el punto de
vista de la cantidad de operaciones que se realizan).

Como se mencion¶o en la secci¶on (4.4), Newton-Raphson para varias variables
es un m¶etodo iterativo de punto ¯jo con iteraciones de la forma

xn+1 = G(xn) = xn ¡ J(x)¡1F (x) (5.1)

donde si F : R2 ! R2 es la funci¶on cuya ra¶³z se quiere encontrar, xn y xn+1 2
R2 y J(x) 2 R2£2 es la matriz Jacobiano de F . En el caso de KK, tenemos

F (x) =
µ ∂E

∂xm
∂E
∂ym

¶
y J(x) =

Ã
∂2E
∂x2m

∂2E
∂ym∂xm

∂2E
∂xm∂ym

∂2E
∂y2m

!

Todo el ciclo principal del algoritmo KK se dedica a seleccionar un v¶ertice (el
que tenga gradiente con norma mayor {considerando que los otros nodos est¶an
¯jos{) e iterar con la f¶ormula (5.1) hasta que la derivadas son su¯cientemente
peque~nas. Algunos comentarios m¶as sobre aspectos num¶ericos de KK se hacen en
la secci¶on (4.4).

5.4. Tunkelang: optimizando con gradiente conjugado
La independencia entre el modelo de fuerzas y el algoritmo que usa para min-

imizarla hace que casi cualquier m¶etodo para minimizar funciones o buscar ra¶³ces
de funciones pueda ser aplicado al problema de trazado de grafos dirigido por
fuerzas. Para aportar un nuevo ejemplo a los ya vistos, presentamos en esta sec-
ci¶on un algoritmo de Tunkelang, presentado en [Tun99b] donde se usa el m¶etodo
de gradiente conjugado para la fase de optimizaci¶on. (Aclaraci¶on: el algoritmo que
presentamos aqu¶³, si bien es del mismo autor, es distinto al algoritmo Tu de la
secci¶on 4.7).
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Si bien en este cap¶³tulo nos concentramos en la fase de optimizaci¶on, comentare-
mos brevemente el resto del algoritmo ya que constituye un algoritmo m¶as que el
lector puede encontrar ¶util, y que tiene algunas caracter¶³sticas interesantes.

Modelo y c¶alculo de las fuerzas

Las fuerzas que usa este algoritmo son casi las mismas que las de FR (secci¶on
4.2). Las fuerzas atractivas son las mismas. En lo que di¯ere con FR es en las
fuerzas repulsivas.

Las fuerzas repulsivas tienen dos usos: por un lado evitan que dos v¶ertices se
solapen o queden muy cerca. Por otro lado, hacen que los v¶ertices se distribuyan
uniformemente en el espacio de dibujo. Tunkelang sostiene que fuerzas como las
de FR, inversas a la distancia, son demasiado fuertes para el segundo prop¶osito.
Por esto divide las fuerzas repulsivas en dos, una para cuando los v¶ertices est¶an
cerca y otra, menos fuerte, para cuando est¶an lejos:

fr(u, v) =

8
>><
>>:

K2

duv

¡¡!pupv duv · K

K3

d2uv

¡¡!pupv duv > K

donde K es la longitud ideal de la arista entre u y v.

Otra caracter¶³stica importante del algoritmo de [Tun99b] { adem¶as de que usa
gradiente conjugado, sobre lo cual detallaremos a continuaci¶on { es que el c¶alculo
de las fuerzas repulsivas se realiza de manera m¶as e¯ciente, tratando de evitar el
O(n2) que implica el c¶alculo directo. Con el mismo esp¶³ritu que la variante malla
de FR, Tunkelang aproxima las fuerzas repulsivas usando un ¶arbol de Barnes-
Hut, t¶ecnica tomada de la simulaci¶on de N-cuerpos de la f¶³sica. Los detalles los
dejaremos para el cap¶³tulo 11.

Optimizaci¶on basada en gradiente conjugado

El prop¶osito de usar una t¶ecnica distinta al m¶etodo del gradiente es obtener
una convergencia m¶as r¶apida. En particular, la velocidad del m¶etodo del gradiente
disminuye cuando el trazado se acerca mucho a un m¶³nimo local [Tun99b], [Ost96].
El m¶etodo del gradiente conjugado permite una convergencia m¶as r¶apida y que no
sufre de este problema. La clave es la forma en la que se eligen las direcciones de
descenso.

A grandes rasgos, el m¶etodo del gradiente conjugado que usa Tunkelang con-
siste en elegir direcciones pk

pk = ¡gk +
µ kgkk

kgk¡1k

¶2

pk¡1

donde gk = OE(xk) es el gradiente evaluado en la soluci¶on xk que se tiene en el
paso k. Si la funci¶on que se intenta minimizar es cuadr¶atica y su matriz Hessiano
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de¯nida positiva, y adem¶as el paso en cada iteraci¶on se calcula de forma exacta,
este m¶etodo cumple una serie de propiedades te¶oricas que garantizan la conver-
gencia en tantos pasos como variables tenga la funci¶on (ver detalles en [GMW81]).
Sin embargo, en nuestro caso no tenemos ni funci¶on objetivo cuadr¶atica (E) ni
Hessiano de¯nido positivo, as¶³ que no hay garant¶³as de que el m¶etodo converja.
M¶as aun, el c¶alculo del paso { la b¶usqueda lineal { es demasiado costoso como
para que valga la pena realizarlo de forma exacta.

Teniendo en cuenta esto, Tunkelang modi¯ca el m¶etodo de gradiente conjugado
de manera de que cada vez que una direcci¶on deja de ser de descenso, se resetea el
m¶etodo (se vuelve a tomar como direcci¶on ¡OE(xk)). La b¶usqueda lineal se realiza
con un m¶etodo \adaptativo" bastante sencillo basado en bisecci¶on. Los detalles
se pueden consultar en [Tun99b]. Es interesante destacar que en sus experimentos
Tunkelang encontr¶o que el uso de procedimientos m¶as precisos (y costosos) para
elegir el paso no tra¶³an grandes bene¯cios en el desempe~no del algoritmo. Respecto
al criterio de corte del algoritmo, el mismo es muy conservador: se itera hasta que
todo v¶ertice se haya movido menos de medio pixel en la ¶ultima iteraci¶on.

Estas modi¯caciones al m¶etodo del gradiente conjugado, y el hecho de que
la funci¶on no sea cuadr¶atica con Hessiano de¯nido positivo, dejan sin efecto las
propiedades te¶oricas del m¶etodo. Sin embargo, en la pr¶actica Tunkelang reporta
que la ventaja en velocidad sobre el m¶etodo del gradiente es signi¯cativa.

Los resultados que se obtienen con este m¶etodo de optimizaci¶on, reportados
por Tunkelang en [Tun99b], muestran que el m¶etodo del gradiente conjugado con-
sistentemente supera al m¶etodo del gradiente, sobre todo cuando la cantidad de
v¶ertices aumenta.

Esto, sumado al m¶etodo con el cual se aproximan las fuerzas repulsivas, hacen
que este algoritmo sea bastante m¶as e¯ciente que los algoritmos \cl¶asicos", aunque
tambi¶en m¶as dif¶³cil de implementar.

5.5. Resolviendo un sistema lineal: Tutte
De manera similar a lo que ocurre en el spring embedder, el m¶etodo num¶erico

usado en el algoritmo baric¶entrico de Tutte (secci¶on 4.8) est¶a \escondido" detr¶as
de un m¶etodo mucho m¶as intuitivo, que para Tutte es el de ubicar a cada v¶ertice
en el baricentro de sus vecinos.

Comencemos viendo cu¶ales son las fuerzas que intervienen. La fuerza que afecta
a un v¶ertice u est¶a dada por

f(u) =
X

(u,v)2E

(pu ¡ pv) (5.2)

que reescrito para pu = (xu, yu) nos da las derivadas parciales de la funci¶on de
energ¶³a:
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∂E
∂xu

=
X

(u,v)2E

(xu ¡ xv)

∂E
∂yu

=
X

(u,v)2E

(yu ¡ yv)

El objetivo del algoritmo es hacer que todas estas derivadas parciales sean cero,
por lo que la F : R2n ! R2n cuya ra¶³z se quiere encontrar es:

F

0
BBBBBBB@

xu1
...

xun

yu1
...

yun

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBB@

∂E
∂xu1...
∂E

∂xun
∂E

∂yu1...
∂E

∂yun

1
CCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

X

(u1,v)2E

(xu1 ¡ xv)

...X

(un,v)2E

(xun ¡ xv)

X

(un,v)2E

(yu1 ¡ yv)

...X

(un,v)2E

(yun ¡ yv)

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

(5.3)

donde el grafo es G = (V, E), con V = fu1, ..., ung.
A diferencia de lo que ocurre con las fuerzas de los otros algoritmos vistos,

esta F es una funci¶on lineal, por lo que cualquier t¶ecnica para resolver sistemas
lineales puede ser usada.

En particular, un m¶etodo iterativo muy conocido es el de Gauss-Seidel (ver
[BF98]). El m¶etodo consiste en despejar el valor de una variable en funci¶on de
las otras, comenzando con una soluci¶on inicial, haciendo esto con cada variable y
repitiendo el proceso hasta la convergencia.

Para nuestra funci¶on F , cuando en el paso k se debe actualizar el valor de xui ,
se usa la i-¶esima ecuaci¶on de F para despejar xui, de la siguiente manera:

X

(ui,v)2E

(xui ¡ xv) = 0 , deg(ui)xui ¡
X

(ui,v)2E

xv = 0 , xui =
1

deg(ui)

X

(ui,v)2E

xv

Con deg(ui) igual al grado del v¶ertice ui. Por lo tanto el valor asignado a x(k)
ui es

x(k)
ui

=
1

deg(ui)

X

(ui,v)2E

x(h)
v (5.4)
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donde h = k ¶o h = k ¡ 1, dependiendo de cu¶al est¶e disponible (siempre se
intenta usar el m¶as nuevo, as¶³ que la disponibilidad depende del orden en el que
se van actualizando las variables xu

2).
Notar que 5.4 es exactamente lo que se hace en cada iteraci¶on del algoritmo

baric¶entrico de Tutte. Por lo tanto, el m¶etodo de optimizaci¶on que est¶a detr¶as de
este intuitivo y sencillo algoritmo es el de Gauss-Seidel.

Tambi¶en es importante observar que la matriz resultante es esparsa, por lo tan-
to puede resolverse usando herramientas espec¶³¯cas en tiempo O(n1,5) [DETT99].

5.6. M¶etodos m¶as generales de optimizaci¶on
En el cap¶³tulo 4 se vio que existen algoritmos que utilizan m¶etodos aun m¶as

generales que los anteriores para la etapa de optimizaci¶on, siendo el mejor expo-
nente el algoritmo DH que usa Simulated Annealing. Decimos que es todav¶³a m¶as
general que los anteriores porque utiliza s¶olo informaci¶on de la funci¶on E, mien-
tras que los otros se basan en informaci¶on de primer orden (gradiente). Usar s¶olo
la funci¶on adem¶as permite que la misma tenga discontinuidades, lo cual permite
introducir t¶erminos discretos como la cantidad de cruces en el trazado. La desven-
taja evidente de no usar las derivadas es que hay pocos elementos para guiar la
b¶usqueda.

La mayor ventaja que presenta el uso de estos m¶etodos generales, u otras
metaheur¶³sticas, es que son extremadamente °exibles. El precio a pagar suele ser
convergencia lenta. (En el caso de Simulated Annealing, se estima que en promedio
requieren 10 veces m¶as tiempo que los basados en el spring embedder [KW01]).

5.6.1. Algoritmos gen¶eticos

Otra metaheur¶³stica que ha sido aplicada con relativo ¶exito al problema de
trazado de grafos son los algoritmos gen¶eticos. A modo de ejemplo, describiremos
el algoritmo de Branke et al. [BBS96].

Los algoritmos gen¶eticos (ver por ej. [Gol89]) son un m¶etodo estoc¶astico de
b¶usqueda global que ha tenido ¶exito en muchos problemas de optimizaci¶on. Tra-
bajan con una poblaci¶on de candidatos a soluciones e intentando optimizarlas a
trav¶es de tres operaciones: selecci¶on, recombinaci¶on y mutaci¶on. En un algorit-
mo t¶³pico, la poblaci¶on inicial de soluciones se produce al azar. Luego, en cada
generaci¶on subsecuente una nueva soluci¶on candidato es producida eligiendo dos
candidatos con alguna probabilidad determinada. Los dos candidatos son recom-
binados para formar uno nuevo (llamado cr¶³a). Luego esta cr¶³a es sometida a
una mutaci¶on (que es alg¶un tipo de perturbaci¶on). La nueva cr¶³a se agrega a la
poblaci¶on, y se descarta el \peor" candidato.

En el contexto de trazado de grafos presentado en [BBS96], los candidatos son
los posibles trazados del grafo, representados por la posici¶on de cada v¶ertice. En

2Esto diferencia al m¶etodo de Gauss-Seidel del m¶etodo de Jacobi, donde siempre se usa
h = k ¡ 1.
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este punto es bueno observar que otras representaciones son posibles. Branke et al.
comentan que probaron otras, como por ejemplo incluir la longitud de las aristas,
pero surg¶³an algunos problemas que los llevaron a preferir la primera.

La inicializaci¶on, es decir, la generaci¶on de los individuos de la poblaci¶on inicial
es realizada al azar (esto es equivalente a elegir un trazado inicial al azar).

De manera similar que en Simulated Annealing, la funci¶on de evaluaci¶on es un
componente crucial del algoritmo. La funci¶on puede evaluar y asignar un peso a
cualquier tipo de criterio est¶etico. Los criterios con los que probaron Branke et al.
son: n¶umero de cruces de aristas, promedio de fuerzas en cada nodo, variaci¶on en la
longitud de las aristas, distancia m¶³nima y m¶axima entre v¶ertices, longitud m¶³nima
y m¶axima de aristas, distancia m¶³nima entre un nodo y una arista, y n¶umero de
¶angulos diferentes en el trazado. Para la mayor¶³a de sus pruebas consideraron los
tres primeros m¶as la distancia m¶³nima entre un nodo y una arista.

La siguiente decisi¶on que se debe tomar es c¶omo seleccionar los candidatos que
generar¶an la cr¶³a. La opci¶on elegida en [BBS96] es establecer probabilidades para
cada candidato en funci¶on a cu¶an buena es la soluci¶on en relaci¶on con las otras
de la poblaci¶on. Las soluciones mejores tendr¶an m¶as probabilidad de ser elegidas
que las soluciones pobres. En cada iteraci¶on se genera una cr¶³a, que es agregada,
y se descarta la soluci¶on peor.

Luego debe de¯nirse la recombinaci¶on, encargada de producir una cr¶³a en base
a dos soluciones candidatas. La recombinaci¶on es llevada a cabo intercambiando en
las dos soluciones (cada una un trazado) el trazado de un subgrafo elegido al azar.
Las posiciones de todos los nodos del subgrafo son intercambiadas. Sin embargo,
esto sufre de problemas cuando el mismo subgrafo aparece rotado, invertido o
desplazado en un trazado respecto al otro, porque intercambiarlos directamente
resulta en trazados pobres. Para solucionar este problema de¯nen un operador
que antes de realizar el intercambio desplaza y rota los trazados para alinearlos
de manera aproximada.

El ¶ultimo factor a determinar es la etapa de mutaci¶on. En el algoritmo prop-
uesto en [BBS96] la mutaci¶on se implement¶o agregando un valor al azar con dis-
tribuci¶on normal a cada uno de los individuos.

Adem¶as de lo anterior, que es propio de todo algoritmo gen¶etico, en [BBS96]
se agrega al ¯nal de cada mutaci¶on una etapa de ¯ne-tuning en la que un algo-
ritmo basado en el spring-embedder se aplica al trazado, para mejorar aun m¶as la
calidad de la soluci¶on. Los autores observaron que esto produce un incremento en
la velocidad de convergencia en las primeras iteraciones.

En lo que respecta a calidad, los resultados que se obtienen con este enfoque
son similares a los obtenidos con DH. El algoritmo de Branke et al. tiene como
supuesta ventaja adicional sobre el de DH el uso del spring embedder para mejorar
las soluciones intermedias. Sin embargo, no hay su¯cientes pruebas emp¶³ricas que
indiquen si esto logra producir resultados mejores a los de DH.

Como es de esperar, la gran desventaja de este m¶etodo basado en algoritmos
gen¶eticos es su alto costo computacional. Adem¶as en [BBS96] se menciona que el
algoritmo tal como fue expuesto puede requerir algunos ajustes antes de poder ser
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aplicado a un problema real.
No son muchos los trabajos como el de Branke et al. en los que aplican algo-

ritmos gen¶eticos al trazado de grafos. Otros un poco m¶as recientes son [RO98] y
[BB00]. Probablemente su poco uso se deba a que si bien los resultados obtenidos
con estos algoritmos son similares en calidad a los obtenidos con DH, los algoritmos
son bastante m¶as dif¶³ciles de implementar. De todas formas vale la pena tenerlos
en cuenta como una opci¶on m¶as a la hora de buscar un algoritmo de trazado de
grafos.

5.7. Otras
Si bien la mayor¶³a de los algoritmos dirigidos por fuerzas suelen usar una de

las t¶ecnicas de optimizaci¶on anteriores (o similares), tambi¶en es posible realizar
la optimizaci¶on bas¶andose s¶olo en heur¶³sticas ad-hoc. Un ejemplo que ya se vio
en el cap¶³tulo anterior es el m¶etodo que usa el algoritmo Tu (secci¶on 4.7), donde
la optimizaci¶on usa una heur¶³stica basada en evaluar la funci¶on de energ¶³a en un
conjunto pre¯jado de posiciones para cada v¶ertice.
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Cap¶³tulo 6

Trazados 3D

Hasta ahora hemos estado considerando s¶olo trazados donde los v¶ertices se
ubican en el plano. Sin embargo, representar el grafo en el espacio puede tener sus
ventajas.

Desde el punto de vista del algoritmo que debe encontrar el trazado, hay ven-
tajas y desventajas. Por un lado, el tener una dimensi¶on m¶as agrega un grado
de libertad para ubicar a los v¶ertices, lo cual da mayor °exibilidad y es m¶as f¶acil
cumplir algunos criterios est¶eticos. Los cruces de aristas, por ejemplo, tan prob-
lem¶aticos en el plano, siempre son evitables en 3D. Por otro lado, el trabajar con
una dimensi¶on m¶as trae algunas nuevas complicaciones. Por empezar que la vi-
sualizaci¶on del grafo en ¶ultima instancia ser¶a en 2D, por lo cual se debe decidir
c¶omo proyectar el trazado 3D a 2D. A su vez, estas proyecciones pueden hacer que
se pierdan algunas de las propiedades est¶eticas que el trazado cumpl¶³a en 3D. Por
ejemplo, pueden aparecer cruces de aristas. Para compensar esto las aplicaciones
que usan trazado tridimensional de grafos suelen proveer distintos ¶angulos desde
los cuales ver el trazado y otras operaciones que permitan \navegar" por el mismo.

Tanto o m¶as importante es el punto de vista del usuario >tiene alguna ventaja
visualizar el grafo en 3D? >Se puede transmitir m¶as informaci¶on con una dimensi¶on
m¶as? Ha habido bastantes discusiones sobre estos puntos, y la conclusi¶on ha sido
que en general es bene¯cioso: hay pruebas emp¶³ricas que indican que se puede
mostrar mejor la estructura de los datos y se puede percibir una mayor cantidad
de informaci¶on [Ost96],[Dwy00].

Ya sea para la visualizaci¶on de software [Dwy00] o para visualizar interacciones
entre prote¶³nas [HB04], los trazados en tres dimensiones encuentran cada d¶³a m¶as
usos. Es por esto que ha surgido la necesidad de algoritmos adecuados para trazar
grafos en 3D.

Figura 6.1. Trazados 3D producidos con el programa WilmaScope.
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6.1. Adaptar algoritmos 2D a 3D
Dado que los objetivos del trazado de grafos siguen siendo los mismos en 3D

que en 2D, la primer idea que surge es c¶omo adaptar los algoritmos existentes de
trazado de grafos en 2D para que soporten una dimensi¶on m¶as.

De las tres familias principales de algoritmos de trazado de grafos: por capas,
ortogonales y dirigidos por fuerzas, no todas se adaptan a 3D tan f¶acil como otras.

Los algoritmos que se basan en separar en capas pueden ser adaptados a 3D con
relativamente poco trabajo, aunque algunas modi¯caciones son necesarias (como
para resolver las colisiones).

Los algoritmos que producen trazados ortogonales, en cambio, requieren pr¶acti-
camente algoritmos totalmente nuevos. Adem¶as los resultados no suelen ser buenos
a medida que los grafos crecen en cantidad de nodos [KW01].

Una vez m¶as, los algoritmos dirigidos por fuerzas demuestran su °exibilidad al
ser llevados a tres dimensiones. Veamos qu¶e cambios son necesarios en un algoritmo
t¶³pico. El modelo b¶asico compuesto de fuerzas repulsivas y fuerzas atractivas no
requiere ninguna adaptaci¶on (excepto las obvias, hacer todas las operaciones en R3

en lugar de en R2). Las fuerzas, en sus exponentes m¶as sencillos, s¶olo se calculan
en base a distancias y longitudes ideales, as¶³ que nada de eso es espec¶³¯co del
plano. El algoritmo, que busca un m¶³nimo de la energ¶³a, en la mayor¶³a de los casos
es exactamente el mismo, considerando una coordenada m¶as en las posiciones de
los v¶ertices.

Conclusi¶on: la mayor¶³a de los algoritmos dirigidos por fuerzas se extienden de
manera natural a dimensiones mayores, ya que no hacen ninguna asunci¶on sobre
el n¶umero de dimensiones.

De todas formas hay adaptaciones que merecen ser comentadas, ya que si bien
los algoritmos m¶as sencillos (como el spring-embedder) se adaptan casi sin ning¶un
cambio, algunos que son un poco m¶as complicados pueden requerir adaptaciones
no tan triviales (ej. GEM).

6.1.1. Adaptaci¶on de los algoritmos cl¶asicos

Debido a la facilidad con que los algoritmos m¶as sencillos pueden adaptarse, las
publicaciones con algoritmos dirigidos por fuerza para 3D no tardaron en aparecer.

Tanto el spring embedder como FR no requieren ning¶un tipo de adaptaci¶on para
3D (excepto las obvias, que no las consideraremos de aqu¶³ en m¶as), puesto que los
t¶erminos de las fuerzas no usan nada propio de 2D, y tampoco los algoritmos. Se
ve aqu¶³ una ventaja importante de que el m¶etodo de optimizaci¶on sea equivalente
a algo intuitivo { e independiente de la dimensi¶on { como mover el v¶ertice en la
direcci¶on de la fuerza total que lo afecta, ya que hace que no se requiera adaptaci¶on
alguna. De la misma forma, el algoritmo baric¶entrico de Tutte (secci¶on 4.8) se
generaliza sin problemas, ya que la noci¶on de baricentro no cambia para puntos
en el espacio.

El primero de los algoritmos cl¶asicos que presenta alguna di¯cultad es GEM.
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GEM El algoritmo GEM (secci¶on 4.3) fue adaptado a 3D por Bru¼ y Frick en
[BF95], dando lugar al algoritmo GEM-3D.

El modelo es casi el mismo. La fuerza total f(u) que experimenta un v¶ertice u
es de¯nida como (manteniendo la notaci¶on de la secci¶on 4.3):

f(u) =
X

(u,v)2E

fa(u, v) +
X

(u,v)2V£V,u6=v

fr(u, v) + fg(u) + ρ (6.1)

que es igual a la original con el ¶unico agregado de un vector ρ, que los autores
llaman \componente de movimiento Browniano" y consiste simplemente en un
peque~no vector al azar con esperanza 0.

Otra de las modi¯caciones incluye disminuir la constante correspondiente a las
fuerzas gravitacionales. Seg¶un se indica en [BF95], en el caso tridimensional el uso
de las mismas constantes que en 2D para estas fuerzas hace que el trazado quede
muy concentrado.

La parte m¶as delicada para adaptar es la de los c¶alculos de la temperatura
local a cada v¶ertice. Recordemos que el mismo tomaba en cuenta oscilaciones y
rotaciones. Estas ¶ultimas no pueden ser llevadas a 3D directamente, ya que no es
posible controlar todos los posibles planos de rotaci¶on. Para suplantar esto Bru¼
y Frick consideran tres opciones:

1. Proyectar sobre tres planos (y-z, x-z y x-y) y detectar rotaciones dentro de
esos planos.

2. Detectar s¶olo rotaciones con ¶angulos de ¼ 90o.

3. No considerar rotaciones y agregar un esquema de enfriamiento local.

Lamentablemente, en [BF95] no queda claro cu¶al de los tres da mejores resul-
tados.

Acerca de la calidad de los trazados obtenidos, comentan que se logra espaciar
los v¶ertices y capturar la simetr¶³a sin problemas, y que en general la topolog¶³a
3D de los grafos suele aparecer como resultado. Por ejemplo, comentan que logran
obtener un trazado del grafo de Petersen del estilo de los de libro de texto (Figura
6.2), lo cual, al menos al momento de la publicaci¶on del art¶³culo, no se hab¶³a
podido obtener con ning¶un algoritmo de trazado 2D.

KK En lo que hace al modelo, adaptar KK a 3D no requiere ning¶un cambio.
Sin embargo, el m¶etodo de optimizaci¶on requiere ser adaptado para una nueva
dimensi¶on. Recordemos que KK congelaba todos los v¶ertices menos uno y resolv¶³a
un problema de 2 variables usando Newton-Raphson. En 3D el problema pasa a ser
de 3 variables, y es necesario recalcular la expresi¶on de Newton-Raphson para este
problema tridimensional. Comentaremos brevemente las adaptaciones necesarias,
siempre con la notaci¶on de la secci¶on 4.4.

La funci¶on de energ¶³a se extiende a 3D simplemente como:

E =
X

u,v2V,u6=v

1
2
Suv(

p
(xu ¡ xv)2 + (yu ¡ yv)2 + (zu ¡ zv)2 ¡ δuv)2
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Figura 6.2. Trazado del grafo de Petersen obtenido con GEM-3D [BF95].

El objetivo del algoritmo KK era encontrar un cero de las derivadas parciales,
que ahora en tres dimensiones, tienen la forma:

∂E
∂xm

=
X

v2V,v 6=m

Suv

(
(xm ¡ xv) ¡ δuv(xm ¡ xv)p

(xm ¡ xv)2 + (ym ¡ yv)2 + (zm ¡ zv)2

)

∂E
∂ym

=
X

v2V,v 6=m

Suv

(
(ym ¡ yv) ¡ δuv(ym ¡ yv)p

(xm ¡ xv)2 + (ym ¡ yv)2 + (zm ¡ zv)2

)

∂E
∂zm

=
X

v2V,v 6=m

Suv

(
(zm ¡ zv) ¡ δuv(zm ¡ zv)p

(xm ¡ xv)2 + (ym ¡ yv)2 + (zm ¡ zv)2

)

Recordemos que el m¶etodo de Newton-Raphson ([BF98]) consiste en una it-
eraci¶on de la forma

xn+1 = xn ¡ J(x)¡1F (x) (6.2)

que ahora en 3 variables tiene xn y xn+1 2 R3, F : R3 ! R3 (funci¶on cuya ra¶³z
se quiere encontrar) y J(x) 2 R3£3, matriz Jacobiano de F . En nuestro caso,

F (x) =

0
@

∂E
∂xm
∂E
∂ym
∂E
∂zm

1
A y J(x) =

0
B@

∂2E
∂x2m

∂2E
∂ymxm

∂2E
∂zmxm

∂2E
∂xmym

∂2E
∂y2m

∂2E
∂zmym

∂2E
∂xmzm

∂2E
∂ymzm

∂2E
∂z2m

1
CA

Al igual que en el caso bidimensional, el desplazamiento (δx, δy, δz) del v¶ertice
en cada paso de la iteraci¶on 6.2 (donde (δx, δy, δz)t = ¡J(x)¡1F (x)) puede calcu-
larse evitando el c¶omputo de la inversa del Jacobiano, resolviendo un sistema de
ecuaciones de 3£3, que es lo que usualmente se hace al implementar el algoritmo.
Los detalles pueden encontrarse en [SSL00] y en [HB04].
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DH El algoritmo DH cuenta con varias adaptaciones de 3D, siendo una de las
primeras en la literatura la de [CT95]. Adaptar el algoritmo DH es adaptar sus
potenciales. Todos se pueden extender directamente excepto el que corresponde
a la cantidad de cruces, que en 3D deja de tener valor. En [CT95] en su lugar
utilizan un t¶ermino de repulsi¶on arista-arista.

En [MRS95], Monien et al. presentan un algoritmo de trazado 3D que usa
Simulated Annealing pero que usa tres potenciales distintos a los de DH. Si bien
no tienen nada que no se pueda aplicar a 2D, vale la pena mencionarlos como
potenciales alternativos que se han usado con ¶exito. Los mismos son:

1. Un potencial de ¶angulos, que penaliza ¶angulos peque~nos entre aristas inci-
dentes a un mismo nodo.

2. Un potencial de longitud de aristas, que a diferencia del usado en DH, combi-
na una funci¶on hiperb¶olica (para cuando el eje mide menos que su longitud
ideal) y una lineal (para cuando mide m¶as). Adem¶as toman en cuenta el
grado de los v¶ertices extremos de la arista (si alguno de los v¶ertices tiene
grado grande, la fuerza tiende a disminuir, mientras que si ambos tienen
grado peque~no, la fuerza aumenta).

3. Un potencial de \pseudo longitud de aristas" que obliga a que los v¶ertices no
adyacentes (en realidad los v¶ertices con distancia mayor que 2) est¶en lejos
unos de los otros.

Las f¶ormulas de los potenciales y los detalles del esquema de enfriamiento (que
es muy distinto del usado en DH) pueden encontrarse en [MRS95].

Otra caracter¶³stica importante del algoritmo que proponen es que es paraleliz-
able. En la implementaci¶on de Monien et al., los procesadores comienzan exploran-
do soluciones distintas. En un momento dado uno puede ver que otro procesador
tiene una soluci¶on mucho mejor que la suya, y puede elegir comenzar a trabajar
con la soluci¶on del otro. As¶³ varios procesadores pueden estar al mismo tiempo
explorando una misma regi¶on del espacio de b¶usqueda, mientras que se invierte
poco esfuerzo en explorar ¶areas con soluciones pobres.

SM El algoritmo de los resortes magn¶eticos (secci¶on 4.6) tambi¶en ha sido llevado
a 3D con ¶exito (por ej. [Dwy00],[DE02]). El modelo es lo ¶unico que requiere ser
adaptado, ya que la optimizaci¶on se realiza { al igual que en FR { con el m¶etodo
del gradiente. A su vez, lo ¶unico en lo que di¯ere el modelo es en las fuerzas de
los campos magn¶eticos (fuerzas rotativas). Espec¶³¯camente, los ¶unicos que deben
adaptarse son los campos magn¶eticos.

El tipo de campo magn¶etico m¶as usado, el paralelo, se generaliza directamente
a 3D, al igual que los radiales. Para el caso de los campos conc¶entricos hay varias
opciones, dependiendo del uso que se le quiera dar: por ejemplo se pueden usar
esferas o cilindros.
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Tu El algoritmo Tu (secci¶on 4.7) no tiene una adaptaci¶on sencilla debido a que
usa heur¶³sticas para optimizar la funci¶on y para el trazado inicial. Te¶oricamente
se podr¶³an extender las heur¶³sticas para la optimizaci¶on a 3D, pero no parece ser
obvio c¶omo hacerlo sin elevar al cuadrado la cantidad de posiciones que se analizan
en cada etapa de optimizaci¶on local, lo cual no ser¶³a bueno desde el punto de vista
de la velocidad. No se han encontrado en la literatura extensiones de este algoritmo
de ninguna clase.

6.2. Otros algoritmos 3D
Son muchos los algoritmos dirigidos por fuerzas para trazado 3D que se han

presentado. De hecho, en los ¶ultimos a~nos han sido tantos o m¶as que para 2D. Sin
embargo, los algoritmos utilizados casi siempre se basan en alguno de los algoritmos
cl¶asicos aqu¶³ revisados, que a su vez son versiones extendidas de los algoritmos
cl¶asicos del cap¶³tulo 4. Los cambios que se introducen son generalmente cambios
en el modelo, para contemplar restricciones propias del dominio de aplicaci¶on,
y mejoras (en general m¶³nimas) en el proceso de optimizaci¶on, pero por detr¶as
siempre est¶a uno de los algoritmos cl¶asicos.

Por ejemplo, en [SSL00] se usa KK en 3D para dibujar grafos densos rela-
cionados con ingenier¶³a de software. En [HB04] tambi¶en se usa KK en 3D para la
visualizaci¶on de redes de interacci¶on entre prote¶³nas. Dwyer [Dwy00] combina FR
y resortes magn¶eticos para visualizar modelos UML en tres dimensiones.

Un algoritmo pensado directamente para 3D (aunque en realidad no tiene mu-
cho propio de 3D) es el presentado por Ostry en [Ost96]. B¶asicamente es una
adaptaci¶on a 3D de un algoritmo que usa el modelo de fuerzas del spring em-
bedder pero para optimizar usa un solver de ecuaciones diferenciales. Como se
mencion¶o en el cap¶³tulo 5, el m¶etodo del gradiente puede tambi¶en ser visto como
un m¶etodo para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales. La principal ventaja
de usar este solver es que incluye t¶ecnicas para lidiar con una propiedad de este
tipo de ecuaciones llamada rigidez, que puede causar retrasos en la convergencia
y oscilaciones (ver cap¶³tulo 5).
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Cap¶³tulo 7

Trazado de grafos din¶amicos

Los grafos de los que nos hemos ocupado hasta ahora han sido siempre grafos
\est¶aticos", en el sentido de que el algoritmo de trazado se encarga de un ¶unico
grafo que no cambia { es estable { durante todo el c¶alculo del trazado, y una vez
que termina con el trazado, se \olvida" del grafo.

Supongamos ahora que luego de calcular el trazado de un grafo G0, con alguno
de los algoritmos vistos, se requiere calcular el trazado de G1, grafo igual a G0

pero con un v¶ertice y una arista m¶as. No nos quedar¶a otra alternativa que volver
a aplicar nuestro algoritmo, pero ahora sobre G1. Si al rato de terminar con G1,
nos surge la necesidad de hacer lo mismo con G2, que es casi igual a G1 con un
par de aristas menos, por tercera vez habr¶a que calcular todo.

Si bien esta puede parecer una situaci¶on arti¯cial, ocurre muy seguido en al-
gunas aplicaciones. Imaginemos que una empresa tiene un gran sitio web, que
actualiza varias veces por d¶³a, y que quiere mantener el trazado del grafo con la
estructura del sitio1 para guiar a los dise~nadores y ayudar a los empleados a en-
contrar las distintas p¶aginas que necesitan. Cada vez que una p¶agina se agrega o
se elimina o un nuevo enlace se agrega/elimina entre dos, el grafo cambia, y es
necesario recalcular el trazado. Sin embargo el nuevo grafo va a ser muy parecido
al anterior, con la excepci¶on de unos pocos v¶ertices/aristas.

Un grafo como el de la empresa del ejemplo es conocido como grafo din¶amico.
Puede ser visto como un grafo inicial G0 que va sufriendo modi¯caciones generando
nuevos grafos G1, G2, ... con la caracter¶³stica de que la diferencia entre Gi y Gi+1

es muy poca: se agregan y/o eliminan unos pocos v¶ertices y aristas.
Otra situaci¶on com¶un donde aparecen los grafos din¶amicos es en aplicaciones

interactivas que utilizan (y visualizan) grafos sobre los cuales el usuario puede
hacer modi¯caciones: agregar v¶ertices, aristas, etc. Es de esperar que cuando el
usuario agregue una arista al grafo que est¶a en su pantalla y se recalcule el trazado
el resultado sea muy parecido a lo que ten¶³a antes. Debido a que ¶esta es una
situaci¶on muy frecuente, los trazados de grafos din¶amicos tambi¶en son conocidos
como trazados interactivos.

La soluci¶on m¶as sencilla { y la ¶unica al alcance de los algoritmos hasta ahora
vistos { es tratar a cada grafo Gi como uno distinto y realizar para cada uno un
trazado desde cero.

Esto tiene dos grandes desventajas:

1. E¯ciencia. Dado que los grafos consecutivos casi no var¶³an, la mayor¶³a del
trazado anterior podr¶³a ser reutilizado para el segundo trazado, ahorrando
gran parte del esfuerzo del c¶alculo del trazado.

1 En el supuesto grafo los v¶ertices ser¶³an las p¶aginas web y las aristas representar¶³an los
enlaces entre las mismas.
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Figura 7.1. Dos trazados del grafo resultante de agregarle al grafo (a) la arista
(1,5).

2. Mapa mental. Existe la posibilidad de que los trazado de Gi y el de Gi+1,
si son tratados como problemas independientes, sean muy distintos entre
s¶³. Recordemos que muchos de los algoritmos dirigidos por fuerzas tienen
componentes azarosos (muchos inclusive parten de un trazado elegido al
azar). Si una persona ha consultado varias veces el trazado y ya tiene en
mente la ubicaci¶on de algunas p¶aginas, no le agradar¶a en su pr¶oxima consulta
encontrar que le han movido de lugar muchas de las p¶aginas cuya ubicaci¶on
ya conoc¶³a. Esta idea de d¶onde est¶an las cosas en el trazado ha recibido el
nombre de \mapa mental". Este concepto de \mapa mental" es el elemento
m¶as importante en el trazado de grafos din¶amicos, as¶³ que le dedicaremos la
pr¶oxima secci¶on.

7.1. El mapa mental de un trazado
El principal objetivo del trazado de grafos din¶amicos es mantener el mapa

mental del usuario. El usuario es la persona que va a \utilizar" el trazado, el que
va a visualizar la informaci¶on representada por el grafo. El mapa mental [ELMS91]
es lo que el usuario aprendi¶o sobre la estructura del trazado, al visualizarlo y
navegarlo.

Cada vez que el trazado del grafo es modi¯cado, el usuario debe reconstruir su
mapa mental, es por eso que se pretende modi¯car lo menos posible el trazado,
pero al mismo tiempo se quiere respetar los criterios est¶eticos generales del trazado
de grafos. En la Figura 7.1 vemos un ejemplo de un grafo inicial (a), y en el medio
y derecha (b y c) dos trazados del grafo resultante de agregar al de la izquierda
una arista entre los v¶ertices 1 y 5. Tanto el trazado del medio como el de la derecha
corresponden al nuevo grafo, pero el del medio claramente es muy distinto al inicial
(no preserva el mapa mental), mientras que el de la derecha se asemeja mucho y
es adem¶as es est¶eticamente bueno pese a no ser plano.

Las principales medidas que se adoptan para intentar preservar el mapa mental
son dos [KW01]:

1. Animar los movimientos de los v¶ertices entre dos grafos consecutivos, de
manera de que el usuario pueda ir siguiendo los cambios y adaptando su
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mapa mental al mismo tiempo.

2. Minimizar los cambios entre grafos consecutivos, pero a la vez intentando
cumplir los criterios est¶eticos del trazado de grafos. Estos dos objetivos suelen
entrar en con°icto, por lo que se busca una soluci¶on de compromiso.

En la mayor¶³a de los casos (1) y (2) se aplican juntas: a partir de Gi¡1 y Gi se
calcula el trazado i-¶esimo, y para mostrarlo se hace una animaci¶on entre ambos
trazados.

Asociada al segundo punto surge la pregunta de qu¶e signi¯ca minimizar los
cambios entre dos grafos. Dos opciones, que tambi¶en son combinables, son las m¶as
comunes: 1) restringir los cambios a un subconjunto del grafo y 2) usar una m¶etrica
para medir el cambio, tratando de minimizar la distancia entre los dos trazados.

La primera opci¶on tiene varios puntos a favor. Es f¶acil de implementar y puede
disminuir el costo de los trazados consecutivos2. Es necesario decidir qu¶e v¶ertices
pueden moverse y cu¶ales no. Un extremo es que ning¶un v¶ertice de Gi que tambi¶en
est¶e en Gi¡1 pueda moverse. Lo malo de esto es que es probable que la calidad del
trazado resultante sea muy mala (por ej. que aparezcan muchos cruces de aristas).
Existen muchas opciones intermedias, como que s¶olo se modi¯quen los v¶ertices
\directamente afectados" por los cambios (que podr¶³an ser, por ejemplo, s¶olo los
v¶ertices nuevos y los v¶ertices con nuevos vecinos).

La segunda opci¶on permite m¶as °exibilidad, pero requiere de¯nir una m¶etrica
adecuada. Muchas m¶etricas han sido propuestas y analizadas (por ej. [BT98],
[BT01]). Entre las m¶as comunes, que se aplican a grafos generales, se encuentran:

Promedio, suma de distancias entre v¶ertices y suma de distancias relativas.
Esta son de las m¶as simples y m¶as usadas.

Distancia de Hausdor®. M¶etrica para medir distancia entre conjuntos de
puntos.

M¶etricas de proximidad. Sobre la idea de que si dos v¶ertices est¶an pr¶oximos
en Gi¡1, deben estarlo tambi¶en en Gi. Hay varias m¶etricas para medir esto,
generalmente son medidas que capturan los clusters del grafo.

Topolog¶³a. M¶etricas para medir la preservaci¶on del orden de las aristas
alrededor de un v¶ertice.

¶Angulos. M¶etricas para medir la diferencia de ¶angulo entre las aristas que
est¶an en ambos trazados.

Los detalles de todas estas m¶etricas, junto a otras para trazado ortogonal,
pueden encontrarse en [BT98].

2Aunque esto depende mucho del algoritmo que se use para el trazado est¶atico y de c¶omo se
lo implemente.



81

7.2. Agregando din¶amica a los algoritmos dirigidos por
fuerzas

Las dos opciones que se mencionaron en la secci¶on anterior para lidiar con
grafos din¶amicos son f¶acilmente combinables con un algoritmo dirigido por fuerzas.

Si se elige limitar por completo el movimiento de algunos v¶ertices, lo ¶unico
necesario para \¯jarlos" es no moverlos (por m¶as evidente que parezca). Mientras
que si se pre¯ere trabajar en funci¶on de una m¶etrica, tambi¶en es f¶acil la integraci¶on.
Si se usa un m¶etodo como DH que minimiza una funci¶on de energ¶³a arbitraria,
alcanza con agregar un nuevo potencial con la m¶etrica deseada. Si se usa un
algoritmo del estilo del spring embedder depender¶a de qu¶e m¶etrica se use. La m¶as
f¶acil de incluir es una que penalice que los v¶ertices se alejen de sus posiciones en
el trazado anterior, lo cual se puede implementar agregando una nueva fuerza al
modelo (que atraiga a los v¶ertices hacia sus posiciones anteriores, como resortes
de longitud ideal cero).

A continuaci¶on explicaremos con m¶as detalle varias de las adaptaciones posi-
bles.

La opci¶on m¶as sencilla y que ha mostrado dar buenos resultados es animar los
movimientos entre trazados consecutivos y minimizar los cambios en las posiciones
usando una m¶etrica basada en las distancias de los v¶ertices. Un caso concreto
donde se aplic¶o esto es en [BKL+00], donde Brandes et al. presentan un m¶etodo
para trazar grafos din¶amicos tomados de la World Wide Web. Mencionaremos
aqu¶³ los aportes de este trabajo que hacen al trazado din¶amico.

El modelo elegido para el algoritmo de trazado est¶atico fue una funci¶on de
energ¶³a basada en potenciales muy similar a la de DH (secci¶on 4.5), con potenciales
de repulsi¶on, distancia, cruces entre aristas y v¶ertices, atracci¶on hacia el centro
del dibujo y rotaci¶on (para favorecer ejes mirando hacia abajo, ya que el m¶etodo
es para grafos dirigidos).

Para que los v¶ertices no se alejen mucho de sus posiciones en el trazado anterior,
de¯nen un algoritmo de trazado din¶amico que es igual al est¶atico, pero agregando
un sexto potencial de estabilidad para todo v¶ertice v, con la forma

Us(v) = σdist(pi
v, p

i¡1
v )2

donde σ es una constante y dist(pi
v, pi¡1

v ) denota la diferencia en la posici¶on
del v¶ertice v en el trazado anterior y el actual.

Para poder animar los trazados, en lugar de pasar directamente del trazado
de Gi al de Gi+1, usan dos trazados intermedios que facilitan la animaci¶on. Sea Ti

el trazado de Gi. En total, pasar de Ti a Ti+1 requiere la creaci¶on de T 0
i+1, T 1

i+1 y
T 2

i+1 = Ti+1. Los tres trazados intermedios se crean de la siguiente manera:

T 0
i+1 es obtenido aplicando el algoritmo de trazado est¶atico a Gi+1 pero

¯jando las posiciones de todos los v¶ertices de Gi+1 que tambi¶en est¶an en
Gi. Es decir que los v¶ertices nuevos (que est¶an en Gi+1 pero no en Gi) son
introducidos de manera ¶optima en Ti
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T 1
i+1 es obtenido aplicando el algoritmo de trazado din¶amico con σ = 0, 75.

T 2
i+1 es obtenido aplicando el algoritmo de trazado din¶amico con σ = 1, 50.

Una vez que se tienen las tres posiciones, se interpolan las tres con una curva
spline que de¯ne la trayectoria del v¶ertice durante la animaci¶on. Para calcular los
tres trazados usan Simulated Annealing.

Otros trabajos que usan esta misma idea de agregar una fuerza hacia la posi-
ci¶on en el trazado anterior son [EHK+04b] y [EHK+04a]. Un enfoque ligeramente
distinto es el presentado por Lyons et al. en [LMR98]. Los algoritmos que se propo-
nen tienen dos objetivos principales: mejorar la distribuci¶on de los nodos en base
a una m¶etrica de distribuci¶on y minimizar los movimientos de los v¶ertices. Para
esto ¶ultimo utilizan tambi¶en el agregado de una fuerza que atrae a cada v¶ertice a
su posici¶on anterior, pero a diferencia con [BKL+00], usan fuerzas lineales.

7.2.1. Trazado de grafos online

El problema de los trazados online puede ser visto como un caso particular de
grafos din¶amicos. El mismo consiste en visualizar subgrafos de grafos muy grandes
(que pueden no ser conocidos en su totalidad). La parte din¶amica surge de que el
usuario va explorando este grafo grande \movi¶endose" entre subgrafos \cercanos"
(y similares).

Huang et al. proponen en [HCE98] un modelo y un algoritmo de trazado online.
El modelo establece una forma de navegar, es decir de generar a partir de un
subgrafo actual un nuevo subgrafo y su correspondiente trazado. La secuencia
de trazados producida contempla tanto la conservaci¶on del mapa mental como los
criterios est¶eticos usuales. Ejemplos donde este tipo de navegaci¶on puede ser ¶util
es en la visualizaci¶on de software y en la visualizaci¶on de grafos de la World Wide
Web.

La forma de navegar a trav¶es de este grafo est¶a basada en nodos de foco.
Supongamos que en un momento dado el usuario est¶a visualizando cierta parte
del grafo. Diremos que el trazado actual est¶a centrado en un conjunto de nodos
(que son los que interesan al usuario en este momento) que llamaremos nodos de
foco.

El trazado actual mostrar¶a a todos los nodos de foco, y para cada uno de ¶estos
se mostrar¶an tambi¶en sus vecinos. El resto del grafo ser¶a omitido, por lo que esto
es equivalente a estar visualizando un subgrafo Gi, conformado por el subgrafo
inducido por los nodos de foco m¶as sus vecinos.

En alg¶un momento, el usuario puede querer saber m¶as sobre las conexiones
de alguno de los nodos que no son de foco que aparecen en el trazado. Entonces
se agregar¶a ese nodo a los nodos de foco, cre¶andose un nuevo subgrafo Gi+1 que
deber¶a ser visualizado. Reconocemos aqu¶³ al problema del trazado din¶amico de
grafos, ya que Gi+1 va a diferir de Gi en s¶olo unos pocos v¶ertices y aristas.
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A continuaci¶on explicaremos el modelo m¶as formalmente (usaremos la misma
notaci¶on que en [HCE98]).

Modelo de grafo din¶amico

Sea G = (V,E) el grafo que se desea explorar. La exploraci¶on de G se lleva a
cabo a trav¶es de una serie de cuadros l¶ogicos F1,F2,...,Fi,.... Cada cuadro l¶ogico
Fi = (Gi, Qi) consiste de un subgrafo conectado Gi = (Vi, Ei) y una cola Qi de
nodos de foco.

Sea N(v) el subgrafo de G inducido por los nodos cuya distancia (te¶orica) a v
es a lo sumo 1, es decir, el conjunto compuesto por v y sus vecinos. El subgrafo
Gi asociado a Qi = fv1, v2, ..., vsg es el subgrafo inducido por N(v1)[N(v2)[ ...[
N(vs). Los nodos fv1, v2, ..., vsg son los nodos de foco del cuadro l¶ogico (Gi, Qi).

El cuadro l¶ogico Fi+1 se obtiene a partir de Fi agregando un nodo de foco
u y su vecindario N(u), y quitando a lo sumo un nodo de foco y su vecindario.
Esto hace que los subgrafos Gi+1 y Gi di¯eran en muy pocos elementos. La idea
es que es el usuario el que elige enfocarse en un nuevo nodo, seleccionado cu¶al es
el nodo u que quiere agregar. Como consecuencia de esto, si la cola Qi est¶a llena
ser¶a necesario quitar un nodo para que u pueda entrar. En su implementaci¶on,
Huang et al. usan una pol¶³tica FIFO (sale el que est¶a en la cabeza de la cola).

Modelo de fuerzas y algoritmo
El algoritmo que se propone en [HCE98] usa tanto animaci¶on como mini-

mizaci¶on de cambios en las posiciones. Detallaremos brevemente el modelo de
fuerzas que usan, que tiene como particularidad un tercer tipo de fuerza que evita
solapamiento entre vecindarios, que puede ser de utilidad para otras aplicaciones
de trazado din¶amico.

El modelo est¶a compuesto por tres tipos de fuerzas: las atractivas y repulsivas
usuales m¶as una fuerza repulsiva fg cuyo objetivo es que los vecindarios N(v) no
se solapen.

Las fuerzas atractivas fa siguen la ley de Hooke (son lineales), mientras que

las repulsivas fr y fg son de la forma
K
d3uv

¡¡!pupv. En base a esto, y suponiendo que

el cuadro l¶ogico actual es Fi = (Gi, Qi), la fuerza total f(u) que experimenta un
v¶ertice u es

f(u) =
X

v2N(u)

fa(u, v) +
X

v2Vi

fr(u, v) +
X

v2Qi

fg(u, v)

Notar que la combinaci¶on de las fuerzas fa y fg hace que los v¶ertices de un
mismo vecindario tiendan a estar juntos y apartados de los otros vecindarios, lo
que reduce el solapamiento.

El m¶etodo que usan para minimizar la energ¶³a es el m¶etodo del gradiente, ya
que tiene la ventaja de que produce movimientos suaves de los v¶ertices, apropiados
para la animaci¶on y para preservar el mapa mental. Adem¶as para mejorar la
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animaci¶on agregan un tope a la distancia que puede moverse un v¶ertice. Para
mejorar el tiempo de c¶omputo ignoran ambas fuerzas repulsivas (fr y fg) cuando
la distancia entre los v¶ertices es mayor a 100 y 400, respectivamente.

En sus pruebas, Huang et al. observan que las fuerzas fg tienen otro efecto
bene¯cioso: tienden a alinear los nodos de foco en una recta, lo cual permite
identi¯car f¶acilmente la direcci¶on en la que se est¶a explorando el grafo.

Una observaci¶on ¯nal importante es que el modelo de fuerzas usado hace que
este algoritmo produzca buenos trazados de ¶arboles, ya que el agregado de las
terceras fuerzas elimina el solapamiento que es com¶un al aplicar m¶etodos dirigidos
por fuerzas a este tipo de grafos. Recordemos que los ¶arboles son uno de los grafos
para los cuales se obtienen peores resultados con estas t¶ecnicas, por lo que esta
adaptaci¶on merece ser considerada para las aplicaciones que necesiten realizar
trazados de esta clase de grafos.

En la secci¶on 9.3 presentaremos un algoritmo relacionado, pensado para grafos
din¶amicos y con clusters.

7.3. Framework general
Algunos autores han sugerido usar un framework general para tratar el proble-

ma del trazado de grafos din¶amicos. Uno de los m¶as importantes, y que es aplicable
a los m¶etodos dirigidos por fuerzas, es el enfoque bayesiano propuesto por Brandes
y Wagner ([BW97]). Si bien el framework es independiente del tipo de algoritmo
usado, se adapta particularmente bien a los dirigidos por fuerzas.

Si X es el nuevo trazado e Y es el trazado anterior, el objetivo es encontrar un
trazado X que maximice

P (X = xjY = y) =
P (Y = yjX = x)P (X = x)

P (Y = y)

donde P (X = x) es equivalente a la energ¶³a de X usando la funci¶on de energ¶³a
est¶atica usual (por ejemplo la energ¶³a de DH), y P (Y = yjX = x) representa la
diferencia (en energ¶³a) entre los trazados X e Y.

Para el caso de un algoritmo del estilo del spring embedder, donde hay fuerzas
atractivas y repulsivas, el modelo puede formularse de la siguiente manera (usando
la notaci¶on de [BW97]):

P (X = x) =
1
Z

e
¡ ∑

u 6=v2V
Uuv(x)

donde Uuv(x) es un potencial que combina las fuerzas atractivas y repulsivas
que afectan al par de v¶ertices (u, v), por ejemplo, usando potenciales similares a
los del algoritmo DH:

Uuv(x) =

(
c1
d2uv

+ c2d2uv si (u, v) 2 E
c1
d2uv

en caso contrario
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Con c1, c2 y Z constantes, y duv la distancia entre u y v en el trazado en
cuesti¶on. Notar que P (X = x) tiende a 1 a medida que la energ¶³a del trazado X
disminuye. Bajo este modelo, trazados de mejor calidad tendr¶an mayor probabil-
idad que trazados de mala calidad.

Por otro lado, P (Y = yjX = x) es el componente que modela la estabilidad. Si
se usa, como es habitual, la diferencia en las posiciones entre X e Y como medida
de la misma, se puede de¯nir:

P (Y = yjX = x) =
1p
2πσ2

e
¡ ∑

u 6=v2VXY

kp(Y )
v ¡p(X)

v k2
2σ2

donde VXY son los v¶ertices comunes a los grafos asociados a X e Y , p(Y )
v es la

posici¶on del v¶ertice v en el trazado Y y σ es una constante que controla la amplitud
de la desviaci¶on. Esta expresi¶on supone una distribuci¶on normal alrededor de la
posici¶on anterior de los v¶ertices. Notar que la expresi¶on

°°°p(Y )
v ¡ p(X)

v

°°°
2
es muy

semejante a utilizar un resorte de longitud cero que atraiga a cada v¶ertice hacia
su posici¶on anterior (en Y ).

Notar que este framework separa por completo los potenciales relacionados con
la calidad del trazado est¶atico (P (X = x)) de los relacionados con la preservaci¶on
del mapa mental (P (Y = yjX = x)).

La ventaja de un formalismo como ¶este es que permite de¯nir de manera pre-
cisa las nociones del trazado din¶amico (grafo din¶amico, estabilidad, etc.), y al
ser su¯cientemente general, permite llevar distintos algoritmos, aparentemente sin
relaci¶on, a un mismo nivel te¶orico donde se los puede comparar y analizar. Por
ejemplo, en [BW97] tambi¶en se muestra c¶omo aplicar el framework a un algoritmo
de trazado ortogonal.
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Cap¶³tulo 8

Trazados con restricciones

En la mayor¶³a de las aplicaciones donde se usa trazado de grafos existen re-
stricciones que van m¶as all¶a de los criterios est¶eticos con los que se quiere mostrar
el grafo. Son restricciones inherentes a la sem¶antica del grafo y a informaci¶on adi-
cional que debe ser visualizada. V¶ertices que no son puntos en el plano, ejes que
deben tener orientaciones particulares y otras restricciones propias de la infor-
maci¶on representada aparecen a diario cuando se intenta llevar un algoritmo de
trazado de grafos a un problema de visualizaci¶on concreto. Si los algoritmos no son
capaces de ser adaptados a estas situaciones de la vida real, su uso se restringir¶³a
mucho.

En este cap¶³tulo hemos reunido las principales restricciones adicionales con las
que los algoritmos de trazado de grafos { dirigidos por fuerzas { deben convivir
cuando son llevados a problemas del mundo real.

Para simpli¯car la presentaci¶on, hemos organizado este cap¶³tulo seg¶un tres
tipos de restricciones: en la forma y tama~no de los v¶ertices, en el tipo de las
aristas y restricciones generales sobre la posici¶on de los v¶ertices. Al igual que en
los otros cap¶³tulos, en cada caso presentaremos los problemas m¶as frecuentes y
las soluciones m¶as importantes encontradas en la literatura, de manera de que el
lector tenga a su alcance un completo equipo de herramientas para abordar, si lo
necesita, sus propios problemas de trazado de grafos.

8.1. V¶ertices con forma y tama~no

El primer caso que consideraremos es el de los v¶ertices con forma y tama~no.
Hasta ahora los v¶ertices hab¶³an sido considerados puntos en el plano o en el espacio.
Si bien esto es muy c¶omodo para el dise~no de los algoritmos, no es lo que suele
ocurrir en la pr¶actica, ya que en la mayor¶³a de los casos informaci¶on adicional,
como etiquetas o ¯guras geom¶etricas son usadas para identi¯car a los v¶ertices.

Una alternativa poco satisfactoria pero que es encontrada frecuentemente en
los paquetes de software de visualizaci¶on de grafos es ignorar el problema por
completo. Esto es: suponer que los v¶ertices son puntos, calcular el trazado as¶³ y
luego reemplazar los puntos por v¶ertices m¶as grandes. Por ejemplo, el grafo de
la izquierda de la Figura 8.1 al ser calculado con v¶ertices como puntos obtiene
un trazado bastante bueno. Sin embargo, cuando se reemplazan los puntos por la
verdadera forma de los v¶ertices (derecha), el resultado empeora notablemente, ya
que aparecen dos nuevas situaciones no deseadas:

V¶ertices que se solapan.
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Figura 8.1. V¶ertices con tama~no y forma.

Aristas que atraviesan v¶ertices.

Para trabajar adecuadamente con v¶ertices con forma y tama~no, es necesario
contemplar esto en el modelo y/o en los algoritmos. Debido a su °exibilidad, casi
todos los algoritmos dirigidos por fuerzas pueden ser adaptados de alguna manera
para considerar este factor.

Como veremos a continuaci¶on, todas las soluciones propuestas se ocupan ex-
pl¶³citamente del primer problema (solapamiento), pero no del segundo. De manera
similar a lo que ocurre con los cruces de aristas, en general al atacar el primer
problema, el segundo tambi¶en se soluciona.

8.1.1. Adaptaci¶on de la longitud ideal de las aristas

Es posible considerar los tama~nos de los v¶ertices adaptando la longitud ideal
de las aristas que los conectan. Lo m¶as f¶acil es mantener una ¶unica longitud ideal
de arista K. Si se desea evitar los solapamientos entre todos los v¶ertices, K debe
contemplar el tama~no del v¶ertice m¶as grande, por ejemplo K = 2rmax + k, donde
rmax es la m¶axima distancia entre el centro de un v¶ertice y un punto de su borde (a
esto lo llamaremos radio del v¶ertice), y k es la distancia que se querr¶³a mantener
entre los v¶ertices si fueran puntos. La distancia entre los v¶ertices se de¯ne como
la distancia entre sus centros.

Esto funciona bastante bien si todos los v¶ertices tienen aproximadamente igual
radio y sus formas son cercanas a discos o esferas. Sin embargo, cuando estos
factores cambian el resultado ser¶a un trazado con v¶ertices demasiado separados.
En la Figura 8.2 se puede ver un posible trazado de una malla con v¶ertices de
tama~nos no uniformes. El resultado no aprovecha bien el espacio, ubicando los
v¶ertices m¶as peque~nos a distancias demasiado grandes.

Otra opci¶on menos \extremista" es la adoptada en [BF95], donde para que el al-
goritmo GEM-3D soporte v¶ertices de distinta forma y tama~no, usan un par¶ametro
de separaci¶on m¶³nima entre v¶ertices de¯nido como el tama~no promedio de los mis-
mos (tprom). Este a su vez permite de¯nir la longitud ideal de las aristas como
K = tprom. degprom, donde degprom es el grado promedio de los v¶ertices. Al igual
que en el caso anterior, su efectividad es muy limitada ya que sigue uniformizando
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Figura 8.2. Calcular la longitud ideal en base al tama~no del v¶ertice m¶as grande.

la longitud de las aristas, lo cual no da buenos resultados si los tama~nos de los
v¶ertices no son uniformes.

Para cuando los v¶ertices no son uniformes es recomendable utilizar las t¶ecnicas
que se describen a continuaci¶on, que usan una longitud ideal que var¶³a seg¶un cada
arista, adaptan las fuerzas de repulsi¶on entre v¶ertices y algunas agregan fuerzas
espec¶³¯cas para evitar el solapamiento.

8.1.2. Adaptaci¶on de las fuerzas

Para poder manejar mejor v¶ertices no uniformes es necesario introducir cam-
bios m¶as elaborados en las fuerzas. Por un lado, la longitud ideal de las aristas
debe ser espec¶³¯ca a cada una y considerar la forma y tama~no de los dos nodos in-
volucrados. Por otro lado, los c¶alculos de las distancias entre los v¶ertices { de¯nida
como la distancia entre los centros { debe considerar por separado la parte dentro
del v¶ertice y la parte afuera. La notaci¶on que usaremos de aqu¶³ en adelante se
ilustra en la Figura 8.3. Cada arista (u, v) tiene tres partes: la parte dentro del
v¶ertice u (ru), la parte dentro del v¶ertice v (rv) y la parte que propiamente conecta
a ambos.

Siguiendo esta l¶³nea, Tunkelang [Tun99b] (secci¶on 5.4) propone unas simples
modi¯caciones a su modelo de fuerzas para poder trabajar con v¶ertices convexos
de tama~no variable. A continuaci¶on mostramos c¶omo se modi¯ca la magnitud de
las fuerzas (la direcci¶on no var¶³a). En esta secci¶on u y v denotar¶an siempre v¶ertices
de G y duv es la distancia entre los centros de los v¶ertices u y v.

Las fuerzas atractivas pasan de d2uv
K (con K la longitud ideal de la arista) a

kfa(u, v)k =
(duv ¡ (ru + rv))2

K + (ru + rv)

Es importante se~nalar que adem¶as, si duv < (ru+rv), es decir si hay solapamien-
to, el sentido de la fuerza fa es invertido, de manera de repeler a los v¶ertices en
lugar de atraerlos.

Las fuerzas repulsivas pasan de K2

duv
a
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Figura 8.3. Radio de los v¶ertices.

kfr(u, v)k =
(K + (ru + rv))2

duv
.

Adem¶as tambi¶en se presenta la adaptaci¶on de unas fuerzas repulsivas v¶ertice-
arista que pasan de cve(K2

dve
¡ K) a cve( (K+rv)2

dve
¡ (K + rv)). Donde cve es una

constante, y dve es la distancia entre el v¶ertice v y la arista e.
Como se puede observar, los cambios son intuitivos y obedecen a las adapta-

ciones comentadas al comienzo de esta secci¶on. Los v¶ertices pueden tener cualquier
forma siempre y cuando los rv sean calculables de manera e¯ciente, y la forma sea
convexa. Si esto ¶ultimo no se cumple pueden surgir solapamientos, por lo que en
caso de estar obligado a usar v¶ertices c¶oncavos, Tunkelang sugiere calcular los rv

en base a la envolvente convexa del v¶ertice.

Una soluci¶on semejante a la de Tunkelang es la propuesta, varios a~nos antes,
por Wang y Miyamoto [WM95]. Las fuerzas atractivas y repulsivas de FR (secci¶on
4.2) son adaptadas de siguiente manera:

kfa(u, v)k =

(
0 si u y v se solapan

(duv¡(ru+rv))2

K+(ru+rv)
en caso contrario (8.1)

kfr(u, v)k =

(
C K2

duv
si u y v se solapan

K2

duv
en caso contrario

Las fuerzas repulsivas incluyen una constante de penalizaci¶on C que aumenta
la fuerza cuando los v¶ertice se solapan, a la vez que dejan de atraerse. Seg¶un Wang
y Miyamoto esto es su¯ciente para eliminar el solapamiento. Lo que no comentan
es si la introducci¶on de esta posible discontinuidad en la fuerza fr no lenti¯ca la
convergencia del algoritmo de optimizaci¶on (m¶etodo del gradiente).

Notar tambi¶en que las fuerzas atractivas di¯eren con las de Tunkelang s¶olo en el
caso de un solapamiento. En este caso, Tunkelang es m¶as \agresivo", invirtiendo el
signo de la fuerza, mientras que Wang y Miyamoto simplemente anulan la atracci¶on
entre v¶ertices. El trazado de la Figura 8.4 fue producido con este algoritmo.
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Figura 8.4. Resultado de aplicar el algoritmo de Wang y Miyamoto a un grafo
con v¶ertices no uniformes.

Una observaci¶on ¯nal es que las fuerzas 8.1 se anulan cuando duv = K+(ru+rv),
lo que constituye la longitud ideal de la arista (u, v).

Otra alternativa usada para evitar los solapamientos es agregar una fuerza de
repulsi¶on entre v¶ertices para evitar espec¶³¯camente este problema. Esto es lo que
se hace en [KKR95] para v¶ertices rectangulares e isot¶eticos, donde se agrega un
potencial repulsivo Us entre todo par de v¶ertices u y v:

Us(u, v) = csαx(u, v)αy(u, v)

donde cs es una constante, y αx(u, v), αy(u, v) miden el solapamiento en x y en
y. Si el v¶ertice u es el rect¶angulo de¯nido por las rectas x = xI

u, x = xD
u , y = yI

u,
y = yD

u , αx(u, v) se de¯ne como

αx(u, v) =
½

m¶axfxD
u ¡ xI

u, 0g si xD
u + xI

u · xD
v + xI

v
m¶axfxD

v ¡ xI
v, 0g en caso contrario

La expresi¶on de αy(u, v) es an¶aloga. En base al potencial Us calculan la fuerza
fs que usan para la optimizaci¶on como fs(u, v) = (∂Us(u,v)

∂xu
, ∂Us(u,v)

∂yu
)t . Notar que

Us(u, v) es al menos tan grande como el ¶area del solapamiento entre u y v, y 0 si
no hay superposici¶on.

La ventaja de este enfoque es que permite mantener intactas las fuerzas atracti-
vas y repulsivas, y s¶olo requiere agregar las fuerzas fs, aunque como siempre, para
obtener buenos resultados los pesos relativos de cada fuerza deber¶an ser ajustados
adecuadamente.

Spring Embedder el¶³ptico. Si los v¶ertices del grafo pueden ser aproximados por
elipses (por ejemplo si son rect¶angulos) entonces puede usarse el algoritmo ESM
(por elliptic spring method) de Harel y Koren [HK02a]. El m¶etodo es una gener-
alizaci¶on del modelo de fuerzas de FR, pero para v¶ertices el¶³pticos.

Las fuerzas atractivas y repulsivas se explican a continuaci¶on. En ambos casos
los v¶ertices se consideran elipses, con centro pu = (xu, yu) y radios (rx

u, ry
u) para

todo u 2 V . K es la longitud ideal de las aristas.
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Figura 8.5. Resultados obtenidos con el spring embedder el¶³ptico [HK02a].

Magnitud de las fuerzas atractivas (para (u, v) 2 E):

kfa(u, v)k =
(xu ¡ xv)2

(rx
u + rx

v + K)2
+

(yu ¡ yv)2

(ry
u + ry

v + K)2

Este t¶ermino puede interpretarse intuitivamente como que se quiere evitar que
el centro de v (xv, yv) est¶e dentro de la elipse con igual centro que u, (xv, yv), y
con radios (rx

u + rx
v + K, ry

u + ry
v + K).

Magnitud de las fuerzas repulsivas (para todo u, v 2 V ):

kfr(u, v)k = ω
µ

(xu ¡ xv)2

(rx
u + rx

v + K)2
+

(yu ¡ yv)2

(ry
u + ry

v + K)2

¶¡1

donde ω es una constante (los autores usan ω = 1).
El efecto de estas fuerzas es que si dos elipses se solapan, fr va a ser muy

grande mientras que fa ser¶a chica. Si los v¶ertices est¶an alejados, el efecto ser¶a el
contrario.

Lo que hacen estas fuerzas es contemplar la forma de las elipses en el c¶alculo
de las distancias (y en la longitud ideal de las aristas). Es la misma idea de los
algoritmos anteriores, pero especializada en elipses. La ventaja de usar elipses
es que permiten aproximar bastante bien muchas formas comunes para v¶ertices,
como rect¶angulos (<y elipses!), y al mismo tiempo mantiene los c¶alculos sencillos.
La ¯gura 8.5 muestra algunos resultados obtenidos con este algoritmo.

Observaci¶on sobre la velocidad de convergencia. Los autores del algoritmo ESM
presentan en [HK02a] otro algoritmo, tambi¶en basado en el Spring Embedder {
llamado MSM { que se asemeja mucho a los de Wang y Tunkelang. Harel y Koren
notaron que la velocidad de convergencia de sus dos algoritmos (el ESM y el MSM)
es muy lenta, y lo atribuyen a la inclusi¶on de t¶erminos que evitan el solapamiento
de v¶ertices.

La observaci¶on, razonable y al mismo tiempo de gran importancia, es que
cuando los v¶ertices ocupan un porcentaje importante del espacio disponible, hay
menos espacio para maniobrar en busca de un buen trazado. Esto repercute de
dos formas: por un lado decrece la velocidad de convergencia, y por el otro crece
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la probabilidad de caer en un m¶³nimo local pobre, ya que debido a su tama~no, es
mucho m¶as f¶acil que los v¶ertices queden bloqueados sin poder mejorar su situaci¶on.

Para sobrellevar este inconveniente sugieren aumentar gradualmente el peso de
las fuerzas que evitan los solapamientos. De esta manera permiten que la estructura
general del grafo se obtenga con mayor facilidad, durante las primeras iteraciones.

8.1.3. Adaptaci¶on de KK

Hasta ahora hemos visto s¶olo adaptaciones de m¶etodos derivados del spring em-
bedder. El primer trabajo encontrado que adapta otro algoritmo cl¶asico es [HK02a],
donde Harel y Koren proponen una elegante generalizaci¶on de KK que soporta
v¶ertices no uniformes.

Recordemos que KK (secci¶on 4.4) se basa en las distancias te¶oricas entre
los v¶ertices para establecer las longitudes ideales. El m¶etodo IKKM (Iterative
Kamada-Kawai Method) de Harel y Koren de¯ne en base al grafo original G(V, E)
un nuevo grafo con pesos GX(V, E, w), con funci¶on de peso w(u, v) = K + ru + rv

(mantenemos la notaci¶on del comienzo de esta secci¶on). A su vez de¯nen sobre
esto una m¶etrica de distancia entre v¶ertices dX(u, v) de¯nida como la distancia
te¶orica entre u y v en el grafo GX .

El objetivo de IKKM es minimizar la siguiente funci¶on de energ¶³a:

E =
X

u,v2V

kX
uv(duv ¡ dX(u, v))2 (8.2)

donde duv es la distancia Eucl¶³dea entre pu y pv, y kX
uv ¼ dX(u, v)¡2 es un factor

de normalizaci¶on.
La funci¶on de energ¶³a (8.2) es muy parecida a la de KK (4.11), utilizando la

funci¶on de distancia dX , que no es otra cosa que una generalizaci¶on de la distancia
te¶orica para contemplar que los v¶ertices tienen tama~no no nulo.

El m¶etodo de optimizaci¶on propuesto es el mismo de KK, Newton-Raphson
de a un v¶ertice por vez. La convergencia es muy r¶apida, seg¶un [HK02a] un par
de iteraciones son su¯cientes. La calidad de los trazados resultantes parece ser
buena excepto en los solapamientos, ya que el IKKM parece ser m¶as propenso a
ocasionarlos que el ESM o el MSM. Esto es atribuido a que las fuerzas repulsivas
son m¶as bien d¶ebiles (son lineales) y a que IKKM hace m¶as ¶enfasis en el aspecto
global del trazado que los basados en el spring embedder, descuidando los aspectos
m¶as locales como el solapamiento de v¶ertices. Para subsanar esto proponen un
algoritmo que llaman \combinado", que primero aplica IKKM y luego realiza una
etapa de ¯ne-tuning para eliminar el solapamiento. Para este segundo paso puede
usarse alguno de los otros m¶etodos que presentan, como el ESM o el MSM.

En [HK02a], Harel y Koren llevan esta idea de generalizar un paso m¶as ade-
lante, y muestran que con la misma idea que usan para adaptar KK, todo proble-
ma de trazado con v¶ertices no uniformes puede llevarse al trazado de un grafo con
v¶ertices con pesos (que es lo mismo que tener v¶ertices que son c¶³rculos de radio
variable). M¶as detalles pueden encontrarse en [HK02a].
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8.1.4. Una soluci¶on en tres etapas

Una forma muy distinta a las anteriores de encarar el problema es la que presen-
tan Gasner y North en [GN98]. Su soluci¶on consta de tres etapas independientes:

1. Calcular el trazado de G con alg¶un algoritmo ignorando el tama~no de los
v¶ertices (en su implementaci¶on, Gasner y North usan KK).

2. Arreglar el solapamiento de v¶ertices.

3. Dibujar las aristas como curvas.

El primer paso es independiente del algoritmo que se use, cualquiera es v¶alido.
La segunda etapa es la m¶as interesante: c¶omo ordenar el trazado del paso

1) para eliminar todos los solapamientos que sea posible. El objetivo es mover
gradualmente los v¶ertices hasta que haya un espacio adecuado que los separe.

Para esto usan una variante de la t¶ecnica de Lyons para distribuir v¶ertices
uniformemente ([LMR98]). El m¶etodo consiste en construir repetidamente un dia-
grama de Voronoi en una ventana ¯ja usando como sitios los centros de los v¶ertices
y moviendo cada v¶ertice al centro de su celda en el diagrama. Eventualmente la
ventana quedar¶a chica y deber¶a ser agrandada para que los v¶ertices puedan seguir
movi¶endose. Este proceso se repite hasta que todos los solapamientos son reduci-
dos.

Sobre c¶omo realizar la tercer etapa, que dibuja curvas en lugar de ejes rectos,
hablaremos m¶as adelante en este mismo cap¶³tulo.

Lo m¶as original de este m¶etodo es que plantea una forma distinta de encarar el
problema de los v¶ertices no uniformes: como una etapa de postproceso al c¶omputo
del trazado.

Como se observa en [HK02a], este m¶etodo basado en el diagrama de Voronoi no
tiene en cuenta la forma de los v¶ertices, as¶³ que no suele obtener trazados tan com-
pactos como los que s¶³ la consideran. Los resultados que se obtienen con los otros
m¶etodos, que incluyen el tama~no de los v¶ertices en el modelo mismo, generalmente
son mejores, pero igualmente este enfoque merece ser tenido en cuenta.

8.1.5. Uso de campos potenciales

Recientemente se propuso una t¶ecnica de trazado de grafos para v¶ertices no
uniformes basada en campos potenciales. Los campos potenciales ya han sido
aplicados a otros problemas indirectamente relacionados, como la plani¯caci¶on
de trayectorias libres de obst¶aculos (ver por ej. [Kha86]). La t¶ecnica propuesta
por Chuang et al. en [CLY04] usa fuerzas atractivas logar¶³tmicas para v¶ertices
conectados por aristas, como las del spring embedder, y en lugar de usar fuerzas
repulsivas utiliza campos potenciales.

La idea consiste en que los v¶ertices, representados por pol¶³gonos, tienen en
sus bordes una carga que repele a los otros v¶ertices, lo que conforma el campo
potencial del v¶ertice. De esta manera, las fuerzas que afectan a un v¶ertice dado
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son dos: las atractivas, producto de sus aristas, y las repulsivas, causadas por los
campos potenciales de los otros nodos.

En la propuesta de Chuang et al., cada lado del pol¶³gono correspondiente a un
v¶ertice ejerce una fuerza que repele a los otros lados de los otros v¶ertices. Adem¶as
de ser desplazados por estos campos potenciales, los v¶ertices tambi¶en pueden rotar
como producto del efecto de estas fuerzas.

Si bien en [CLY04] no se dan muchos detalles de c¶omo implementar e¯ciente-
mente este algoritmo, ni de los resultados que se pueden obtener, el enfoque parece
prometedor, sobre todo por el hecho de combinar m¶etodos de trazado de grafos
con t¶ecnicas de plani¯caci¶on de trayectorias.

8.2. Aristas especiales
Tambi¶en las aristas pueden estar sujetas a restricciones. En esta secci¶on nos

ocuparemos de tres situaciones que pueden surgir en relaci¶on con las aristas. En
la primera las aristas del grafo tienen pesos y se quiere que esos pesos se vean
re°ejados en el trazado. En la segunda el grafo es dirigido y el trazado debe
mostrar los arcos con alguna orientaci¶on determinada. Finalmente, en la tercera
las aristas son curvas en lugar de ser segmentos de recta. Si bien esta no suele ser
una restricci¶on sino m¶as bien una decisi¶on de dise~no, la incluimos en esta secci¶on.

8.2.1. Grafos con pesos

En muchas aplicaciones el grafo que se desea trazar tiene pesos asignados a las
aristas. Por ejemplo, para visualizar temas en com¶un entre art¶³culos cient¶³¯cos, en
[EHK+04b] se usa un grafo en el que los v¶ertices son art¶³culos y las aristas conectan
art¶³culos con temas en com¶un, y el peso de cada arista es funci¶on de la cantidad
de temas que comparten. La intenci¶on es que cuantos m¶as temas comparten, m¶as
cerca se dibujen los v¶ertices.

Las adaptaciones necesarias para contemplar los pesos de los ejes son m¶³nimas.
El objetivo es que cuanto mayor sea el peso de la arista, mayor sea su longitud en
el trazado.

El algoritmo KK no requiere adaptaciones ya que las distancias te¶oricas con-
templan por de¯nici¶on los pesos de los ejes. Los algoritmos derivados del spring
embedder s¶olo necesitan mantener una longitud ideal de arista por separado, de¯ni-
da en funci¶on del peso de la misma.

8.2.2. Grafos dirigidos

Muchos de los grafos que aparecen en las aplicaciones son dirigidos. Sin ir m¶as
lejos, los grafos que modelan la estructura de sitios web, que hemos mencionado
en varias ocasiones, son dirigidos porque los enlaces entre p¶aginas web tienen una
¶unica direcci¶on.

Cuando los grafos son dirigidos es frecuente que se pre¯era dibujar todos los
arcos en una misma direcci¶on, por ejemplo con todos los arcos apuntando hacia
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abajo, debido a que esto ayuda a la comprensi¶on de la informaci¶on. Esto requiere
adaptaciones a los algoritmos de trazado.

Como se coment¶o en la secci¶on 4.6, el m¶etodo de los resortes magn¶eticos SM de
Sugiyama y Misue se ajusta perfecto a este objetivo si se usa un campo magn¶etico
vertical y aristas magnetizadas unidireccionalmente. A cualquier otro m¶etodo que
use fuerzas, como el spring embedder, se le puede agregar fuerzas similares a las
rotativas de SM para lograr este efecto. Una soluci¶on de ese estilo es usada con
buenos resultados en [Tun99a]. El ¶unico problema que el autor dice haber tenido
es con los grafos con ciclos dirigidos; pero una simple etapa de pre-proceso, que
invierte el sentido de uno de los arcos de cada ciclo dirigido, permite superar el
inconveniente.

Los algoritmos que usen una funci¶on general de energ¶³a, como DH, deber¶an
agregar un potencial que penalice los ejes que no est¶an alineados correctamente.
Uno posible, usado en [BKL+00] para que aristas en el espacio (3D) apunten hacia
abajo, es

Urot(u, v) = crotK

Ã
arc cos zu¡zv

duv
π
2

!2

(8.3)

Con crot constante, K la longitud ideal de la arista y zu las coordenada z de
pu.

Este potencial se acerca a cero ¶unicamente cuando pu y pv son casi verticales,
que es lo que se quiere promover. Si los v¶ertices no est¶an en el espacio sino en el
plano, alcanza con cambiar en 8.3 zu ¡ zv por yu ¡ yv.

Estas simples medidas son su¯cientes, en la mayor¶³a de los casos, para obtener
buenos resultados para grafos dirigidos. Por supuesto ser¶a necesario ajustar las
constantes con cuidado para darle el peso adecuado a este nuevo criterio est¶etico.
El uso de restricciones en las posiciones de los v¶ertices (del cual nos ocuparemos
m¶as adelante) tambi¶en puede ayudar a trazar grafos dirigidos.

8.2.3. Aristas curvas

En una amplia mayor¶³a de los trabajos sobre trazado de grafos dirigido por
fuerzas se supone que las aristas del grafo son dibujadas como segmentos, por lo
que el problema del trazado de grafos se reduce a encontrar una posici¶on para
cada v¶ertice.

El uso de curvas para dibujar las aristas permite tener m¶as °exibilidad a la
hora de buscar un trazado est¶eticamente bueno. Si bien en el campo del trazado
ortogonal se comprob¶o que curvas con muchos codos no ayudan a la visualizaci¶on
[PCA02], curvas sencillas pueden ser de gran ayuda. Permiten evitar que las aristas
pasen por encima de v¶ertices y aumentan la resoluci¶on angular (criterio est¶etico
muy importante). En la Figura 8.6 podemos ver un ejemplo.

Las ventajas de usar curvas para las aristas no han sido exploradas en pro-
fundidad, y tampoco existen muchos trabajos al respecto. Uno de los primeros en
proponer usar curvas para grafos generales es [GN98], en un intento de hacer m¶as
claro el trazado de grafos con v¶ertices no uniformes (ver secci¶on 8.1.4), sin embargo
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Figura 8.6. Dos trazados del mismo grafo, uno con aristas rectas (izq.) y el otro
usando curvas (der.).

Figura 8.7. Las curvas c¶ubicas de B¶ezier quedan de¯nidas por cuatro puntos.

esto se hac¶³a en una etapa posterior al c¶omputo del trazado, independientemente
del mismo.

Es posible integrar un m¶etodo dirigido por fuerzas para que el trazado se
calcule directamente usando curvas. La clave para esto es trabajar con los puntos
de control que de¯nen las curvas.

En pocas palabras, el m¶etodo es el siguiente. Supongamos que las aristas de
G se quieren dibujar como curvas c¶ubicas de B¶ezier. Las mismas est¶an de¯nidas
por cuatro puntos: los dos extremos (que ser¶³an los dos v¶ertices de la arista) m¶as
otros dos intermedios (Figura 8.7)1. As¶³, para la arista (u, v) se usar¶a una curva
de¯nida por cuatro puntos fpu, pv, p1uv, p2uvg (p1uv y p2uv son los puntos intermedios).

En base a G se arma un grafo auxiliar G0 donde cada arista (u, v) es reemplaza-
da por tres aristas (u,i1uv) (i1uv, i2uv,) y (i2uv, v) (donde i1uv y i2uv son nuevos v¶ertices,
con posiciones p1uv y p2uv). Con alg¶un algoritmo dirigido por fuerzas (con algunas
modi¯caciones) se busca un trazado de G0. Finalmente se dibuja cada curva en
base a los cuatro puntos que la de¯nen.

En s¶³ntesis, la idea general es reducir el problema de dibujar con aristas curvas
G a dibujar con aristas rectas un grafo auxiliar G0. Detalles de c¶omo implementar
esto se explican a continuaci¶on.

En [BW00], Brandes y Wagner usan curvas c¶ubicas de B¶ezier para dibujar
conexiones entre estaciones de tren. La esencia es la ya descripta, daremos ahora
algunos detalles m¶as sobre G0 y las fuerzas que deben agregarse.

Los dos puntos de control de la curva correspondiente a (u, v) se ubican ini-
cialmente en la recta que une pu y pv, a igual distancia de los extremos y del otro

1Muchos tipos de curvas son posibles. Las de B¶ezier tienen varias propiedades que las hacen
adecuadas para dibujar aristas. Para m¶as detalles sobre este tipo de curvas, recomendamos
[FvDFH96].
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Figura 8.8. Un problema propio de usar curvas: cruces entre aristas incidentes
a un mismo v¶ertice [Fin03].

punto de control.
La distancia ideal entre los puntos de control de una misma curva y ¶estos con

los extremos se de¯ne como λ(duv/3) (para λ constante). Las fuerzas repulsivas
para los puntos de control se calculan s¶olo entre los v¶ertices cercanos. Adem¶as,
debido a requisitos propios de la informaci¶on que visualizan, tambi¶en agregan
algunas restricciones respecto a las curvas que salen de un mismo extremo. M¶as
detalles se encuentran en [BW00].

Finkel [Fin03] tambi¶en propone extensiones similares a las de [BW00] para
trabajar con curvas en m¶etodos dirigidos por fuerzas. A diferencia de [BW00],
Finkel tambi¶en usa curvas de B¶ezier cuadr¶aticas, que quedan de¯nidas por los dos
extremos y un punto de control. Por lo tanto, en ese caso, el grafo auxiliar G0

tendr¶a un nuevo v¶ertice y dos nuevas aristas por cada arista de G.
Una observaci¶on importante hecha en [Fin03] es que la aplicaci¶on directa del

algoritmo de trazado en este grafo puede ocasionar muchos cruces entre aristas
con un v¶ertice en com¶un { algo propio de usar aristas curvas {, como se puede ver
en la Figura 8.8. Esto ocurrir¶³a tanto con curvas cuadr¶aticas como c¶ubicas.

Afortunadamente, este tipo de cruces es solucionable. En [Fin03] se propone
una heur¶³stica que parece funcionar muy bien para curvas c¶ubicas. Consiste en
una vez obtenido el trazado del grafo, que puede presentar este tipo de cruces,
para cada v¶ertice v (en G), conectar entre s¶³ los puntos de control m¶as cercanos
alrededor de v, siguiendo el orden radial que deber¶³an tener si las aristas fueran
segmentos. Esto formar¶a un \anillo" de aristas alrededor de v. Luego se vuelve
a aplicar el algoritmo de trazado, partiendo de las posiciones anteriores pero con
estas nuevas aristas, que es de esperar hagan que los cruces desaparezcan.

Las extensiones aqu¶³ propuestas para trabajar con aristas curvas dan, en gen-
eral, buenos resultados en los algoritmos derivados del spring embedder y, es de
esperar, tambi¶en en DH y similares. Sin embargo, una adaptaci¶on de KK re-
querir¶a m¶as trabajo, ya que al usar las distancias te¶oricas del grafo, la adici¶on
de v¶ertices para los puntos de control repercute en las distancias y hace que los
resultados no sean buenos [Fin03].
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Figura 8.9. Trazados obtenidos restringiendo la posici¶on de los v¶ertices [HM98].

8.3. Restricciones en la posici¶on de los v¶ertices

Otro tipo de restricci¶on que suele ser necesario en las aplicaciones son las
que conciernen a la posici¶on de los v¶ertices. V¶ertices que deben permanecer ¯jos,
grupos que deben moverse juntos y v¶ertices que deben mantenerse en una regi¶on
como una l¶³nea o un c¶³rculo est¶an entre las m¶as usadas.

La Figura 8.9 muestra tres ejemplos de trazados obtenidos restringiendo las
posiciones de los v¶ertices, tomados de [HM98]. En el (a) se especi¯c¶o un m¶³nimo
para la distancia vertical entre los v¶ertices. En el (b) posiciones absolutas para
alinear sobre una recta vertical los v¶ertices centrales. Finalmente, el (c) restringe
la posici¶on de los v¶ertices blancos para que est¶en sobre un rect¶angulo.

En t¶erminos generales, es sencillo incluir este tipo de restricciones debido a que
muchas veces es su¯ciente considerarlas s¶olo al mover los v¶ertices. Por ejemplo,
supongamos que usamos una t¶ecnica que optimiza con el m¶etodo del gradiente.
Cuando en una iteraci¶on es el turno de mover el v¶ertice v, podemos ver si v
est¶a sujeto a alg¶un tipo de restricci¶on:

Si v est¶a ¯jo, no debe ser movido.

Si v debe estar dentro de una regi¶on, podemos moverlo siempre que la nueva
posici¶on est¶e tambi¶en dentro.

Si v debe mantener una distancia ¯ja con otros v¶ertices, podemos mover v
junto a los otros v¶ertices.

Estos son s¶olo algunos ejemplos muy simples, pero ilustran la idea. A con-
tinuaci¶on repasaremos con m¶as detalle las distintas soluciones encontradas en la
literatura. Algunas ya fueron vistas indirectamente. En particular, el algoritmo de
resortes magn¶eticos SM (secci¶on 4.6) sirve para imponer restricciones para alinear
los v¶ertices a rectas, c¶³rculos y otros campos magn¶eticos que se puedan construir.

Es importante distinguir entre los algoritmos que garantizan que se cumplan
las restricciones y los que s¶olo intentan cumplirlas. Los que se basan en fuerzas,
como SM, entran en este segundo grupo. Por ejemplo, usando SM los v¶ertices
van a quedar \casi" alineados, pero no exactamente alineados. Otros m¶etodos,
en cambio, como la simple idea de no mover un v¶ertice si se sale de la regi¶on
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en la que debe permanecer, garantizan que en todo momento las restricciones se
cumplen. Cu¶al de los dos usar depende de la aplicaci¶on. A veces cumplimientos
\aproximados" de las restricciones son aceptables, y otras veces no.

8.3.1. Restricciones usando fuerzas

Uno de los primeros trabajos en tratar la inclusi¶on de varios tipos de restric-
ciones en algoritmos dirigidos por fuerzas fue [KKR95].

Kamps et al. presentan un algoritmo que soporta cuatro tipos de restricciones:

V¶ertices ¯jos. Ambas coordenadas de la posici¶on de los v¶ertices pueden
ser ¯jas, al mismo tiempo o por separado. La forma de implementar esto es
la directa, ya comentada.

Distancias ¯jas. La distancia entre ciertos pares de nodos puede estar
¯ja, tanto en la coordenada x, como en la y (o en ambas). En la pr¶actica
no usan distancias ¯jas sino desplazamientos ¯jos (con signo, por ej. una
restricci¶on podr¶³a ser xu = xv ¡ 10), y se implementan de la manera directa
ya comentada.

Posici¶on relativa. Un v¶ertice puede estar restringido a estar debajo o arriba
de otro, o a su izquierda o derecha (por ej. xu · xv). En [KKR95] no queda
claro c¶omo implementan esto. La opci¶on m¶as sencilla es mover v siempre
que no viole ninguna restricci¶on, y si un movimiento viola, por ej. xu · xv,
mover tambi¶en u de manera de que la desigualdad se siga manteniendo.

Orientaci¶on. Dos v¶ertices (u, v) pueden estar forzados a tener la misma
orientaci¶on horizontal o vertical. Para intentar cumplir esto agregan un po-
tencial que es igual al ¶angulo entre la recta formada por (pu, pv) y el eje x o
el eje y (seg¶un si la orientaci¶on es horizontal o vertical).

Es interesante mencionar que la optimizaci¶on, que se hace con el m¶etodo del
gradiente, incluye una temperatura local que de manera similar al algoritmo GEM
(secci¶on 4.3) disminuye al detectar oscilaciones, aumentando la velocidad de con-
vergencia.

Otros tipos de fuerzas, que restringen los v¶ertices a distintas ¶areas, son f¶aciles
de incorporar. En [ET03], por ejemplo, para detectar intrusiones en redes, se usan
varios tipos de fuerzas \gravitatorias" que distribuyen los v¶ertices en distintas
¶areas del trazado, seg¶un su signi¯cado.

8.3.2. Restricciones usando una funci¶on general de energ¶³a

Cuando el m¶etodo de optimizaci¶on consiste en minimizar una funci¶on arbi-
traria de energ¶³a, potencialmente discreta, como en el caso de DH (secci¶on 4.5)
o de los algoritmo gen¶eticos (secci¶on 5.6.1) aparecen nuevas formas de introducir
restricciones.
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Por empezar, las ideas de la secci¶on anterior pueden seguir siendo ¶utiles. Por
ejemplo, en DH se pueden implementar sin problemas. M¶as aun, se puede hacer
algo m¶as teniendo en cuenta que las posiciones en Simulated Annealing se eligen
al azar: es posible elegir al azar de entre las posiciones factibles (que no violan
ninguna restricci¶on). Esto es lo que hacen Brandes et al. [BKW03] cuando quieren
visualizar un tipo de red social donde los v¶ertices deben estar ubicados sobre
c¶³rculos pre¯jados. Como su m¶etodo de optimizaci¶on es Simulated Annealing, la
inclusi¶on de este tipo de restricciones s¶olo requiere hacer que en lugar de elegir
una posici¶on al azar, se elija un ¶angulo al azar para moverse sobre el c¶³rculo
que contiene al v¶ertice. De esta manera, \por construcci¶on" todas las posiciones
candidatas son factibles, y no es necesario ninguna otra extensi¶on.

No siempre ser¶a posible o sencillo restringir desde el comienzo los movimientos.
Si se usan algoritmos gen¶eticos, por ejemplo, no siempre es tan evidente c¶omo
incorporar las restricciones. Los m¶etodos que se mueven en base a una funci¶on
arbitraria de energ¶³a pueden incorporar restricciones a trav¶es de potenciales que
penalicen el no cumplimiento de las mismas.

Cualquier restricci¶on sobre la que se pueda medir cu¶anto es violada por un
trazado, puede ser considerada aumentando la funci¶on de energ¶³a con un potencial
por cada una. De hecho esto ya se ha usado en la secci¶on 8.1.2 para evitar el
solapamiento de v¶ertices.

Este enfoque tiene dos problemas. El primero es que puede que no todas las
restricciones se cumplan; recordemos que se busca minimizar una funci¶on con
muchos potenciales, y no siempre los de las restricciones llegar¶an exactamente a
su m¶³nimo. Esto es an¶alogo a lo que ocurre al modelar restricciones con fuerzas.

El segundo, y m¶as importante, es que cada potencial debe ir acompa~nado por
su correspondiente peso. Un peso demasiado alto har¶a que se descuiden los criterios
est¶eticos y uno demasiado bajo har¶a que las restricciones no se cumplan.

Este problema de c¶omo elegir los pesos abarca mucho m¶as que el trazado de
grafos, y ha sido estudiado desde diversas ¶areas. Un algoritmo { el ¶unico encontrado
{ que usa t¶ecnicas bastante recientes de optimizaci¶on global y las aplica al trazado
de grafos es el de Hansen et al [HMMS02]. El m¶etodo busca de manera din¶amica
los pesos para cada potencial y lo hace al mismo tiempo que busca el trazado.

El m¶etodo que aplican es Constrained Simulated Annealing (CSA), presentado
por Wah y Wang en [WW99]. CSA est¶a inspirado en los m¶etodos Lagrangianos. A
grandes rasgos, la diferencia con Simulated Annealing es que el espacio de b¶usqueda
es extendido con nuevas dimensiones: un vector con los posibles pesos de cada
potencial. El m¶etodo no s¶olo hace descensos en el espacio de la funci¶on objetivo,
sino que tambi¶en intercala ascensos en el espacio de los pesos. Para el lector
interesado en los detalles recomendamos ver [HMMS02] y [WW99].

En [HMMS02] no hay muchos resultados que justi¯quen el uso de este m¶etodo,
que tiene un costo bastante mayor a los otros aqu¶³ descriptos [HMMS02]. De
todas maneras es importante su consideraci¶on porque brinda una °exibilidad muy
grande (todo tipo de restricci¶on puede ser incluida) y se apoya en t¶ecnicas s¶olidas
y estudiadas de optimizaci¶on global.
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Figura 8.10. Ejemplos de barreras que surgen al agregar restricciones.

8.3.3. Otras formas de implementarlas

Otro de los primeros trabajos que combinaron m¶etodos dirigidos por fuerzas
con restricciones fue el de Wang y Miyamoto [WM95]. Las restricciones sopor-
tadas son similares a las de Kamps [KKR95], permitiendo establecer posiciones
absolutas, posiciones relativas (un v¶ertice en relaci¶on con otros) y restricciones de
clusters, que permiten que un conjunto de v¶ertices sea tratado como uno ¶unico.

A diferencia de los otros m¶etodos vistos, aqu¶³ un algoritmo dirigido por fuerzas
basado en FR es alternado con un solver de restricciones. Luego de cada iteraci¶on
principal del algoritmo de trazado, el solver mueve los v¶ertices que no cumplen
restricciones para que la soluci¶on pase a ser factible. El problema que aparece al
hacer esto es que la calidad del trazado puede no progresar debido a que un v¶ertice
est¶a bloqueado por una restricci¶on que depende de otro. M¶as espec¶³¯camente, un
v¶ertice u puede ser una \barrera" para v si una restricci¶on entre u y v hace que
v no pueda ocupar su posici¶on ¶optima en el trazado. En la Figura 8.10 se ilustran
tres situaciones posibles. La °echa negra indica la direcci¶on en la que los v¶ertices
deber¶³an moverse (seg¶un las fuerzas), que violan las restricciones mostradas en
cada caso.

Para aminorar las consecuencias de esto, de¯nen \varas r¶³gidas" (rigid sticks)
que fuerzan a los dos v¶ertices involucrados a moverse juntos. Si u pasa a ser una
barrera para v (antes de que se viole la restricci¶on), se introduce una de estas varas
entre ambos, de manera de que se muevan juntos, como si fueran un objeto r¶³gido.
Las fuerzas que afectan a este nuevo objeto son un promedio de las que afectan a
cada v¶ertice por separado.

En resumen, cada iteraci¶on del algoritmo de Wang y Miyamoto consiste en:

1. Calcular fuerzas.
2. Identi¯car barreras e introducir varas r¶³gidas.
3. Calcular nuevas posiciones en base a 1) y 2)

Restricciones lineales arbitrarias tambi¶en pueden ser incorporadas si el proble-
ma es abordado con t¶ecnicas m¶as elaboradas de optimizaci¶on no lineal, como en el
algoritmo propuesto por He y Marriot [HM98]. El problema de trazado de grafos
con restricciones es reducido a minimizar una funci¶on objetivo no lineal con re-
stricciones lineales, donde la funci¶on objetivo debe capturar los criterios est¶eticos.
En [HM98] se prueban tres funciones distintas: la funci¶on de energ¶³a de KK (sec-
ci¶on 4.4), una aproximaci¶on polinomial de la misma y una combinaci¶on de ambas.
La ventaja de la aproximaci¶on es que es m¶as f¶acil de calcular y, a diferencia de la
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primera, no tiene puntos donde se inde¯nan las derivadas, por lo que el m¶etodo
de optimizaci¶on converge m¶as f¶acilmente.

La t¶ecnica para resolver el problema de optimizaci¶on se basa en el m¶etodo de
las restricciones activas, t¶ecnica iterativa muy usada y con buenas propiedades
de robustez y velocidad. Los lectores interesados en los detalles pueden consultar
[HM98] y cualquier libro de optimizaci¶on no lineal (por ej. [Fri94]).

Seg¶un [HM98], el uso de la funci¶on objetivo aproximada permite alcanzar traza-
dos de calidad comparable a la de KK y con una velocidad ligeramente menor,
lo cual no es poco dado que se est¶a resolviendo el problema con las restricciones.
Adem¶as de permitir restricciones lineales arbitrarias, tambi¶en permiten que cada
v¶ertice tenga una posici¶on \sugerida". Esto se integra con el algoritmo tomando
como trazado inicial el que m¶as cerca a est¶a al sugerido que respeta las restricciones
(para esto resuelven previamente un problema cuadr¶atico).

Otro problema relacionado con restricciones, sobre el cual se ocupa la segunda
parte de este trabajo, es el que surge de buscar trazados donde cada v¶ertice del
grafo representa (y est¶a restringido) a una regi¶on distinta. Como se ver¶a en la parte
2, si bien parece un problema f¶acilmente solucionable con las t¶ecnicas descriptas en
esta secci¶on, esconde algunas particularidades que deben ser analizadas y resueltas.
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Cap¶³tulo 9

Trazado de grafos con clusters

Los grafos que surgen en las aplicaciones de visualizaci¶on crecen cada d¶³a m¶as,
llegando a tener miles o incluso millones de v¶ertices. Los m¶etodos dirigidos por
fuerzas cl¶asicos, como ya se ha mencionado, tienen una complejidad de O(n3) que
hace que no sean aplicables a instancias tan grandes. En este cap¶³tulo y en el
cap¶³tulo 11 veremos t¶ecnicas que permiten trabajar con grafos m¶as grandes.

En este cap¶³tulo nos ocuparemos de c¶omo trazar grafos que contienen clusters
(o \agrupamientos" de v¶ertices). Grupos de nodos relacionados, de alguna manera,
pueden ser agrupados en \super-nodos", y las aristas entre esos nodos pasar a
ser \super-aristas", obteniendo una simpli¯caci¶on del grafo original con menos
v¶ertices y aristas. El objetivo de usar clusters para poder lidiar con grafos grandes
es simpli¯car el grafo hasta obtener uno cuyo tama~no est¶e dentro de lo manejable
por los algoritmos disponibles.

En el contexto de un sistema de visualizaci¶on, el usuario comenzar¶a viendo esta
versi¶on resumida del grafo, pero podr¶a luego seleccionar uno de estos super-nodos
para ver en m¶as detalle c¶omo est¶a conformado. Reci¶en cuando el usuario quiera
profundizar en ese super-nodo, se calcular¶a su trazado, y as¶³ se ir¶a navegando y
trazando el grafo por partes.

Otra consecuencia importante de trabajar con clusters es que da lugar a algorit-
mos de tipo \divide y vencer¶as", que suelen ser m¶as e¯cientes que los tradicionales.

Adem¶as de proveer una forma para visualizar grafos grandes, los grafos con
clusters surgen de manera natural en muchas aplicaciones, como lingÄu¶³stica, es-
tad¶³stica y visualizaci¶on de software [KW01],[FT04], y en general, como una her-
ramienta m¶as para la visualizaci¶on [WB99].

M¶as formalmente, un grafo con clusters se de¯ne como un grafo G = (V, E) con
una partici¶on (C1, ..., Ck) del conjunto de v¶ertices V . Cada Ci es llamado cluster.
Supondremos que todo v¶ertice pertenece a exactamente un cluster (que contiene
al menos a ese v¶ertice). Como indica esta de¯nici¶on, en principio se asumir¶a que
hay un ¶unico nivel de agrupamiento, pero como veremos m¶as adelante, es posible
tener toda una jerarqu¶³a de agrupamiento de v¶ertices.

Para los algoritmos que veremos a continuaci¶on supondremos que el grafo es un
grafo con clusters, es decir que los mismos ya vienen de¯nidos junto con el grafo. El
objetivo ser¶a que el trazado re°eje lo mejor posible esta estructura: que los nodos
est¶en agrupados correctamente y que se minimicen los posibles solapamientos entre
clusters. Al ¯nal de este cap¶³tulo comentaremos algunos algoritmos que permiten
visualizar clusters sin tenerlos de antemano.
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Figura 9.1. Agregar v¶ertices atractores para trabajar con clusters.

9.1. Agregar v¶ertices atractores
La opci¶on m¶as sencilla para lograr que el trazado muestre la estructura de

clusters del grafo es agregar para cada cluster un v¶ertice atractor. Cada uno de
estos v¶ertices representar¶a al cluster y adem¶as ser¶a responsable de mantener juntos
a sus v¶ertices. Para lograr esto se agregan fuerzas que involucran a los v¶ertices
atractores. La idea se ilustra en la Figura 9.1, y puede resumirse en tres etapas:

1. Por cada cluster Ci, agregar un v¶ertice atractor vCi .

2. Agregar fuerzas atractivas entre el atractor vCi y los v¶ertices en el cluster
Ci.

3. Agregar fuerzas repulsivas entre todos los pares de v¶ertices atractores.

Esta sencilla adaptaci¶on permite obtener resultados aceptables con muy pocas
modi¯caciones al algoritmo original. Como siempre, los pesos de las fuerzas agre-
gadas deber¶an ser ajustados para encontrar un equilibrio entre un trazado que
ignora los clusters (pesos muy bajos) y uno que trata a cada cluster como un
v¶ertice (pesos muy altos).

Un sistema para navegar grafos con clusters que extiende la idea anterior es el
sistema DA-TU de Huang y Eades ([EH00],[HE98]). Pensado para el trazado de
grafos con clusters y din¶amicos, este sistema no s¶olo permite clusters de un nivel,
sino toda una jerarqu¶³a de agrupamientos (adem¶as de la parte dedicada al trazado
de grafos din¶amicos, de lo cual se ocupa el cap¶³tulo 7). M¶as adelante veremos otro
algoritmo que combina clustering con grafos din¶amicos.

En este contexto, un grafo con clusters es un grafo G = (V, E) con un ¶arbol T
tal que las hojas de T son exactamente los v¶ertices de G. Cada nodo interno (no
hoja) ci de T es un cluster, que agrupa a todas las hojas del sub¶arbol de T que
tiene como ra¶³z a ci. De esta forma, T especi¯ca la relaci¶on de inclusi¶on entre los
clusters.

El modelo de fuerzas usado distingue entre cuatro tipos de fuerzas distintas:

Fuerzas internas. Fuerzas atractivas entre pares de nodos hermanos en T.

Fuerzas externas. Fuerzas atractivas entre pares de nodos que no son her-
manos en T.
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Figura 9.2. Tres tipos de fuerzas para trabajar con clusters [EH00].

Figura 9.3. Un grafo con clusters (recuadrados) (izq.) y el resultado de aplicar
el algoritmo DA-TU (der.) [EH00]

Fuerzas virtuales. Cada cluster ci tiene un nodo virtual asociado (equivalente
a los atractores de arriba). A su vez, para cada nodo v en G, si el padre de v
en T es cj, entonces se coloca una arista virtual entre ci y cj , con una fuerza
atractiva virtual asociada.

Fuerzas gravitacionales. Fuerzas repulsivas entre todo par de v¶ertices.

La Figura 9.2 ilustra los tipos de fuerzas para un grafo sencillo.
El algoritmo de trazado utilizado es un derivado del spring embedder, ya que

permite animar f¶acilmente los movimientos (recordemos que DA-TU es un sistema
de trazado de grafos din¶amicos). En la Figura 9.3 puede verse un ejemplo resultado
de aplicar el algoritmo, donde se logr¶o eliminar el solapamiento entre clusters por
completo. Como parte del sistema de navegaci¶on provisto, el programa permite
\comprimir" clusters en nodos, reduciendo la cantidad de v¶ertices en pantalla (y
obviamente tambi¶en se puede descomprimir los comprimidos).

9.2. Dividir y vencer
Como se mencion¶o en la introducci¶on, los clusters dan lugar de manera natural

a algoritmos de trazado del tipo \divide y vencer¶as". Una forma de lograr esto
es tratar a cada cluster como un super-nodo (v¶ertice con ciertas propiedades). Se
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Figura 9.4. Un grafo (izq.) y su metagrafo asociado (der.). El tama~no y forma
de los v¶ertices del metagrafo depende de los clusters.

traza por separado el subgrafo inducido por cada cluster y el grafo simpli¯cado que
resulta de usar estos super-nodos. Luego en lugar de cada super-nodo, se coloca
el trazado del cluster correspondiente.

El algoritmo de Wang y Miyamoto [WM95] se basa en esta idea. El grafo sim-
pli¯cado recibe el nombre de \meta-grafo" (Gmeta = (Vmeta, Emeta)), y su trazado
\meta-trazado".

El meta-grafo tiene tantos v¶ertices como clusters. Las aristas son particionadas
en dos conjuntos disjuntos:

Intra-aristas (Eintra). Aristas que unen dos v¶ertices de un mismo cluster.

Inter-aristas (Einter). Aristas que unen v¶ertices de distintos clusters.

Notar que E = Eintra[Einter . Cada cluster Ci tendr¶a un meta-v¶ertice (o super-
nodo) asociado, vCi , y estos meta-v¶ertices ser¶an el conjunto de v¶ertices de Gmeta.
Las aristas de Gmeta ser¶an llamadas meta-aristas, y se formar¶an colapsando las
inter-aristas entre un par de clusters; formalmente: (vCi, vCj) 2 Emeta , 9(u, v) 2
Einter : u 2 Ci^v 2 Cj . La Figura 9.4 ilustra un grafo con clusters y su meta-grafo
asociado.

El modelo de fuerzas usado distingue tres categor¶³as de fuerzas: las que afectan
a v¶ertices en un mismo cluster (intra-fuerzas), las que involucran a v¶ertices en
distintos clusters (inter-fuerzas) y las que intervienen entre meta-v¶ertices (meta-
fuerzas).

Un detalle importante sobre este meta-grafo, que se ve en la Figura 9.4, es
que sus v¶ertices van a ser rect¶angulos con tama~no igual al tama~no que requiera
trazar el subgrafo correspondiente. Para trazar el grafo respetando el tama~no de
los v¶ertices, Wang y Miyamoto presentan su propio algoritmo, que se explica en
el cap¶³tulo 8. All¶³ tambi¶en se detallan las fuerzas atractivas y repulsivas usadas.

Conceptualmente el algoritmo tiene la siguiente forma:

1. Construir meta-grafo Gmeta.
2. Trazar el subgrafo asociado a cada cluster.
3. Trazar Gmeta usando como tama~no de v¶ertices el espacio ocupado por los traza-

dos de 2.
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Figura 9.5. El resultado de la primer etapa (izq.), y el trazado ¯nal (der.)
[WM95].

4. Reemplazar cada meta-v¶ertice por el trazado del subgrafo correspondiente y
agregar inter-aristas.

Sin embargo, como el paso 2 no tiene en cuenta las inter-aristas, al agregarlas
en el paso 4 pueden aparecer muchos cruces, deteriorando el resultado ¯nal.

Para evitar esto Wang y Miyamoto integran los pasos 2-4 en ¶unico algoritmo
de trazado con una variable temporal t, donde las fuerzas en juego van variando
a medida que transcurre el tiempo. Las fuerzas que afectan a un v¶ertice u 2 V
durante el trazado son:

Fcomp(u) = Fintra(u) + S(t)Finter(u) + (1 ¡ S(t))Fmeta(u)

Donde Fintra son las intra-fuerzas, Finter las inter-fuerzas y Fmeta las meta-
fuerzas que afectan al meta-v¶ertice del cluster de u. S(t) 2 [0, 1] es una funci¶on
que depende del tiempo t:

S(t) =

8
<
:

1 t < t0 (etapa 1)
g(t) 2 (0, 1) t0 · t < t00 (etapa 2)

0 t00 · t (etapa 3)

Con t0 y t00 umbrales que ¯jan la duraci¶on de cada etapa y g(t) es una funci¶on
decreciente que produce una transici¶on entre la primera y la tercer etapa. De esta
manera, las etapas \conceptuales" 2-4 del algoritmo van apareciendo gradualmente
con el pasar del tiempo. En la primer etapa, Fcomp(u) = Fintra(u) + Finter(u),
es decir que se realiza un trazado que ignora los clusters. En la tercer etapa,
Fcomp(u) = Fintra(u) + Fmeta(u), por lo que la posici¶on ¯nal de los clusters es
determinada en base a las meta-fuerzas, al mismo tiempo que los v¶ertices de cada
cluster se mantienen cercanos gracias a las intra-fuerzas.

En la Figura 9.5 se muestra un ejemplo del resultado al ¯nal de la primer etapa
junto al resultado ¯nal, luego de la tercer etapa.

Por ¶ultimo resaltamos el hecho de que este algoritmo se integra adem¶as con
un sistema para considerar v¶ertices de tama~no no uniforme y restricciones en la
posici¶on de los v¶ertices (ambos explicados en el cap¶³tulo 8).
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9.3. Grafos con clusters din¶amicos
En la secci¶on anterior se explic¶o parte del algoritmo de Huang y Eades ([EH00],

[HE98]) para grafos con clusters y adem¶as din¶amicos. En esta secci¶on presentare-
mos otro algoritmo que tambi¶en combina ambas caracter¶³sticas, pero a diferencia
de la secci¶on anterior, mencionaremos no s¶olo lo relacionado con los clusters sino
tambi¶en la parte din¶amica debido a que son dif¶³ciles de separar y creemos que vale
la pena mencionarlas. En lo que respecta a la parte din¶amica, mantendremos la
notaci¶on del cap¶³tulo 7.

Recientemente, Frishman y Tal presentaron en [FT04] un algoritmo para el
trazado de grafos con clusters y din¶amicos que incluye varias ideas novedosas.

El objetivo primordial del algoritmo es preservar el mapa mental, con especial
¶enfasis en preservar la posici¶on y tama~no de los clusters. Denotaremos con Gi y Ti

al i-¶esimo grafo y a su correspondiente trazado, respectivamente. Para preservar
el mapa mental, el algoritmo pretende encontrar un trazado de Gi (Ti) en base a
Gi y a Ti¡1 (el trazado anterior).

Estructura de clusters

Para imponer la estructura de los clusters sobre G se agrega un v¶ertice atractor
vCi para cada cluster Ci, con aristas entre el v¶ertice atractor y los v¶ertices de Ci,
junto a aristas entre el atractor y los atractores de otros clusters conectados.

Cada arista tiene dos par¶ametros: longitud y peso. Cuatro longitudes K1, .., K4

distintas son de¯nidas1, seg¶un el tipo de arista (entre par¶entesis se indica la lon-
gitud usada por los autores para sus pruebas).

1. Aristas entre el atractor vCi y v¶ertices de Ci (K1 = 2).

2. Aristas entre dos v¶ertices de un mismo cluster Ci (K2 = 1, 5).

3. Aristas entre dos v¶ertices de distintos clusters (K3 = 4).

4. Aristas entre los atractores de dos clusters distintos (K4 entre 5 y 6).

Las aristas tambi¶en tienen pesos. Un peso mayor hace que el algoritmo de
trazado le de prioridad a conseguir cumplir con la longitud ideal de esa arista
(implementado aumentando la constante de la fuerza atractiva). En [FT04] usan
pesos de 1 y 2,5 para aristas dentro de un cluster y entre clusters, respectivamente.

Preservar el mapa mental con v¶ertices invisibles

Para disminuir los cambios visuales se usa una estrategia muy interesante y
novedosa basada en v¶ertices invisibles. Todo cluster tiene un n¶umero { variable {
de v¶ertices invisibles, que eventualmente se usan como casillas donde ubicar otros
v¶ertices.

1En el art¶³culo original, debido a restricciones del dominio de aplicaci¶on (visualizaci¶on de
software m¶ovil), tienen un quinto tipo de arista que aqu¶³ omitimos.
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Cuando un v¶ertice v es quitado de un cluster 2, su lugar lo pasa a ocupar un
v¶ertice invisible, que se ubica en el nuevo trazado donde antes estaba el v¶ertice
v. De manera an¶aloga, cuando un v¶ertice v es agregado, se lo ubica en lugar de
alg¶un v¶ertice invisible, y su posici¶on inicial ser¶a la que ¶este ten¶³a.

El uso de estos v¶ertices invisibles tiene un doble prop¶osito. Por un lado, el
tama~no del cluster se mantiene aproximadamente constante. Por otro lado, sir-
ven para reservar posiciones \conocidas" para nuevos v¶ertices, lo que, se supone,
facilita la preservaci¶on del mapa mental.

El n¶umero de v¶ertices invisibles en cada cluster es mantenido entre un umbral
m¶³nimo y uno m¶aximo, en proporci¶on a la cantidad de v¶ertices en el agrupamiento.
Esto es importante para evitar que el trazado de un cluster ocupe mucho lugar
debido a que tiene demasiados v¶ertices invisibles.

Algoritmo

El algoritmo en s¶³ mismo tambi¶en es bastante original, as¶³ que lo explicamos
aqu¶³ brevemente. El pseudoc¶odigo es el siguiente:

AlgoritmoFT(Trazado Ti¡1, Grafo Gi)
1. Tinic = fusi¶on de Ti¡1 y Gi

2. T(1)= trazado del grafo Gi a partir de Tinic

3. Si T(1) es su¯cientemente bueno (dens(T(1))<µ)
3.1 Ti = T(1)

sino
3.2 T(2)= trazado del grafo Gi permitiendo m¶as movimientos
3.3 Ti= el mejor entre T(1) y T(2)

4. Animar transici¶on entre Ti¡1 y Ti

El paso 1 se encarga de crear un trazado inicial Tinic a partir de Ti¡1, quitando
de Ti¡1 los v¶ertices que ya no est¶an en Gi y agregando los v¶ertices nuevos a Ti¡1.
Esto se lleva a cabo por etapas. Primero se copian a Tinic todos los v¶ertices que
est¶an en ambos (tomando la posici¶on en Ti¡1). Luego, para cada cluster, se forman
pares con v¶ertices quitados y agregados, de manera que la posici¶on que ocupaba el
v¶ertice quitado la ocupe ahora un v¶ertice nuevo. A continuaci¶on los v¶ertices nuevos
o quitados que no se hayan podido compensar son agregados o quitados usando
v¶ertices invisibles, como se describi¶o arriba. Todos los v¶ertices hasta aqu¶³ ubicados
en Tinic son ¯jados, es decir que no podr¶an moverse. Finalmente, los v¶ertices que
pertenecen a clusters nuevos son agregados.

El paso 2 usa un algoritmo est¶atico dirigido por fuerzas para encontrar un
trazado, usando como trazado inicial Tinic. El algoritmo contempla las fuerzas ya
comentadas y los v¶ertices ¯jados. En el paso 3 se debe decidir si el trazado obtenido
es su¯cientemente bueno. Para esto se usa ¶unicamente una m¶etrica de densidad
de clusters, de¯nida como:

2Un v¶ertice es quitado (agregado) de un cluster cuando est¶a en ese mismo cluster en Gi¡1
(Gi) pero no en Gi (Gi¡1).
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dens(TG) = m¶ax
Ci2G

super¯cie(Ci)
jCij

Es decir, para cada cluster se tiene en cuenta el cociente entre el ¶area que ocupa
(para esto se considera el rect¶angulo m¶as chico que lo contiene) y la cantidad de
v¶ertices. El m¶aximo de todos estos valores es el usado (y µ es un umbral pre¯jado).

Si la densidad del trazado T (1) no es buena, se calcula otro trazado T (2), pero
esta vez sin v¶ertices ¯jos. Finalmente se elige el que sea mejor respecto a la den-
sidad, y se anima la transici¶on entre el trazado anterior y el nuevo.

Los resultados que se presentan en [FT04], si bien no son muchos, son prom-
etedores. En particular, el uso de v¶ertices invisibles, o puesto de otra forma, el uso
del \espacio en blanco" como un componente m¶as en el trazado de grafos no ha
sido estudiado, y parecer¶³a que puede valer la pena hacerlo, no s¶olo para grafos
din¶amicos, sino para grafos en general, ya que puede ser un factor m¶as que ayude
a mejorar la calidad de los trazados.

9.4. Visualizar los clusters del grafo, sin conocerlos

Los algoritmos hasta aqu¶³ vistos reciben como entrada los clusters del grafo.
Sin embargo, muchas veces los clusters no son conocidos de antemano y se quiere
obtener un trazado que los muestre. Estamos hablando de clusters intr¶³nsecos al
grafo, de¯nidos por su estructura: los v¶ertices y sus conexiones. Informalmente,
un cluster es un conjunto de nodos con muchas aristas que los conectan entre s¶³.

Los algoritmos dirigidos por fuerzas tienden de manera natural a mantener los
v¶ertices conectados cerca (debido al uso de fuerzas atractivas), pero esto no siempre
es su¯ciente cuando el objetivo principal del trazado es exponer los clusters del
grafo. En particular, para poder separar bien los clusters suele ser necesario que
algunas aristas sean bastante m¶as largas que otras (las aristas entre clusters), pero
esto se opone al objetivo de los algoritmos cl¶asicos de obtener aristas de longitud
uniforme [Noa04].

Existen numerosos m¶etodos para identi¯car clusters (jer¶arquicos, particionales,
etc.), que exceden ampliamente al trazado de grafos. El lector interesado puede
consultar [JD88] para interiorizarse sobre algunas de las t¶ecnicas disponibles. En
el contexto del trazado de grafos, por ejemplo, Ostry [Ost96] propone una basada
en particionar por cliques maximales, pero en realidad tampoco es espec¶³¯co de
este tema. En [QE01] para acelerar la velocidad del algoritmo de trazado se usa
un m¶etodo de clustering geom¶etrico basado en una descomposici¶on del espacio.
Veremos m¶as detalles sobre este algoritmo en el cap¶³tulo 11.

El prop¶osito de esta secci¶on no es discutir m¶etodos de an¶alisis de clusters sino
resaltar el hecho de que algoritmos dirigidos por fuerzas pueden ser usados para
destacar los clusters presentes en un grafo. Daremos dos ejemplos concretos al
respecto.

El primero es un algoritmo ya comentado en el cap¶³tulo 10: el preprocesador
de [MR02]. Seg¶un reportan los autores, Mutton y Rodgers, el preprocesador (sin
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Figura 9.6. El preprocesador de Mutton y Rodgers permite identi¯car los clusters
del grafo [MR02].

la etapa de mejoramiento) puede ser usado para identi¯car clusters. Si bien esta
no es una consecuencia buscada del algoritmo, parecer¶³a que en la pr¶actica con
muchos grafos lo logra. En la Figura 9.6 se puede ver un ejemplo.

El otro algoritmo que mencionaremos s¶³ fue pensado espec¶³¯camente para
identi¯car clusters. M¶as que un algoritmo, es un modelo de energ¶³a que tiene
la propiedad de que los trazados de los m¶³nimos de esta energ¶³a revelan los agru-
pamientos intr¶³nsecos del grafo.

El modelo de energ¶³a LinLog fue presentado por Noack en [Noa04]. La energ¶³a
correspondiente a un trazado T est¶a dada por:

ULinLog(T ) =
X

(u,v)2E

kpu ¡ pvk ¡
X

(u,v)2V£V,u6=v

ln kpu ¡ pvk (9.1)

El primer t¶ermino puede interpretarse como el total de las fuerzas atractivas,
mientras que el segundo como el de las fuerzas repulsivas entre todo par de v¶ertices.

En [Noa04] se demuestra formalmente que en los trazados de energ¶³a LinLog
m¶³nima, la distancia entre un cluster y el resto del grafo es inversamente pro-
porcional al acoplamiento entre ambos. Esto hace que esta energ¶³a provea una
forma efectiva de aislar los distintos clusters. Si bien en [Noa04] no hay su¯cientes
detalles como para implementar e¯cientemente un algoritmo para minimizar esta
energ¶³a, simples adaptaciones de los algoritmos cl¶asicos deber¶³an servir de punto
de partida.

Finalmente, es oportuno notar que la energ¶³a LinLog es un caso particular de
un modelo general de energ¶³as llamadas r-PolyLog (para LinLog, r = 1):
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Ur¡PolyLog(T ) =
1
r

X

(u,v)2E

kpu ¡ pvkr ¡
X

(u,v)2V£V,u6=v

ln kpu ¡ pvk (9.2)

Otra energ¶³a conocida es la 3-PolyLog, que derivada en funci¶on de kpu ¡ pvk
resulta en

U3¡PolyLog(T ) =
X

(u,v)2E

kpu ¡ pvk2 ¡
X

(u,v)2V£V,u6=v

1
kpu ¡ pvk

que no es otra cosa que el sistema de fuerzas de FR (secci¶on 4.2).



113

Cap¶³tulo 10

Trazado inicial

Ya se ha visto que los algoritmos de trazado de grafos dirigidos por fuerzas
se dedican a tomar un trazado inicial y mejorarlo, iterativamente, hasta llegar a
uno con buenas propiedades est¶eticas1. Esto hace que el trazado desde el cual se
empieza a trabajar sea un ingrediente fundamental, que puede tener much¶³sima
repercusi¶on en los resultados.

De hecho, cuanto mejor es el trazado inicial, menos debe hacer el algoritmo de
trazado: llevado al extremo, si el mismo fuera ya un trazado ¶optimo, el algoritmo
no tendr¶³a que hacer nada. Obviamente partir de un trazado casi ¶optimo no es
posible, pero s¶³ es posible estudiar qu¶e trazados iniciales permiten obtener mejores
resultados.

El trazado inicial in°uye en dos aspectos muy importantes:

Velocidad de convergencia. Dado que la mayor¶³a de los algoritmos que
se usan son m¶etodos de optimizaci¶on local, cuanto m¶as cerca est¶a el trazado
inicial de un m¶³nimo, m¶as r¶apido se converge.

Calidad del resultado. Por lo anterior, el trazado inicial tambi¶en in°uye
en la calidad del trazado resultante, ya que el m¶³nimo al que el algoritmo de
trazado va a converger va a ser uno cercano al trazado inicial. Si este ¶ultimo
est¶a cerca de \buenos" m¶³nimos, el resultado ¯nal ser¶a bueno, pero si, por el
contrario, hay m¶³nimos pobres cerca, el algoritmo de trazado puede terminar
convergiendo a uno de estos trazados no deseados.

Visto desde otro punto de vista, la in°uencia del trazado inicial tiene dos con-
secuencias no deseadas sobre los algoritmos de trazado: (a) el mismo grafo puede
tener muchos trazados distintos, y de muchas calidades diferentes; (b) el mismo
grafo puede requerir una cantidad muy distinta de iteraciones para converger.

A lo largo de este trabajo hemos ido comentando, al describir los distintos
m¶etodos, qu¶e opciones de trazado inicial usa cada uno. En este cap¶³tulo nos pro-
ponemos analizar con m¶as profundidad cu¶ales son las alternativas en uso, tanto
en los algoritmos ya vistos como en otros que ser¶an presentados aqu¶³. A modo de
ejemplo, en la Figura 10.1 se muestran tres trazados del mismo grafo obtenidos
con el spring embedder, comenzando con distintos trazados iniciales.

1En la amplia mayor¶³a de los casos. Hay excepciones, como puede ser el algoritmo Tu (secci¶on
4.7).
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Figura 10.1. Tres trazados distintos del mismo grafo, obtenidos variando el traza-
do inicial.

10.1. Trazado inicial al azar

Los algoritmos basados en el spring embedder de Eades (secci¶on 4.1) son los m¶as
susceptibles al trazado inicial. Esto se debe a que usan el m¶etodo del gradiente para
alcanzar un m¶³nimo local, lo que hace que una vez ¯jado el trazado inicial, quede ya
determinado el m¶³nimo al cual se va a converger y cu¶anto tiempo llevar¶a hacerlo.

A pesar de esto, la mayor¶³a de estos algoritmos usa trazados iniciales elegidos al
azar, con resultados bastante buenos la mayor¶³a de las veces. Entra aqu¶³ en juego
un factor importante que es cu¶ales son los trazados de energ¶³a m¶³nima que tiene
el grafo. Si todos los m¶³nimos son buenos, no es tan importante a cu¶al converger,
y comenzar con posiciones al azar no trae inconvenientes en este sentido. Pero si
existen muchos trazados m¶³nimos pobres, entonces ser¶a frecuente que un trazado
elegido al azar desemboque en un resultado pobre.

Esto explica que algunos autores sostengan que el trazado inicial no tiene
gran in°uencia en los resultados [FLM95]. Muchos grafos sencillos, generalmente
peque~nos o medianos, s¶olo presentan m¶³nimos buenos, y para la mayor¶³a de los
trazados iniciales, el resultado de comenzar al azar ser¶a de buena calidad (igual-
mente, como se menciona en [FLM95], la velocidad de convergencia s¶³ se ve afec-
tada).

Es oportuno volver a se~nalar que existen ciertas clases de grafos, como mal-
las grandes o ¶arboles, que tienen una gran cantidad de m¶³nimos locales pobres
[Tun99b]. En estos ¶ultimos, los m¶³nimos pobres son provenientes de intercambiar
la posici¶on de dos subgrafos de manera de que un sub¶arbol quede cruzado sobre
otro (para un ejemplo ver Figura 4.9). Para estos grafos, un trazado inicial al azar
no es lo m¶as conveniente. De todas maneras, el trazado de ¶arboles no es el princi-
pal objetivo de estos m¶etodos (para ellos existen otras t¶ecnicas especializadas m¶as
e¯cientes), y siempre es posible tener un trazado inicial distinto reservado para
cuando el grafo sea un ¶arbol. Esto hace que, a pesar de todo, para los spring em-
bedders el trazado al azar de grafos no muy grandes sea una buena opci¶on debido
a que funciona bastante bien y no tiene un gran costo.

El algoritmo KK (secci¶on 4.4) no es tan sensible a la posici¶on inicial de los
v¶ertices debido a su forma de optimizar. Los mismos Kamada y Kawai con¯rman
con sus pruebas que el trazado inicial no tiene gran in°uencia en el resultado
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¯nal [KK89]. A pesar de esto, no usan en su algoritmo original un trazado al
azar sino que ubican los v¶ertices sobre un c¶³rculo de di¶ametro ¯jo. No est¶a claro
si esto trae alg¶un bene¯cio sobre un trazado al azar (que es la opci¶on usada
en muchas implementaciones), adem¶as de evitar que todos los v¶ertices queden
alineados. En este ¶ultimo caso, el algoritmo KK producir¶a un trazado que tambi¶en
tiene todos los v¶ertices alineados, algo no deseado en la mayor¶³a de los casos. Si
bien Fruchterman y Reingold [FR91] no lo mencionan, el algoritmo FR tambi¶en
sufre de este problema [CSP96].

Los m¶etodos como DH (secci¶on 4.5) son los menos sensibles al trazado inicial,
debido a que { al menos en sus versiones originales { todo el proceso de opti-
mizaci¶on es azaroso (puesto que todas las direcciones de movida se eligen al azar).
Recordemos que en las primeras iteraciones de DH los v¶ertices se mueven al azar
dando grandes saltos en el espacio de dibujo, por lo que poco quedar¶a del trazado
inicial luego de unas cuantas repeticiones. Lamentablemente esta independencia
del trazado inicial no signi¯ca que los resultados para un grafo dado sean siempre
los mismos, sino todo lo contrario: ni siquiera es posible \sugerir" mejorar el resul-
tado con un buen trazado inicial. Esto es una ventaja y una desventaja al mismo
tiempo, ya que el uso del azar es el que permitir¶a muchas veces evitar m¶³nimos
locales pobres.

10.2. Trazados iniciales elaborados
En un intento por mejorar la velocidad de convergencia y los resultados ¯nales,

varios m¶etodos para generar trazados iniciales han sido propuestos. A diferencia
del sencillo trazado al azar, estos m¶etodos puede llegar a ser muy complicados,
como se ver¶a a continuaci¶on.

Uno de los primeros { y m¶as elaborados { ha sido el propuesto por Harel
y Sardas en [HS95]. El mismo fue pensado para ser combinado con el algoritmo
DH, aunque cualquier otro de los basados en el spring embedder tambi¶en sirve. Un
intrincado algoritmo para encontrar un trazado inicial es propuesto, cuyo principal
objetivo es lograr que grafos planares tengan trazados planos (algo que no siempre
sucede).

El algoritmo completo est¶a dividido en seis etapas:

A: Realizar prueba de planaridad.
B¡:Extraer subgrafo planar.
B: Calcular trazado del subgrafo planar.
B+: Reinsertar las aristas removidas.
C: Realizar trazado plano de todo el grafo.
D: Realizar mejoramiento del trazado.

Comentaremos brevemente en qu¶e consiste cada una. La primera etapa consiste
en ver si el grafo es planar. Si lo es, B¡ y B+ se omiten. Si no es as¶³, en B¡ se busca
un subgrafo planar maximal. Una vez que se tiene esto, en B se usa un algoritmo
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Figura 10.2. Resultado intermedio (izq.) y resultado ¯nal (der.) de aplicar el
complejo algoritmo con preproceso [HS95].

basado en ¶arboles PQ para construir un orden de los v¶ertices que luego (en C)
permitir¶a obtener un trazado plano. En B+ se reinsertan las aristas removidas en
B¡, y en C se realiza un trazado del grafo completo con un algoritmo tambi¶en
basado en ¶arboles PQ2. Este algoritmo no es dirigido por fuerzas ni cumple con
ninguno de los criterios est¶eticos usuales, excepto que el trazado est¶a libre de
cruces. Por ¶ultimo, la etapa D consiste en aplicar un algoritmo de trazado basado
en DH que produce el resultado ¯nal.

La idea de todo esto es producir un trazado inicial que no es est¶eticamente
correcto, pero s¶³ topol¶ogicamente correcto. En particular, si el grafo es planar, el
trazado inicial ser¶a plano.

El algoritmo que usan en la etapa D usa la misma funci¶on objetivo que DH
y el mismo m¶etodo para mover los v¶ertices, pero suprimen la posibilidad de las
movidas cuesta arriba, porque, seg¶un experimentaron, partiendo de este trazado
topol¶ogicamente correcto la mayor¶³a de las movidas son cuesta abajo. Adem¶as
agregan un chequeo para evitar introducir cruces de aristas al mover un v¶ertice.

Todo este complejo preproceso para obtener un trazado inicial da resultados.
Por un lado los grafos planares siempre obtienen trazados planares, y por el otro
se logra acelerar la velocidad sustancialmente, ya que lo m¶as costoso, DH, s¶olo
debe mejorar un trazado inicial muy bueno. Sorprendentemente, las etapas de
preproceso, A-C, s¶olo son responsables del 3% del tiempo de corrida del algoritmo.
En la Figura 10.2 se muestra el trazado resultado de la etapa C (izq.), y el mismo
luego de la etapa de mejoramiento (der.). Se puede ver que las diferencias son muy
importantes.

Behzadi [Beh99] tambi¶en corrobor¶o con su algoritmo CostSpring que algunos
tipos de grafos son demasiado sensibles al trazado inicial. Por ejemplo, en sus
pruebas con una malla de 3 £ 20, el 80% de las veces el resultado fue un m¶³nimo
local pobre. Para disminuir las consecuencias de esto propone ejecutar las primeras
iteraciones de su algoritmo con varios trazados elegidos al azar. A cada uno de
estos trazados le aplica una funci¶on de costo, y el de menor costo es elegido para
continuar.

2Los detalles de este algoritmo son bastante engorrosos y no aportan mucho sobre la parte
dirigida por fuerzas de la cual se ocupa este trabajo, as¶³ que referimos al lector interesado en
m¶as detalles a [HS95].
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Este recurso puede aplicarse siempre, con casi cualquier algoritmo, y est¶a en la
misma l¶³nea del enfoque de multitrazado de [BMRW98], donde se calculan varios
trazados y se deja al usuario que se quede con el mejor.

Si bien esta propuesta de Behzadi ayuda a disminuir la p¶erdida en calidad por
un trazado inicial malo, es bastante costosa, y depende mucho de cu¶antos trazados
iniciales usar. Para que el 100% de los trazados de la malla de 3£20 sea bueno, en
[Beh99] necesitaron usar entre 10 y 15 trazados iniciales, aumentando el tiempo
de corrida casi 7 veces.

M¶as cerca de Harel y Sardas que de Behzadi, en [MR02], Mutton y Rodgers
presentan un pre-procesador para spring embedders 3D. El m¶etodo para obtener
el trazado inicial tiene dos etapas (nuevamente, K denotar¶a la longitud ideal de
las aristas).

La primera etapa busca posiciones donde todas las aristas tengan aproximada-
mente la misma longitud δ (δ > K). La segunda etapa intenta que los v¶ertices
mantengan una distancia de al menos K, ubic¶andolos sobre un malla entera con
celdas de K £ K.

El pseudo c¶odigo es el siguiente:

PreprocesadorMR(Grafo G)
//Parte 1
1. Repetir M veces

1.1 Para cada v 2 V
1.1.1 Fv = f pu

v 2 R3 / (pu
v¡pu) = δ (pv¡pu)

kpv¡puk^ u 2 V ^ (u,v) 2 Eg
1.1.2 Ubicar v en pv=pv+ 1

deg (v)

P
p2Fv

p
//Parte 2
2. Para cada v 2 V

2.1 Mover v a la posici¶on libre en la malla m¶as cercana a pv.

La parte 1 ubica a cada v¶ertice en una posici¶on calculada como sigue: para
cada vecino de v, se estima d¶onde deber¶³a estar v si la distancia al vecino fuera la
ideal δ (en el pseudoc¶odigo, ese valor ser¶³a pv+pu

v). Luego se ubica v en el promedio
de esos puntos. Luego de la etapa 1, el trazado tendr¶a distancias entre aristas de
aproximadamente δ. Se puede ver que esta primera parte muestra cierta semejanza
con el algoritmo baric¶entrico de Tutte (secci¶on 4.8).

La segunda parte simplemente intenta ubicar a los v¶ertices a distancia K uno
del otro, ubic¶andolos en las celdas de una malla con posiciones enteras. En [MR02]
el algoritmo FR es aplicado luego del preproceso.

Las pruebas presentadas en [MR02], todas sobre grafos de sitios de internet,
muestran que el uso de este preproceso produce un incremento sustancial en la
velocidad de convergencia en grafos de m¶as de 100 v¶ertices. El ahorro en tiempo
aumenta con el tama~no del grafo, y para grafos de 300 y 400 v¶ertices se alcanza
un m¶³nimo local unas 10 veces antes que sin el preproceso. Habr¶³a que estudiar
qu¶e efecto produce en otras clases de grafos, pero de todas formas merece ser tenido
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muy en cuenta, ya que adem¶as de lograr disminuir el tiempo, es muy sencillo de
implementar.

Utilizar el mismo algoritmo de trazado de grafos para producir un trazado
inicial es una idea prometedora que no ha sido muy explorada. En realidad, a
medida que la complejidad del c¶alculo de los trazados iniciales aumenta, pasa
a transformarse en un nuevo algoritmo de trazado { dirigido por fuerzas {, que
tiene como objetivo encontrar trazados que sirvan de entrada a otros algoritmos
de trazado de grafos (y no necesariamente trazados est¶eticamente buenos).

En [Cre01], Creek propone un m¶etodo para encontrar un trazado inicial bueno,
denominado Big Bang. El nombre est¶a inspirado en que el objetivo del m¶etodo es
expandir los v¶ertices, para establecer, a grandes rasgos, la relaci¶on espacial entre
los v¶ertices y eliminar posibles situaciones patol¶ogicas que lleven a m¶³nimos locales
pobres.

La forma de producir esta expansi¶on es aplicando un algoritmo tipo spring
embedder, con una elecci¶on especial de fuerzas: las fuerzas repulsivas son mucho
m¶as fuertes que las atractivas, favoreciendo que el grafo se \expanda". Esta etapa
de iteraciones con fuerzas especiales se realiza ¼ 2n veces, variando seg¶un la
di¯cultad que presenta el grafo. El trazado resultante es usado como trazado inicial
para el algoritmo de trazado de grafos. Si bien en [Cre01] se usa un algoritmo
propio, cualquier otro puede ser usado.

Seg¶un Creek, los resultados que se obtienen usando este trazado inicial son
muy buenos: son independientes del trazado inicial al azar, reducen la variaci¶on
en la cantidad de iteraciones necesarias, y los grafos que ya se trazaban \bien" con
un trazado inicial al azar, tambi¶en lo hacen con este trazado inicial m¶as elaborado.
Seg¶un los resultados de [Cre01], el tiempo que requiere el c¶alculo del trazado inicial
es compensado por una convergencia m¶as r¶apida.

Otro algoritmo que cuenta con un trazado inicial especial es el algoritmo
jer¶arquico de Gajer et al. [GGK00], pensado para dibujar grafos grandes. Dado
que el m¶etodo para determinar la posici¶on inicial de los v¶ertices est¶a muy ligado
al algoritmo, explicaremos ambos en el cap¶³tulo 11.
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Cap¶³tulo 11

Grafos Grandes

Las t¶ecnicas de trazado de grafos vistas hasta este momento son e¯cientes
cuando se trata de grafos con una peque~na cantidad de nodos (hasta unos pocos
cientos), pero no es as¶³ cuando se trabaja con miles o inclusive millones de nodos.
Aunque puede parecer dif¶³cil encontrar aplicaciones de visualizaci¶on donde se tra-
baje con grafos tan grandes, cada d¶³a son mayores los vol¶umenes de informaci¶on
manipulados, y por ende la cantidad de informaci¶on que debe ser visualizada. El
ejemplo can¶onico al respecto es la visualizaci¶on de grafos tomados de Internet, que
f¶acilmente pueden superar los cientos de miles de v¶ertices.

Para poder lidiar con este problema han aparecido en los ¶ultimos cinco a~nos
nuevos tipos de algoritmos que se enfocan exclusivamente en poder dibujar grafos
de enorme cantidad de v¶ertices.

Estos algoritmos pueden dividirse en dos ramas:

1. Los multidimensionales

2. Los de simulaci¶on de N-cuerpos

En el presente cap¶³tulo trataremos cada uno de estos en detalle.

11.1. Algoritmos multidimensionales
Uno de los primeros trabajos sobre algoritmos multidimensionales fue el de

Gajer et al. [GGK00], [GK00] en el cual se presenta una nueva forma de pensar los
algoritmos de trazado de grafos. Las soluciones v¶³a modelos dirigidos por fuerzas
son muy buenas tanto sea en costo como en resultados obtenidos. Como vimos en
cap¶³tulos previos, el eje principal de una soluci¶on dirigida por fuerzas es presentar
un trazado inicial y una funci¶on de costo y lo que diferencia un m¶etodo de otro
es la funci¶on elegida y la forma en que se busca optimizarla. Esta idea se hace
impracticable cuando los grafos superan los cientos de nodos visto que la cantidad
de distancias entre nodos que se deben calcular (cuadr¶atica en el n¶umero de nodos)
determina que estos algoritmos se tornen impr¶acticos.

Es importante notar que en el problema de dibujar grafos grandes la realidad
no es exactamente la misma que en el problema de grafos peque~nos. Sup¶ongase
un ejemplo con un grafo de un mill¶on de nodos. Es probable que si se pudiese
esperar el tiempo su¯ciente para utilizar alg¶un algoritmo cl¶asico, el resultado sea
incomprensible visto que s¶olo se podr¶³a ver un enjambre de aristas sin ninguna
estructura de¯nida. Por estos motivos es que para el tratamiento de grafos grandes
se consideran com¶unmente dos opciones.
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La primer opci¶on conocida como ¯sheye consiste en ver determinada porci¶on
del grafo en detalle pero dejando el resto con menor de¯nici¶on. Este efecto es
similar al efecto que provocar¶³a ver con una lupa el grafo.

La segunda opci¶on, no menos utilizada, es la llamada visi¶on multinivel. En
este caso lo que se busca es poder separar el grafo en determinados niveles y ver
en cada nivel con m¶as detalle lo que se ve¶³a en el nivel anterior. Dicho efecto es
similar al utilizado cuando se realiza zoom en una imagen digital (mientras que
la primer opci¶on ser¶³a equivalente a ver el grafo a trav¶es de una ventana con un
zoom al 100%).

11.1.1. Gajer: un algoritmo multicapa

La idea presentada por Gajer et al. consta de tres partes bien diferenciadas,
las cuales le permiten dibujar grandes grafos en cuesti¶on de segundos.

La primera es dividir el conjunto de nodos en k conjuntos Vi tales que V0 ¾
V1 ¾ V2 ¾ ... ¾ Vk ¾ ;, siendo V0 el conjunto de todos los nodos. Una vez de¯nidos
los conjuntos, la forma de dibujar el grafo completo es dibujar Vk, lo cual es sencillo
porque tiene pocos nodos, entonces una vez dibujado Vk sobre ese dibujo agregar
los nodos de Vk¡1, lo cual tambi¶en debe ser sencillo porque al estar los primeros
nodos ya ¯jos, los siguientes pasan nuevamente a ser como un dibujo peque~no, y
as¶³ sucesivamente. Vemos c¶omo esta idea viene de la par del concepto de la visi¶on
multinivel que se le podr¶a dar al grafo.

Claramente la di¯cultad del algoritmo radica en poder de¯nir de forma ade-
cuada los conjuntos V , lo cual no es trivial. La estrategia utilizada para este ¯n
fue bautizada como MIS (por Maximal Independent Set), la cual se de¯ne de la
siguiente forma. Sup¶ongase que Vi es un conjunto independiente correspondiente
al paso i del algoritmo; el conjunto Vi+1 se de¯ne con el siguiente algoritmo (a
partir de i=0):

1. Sea V 0
i = Vi

2. Mientras V 0
i 6= ;

1.1. Sea v 2 V 0
i

1.2. V 0
i = V 0

i ¡ fvg
1.3. Vi+1 = Vi+1 [ v
1.4. Eliminar de V 0

i todos los nodos u 2 V 0
i tales que dist(u,v)·2i

Es claro que para el caso de i = 0, es decir cuando se comienza el algoritmo, V0

es el grafo original y para construir V1 se eliminan los nodos que se encuentran a
distancia menor o igual que uno, es decir los que est¶an conectados al v¶ertice elegido.
De esta forma se genera un subconjunto independiente maximal, y de ah¶³ sale el
nombre de la estrategia. Lo importante de esta forma de tomar los nodos es que
garantiza que se encuentren uniformemente distribuidos y la cantidad de nodos
que queda en cada paso es el logaritmo de la cantidad de nodos en el paso anterior.
Por esto mismo el valor de k (la cantidad de conjuntos generados) es k = log(jV j).

La segunda parte importante del algoritmo consiste en de¯nir un buen trazado
inicial para los v¶ertices de cada conjunto. Los primeros nodos (es decir los del
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conjunto Vk, ya que se empieza por el m¶as peque~no) siempre ser¶an a lo sumo tres
por el procedimiento con el cual se formaron los conjuntos, entonces la forma de
acomodarlos ser¶a ubic¶andolos de forma tal que formen un tri¶angulo donde cada
arista tenga una longitud equivalente a la distancia te¶orica que separaba a dichos
nodos en el grafo, es decir:

8
<
:

duv = δuv

dvw = δvw

dwu = δwu

donde u,v y w son los tres v¶ertices del conjunto Vk, duv es la distancia entre u
y v en el trazado y δuv es la distancia te¶orica entre u y v en el grafo original.

En caso de no tener el ¶ultimo conjunto tres nodos, se modi¯can los ¶ultimos
dos conjuntos para que el ¶ultimo resulte de exactamente tres nodos. Luego para
cada subconjunto de forma iterativa se agregan los nodos de una forma similar a
la presentada. Sup¶ongase que deseamos agregar el nodo t 2 Vi¡1 ¡ Vi, entonces
lo que se hace es considerar los nodos (ya ubicados) u, v,w tales que son los m¶as
cercanos a t seg¶un las distancias del grafo. Con esta informaci¶on, a t se lo ubica
resolviendo el siguiente sistema:

8
<
:

dut = δut

dvt = δvt

dwt = δwt

El problema es que este sistema puede no tener soluci¶on, as¶³ que se consideran
las ecuaciones a pares, y se calculan las soluciones de tres sistemas de ecuaciones.
Como las mismas son cuadr¶aticas, se pueden obtener hasta seis resultados dis-
tintos. Se seleccionan las tres soluciones m¶as cercanas entre s¶³ y se las promedia,
de¯niendo de esta forma la nueva posici¶on de t. Prosiguiendo de la misma forma
se ubican el resto de los v¶ertices.

El algoritmo de Gajer et al. tambi¶en utiliza temperaturas locales como una
forma de limitar el movimiento de cada v¶ertice. Sin embargo, el c¶alculo de la
temperatura en cada iteraci¶on no es tan importante visto que, a diferencia de la
mayor¶³a de los algoritmos dirigidos por fuerzas, en este caso la posici¶on inicial no
es al azar, sino que es pensada de forma tal que el nodo no se desplace mucho
una vez ingresado, por lo tanto desde un comienzo la temperatura es peque~na y
no cambia mucho a lo largo del algoritmo.

El tercer paso importante e innovador de este algoritmo es que todo lo ex-
plicado reci¶en sobre el trazado inicial y como se acomoda tomando una peque~na
temperatura es f¶acil de extender a cualquier dimensi¶on, entonces lo que se hace es
hacerlo en altas dimensiones donde se tienen mayores libertades y luego se proyec-
ta a R2o R3. El nuevo problema que surge es c¶omo realizar dicha proyecci¶on. La
soluci¶on propuesta es bastante sencilla: se genera una base ortonormal de Rn y
luego se proyecta sobre el subespacio generado por los dos o tres ¶ultimos vectores
de esa base (dependiendo si el trazado ser¶a en R2 o R3). Ambos pasos se pueden
hacer linealmente utilizando el algoritmo de Gram-Schmidt y luego simplemente
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restando y multiplicando para realizar la proyecci¶on. Como veremos m¶as adelante,
pueden obtenerse resultados aun mejores re¯nando la forma de proyectar.

El algoritmo resultante es el siguiente:

Multidimensional(Grafo G)
1. Crear los conjuntos V0 ¾ V1 ¾ V2 ¾ ... ¾ Vk ¾ ;
2. Para i = k hasta 0

2.1. Para cada v 2 Vi

2.1.1 Calcular los vecinos Nj a distancia i, i ¡ 1 ,...,0 de v
2.1.2 De¯nir la posici¶on inicial de v

2.2 Repetir hasta que se cumpla condici¶on de corte
2.2.1 Para cada v 2 Vi

2.2.1.1 Calcular la temperatura h(v)
2.2.1.2 D(v) = h(v)

¡¡¡¡!
FNi(v)

2.2.2 Para cada v 2 Vi

2.2.2.1 pv = pv + D(v)
3. Agregar las aristas
4. Proyectar sobre los pv a R2 o R3

La complejidad del algoritmo es O(n log(n)), que es lo requerido para poder
calcular los conjuntos Vi. El resto de los pasos del algoritmo, incluido el trazado
inicial y la proyecci¶on, se realizan en O(n).

Esta forma de pensar el trazado de grafos ha abierto una rama hasta ese en-
tonces inexplorada. La cantidad de nodos que deb¶³a tener un grafo para poder
ser gra¯cado con un m¶etodo dirigido por fuerzas no pod¶³a superar los cientos de
v¶ertices, pero con t¶ecnicas como esta se pueden gra¯car grafos con millones de
nodos (con t¶ecnicas que veremos m¶as adelante se han llegado a procesar grafos de
106 nodos en cuesti¶on de segundos). Lo m¶as notorio es c¶omo todo esto se logr¶o den-
tro del paradigma de trazado dirigido por fuerzas, cuando una de las cr¶³ticas m¶as
comunes que recib¶³an es que no eran ¶utiles para grafos grandes. Son considera-
dos dentro del paradigma porque pese a realizar una evaluaci¶on fraccionada en
peque~nos conjuntos, la optimizaci¶on que se realiza es la de cualquier algoritmo
dirigido por fuerzas. En el caso reci¶en presentado en cada iteraci¶on se utiliza el
m¶etodo FR, aunque en el trabajo original recomiendan tambi¶en utilizar KK.

En la Figura 11.1 pueden verse dos trazados (n ¼ 1000) obtenidos con el
algoritmo de Gajer et al.

11.1.2. Proyectando altas dimensiones de forma inteligente

En los a~nos siguientes surgieron variantes de este algoritmo, como es el caso de
ACE [KCH01], que aplica el mismo concepto cambiando la funci¶on de energ¶³a por
una cuadr¶atica, pero sin cambiar su estructura radicalmente, hasta que en el a~no
2002 Harel y Koren presentaron en [HK02b] un nuevo algoritmo, que nuevamente
reformula la forma de trazar grafos grandes. La idea que plantea es valerse de
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Figura 11.1. Trazados producidos con el algoritmo GRIP [GK00].

dimensiones altas para poder simpli¯car el trazado inicial aun m¶as y luego proyec-
tar el grafo a una dimensi¶on menor como R2 o R3 pero de una forma inteligente
y no azarosa como es el caso de Gajer et al., lo cual era, en cierta forma, una
desventaja.

Antes de explicar el funcionamiento del algoritmo planteado por Harel men-
cionaremos un trabajo previo que realiz¶o con Hadany [HH99] del cual utiliz¶o al-
gunos conceptos para su pr¶oximo m¶etodo. El algoritmo presentado en [HH99]
considera el grafo visto desde distintos niveles de abstracci¶on. El concepto impor-
tante que aqu¶³ se presenta es que el grafo debe ser est¶eticamente agradable en
todos los niveles de abstracci¶on en que se lo mire. Para realizar esto se plantean
abstracciones llamadas \grafos gruesos" (coarse graphs) en los cuales se simpli¯ca
su complejidad pero se intenta mantener la topolog¶³a del grafo original. La funci¶on
de energ¶³a utilizada es la misma presentada por KK (4.11) en cap¶³tulos anteriores.
La minimizaci¶on de dicha funci¶on es realizada en estos grafos para de esta for-
ma considerar siempre pocos nodos al mismo tiempo. La forma de minimizar la
funci¶on consta de tres partes:

1. Fine-scale: se realiza la optimizaci¶on del grafo de forma local dentro de cada
coarse graph.

2. Coarse-scale: se solucionan los problemas que posiblemente introdujo la eta-
pa 1 visto que no posee una visi¶on global del problema.

3. Fine-scale: se solucionan los problemas posiblemente agregados por la etapa
2.

En los pasos 1 y 3 realizan una minimizaci¶on local de la funci¶on de energ¶³a de
KK utilizando descenso por gradiente.

En el paso 2 se juntan nodos adyacentes de forma tal que minimicen la suma
de los siguientes tres puntos:

1. Cantidad de clusters: cantidad de v¶ertices que forman un nuevo v¶ertice en
esta capa de abstracci¶on.

2. Grados de libertad: el grado de los v¶ertices que forman el nuevo v¶ertice.
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3. N¶umero homot¶opico: cantidad de nodos en la visi¶on actual que son adya-
centes a ambos extremos de la arista comprimida.

La forma de realizar esta minimizaci¶on no es exacta sino que se realiza de
forma golosa.

Lo interesante es que este proceso se repite una y otra vez pero realizando la
optimizaci¶on de KK s¶olo sobre una vecindad peque~na. De esta forma, dado que
cierto nivel de abstracci¶on ya se encuentra bien dibujado, en el siguiente nivel
con menos nodos (los nodos comprimidos en la parte de coarse-scale) s¶olo se debe
realizar una optimizaci¶on local para mantener la topolog¶³a.

El trazado inicial es simple: se elige una dimensi¶on m y para dibujar el grafo
en dicha dimensi¶on lo que se hace es tomar m nodos uniformemente distribuidos
como pivotes y formar una base con estos nodos. Esto signi¯ca que si pi es el
pivote de la coordenada i entonces la coordenada i-¶esima de cada nodo ser¶a la
distancia al pivote que dicho nodo tiene en el grafo.

Para hacer que los nodos est¶en uniformemente distribuidos lo que se hace es
elegir al azar solamente el primer pivote y luego el pivote i + 1 es aquel que
maximiza la distancia a todos los pivotes anteriores. De esta forma se garantiza
una uniformidad en la distribuci¶on de los pivotes.

El algoritmo para el trazado inicial resulta ser:

TrazadoInicEnAltasDimensiones(Grafo G, Entero m)
1. Elegir p1 al azar
2. Inicializar cada posici¶on de d[1, ..., n] con 1
3. Para i = 1 hasta m

3.1 Para cada v 2 V
3.1.1 Xi = dpiv (distancia calculada con BFS)
3.1.2 d[v] = m¶³n fd[v], X ig

3.2 pi+1 = argm¶ax
v2V

fd[v]g

La complejidad del trazado es O(mjEj) porque se realiza un BFS por cada
dimensi¶on. Las dimensiones que suelen usar los autores son m entre 50 y 100.

El problema que luego se debe resolver es c¶omo proyectar a una dimensi¶on
m¶as baja el grafo resultante, y para esto se utiliza PCA (an¶alisis de componentes
principales) que por medio del uso de autovalores se puede realizar en O(m2n) (o
se puede calcular de otras formas visto que es un ¶area arduamente estudiada).

11.1.3. Emparejamiento multicapa

Otra forma de encarar el problema de grafos grandes es la presentada por
[Wal03] en un trabajo muy reciente. B¶asicamente mantiene la misma l¶³nea que
[HH99] pero presentando una nueva forma de generar los grafos de cada nivel de
abstracci¶on.
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El algoritmo general de Walshaw plantea generar distintos niveles de abstrac-
ci¶on para luego realizar la optimizaci¶on sobre estos grafos simpli¯cados. Con-
sid¶erese una sucesi¶on G0 ¾ G1 ¾ ... ¾ GL , G0 es el grafo original, por ende el
de mayor tama~no, y a partir de ¶este se generan los siguientes subgrafos. Luego
se realiza la optimizaci¶on sobre GL y cada grafo optimiza sobre lo generado en la
capa anterior.

Generando los subgrafos. El objetivo es realizar este paso de forma e¯ciente para
poder luego minimizar la funci¶on de energ¶³a sobre estos grafos. La forma en que
se plantea generar los subgrafos debe ser sencilla y no debe agrupar muchos nodos
juntos, sino se perder¶³an los bene¯cios de esta agrupaci¶on. Por estos motivos de-
cide utilizar la conocida t¶ecnica de emparejamiento (matching), es decir agrupar
aquellos v¶ertices que compartan una arista. Las mejores soluciones que se cono-
cen para este problema son demasiado lentas para el nuestro, entonces en lugar
de utilizar un emparejamiento se utiliza solamente un emparejamiento maximal
calculado de forma heur¶³stica en un orden menor. La forma de realizar esto es
con el algoritmo de Hendrickson y Leland. Su procedimiento consiste en listar
los nodos al azar e ir recorriendo esa lista para emparentarlos. Luego los nodos
emparentados son fusionados en uno solo. A los nodos formados de esta forma
los llamaremos nodos pesados, y de¯nimos el peso del nodo como la cantidad de
nodos del grafo original que representa. La forma de elegir las parejas es recorrer
la lista de nodos y a cada nodo emparentarlo con alguno de sus vecinos que no
est¶e marcado aun, y en caso de no haber ning¶un vecino que no est¶e marcado se lo
emparenta consigo mismo. El vecino seleccionado es marcado, sacado de la lista
y fusionado con su pareja. Este proceso se repetir¶a con todos los nodos pesados
que se originaron por la colisi¶on de otros nodos. En caso de poder seleccionar m¶as
de un nodo, se selecciona el v¶ertice de menor peso, para poder mantener de esta
forma los pesos lo m¶as parejo posible.

Trazado inicial y optimizaci¶on. Una vez de¯nidos los grafos G0, ..., GL se debe
de¯nir la forma de realizar el trazado inicial. Una forma sencilla es generar GL

hasta jGLj = 2, quedando de esta forma s¶olo 2 nodos. Es sencillo ver que siempre
es posible hacer esto manteniendo que el grafo siga estando conectado. Lo bueno
de realizarlo es que el trazado inicial de s¶olo dos nodos puede ser producido al
azar. Para los siguientes grafos la forma de de¯nir el trazado inicial es trivial.
Supongamos que se desea trazar el grafo Gi partir del Gi+1, lo que se hace es
colocar cada nodo de Gi donde se encuentra su representante en Gi+1. Claramente
esto puede llevar a que varios nodos terminen en la misma posici¶on, pero cuando
se realice la optimizaci¶on local se separar¶an.

Para la etapa de optimizaci¶on se utiliza un algoritmo dirigido por fuerzas cl¶asico
como es FR, pero adapt¶andolo para que represente mejor la situaci¶on. Las fuerzas
repulsivas son ponderadas por los pesos de los nodos, haciendo de esta forma que
un supernodo que contiene m¶as nodos repela m¶as que uno que posee pocos. Con las
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Figura 11.2. Ejemplo de porqu¶e dar pesos a las aristas no soluciona el problema
de la longitud.

Figura 11.3. C¶alculo de la longitud de aristas [Wal03].

aristas esto no se realiza porque se puede ver en el siguiente ejemplo que asignarle
a la arista un peso proporcional a las aristas que representa no necesariamente da
buenos resultados. En el ejemplo de la Figura 11.2 en todos los casos se desear¶³a
que diesen iguales, pero los pesos de las aristas son 4, 2 y 1, lo cual dar¶³a resultados
diferentes.

Lo ¶ultimo que se debe de¯nir es la longitud ideal k, la cual es un poco m¶as
compleja de de¯nir visto que debe escalarse de forma que mantenga los criterios
de beatitud de un nivel de abstracci¶on al siguiente.

Consideremos que la distancia ideal para determinado nivel del grafo sea k, y
que se desea colapsar el nodo v con el nodo u. Si un nodo se encuentra conectado
por medio de una arista a v ser¶³a de esperarse que se encuentre a distancia k { la
distancia ideal para ese nivel { un caso particular de esto deber¶³a ser u. Veamos
entonces que existe un c¶³rculo de centro v y radio k que contiene al nodo vecino a
v. De¯namos los puntos PQR como indica la Figura 11.3 (a). La distancia de Q a
v al colapsar en v0 pasa a ser 3k/2, y

p
3k/2 la distancia de P y R. Considerando el

caso promedio supondremos que el nodo w que est¶a conectado a v se encuentra en
el medio del arco formado por P y Q, entonces por la regla del coseno obtenemos
que se encuentra a distancia

p
7/4k de v0.

De esta forma podemos de¯nir la distancia ideal de un nivel de abstracci¶on
bas¶andonos en el anterior simplemente tomando:

kl =
p

4/7kl+1
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Figura 11.4. Trazados de grafos grandes obtenidos con el algoritmo de Walshaw
[Wal03].

Complejidad. El orden de complejidad resultante es dif¶³cil de calcular visto que
depende altamente de L y esto depende mucho del grafo y del azar. En el caso
ideal se disminuye en un factor de dos en cada paso y en el peor caso s¶olo se
disminuye un nodo por iteraci¶on (el caso de una estrella). Con esto podemos decir
que log2 n · L · n, lo cual indica que el algoritmo se comporta mejor cuando el
radio del grafo es mayor.

La etapa de emparejamiento y de generaci¶on de los grafos se realiza en O(Vl +
El) en cada nivel. El trazado de cada capa es en general cercano a O(Vl + El).
Es importante ver que las pruebas realizadas mostraron que esta estrategia pese
a tener igual orden de peor caso en la mayor¶³a de las instancias de entrada es
ampliamente superior.

En la Figura 11.4 pueden verse tres trazados obtenidos con este algoritmo. El
primero (de izq. a der.) tiene 4.970 v¶ertices. El segundo es un detalle de un trazado
del grafo 4elt, de 15.606 v¶ertices. El tercero es un trazado del grafo sierpinski10,
que tiene 88.575 v¶ertices.

11.2. Simulaci¶on de N cuerpos
El problema de la simulaci¶on de N cuerpos es un problema cl¶asico de la f¶³sica

que estudia sistemas en los cuales interact¶uan varios cuerpos. Tal es el caso de
sistemas estelares, moleculares o tantos otros. Estos sistemas suelen caracterizarse
por estar compuestos por una gran cantidad de cuerpos y eso es lo que di¯culta
su an¶alisis, visto que suelen tenerse en cuenta tres tipos de fuerzas, las fuerzas
d¶ebiles que tienen un alcance reducido, las fuerzas independientes del n¶umero
de cuerpos y dependientes de la posici¶on de ¶estos, y las fuerzas de interacci¶on
entre los cuerpos. El problema de estos sistemas son estas ¶ultimas visto que para
calcularlas se tiene un orden O(n2), lo cual manej¶andose con n¶umeros grandes
en muchos casos es impracticable. Es importante notar que la simulaci¶on de N
cuerpos s¶olo tiene sentido para grafos grandes porque en los casos de grafos chicos
no es necesario estimar las fuerzas visto que se pueden calcular directamente. Si
se observa bien, el algoritmo cl¶asico de Eades puede ser visto como un sistema de
N cuerpos pero que no aproxima las fuerzas lejanas, y por esto mismo es que no
se lo puede escalar cuando aumenta el tama~no de N (cantidad de v¶ertices).
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Desprendida de esta teor¶³a cl¶asica nace la simulaci¶on de N cuerpos, que lo
que intenta es aproximar estas fuerzas dif¶³ciles de calcular para poder obtener
resultados en un tiempo aceptable. Existen diversas estrategias para esto, una de
ellas es conocida como PIC (particle in cell) y lo que hace es de¯nir una malla en
el plano y dentro de cada celda de la malla, todos los nodos que se encuentran en
ella contribuyen a la masa de la celda. De esta forma el c¶alculo de las fuerzas deja
de ser contra todos los nodos y pasa a ser contra las celdas.

11.2.1. Variante malla de FR

Un ejemplo de lo comentado anteriormente en [FR91] es su variante malla
(secci¶on 4.2), que lo que hace es tomar como modelo los sistemas at¶omicos, con
la salvedad de que en estos sistemas se busca un equilibrio din¶amico (como un
p¶endulo) y en nuestro caso se busca un equilibrio est¶atico, por lo tanto en lugar
de calcular la aceleraci¶on en cada instante de tiempo calcula la velocidad. Este es
el primer m¶etodo que usa simulaci¶on de N cuerpos propuesto para el problema de
trazado de grafos. S¶olo di¯ere del spring embedder en el c¶alculo de las fuerzas. Es
importante recordar que cuando se hace una simulaci¶on de N cuerpos se intenta
no considerar todas las fuerzas exactas, sino considerar como que hay ciertos polos
de atracci¶on.

Para el c¶alculo de las fuerzas repulsivas lo que hace es considerar el espacio
dividido en una malla y hacer que las fuerzas repulsivas que afectan al nodo son
s¶olo aquellas que se encuentran en alguna celda vecina a la celda correspondiente al
nodo en cuesti¶on. Para mejorar aun m¶as esto, considerando que la longitud de cada
celda de la malla sea un valor 2k (se considera que todas las celdas son cuadradas),
solamente se calculan las fuerzas ejercidas por los nodos que se encuentren a una
distancia menor o igual que 2k. Esto hace que el c¶omputo sea simple y la b¶usqueda
de estos nodos tambi¶en visto que s¶olo se busca dentro de las celdas vecinas y se
sabe de antemano qu¶e nodos se encuentran all¶³ (ver Figura 4.1).

Es importante considerar un valor adecuado de k (que representa la separaci¶on
ideal entre v¶ertices). El sugerido en el trabajo es:

k = C
r

area
n

Donde C es una constante calculada de forma experimental. Las funciones que
se consideran para las fuerzas atractivas y repulsivas son las presentadas en la
secci¶on 4.2.

Es muy interesante ver c¶omo si la distribuci¶on de los nodos es aproximada-
mente uniforme la complejidad del c¶alculo de las fuerzas baja de O(n2) a O(n).
La complejidad total del algoritmo es O(n + m), siendo O(m) por las fuerzas
atractivas y O(n) por las fuerzas repulsivas.

Es tambi¶en interesante ver c¶omo varios conceptos vistos en otros cap¶³tulos, co-
mo por ejemplo clusters, en el fondo pueden ser pensados como otro acercamiento
al problema de N cuerpos. Los bene¯cios que trae el modelo de N cuerpos al
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Figura 11.5. Ejemplo de que algunos grafos no tienen trazados buenos con una
distribuci¶on uniforme de v¶ertices.

trazado de grafos se deben b¶asicamente a la cantidad de herramientas que ya se
conocen para este problema, visto que en la f¶³sica ha sido estudiado desde hace
a~nos, y aqu¶³ contamos con la ventaja de que s¶olo se busca un resultado est¶etica-
mente agradable y no una soluci¶on exacta, lo cual permite ciertas libertades que
en la f¶³sica no son admisibles.

11.2.2. Acercamiento num¶erico con simulaci¶on de N cuerpos

Tunkelang [Tun99b] ocho a~nos despu¶es del trabajo presentado por Fruchterman
realiza un nuevo trabajo considerando la simulaci¶on de N cuerpos. Como se dijo en
el cap¶³tulo 5, lo que Tunkelang plantea es ver el problema de trazado de grafos como
un problema num¶erico de minimizaci¶on de funciones. Aqu¶³ no profundizaremos
sobre c¶omo se optimiza utilizando gradiente conjugado (de eso se ocupa el cap¶³tulo
5), sino que veremos otra de las cosas que hace para acelerar la convergencia:
modelar el problema como un sistema de N cuerpos.

Optimizando con simulaci¶on de N cuerpos. Al igual que con FR, lo que intenta
hacer Tunkelang con la optimizaci¶on de N cuerpos es lograr disminuir la comple-
jidad computacional del c¶alculo de las fuerzas repulsivas entre los nodos. En el
trabajo [Tun99b] dice que no comparte la idea de Fruchterman porque se basa en
la uniformidad de los nodos en la malla, lo cual no siempre es cierto y hay casos
donde por este motivo el orden es mucho mayor (ver Figura 11.5).

Para su propuesta se basa en el algoritmo Barnes-Hut [BH86] que lo que plantea
es utilizar un quad-tree en lugar de una malla para poder optimizar los c¶alculos.
El algoritmo consta de dos partes, la primera es la construcci¶on del quad-tree, y
la segunda el c¶alculo de las fuerzas.
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Figura 11.6. Partici¶on del espacio de trabajo.

Construcci¶on del quad-tree. Un quad-tree es una partici¶on jer¶arquica del ¶area en
cuadrados cada vez m¶as peque~nos. La creaci¶on de esta estructura se hace de for-
ma sencilla. Se comienza con un quad-tree que s¶olo contiene la ra¶³z. Este ¶arbol
representa a toda el ¶area de trabajo con un ¶unico cuadrado. El c¶alculo de dicho
cuadrado se puede hacer f¶acilmente en O(n). La forma de ir agregando nodos es
sencilla, s¶olo se deben considerar tres casos.

El primer caso es cuando la celda se encuentra vac¶³a, en dicho caso simplemente
se agrega el nodo a la celda. Un ejemplo de esto es el primer nodo. El segundo caso
es cuando la celda est¶a ocupada. En dicho caso se subdivide la celda en cuatro
partes iguales parti¶endola horizontal y verticalmente y el caso pasa a ser del tercer
tipo. El tercer y ¶ultimo caso es cuando la celda es un nodo interno y no una hoja,
entonces lo que se hace es colocar el nodo en la subcelda que corresponda. Para
entender mejor el funcionamiento ver la Figura 11.6.

Mientras se agregan los nodos no s¶olo se genera el quad-tree, sino que tambi¶en
se calculan los centroides de cada celda. Es importante ver que se llama celda a
las hojas del quad-tree y tambi¶en a los nodos internos. El c¶alculo del centroide
se de¯ne en dos casos. En el caso en el cual la celda se encuentra vac¶³a y se va a
agregar un nodo, el centroide de dicha celda es la posici¶on de ese nuevo nodo. Si
en cambio ya hay alg¶un nodo en la celda, el centroide es el promedio ponderado
del centroide anterior y la posici¶on del nuevo nodo.

El siguiente paso importante una vez creado el quad-tree es el c¶alculo de las
fuerzas.

C¶alculo de fuerzas repulsivas nodo-nodo. La optimizaci¶on se realiza en esta etapa,
en la cual para evitar el c¶alculo de todas las fuerzas repulsivas nodo-nodo, lo que
se hace es considerar a los centroides como representantes de los nodos de la celda,
como si el quad-tree agrupase por clusters. La forma de calcular las fuerzas es la
siguiente. Primero se debe encontrar la hoja correspondiente al nodo en cuesti¶on.
Una vez encontrada la hoja se consideran s¶olo tres fuerzas: las de los tres cuadrados
que se particionaron junto con la hoja seleccionada. Para calcular estas fuerzas se
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consideran los centroides de dichas celdas. El paso siguiente es considerar las tres
celdas hermanas de la celda madre de la actual y as¶³ sucesivamente.

Claramente la cantidad de fuerzas que se calculan, como siempre se utilizan
los centroides, se encuentra en O(log n).

Pero esta estrategia posee un inconveniente. Cuando los nodos no se encuentran
realmente cerca de los centroides, el m¶etodo no provee una buena aproximaci¶on.
Por este motivo se agrega una condici¶on m¶as. Se dice que un nodo y una celda
est¶an bien separados si r/D < θ, siendo r el lado de la celda, D la distancia del
nodo al centroide y θ un valor ¯jo entre 0 y 1; algunos autores [BH86] recomiendan
utilizar valores cercanos a 1. Con esto de¯nido se agrega la siguiente condici¶on. Si
los v¶ertices de una celda se encuentran bien separados, entonces se considera la
fuerza como si todos los nodos se encontrasen en el centroide, es decir como se dijo
previamente. En caso contrario se considera, recursivamente, cada celda interior
por separado. Esto permite que si los nodos no se ven bien representados por el
centroide igualmente se obtenga una buena aproximaci¶on por los centroides m¶as
interiores.

Un ¶ultimo agregado que realiza Tunkelang es el de una fuerza centr¶³peta. Visto
que no se pod¶³a agregar de forma inmediata, la forma de representarla fue haciendo
que si una celda posee n nodos, entonces las fuerzas ejercidas por dichos nodos
sean la en¶esima parte de las fuerzas que realmente deber¶³an ejercer.

Como se vio, la construcci¶on del quad-tree se realiza en £(n log n) , mientras
que el c¶alculo de las fuerzas se encuentra en O(log n), por lo tanto el orden de
complejidad ¯nal es £(n log n).

11.2.3. FM3: Fast Multipole Multilevel Method

Uno de los algoritmos m¶as recientemente presentados para tratar grafos de
gran tama~no es el llamado FM3, presentado en [Hac04]. Este trabajo presenta una
nueva variante utilizando muchas de las ideas ya presentadas pero combin¶andolas
de forma inteligente.

El planteo general del algoritmo consiste en dividir el grafo en sucesivos sub-
grafos e ir optimizando en cada grafo, tal como se vio en el apartado de grafos
multidimensionales.

Sistemas solares y planetas. La forma que Hachul presenta para la generaci¶on
de los grafos es un modelo en el cual se consideran soles, planetas y lunas. Se
selecciona un nodo al azar y ¶este ser¶a marcado como sol. Se eliminan los nodos
que se encuentren a una distancia menor o igual que 2 de dicho sol y se repite el
proceso hasta que no queden nodos. Luego se seleccionan todos los vecinos de cada
sol y se los marca como planetas. Un planeta no puede orbitar alrededor de m¶as de
un sol, as¶³ que iterativamente se van marcando. Al ¯nalizar quedar¶an nodos que
no son ni soles ni planetas, a los cuales llamaremos lunas. A cada luna se le asigna
el planeta m¶as cercano. De esta forma un sol con sus planetas y sus respectivas
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Figura 11.7. Dibujos de G0 (izq.) y G1 (der.). La malla queda particionada en
17 sistemas solares [Hac04].

lunas forman un sistema solar. La forma de generar el grafo con menor cantidad
de nodos es colapsando los nodos de cada sistema solar en un ¶unico nodo.

Al igual que en [Wal03] el siguiente problema a resolver es de¯nir la longitud
ideal de la arista. Considerando que existe una arista entre los planetas u y v de
longitud ideal luv, y u pertenece al sol U y v al sol V , la longitud ideal cuando
colapse todo el sistema solar ser¶a lUu + luv + lvV . Un ejemplo de este proceso se
puede apreciar en la Figura 11.7 donde se genera el sistema solar a partir de una
malla.

El proceso inverso para generar un grafo mayor a partir de uno menor consiste
en colocar los soles donde se ubican en el grafo menor, visto que representan jus-
tamente a su sistema solar. Luego para los planetas y las lunas el procedimiento
es el siguiente. Siguiendo con el ejemplo anterior supongamos que deseamos ex-
pandir v. Para esto lo colocamos sobre la recta que conecta U con V , en la posici¶on
Pos(V ) + lV v

lUu+luv+lvV
(Pos(U) ¡ Pos(V )). En el caso de que v pueda ser ubicado

en varias posiciones seg¶un esta regla { es decir si posee aristas que lo conectan con
m¶as de un sistema solar { se considera el baricentro de todas las posibles posi-
ciones. Continuando con nuestro ejemplo anterior podemos ver en la Figura 11.8
c¶omo a partir de G2, es decir el sistema solar generado a partir de G1, podemos
volver a obtener G1. En la ¯gura (a) se muestra G2. En la ¯gura (b) se realiz¶o el
proceso inverso reci¶en descrito obteniendo un trazado inicial para G1. Luego en
(c) se obtiene un grafo extremadamente similar a G1.

Expansi¶on multipolar. El siguiente paso una vez generados los grafos es el c¶alculo
de las fuerzas para poder aplicar el algoritmo de trazado de grafos. Para hacer
esto de manera e¯ciente lo primero que se realiza es un quad-tree similar al de
[Tun99b], pero aqu¶³ el ¶arbol se construye para luego poder hacer un c¶alculo de
una expansi¶on multipolar. La idea se basa en el siguiente teorema:
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Figura 11.8. Continuaci¶on del ejemplo de la Figura 11.7, partiendo de G2 (a)
para generar un paso intermedio (b) y optimizando sobre ¶este para obtener nue-
vamente G1 (c).

Figura 11.9. Uso del teorema de expansi¶on multipolar para aproximar el c¶alculo
de las fuerzas [Hac04].

Teorema de expansi¶on multipolar. Sean m cargas de fuerza qi, localizadas
en un c¶³rculo de radio r y centro z0. Para todo z 2 C tal que jz ¡ z0j > r, la
energ¶³a ejercida ε(z) est¶a dada por:

ε(z) = Q log(z ¡ z0) +
1P

k=1

ak
(z¡z0)k

Con Q =
mX

i=1

qi y ak =
mP

i=1

¡qi(zi¡z0)k

k

Es importante notar que este teorema se encuentra de¯nido para el espacio
complejo, por lo tanto debemos poder mapear nuestro sistema de coordenadas a
los complejos. La forma de realizar esto es la trivial considerando que un punto p =
(x, y) 2 R2 se mapea a z = x+iy, con z 2 C. Con esto se puede utilizar esta fuerza
para cada nodo. El siguiente problema es que se debe resolver la serie in¯nita, por
este motivo se debe truncar en alg¶un valor p. Emp¶³ricamente se observ¶o que con
p = 4 se obtienen buenos resultados.

Para entender la importancia de esta fuerza analicemos el ejemplo de la Figura
11.9. Supongamos m cargas que se encuentran en el c¶³rculo C0 y m cargas en el
c¶³rculo C1. Ambos c¶³rculos son de radio r y sus centros se encuentran a distancia
mayor o igual que 3r. Con la forma com¶un de evaluar las fuerzas, el c¶alculo de las
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fuerzas entre estas cargas ser¶³a O(m2), pero utilizando el teorema de expansi¶on
multipolar es solamente O(pm) por cada c¶³rculo, lo cual es en total O(m).

Ahora se debe aplicar esto para el c¶alculo de las fuerzas. Primero se calcula
la expansi¶on multipolar de las hojas del ¶arbol. Luego se recorre el ¶arbol en forma
ascendente y se van calculando las expansiones multipolares. Por ¶ultimo se recorre
en orden descendente para calcular las fuerzas de¯nitivas.

Lo importante de este m¶etodo es que tiene un orden O(n log n + m), al cual
logra llegar gracias a estas ideas, que en su mayor¶³a son combinaciones de ideas
anteriores.
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Cap¶³tulo 12

Comentarios finales

Esta primera parte del trabajo ha intentado abarcar los algoritmos dirigidos
por fuerzas relevantes de la literatura. Si bien la intenci¶on inicial fue hacer una
revisi¶on que incluyera a todos los trabajos sobre m¶etodos dirigidos por fuerzas,
cuando comenzamos a ver la cantidad de material disponible, y su impresionante
tasa de crecimiento, qued¶o claro que esto no iba a ser posible del todo.

Sin embargo intentamos que el trabajo estuviera lo m¶as cerca posible de este
objetivo ideal, y creemos que esta primera parte logra re°ejarlo.

Para poder brindar una visi¶on lo m¶as completa posible en todos los temas
se presentaron los algoritmos m¶as importantes y tradicionales, pero junto a ellos
tambi¶en los m¶as recientes, que no han sido analizados en ninguna otra revisi¶on
publicada hasta ahora. Varios de los algoritmos aqu¶³ presentados ser¶an publicados
reci¶en el pr¶oximo a~no o fueron publicados en los ¶ultimos meses.

Presentar los algoritmos de manera organizada no fue sencillo. Ninguna clasi¯-
caci¶on permite cubrir a todos los algoritmos existentes, y mucho menos hacer que
todos caigan ordenadamente en una ¶unica categor¶³a.

Si bien creemos que la estructura usada permiti¶o exponer ordenadamente y con
claridad la mayor¶³a de los m¶etodos, algunos algoritmos que nos parecieron dignos
de menci¶on no pudieron ajustarse bien a esa clasi¯caci¶on. Los m¶as importantes,
que no queremos dejar de mencionar, son comentados a continuaci¶on.

12.1. Otros algoritmos que vale la pena mencionar
12.1.1. Algoritmos generales

Otros algoritmos generales1, con objetivos similares a los cl¶asicos, han sido
ideados con la intenci¶on de mejorar defectos de los primeros. Aqu¶³ comentamos
sobre dos de ellos.

El algoritmo AGLO [CSP96] pretende combinar la °exibilidad de DH con la
velocidad de FR usando potenciales diferenciables y aprovechando la informaci¶on
del gradiente para guiar la minimizaci¶on de la energ¶³a. Tambi¶en usan temperaturas
para acelerar la convergencia. La principal ventaja es que proponen combinar arbi-
trariamente varios criterios est¶eticos, permitiendo obtener trazados muy variados,
a un costo no tan elevado como con DH.

Para reducir las posibilidades de caer en un trazado local pobre, Behzadi
[Beh99] propone el algoritmo CostSpring, cuya principal diferencia con los dem¶as

1Con esto nos referimos a algoritmos para trazar grafos generales, sin ning¶un otro objetivo o
restricci¶on.
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es la funci¶on de energ¶³a que utiliza. Esta funci¶on de energ¶³a se detalla a contin-
uaci¶on.

Primero algunas cuestiones de notaci¶on. N(v) es el conjunto de vecinos de
v 2 V (es decir, los v¶ertices adyacentes a v). N(v) son los v¶ertices no adyacentes a
v. Como siempre, duv es la distancia en el trazado entre los v¶ertices u y v, y adem¶as
se de¯nen Dm¶ax(v, U) = m¶ax

u2U
dvu y Dm¶³n(v, U) = m¶³n

u2U
dvu (ambos con U µ V ).

Cada v¶ertice v tiene una energ¶³a local Q(v), de¯nida como

Q(v) =
Dm¶ax(v, N(v))

λDm¶³n(v, N(v)) + (1 ¡ λ)Dm¶³n(v, N(v))

Con 0 < λ < 1 (la autora sugiere λ = 0, 5). Los algoritmos cl¶asicos dirigi-
dos por fuerzas intentan obtener aristas de longitud uniforme (Dm¶ax(v, N(v)) ¼
Dm¶³n(v, N(v))) e impl¶³citamente buscan que los v¶ertices adyacentes a v est¶en m¶as
cerca que los no adyacentes (Dm¶ax(v, N(v)) · Dm¶³n(v, N(v))), as¶³ que trazados
buenos generados con algoritmos cl¶asicos tendr¶an valores peque~nos para Q(v). La
funci¶on de energ¶³a del grafo se de¯ne como

E = m¶ax
v2V

Q(v)

Los resultados presentados en [Beh99] indican que esta funci¶on, al menos para
grafos de hasta 250 v¶ertices, cumple con varias propiedades buenas: convergencia
m¶as r¶apida que las usadas en los m¶etodos cl¶asicos, independencia de la escala y
efectividad para evitar algunos tipos de m¶³nimos locales pobres. Hay que destacar
que esta funci¶on de energ¶³a es bastante distinta a las com¶unmente usadas, lo
cual recuerda que todav¶³a queda mucho para profundizar en la b¶usqueda de otras
energ¶³as adecuadas para este problema.

12.1.2. Otros algoritmos

Se han dise~nado muchos algoritmos para cumplir objetivos m¶as espec¶³¯cos, que
ponen un ¶enfasis especial en alg¶un criterio est¶etico o facilitan el trazado de ciertos
tipos de grafos.

Preservar cruces de aristas. Bertault [Ber00] quiso poder combinar las
caracter¶³sticas de los algoritmos para grafos planares y de los dirigidos por fuerzas
(algo parecido a lo hecho por Harel y Sardas, ver cap¶³tulo 10). El algoritmo que
proponen, llamado PrEd tiene la propiedad de que preserva los cruces de aristas.
M¶as precisamente, dos aristas se cruzar¶an en el trazado ¯nal de PrEd si y s¶olo si se
cruzaban en el trazado inicial. Si bien los detalles de implementaci¶on son un poco
m¶as complicados, la idea es muy sencilla: en cada iteraci¶on del algoritmo dirigido
por fuerzas (tipo spring embedder) un v¶ertice es movido s¶olo si ese movimiento
no agrega o quita cruces de aristas. Adem¶as de las fuerzas atractivas y repulsivas
usuales, tambi¶en aplican fuerzas repulsivas entre v¶ertices y aristas.

Otra t¶ecnica interesante propuesta en [Ber00] es una para ir eliminando los
cruces de un trazado. Si en medio del algoritmo PrEd se detecta que el movimiento
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Figura 12.1. Un ¶arbol representado de dos formas. De la manera m¶as usual (izq.)
y como una relaci¶on de contenci¶on (der.).

de un v¶ertice puede eliminar un cruce, se lo mueve s¶olo si el n¶umero total de cruces
disminuye (para evitar que la eliminaci¶on de ese cruce introduzca nuevos). Esta
simple heur¶³stica es efectiva pero tiene como desventaja un costo computacional
muy alto (al menos implement¶andola directamente).

Dibujar subgrafos isomorfos. Bachl y Brandenburg en [BB02] combinan
heur¶³sticas para identi¯car subgrafos isomorfos con un algoritmo de trazado basado
en GEM para poder hacer que dos subgrafos isomorfos se dibujen de manera
id¶entica. Esto es implementado moviendo los v¶ertices en los dos subgrafos de igual
manera y agregando una fuerza repulsiva para separar a los subgrafos isomorfos.

Resaltar la simetr¶³a. Que los algoritmos dirigidos por fuerzas tienden a ex-
poner la simetr¶³a presente en los grafos ha sido comprobado formalmente [EL00].
Aprovechando esto, Chuang y Yen [CY02] proponen un algoritmo que prioriza
aun m¶as este criterio est¶etico. El algoritmo est¶a basado en la noci¶on de \simetr¶³a
cercana", que mide el grado de simetr¶³a de un grafo en funci¶on de cu¶antas opera-
ciones b¶asicas (como la contracci¶on de aristas) se necesitan para llevar un grafo a
otro sim¶etrico (se considera s¶olo simetr¶³a axial o rotacional). La esencia del algo-
ritmo propuesto es llevar el grafo a su versi¶on sim¶etrica, trazarlo con un algoritmo
dirigido por fuerzas (FR), y agregar a este trazado las aristas quitadas al comienzo.

Dibujar ¶arboles. Como ya se ha mencionado, los ¶arboles son una de las
peores entradas para algoritmos dirigidos por fuerzas. Sin embargo, recientemente
Sun et al. [SSC03] han propuesto un algoritmo para trazar ¶arboles (con ra¶³z)
que da buenos resultados, con el detalle de que los ¶arboles no son trazados de
acuerdo a la convenci¶on m¶as usual (la descripta en el cap¶³tulo 2) sino que son
dibujados representados como una relaci¶on de contenci¶on. La Figura 12.1 muestra
un ejemplo. De esta forma cada v¶ertice se dibuja como un disco, y sus hijos como
discos disjuntos dentro de ¶el. Luego esto se repite para cada uno de sus hijos.

El algoritmo es dirigido por fuerzas y recursivo. Trata un nivel del ¶arbol por vez.
El objetivo es ubicar los discos dentro del disco mayor de una manera est¶eticamente
buena. El di¶ametro de cada disco est¶a de¯nido por el tama~no del sub¶arbol que



138

tiene a ese v¶ertice como ra¶³z, as¶³ que { como siempre { el algoritmo s¶olo debe
determinar la posici¶on de cada v¶ertice dentro del disco que lo contiene (excepto
para la ra¶³z).

El modelo f¶³sico est¶a compuesto por dos clases de fuerzas, una para mantener
cierta distancia ideal entre los discos y otra para atraerlos hacia el centro. Para
modelar el di¶ametro de los v¶ertices (o de los discos) se usan puntos con masa
proporcional al di¶ametro.

Es interesante mencionar que la fuerza que usan para mantener la distancia
ideal entre los v¶ertices se basa en el potencial de Lennard-Jones:

φLJ(u, v) = 4ε

"µ
σ

duv

¶12

¡
µ

σ
duv

¶6
#

donde ε y σ son constantes y duv es la distancia en el trazado entre u y v.
Como siempre, para obtener la fuerza se deriva el potencial en funci¶on de duv. Este
potencial tiende a in¯nito cuando duv ! 0 y tiene su ¶unico m¶³nimo en duv = 6

p
2σ.

Las pruebas presentadas en [SSC03] muestran que el algoritmo obtiene muy
buenos resultados y con buena complejidad: levemente peor que lineal.
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Cap¶³tulo 13

Introducci¶on

Supongamos que se necesita visualizar informaci¶on relacional acerca de las
o¯cinas de una empresa. Por ejemplo, se desea mostrar qu¶e o¯cinas de un edi¯cio
en particular colaboran entre s¶³, para estudiar la forma en la que los empleados
interact¶uan. La informaci¶on puede ser modelada como un grafo, donde cada o¯c-
ina tiene un v¶ertice asociado y dos v¶ertices est¶an conectados cuando las o¯cinas
colaboran entre s¶³.

A la hora de visualizar este grafo de colaboraciones lo ideal ser¶³a que la posici¶on
de los v¶ertices permita asociarlos f¶acilmente con la o¯cina a la que corresponden.
Una buena forma de lograr esto es dibujando el plano del edi¯cio de fondo y
haciendo que cada v¶ertice est¶e con¯nado a la o¯cina que representa. Adem¶as
esto tiene la ventaja adicional de permitir ver r¶apidamente factores como si existe
relaci¶on entre la cantidad de colaboraciones entre o¯cinas y su cercan¶³a geogr¶a¯ca,
que pueden ser de inter¶es.

Desde el punto de vista que aqu¶³ nos interesa, el del trazado de grafos, estamos
frente a un problema est¶andar de trazado con dos restricciones adicionales: los
v¶ertices deben estar dentro de sus respectivas regiones, y adem¶as cada v¶ertice
debe representar a su regi¶on de la mejor manera posible (llamaremos a este tipo
de restricciones, restricciones geogr¶a¯cas).

No es dif¶³cil encontrar otros ejemplos donde surge este mismo problema. Un
¶area en la que aparece constantemente es en la visualizaci¶on de redes de datos.
Un ejemplo real puede verse en la Figura 13.1, perteneciente a la red IRIS, que
interconecta universidades y centros de investigaci¶on de Espa~na. La ¯gura muestra
los enlaces de datos entre cada Comunidad Aut¶onoma espa~nola. Claramente los
v¶ertices tienen asociados informaci¶on geogr¶a¯ca, con la que el trazado debe poder
ser coherente. Esto agrega a los criterios est¶eticos usuales del trazado de grafos la
restricci¶on de que cada v¶ertice no salga de su comunidad asociada.

En esta segunda parte del trabajo nos ocuparemos de este problema, que puede
ser enunciado m¶as formalmente de la siguiente manera:

Enunciado del problema. Dado un grafo G = (V, E) y un conjunto de
regiones R, donde rv 2 R es la regi¶on (no vac¶³a) del plano representada por el
v¶ertice v 2 V, encontrar un trazado de G en el plano que sea est¶eticamente bueno
y donde pv 2 rv para todo v¶ertice v 2 V (pv es la posici¶on de v en el trazado).

Enfatizamos el hecho de que cada v¶ertice representa a una regi¶on para marcar
que los v¶ertices no s¶olo deben ubicarse dentro de las regiones, sino que deben
representarlas. Recordemos de los ejemplos anteriores que los v¶ertices modelaban
las o¯cinas y las autonom¶³as, es decir que modelaban a las misma regiones, y por
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Figura 13.1. Una ¯gura ilustrando la Red IRIS, extra¶³da de www.rediris.es.

ende, las aristas del trazado deben dar la sensaci¶on de ser aristas entre las regiones,
m¶as que entre los v¶ertices. Este punto quedar¶a m¶as claro en el pr¶oximo cap¶³tulo.

Desde otro punto de vista, el problema puede ser visto como uno en el que los
v¶ertices tienen formas arbitrarias (de regiones), y est¶an ¯jos. El problema pasa a
ser de qu¶e punto hacer partir las aristas.

A lo largo de este trabajo, teniendo en mente aplicaciones como las descriptas
arriba, supondremos que las regiones son disjuntas (aunque haremos algunas con-
sideraciones sobre el caso en el que hay solapamiento). Adem¶as, si bien cualquier
tipo de regi¶on es admisible, la mayor¶³a del tiempo trabajaremos con pol¶³gonos, ya
que otras regiones pueden ser aproximadas con ellos, y tambi¶en consideraremos
brevemente algunas regiones m¶as particulares como discos y segmentos de recta.

13.1. Trabajo previo
No hemos encontrado en la literatura antecedentes donde se tratara con este

tipo espec¶³¯co de restricci¶on en las posiciones, y sobre todo, que analicen este
problema de visualizaci¶on en su conjunto: v¶ertice que representan regiones (que,
como veremos, es m¶as que v¶ertices que deben estar con¯nados al interior de una
regi¶on).

Como se vio en el cap¶³tulo 8, s¶³ existen muchos trabajos que contemplan la
inclusi¶on de restricciones de otros tipos en la posici¶on de los v¶ertices.

Los tipos de restricciones m¶as comunes que permiten agregar son restricciones
absolutas o relativas (respecto de otros nodos) en las posiciones de los v¶ertices
[KKR95], [WM95]. Algunos trabajos permiten incluir restricciones lineales arbi-
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trarias [HM98], o inclusive cualquier tipo de restricci¶on no lineal [HMMS02]. Es-
tos ¶ultimos se valen de m¶etodos espec¶³¯cos para trabajar con restricciones, como
solvers especializados o m¶etodos generales de optimizaci¶on.

Las restricciones con las que nos enfrentamos en este problema no son de
posiciones absolutas, y en la mayor¶³a de los casos tampoco pueden ser modeladas
con restricciones de posiciones relativas, excepto cuando las regiones son discos.
En ese caso s¶³ es posible ubicar un v¶ertice ¯jo en el centro de cada disco y agregar
a cada v¶ertice la restricci¶on de que su distancia al v¶ertice del centro sea menor al
radio del disco.

Si las regiones son pol¶³gonos, que es el caso que m¶as nos interesa, entonces si
cada pol¶³gono es convexo, podr¶a ser formulado como un problema con restricciones
lineales (ya que cada regi¶on ser¶³a un poliedro), y se podr¶³a usar un algoritmo como
el de [HM98].

Regiones c¶oncavas s¶olo podr¶³an ser tratadas con algoritmos generales como el
de [HMMS02]. Ostry [Ost96] propone algunas adaptaciones para que los v¶ertices
(todos) est¶en restringidos a algunas super¯cies tridimensionales, pero a excepci¶on
de cuando las regiones son segmentos de recta, no pueden adaptarse f¶acilmente a
nuestro problema.

De todas formas, usar estos algoritmos ser¶³a usar herramientas demasiado gen-
erales para un problema muy espec¶³¯co y determinado. Nuestras restricciones son
muy sencillas y estructuradas: ning¶un v¶ertice tiene permitido salir de su regi¶on.
Debido a esto, es posible tomar un camino mucho m¶as sencillo y hacer lo que
sugieren DiBattista et al. en [DETT99]: adaptar un algoritmo iterativo para que
los movimientos de los v¶ertices en cada iteraci¶on est¶en restringidos al interior de
su regi¶on. Como se ver¶a en el pr¶oximo cap¶³tulo, esto no es su¯ciente para obtener
buenos resultados, debido a que el hecho de que cada v¶ertice represente a una
regi¶on implica restricciones est¶eticas que van m¶as all¶a de limitar su posici¶on a un
¶area del plano.

13.2. Organizaci¶on de la segunda parte
El pr¶oximo cap¶³tulo analiza los criterios est¶eticos que surgen en este proble-

ma con restricciones, revisando los criterios usuales y los espec¶³¯cos de trabajar
con regiones. En el cap¶³tulo siguiente se presentan algoritmos para el trazado de
grafos con regiones, y en el siguiente los resultados obtenidos al implementarlos.
Finalmente, el cap¶³tulo 17 provee un cierre a ambas partes del trabajo, se~nalando
adem¶as algunas direcciones de trabajo futuro.
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Cap¶³tulo 14

Criterios est¶eticos

El problema planteado presenta dos aspectos. Por un lado es necesario que
la posici¶on de los v¶ertices est¶e limitada a su regi¶on. Por otro lado, como en toda
aplicaci¶on de trazado de grafos, se busca que el trazado sea (est¶eticamente) bueno:
esto signi¯ca { principalmente { que la informaci¶on se transmita de la manera m¶as
clara posible. Cuando los v¶ertices representan a regiones geogr¶a¯cas, este segundo
aspecto cobra especial importancia, aunque en una primera aproximaci¶on pueda
parecer que los criterios usuales del trazado de grafos son su¯cientes para obtener
resultados de calidad. Veremos en este cap¶³tulo que esto no es as¶³. Comenzaremos
mostrando por qu¶e es necesario rede¯nir los criterios est¶eticos en juego.

14.1. Una primera soluci¶on
A simple vista puede parecer que lo ¶unico necesario para abordar este problema

es implementar el primer aspecto, que los v¶ertices no queden fuera de sus regiones.
Esta es una opci¶on tentadora porque es muy f¶acil de implementar. Si usamos

un algoritmo del tipo del Spring Embedder, alcanza con controlar en cada paso
que la posici¶on elegida para un v¶ertice dado no salga afuera de su regi¶on.

Si bien esto ser¶a su¯ciente para obtener un trazado factible (que cumple con
las restricciones) no cuesta mucho ver que el mismo m¶etodo que antes obten¶³a
trazados est¶eticamente buenos, ya no lo hace.

Un ejemplo se puede observar en la Figura 14.1, donde un sencillo grafo ha
sido trazado usando un algoritmo cl¶asico limitando los movimientos. Si las regiones
no estuvieran, el trazado ser¶³a bueno. Pero con las regiones, es evidente que no
lo es. Principalmente, no est¶a claro qu¶e regiones est¶an conectadas, que es lo que
debe transmitir el trazado. El trazado de la Figura 14.2, en cambio, es mucho m¶as
efectivo en esto.

Figura 14.1. Restringir las posiciones de los v¶ertices no es su¯ciente para obtener
buenos trazados.
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Figura 14.2. Un trazado que muestra mejor las relaciones entre las regiones.

Este ejemplo debe ser su¯ciente para ilustrar que trazados buenos produci-
dos considerando s¶olo las restricciones en las posiciones de los v¶ertices
no necesariamente son trazados buenos para nuestro problema.

Esta simple observaci¶on es de suma importancia, ya que hace que sea necesario
rede¯nir qu¶e es un trazado bueno en nuestro problema, y al mismo tiempo hace que
los algoritmos existentes no puedan ser aplicados directamente. En este cap¶³tulo
exploraremos cu¶ales son los criterios est¶eticos que tienen valor en nuestro contexto.

14.2. An¶alisis de criterios est¶eticos previos
Comenzaremos revisando los criterios est¶eticos que rigen en el problema de

trazado de grafos, para evaluar cu¶ales tienen sentido para nuestro problema1 (los
principales ya fueron comentados en el cap¶³tulo 2).

Minimizar n¶umero de cruces entre aristas. Este criterio sigue sien-
do v¶alido, y tiene tanta o m¶as importancia que antes. Ser¶a considerado en
nuestros algoritmos, presentados en el pr¶oximo cap¶³tulo.

Maximizar el ¶angulo entre aristas adyacentes. Este criterio sigue sien-
do v¶alido, pero no de la misma forma que en el problema general (ver co-
mentarios en el cap¶³tulo 17).

Maximizar el ¶angulo entre aristas que se cruzan. Este criterio equivale
a evitar aristas paralelas. La motivaci¶on es que si dos aristas van a cruzarse,
lo hagan lo m¶as perpendicular posible, de manera de que el cruce sea claro
para el usuario. Tambi¶en ser¶a tratado posteriormente.

Mostrar simetr¶³a. Sigue siendo v¶alido, pero en general la posible simetr¶³a
a mostrar est¶a muy reducida, debido a que las posiciones de los v¶ertices
est¶an muy limitadas por sus regiones. Un factor muy importante de este
problema es que la topolog¶³a del trazado est¶a determinada en gran parte
por las mismas regiones, as¶³ que de ¶estas depende, principalmente, que pueda
mostrarse simetr¶³a.

1A menos que se aclare lo contrario, supondremos siempre que las regiones son pol¶³gonos
disjuntos.
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Distribuci¶on uniforme de v¶ertices. En principio no es v¶alido, ya que
la posici¶on de los v¶ertices se limita a sus respectivas regiones. Puede ser
adaptado a algo m¶as d¶ebil, como \intentar que los v¶ertices est¶en distribuidos
lo m¶as uniformemente posible", pero nunca tendr¶a la importancia que tiene
en los trazados comunes.

Longitud uniforme de aristas. En principio no es v¶alido, por lo mismo
que el anterior. Sin embargo, s¶³ sigue siendo v¶alido el criterio de que v¶ertices
conectados deben dibujarse cerca, lo cual implica que debe de¯nirse una
longitud ideal para las aristas. Pero entonces, >cu¶al es esta longitud ideal?
Este es un punto importante que ser¶a considerado en detalle m¶as adelante,
pero est¶a claro que la distancia entre las regiones de los respectivos v¶ertices
debe ser un ingrediente de esta longitud ideal. De todas formas, es claro
que no es un tema simple, ya que si dos regiones se encuentran cercanas y
dos regiones muy alejadas, en el primer caso la longitud ideal ser¶a peque~na
mientras que en el segundo ser¶a mayor. En el pr¶oximo cap¶³tulo presentaremos
varias soluciones que encontramos e implementamos para este criterio.

V¶ertices no conectados no deben dibujarse muy cerca unos de
otros. Sigue siendo v¶alido, pero podr¶a ser satisfecho s¶olo si las regiones
son su¯cientemente grandes como para permitir movilidad de los v¶ertices.
Supondremos que para muchos de los v¶ertices esto es as¶³, ya que si no tienen
libertad de movimiento no tiene sentido el problema de trazado de grafos.

Area del dibujo lo m¶as peque~na posible. No es v¶alido ya que el ¶area
queda determinada de antemano por las regiones. Un criterio alternativo
que puede plantearse es que el ¶area ocupada por los v¶ertices sea lo
m¶as peque~na posible. Esto en principio no es un criterio v¶alido, ya que si
se pretende que cada v¶ertice represente a su regi¶on, de alguna manera debe
estar contemplada la geometr¶³a y el tama~no de la misma. Intentar concentrar
los v¶ertices lo m¶as posible ignora el tama~no de las regiones, y creemos que
esto no es bene¯cioso. Un ejemplo de esto puede verse en la Figura 14.3.

Minimizar la suma de las longitudes de las aristas. No es v¶alido. En
el problema general de trazado de grafos minimizar las longitudes de las
aristas est¶a bien, dado que aristas largas son dif¶³ciles de seguir con la vista.
Sin embargo en el caso de las regiones, aunque sigue siendo cierto que aristas
largas no son deseables, las aristas cortas se acercan mucho a los bordes de
las regiones y son propensas a confundir. Veremos m¶as sobre esto en las
pr¶oximas secciones.

Minimizar la longitud m¶axima de las aristas. No es v¶alido por los
mismo motivos que el anterior.

Los nodos deben estar cerca del centro del ¶area de trabajo. No
es v¶alida. En el problema general, este criterio hace que los v¶ertices no se
alejen mucho y permanezcan cerca, pero en el problema actual el centro
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Figura 14.3. El ¶area del dibujo queda determinada por las regiones.

del ¶area de trabajo deja de tener importancia, ya que el movimiento de los
v¶ertices queda limitado por sus regiones. Un criterio que puede ser visto
como relacionado es que cada nodo est¶e cerca del centro de su regi¶on, sobre
el cual profundizaremos m¶as abajo.

Los nodos no deben estar cerca de las aristas. Sigue siendo v¶alido.
Este criterio est¶a porque si un nodo se encuentra muy cerca de una arista se
di¯culta verlo, y puede causar la sensaci¶on de que hay aristas donde no las
hay, lo cual no favorece al entendimiento del trazado.

Es importante destacar que de todos estos criterios v¶alidos para el problema
general, son unos pocos los que son atacados expl¶³citamente por los algoritmos de
trazado de grafos. Los algoritmos derivados del spring embedder buscan distribu-
ci¶on uniforme de v¶ertices y longitud de aristas uniforme, al igual que KK (aunque
indirectamente). Tu y DH intentan minimizar los cruces de aristas y DH adem¶as
intenta alejar a los v¶ertices de las aristas. Lo que queremos resaltar con esto es
que para nuestro problema tambi¶en es conveniente concentrar la atenci¶on de los
algoritmos en unos pocos criterios est¶eticos, en lugar de intentar abarcarlos todos,
porque, como ya se explic¶o, es muy f¶acil que entren en con°icto.

14.3. Nuevos criterios est¶eticos
En la secci¶on anterior se vio que varios de los criterios est¶eticos del problema

general de trazado de grafos siguen siendo v¶alidos para nuestro problema par-
ticular. Las pruebas que realizamos para determinar qu¶e criterios eran mejores
(sobre las cuales detallaremos m¶as en los pr¶oximos cap¶³tulos) mostraron que de
los criterios anteriores los m¶as determinantes de la calidad del trazado eran el de
la longitud de las aristas y el de minimizaci¶on de cruces. Esto no es sorprendente,
ya que estos tambi¶en son de los criterios m¶as importantes en el problema general.

Sin embargo, notamos que ¶estos dos no eran su¯cientes para producir trazados
buenos. Un ejemplo puede verse en la Figura 14.4. La longitud de las aristas parece
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Figura 14.4. Son necesarios nuevos criterios est¶eticos para este problema.

ser buena, inclusive est¶a cerca de uniforme, y no hay cruces. Sin embargo, sigue
sin ser un trazado muy atractivo en nuestro contexto.

Resultados como ¶este motivaron la b¶usqueda de nuevos criterios que permitier-
an obtener trazados aun mejores. Los que nos parecieron m¶as importantes fueron
dos, y se explican a continuaci¶on.

Los v¶ertices deben estar ubicados cerca del centro de sus regiones

El primer criterio que proponemos es que los v¶ertices intenten estar cerca del
centro de sus regiones. Son varios los motivos por los que creemos que ¶este es un
criterio importante:

V¶ertices en el centro representan bien a sus regiones. Ya dijimos que
el v¶ertice debe representar a la regi¶on en la que est¶a ubicado. Esto signi¯ca
que la posici¶on del v¶ertice debe permitir identi¯car lo mejor posible a la
regi¶on. El centro de la regi¶on es, en general, el punto que mejor la representa.

V¶ertices cerca de los bordes se prestan a confusi¶on. Ya que est¶an
muy cerca de varias regiones, y puede ser dif¶³cil identi¯car a cu¶al pertenece
(en relaci¶on a esto proponemos tambi¶en el criterio que sigue).

Adem¶as, en muchos casos, cuando la distancia entre el centro y los bordes es
aproximadamente uniforme, esto permite que la longitud de las aristas dentro de
la regi¶on sea tambi¶en uniforme, lo cual es tambi¶en bene¯cioso.

En la Figura 14.2 puede apreciarse que los v¶ertices cerca de los centros ayudan
a producir buenos trazados.

Los v¶ertices no deben estar cerca de los bordes

El segundo criterio signi¯cativo es que los v¶ertices no est¶en cerca de los bordes.
Si bien el criterio anterior suele implicar a ¶este, creemos que es un criterio en
s¶³ mismo (y puede valer la pena considerarlo sin el anterior).

La motivaci¶on de este criterio es que cuando los v¶ertices est¶an muy cerca de
los bordes cuesta distinguir a qu¶e regi¶on pertenecen y muchas veces las aristas
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quedan casi paralelas a los bordes de la regi¶on, por lo que se hace complicado
distinguirlas. Es un problema similar al criterio que indica que no es bueno que los
nodos se encuentren muy cerca de las aristas. En la Figura 14.1 puede verse c¶omo
el hecho de que los v¶ertices est¶en muy cerca de los bordes di¯culta determinar cu¶al
es la regi¶on de cada v¶ertice.

Si bien la elecci¶on y conveniencia de estos criterios es subjetiva y discutible,
como lo es con todos los otros criterios est¶eticos que aparecen en el trazado de
grafos, las pruebas que hemos hecho nos hacen pensar que son acertados. En el
cap¶³tulo 16 se presentan algunas de ellas.

14.3.1. Criterios para cuando las regiones son segmentos

Los criterios anteriores fueron pensados para cuando las regiones son pol¶³gonos.
Entre otros casos particulares, es de inter¶es considerar qu¶e sucede cuando las
regiones est¶an de¯nidas por segmentos de recta (o cadenas de segmentos), ya que
existen algunas aplicaciones donde puede ser ¶util.

Un ejemplo es si el trazado es parte de un mapa de carreteras y los v¶ertices
representan tramos de la carretera, lo que los restringe a estar \a lo largo" de las
mismas.

En este trabajo abordaremos s¶olo el caso m¶as simple en el que cada regi¶on es
un ¶unico segmento de recta.

Los criterios est¶eticos propios para este caso no son muy claros. Nuevamente
el centro del segmento es una posici¶on representativa de la regi¶on, pero no parece
tener tanta in°uencia como con los pol¶³gonos. El que con seguridad cobra especial
valor es que los v¶ertices no est¶en cerca de los extremos del segmento. Esto puede
verse como la versi¶on \unidimensional" del criterio anterior que indica que los
v¶ertices no deben estar cerca de los bordes de sus regiones.
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Cap¶³tulo 15

Algoritmos propuestos

Ahora que han sido de¯nidos los criterios est¶eticos v¶alidos en este nuevo proble-
ma, propondremos algoritmos dirigidos por fuerzas que intentan obtener trazados
est¶eticamente buenos.

Dada la °exibilidad que demuestran tener los algoritmos dirigidos por fuerzas,
no parece una idea apropiada crear un nuevo algoritmo desde cero dedicado al
problema de las regiones, sino que es conveniente adaptar alguno de los ya exis-
tentes a la nueva situaci¶on. Por ser de los m¶as representativos, decidimos utilizar
DH y el spring embedder (SE) para nuestras pruebas, aunque los conceptos son
extensibles a otros. En el caso particular de segmentos tambi¶en utilizaremos KK,
ya que nos permite integrar en el modelo la restricci¶on de que los v¶ertices deben
estar sobre segmentos.

El primer cambio que se debi¶o realizar para que los algoritmos cl¶asicos se
pudieran aplicar a nuestro problema fue que los movimientos de los nodos se
restrinjan a sus regiones. Como ya se mencion¶o, esto es muy f¶acil de hacer. Nuestra
soluci¶on fue mantener la estructura del algoritmo y cuando un nodo intenta realizar
un movimiento fuera de la regi¶on, prohibirlo. La primer forma de prohibir esto fue
simplemente no realizar el movimiento en estos casos. Pero esto no da buenos
resultados visto que es muy f¶acil que los nodos se traben al intentar salir de las
regiones, haciendo que el algoritmo no pueda avanzar y se mantenga siempre en
un mismo lugar.

Es importante tambi¶en considerar que si bien nos basamos en un algoritmo
dirigido por fuerzas, esta soluci¶on no respeta la f¶³sica del problema. En el caso en
que una pared diagonal tenga un nodo y una fuerza lo empuje hacia la pared, el
nodo no se quedar¶a quieto, sino que tender¶a a deslizarse sobre ¶esta1.

Lo que se hizo para que el algoritmo modelara mejor la realidad fue en lugar de
no hacer el movimiento, realizarlo, pero luego proyectarlo al punto m¶as cercano de
la regi¶on (Figura 15.1). Esto permiti¶o que los nodos puedan moverse bordeando
las regiones para de esta forma buscar un mejor equilibrio.

Implementamos esta estrategia adaptando el spring embedder y DH, obtenien-
do de esta forma una primer aproximaci¶on que solucione nuestro problema. Como
era de esperar, por lo expuesto en el cap¶³tulo anterior, los resultados obtenidos
no fueron buenos, pero es importante contar con estos para poder tener alg¶un
punto de referencia con quien comparar los resultados generados por las siguientes
soluciones.

Una vez obtenida esta primera soluci¶on al problema, lo que sigue es incorporar
los criterios est¶eticos adecuados para poder obtener los resultados deseados. Con-

1Excepto cuando la direcci¶on de la fuerza es perpendicular a la pared.
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Figura 15.1. Proyecci¶on de los movimientos sobre la regi¶on.

siderando los criterios del cap¶³tulo anterior, de¯nimos e implementamos nuestra
soluci¶on para los que consideramos m¶as relevantes. En las pr¶oximas secciones pre-
sentaremos los cambios realizados a los algoritmos cl¶asicos y algunos resultados
obtenidos. Repasaremos uno a uno los principales criterios que decidimos atacar
y qu¶e algoritmos proponemos para cada uno.

15.1. Longitud ideal de las aristas

El primer criterio est¶etico que consideramos fue la longitud de las aristas. Este
criterio es uno de los m¶as importantes (y atacados) en el problema general; no
hay ning¶un algoritmo que no lo considere de una forma u otra. Luego de realizar
pruebas con el algoritmo simple de la secci¶on anterior, analizamos los resultados
obtenidos y fue clara la necesidad de de¯nir una longitud ideal de las aristas que
contemple las regiones.

15.1.1. Longitudes ¯jas

En el problema general de trazado de grafos la longitud de las aristas suele ser
una constante, visto que no hay aristas que por alg¶un motivo deban ser m¶as largas
que otras, pero las limitaciones de regiones imponen ciertas longitudes m¶³nimas
(y m¶aximas) para nuestro problema en particular.

Nuestro primer intento fue considerar una distancia ¯ja, pero que sea acorde
a las regiones. De manera similar a lo hecho en [BF95] para v¶ertices con distin-
to tama~no, de¯nimos la distancia ideal de las aristas como el promedio de las
distancias entre los centros de las regiones:

K =
1

jEj
X

(u,v)2E

kcu ¡ cvk2

donde cu 2 R2 es el centro2 de la regi¶on ru.
2La de¯nici¶on precisa de centro se presenta m¶as abajo.



151

Figura 15.2. Trazados utilizando como longitud ideal las distancias m¶³nima,
m¶axima y promedio (de izq. a der.).

Los resultados obtenidos no fueron satisfactorios, ya que a diferencia de lo
que ocurre en el problema general, en nuestro caso no es natural considerar que la
longitud ideal de todas las aristas sea igual, visto que cada una conecta dos regiones
que tienen una secci¶on del plano ya establecida y ¯ja. Pretender uniformizar esta
longitud cuando la distancia que separa a las regiones no es uniforme resulta
contraproducente.

Otras distancias ¯jas que fueron probadas fueron la distancia m¶³nima o m¶axima
entre regiones, considerando la distancia m¶³nima como la distancia entre los dos
puntos m¶as cercanos de cada regi¶on y la m¶axima lo contrario. Implementamos esta
soluci¶on, pero los resultados de utilizar estas longitudes no fueron buenos, visto
que la topolog¶³a del grafo era casi ignorada llevando los nodos a las fronteras de
las regiones. Esto se debe a que utilizar la distancia m¶³nima es casi equivalente
a considerar cero como longitud ideal de las aristas3. En el caso de la longitud
m¶axima pasa justamente lo contrario pero produciendo el mismo efecto, al tender
a ser de gran tama~no la arista, hay pocas formas de acomodarla y que queden
ambos extremos dentro de las regiones, por lo tanto tambi¶en termina ¯jando los
nodos a las fronteras, aunque en este caso a las fronteras opuestas.

En la Figura 15.2 pueden verse ejemplos obtenidos con las distancias ¯jas
anteriores.

15.1.2. Longitudes variables

Las consideraciones previas nos llevaron a buscar una distancia ideal individual
para cada arista. La primer opci¶on fue utilizar como longitud ideal de cada arista
(u, v) la distancia entre sus centros:

Kuv = kcu ¡ cvk2
En este punto se hace necesario de¯nir qu¶e punto elegir como centro de la re-

gi¶on. Hay varias opciones posibles, por ejemplo puede verse que Carl Kimberling
3No es exactamente lo mismo pero los resultados ¯nales s¶³ ser¶an iguales.
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tiene registrados 1.477 \centros" diferentes para tri¶angulos4, as¶³ que la cantidad
que podr¶³a de¯nirse para pol¶³gonos es aun mayor. El que hemos elegido para nues-
tras implementaciones es el centro de gravedad o centroide. El mismo es adecuado
porque es independiente de la densidad de los v¶ertices del pol¶³gono y porque puede
ser calculado de manera e¯ciente. El algoritmo que usamos para su c¶omputo es el
siguiente:

centroRegi¶on(Regi¶onPoligonal r)
0. Inicializar suma=0
1. Sean fp0,..,pkg los v¶ertices que de¯nen r (en ese orden)
2. Para i=1 hasta k-1

2.1. a = ¶area del tri¶angulo de¯nido por fp0, pi, pi+1g
2.2. p=1

3(p0 +pi +pi+1) //centroide del tri¶angulo
2.3. suma = suma+ a.p

3. Tomar centro = suma/(¶area total regi¶on)

Se omiten los detalles para cuando la regi¶on tiene menos de 3 v¶ertices. Es
importante se~nalar que este centro est¶a pensado para regiones convexas. De todas
formas, en pol¶³gonos que no son convexos pero tampoco son \muy" c¶oncavos (es
decir cuando la envolvente convexa del pol¶³gono no tiene forma muy distinta al
pol¶³gono mismo) igualmente es ¶util.

Al introducir esta distancia como longitud ideal de aristas, las mejoras em-
pezaron a hacerse visibles, obteniendo trazados est¶eticamente agradables y sin
tener v¶ertices sujetos a los bordes de las regiones. Implementamos estas modi¯-
caciones en el spring embedder y en DH obteniendo en ambos buenos resultados.
Un ejemplo se puede ver en la Figura 15.3.

Si bien la introducci¶on de esta distancia mejor¶o notablemente los resultados,
notamos que a veces los nodos tend¶³an con demasiada fuerza a ubicarse en los
centros de sus regiones o contrariamente, para los nodos de las regiones m¶as exte-
riores { es decir aquellas que comparten caras con el ¶area de trabajo no utilizada
{ ¶esta longitud a veces resultaba demasiado grande. Por este motivo decidimos
adoptar una longitud de compromiso, que mantenga las virtudes de la distancia
entre centros pero permita tambi¶en que los nodos se acerquen m¶as cuando sea
necesario. Esta longitud ideal fue de¯nida como

Kuv = λ kcu ¡ cvk2 + (1 ¡ λ) kru ¡ rvk2 (15.1)

donde λ 2 (0, 1) y kru ¡ rvk2 es la distancia m¶³nima entre las dos regiones.
En nuestras pruebas utilizamos mayoritariamente λ = 0, 5, es decir, el promedio
entre la distancia entre los centros de las regiones y su distancia m¶³nima. Este
par¶ametro puede variarse para darle m¶as importancia a una de las dos distancias.

4Para mayor informaci¶on referirse a Carl Kimberling:
http://mathworld.wolfram.com/KimberlingCenter.html.
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Figura 15.3. Trazado obtenido usando como distancia ideal la distancia entre
centros.

Esta nueva medida permiti¶o que los nodos se atraigan mutuamente con may-
or fuerza pero sin llegar a juntarlos a los bordes ni quitarles tanta libertad de
movimiento.

Los resultados fueron ampliamente mejores que los anteriores, marcando en la
gran mayor¶³a de los casos una muy buena topolog¶³a para el trazado resultante.
Nuevamente llevamos este cambio a SE y DH dando en ambos casos buenos resul-
tados. Un ejemplo puede verse en la Figura 15.4, donde se logr¶o reducir la longitud
de las aristas (en relaci¶on a la ¯gura anterior), manteniendo la calidad del trazado.
En el cap¶³tulo 16 se presentan m¶as resultados.

Por los resultados obtenidos consideramos que para el criterio de longitud
de aristas, la mejor longitud ideal que encontramos fue la distancia de
compromiso.

Habiendo de¯nido ya una longitud ideal para las aristas, el siguiente paso es
incorporar a nuestros algoritmos los dem¶as criterios.

15.2. Fuerzas hacia el centro

El siguiente criterio a considerar fue que los v¶ertices deben estar cerca del
centro de sus regiones.

Como ya se mencion¶o, este criterio tiene dos motivaciones: que los v¶ertices
est¶en cerca del centro y que no se encuentren muy cerca de un borde.

Para poder acercar los nodos al centro decidimos agregar al spring embedder
una fuerza de atracci¶on centr¶³peta que evitara que los nodos se alejen mucho del
centro.

De esta manera, las fuerzas en juego son las atractivas, las repulsivas y las
centr¶³petas, de¯nidas a continuaci¶on.
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Figura 15.4. Trazado usando la distancia de compromiso.

Fuerzas centr¶³petas
De¯nidas para cada v¶ertice v 2 V

fc(v) = C1 log(
dcvv

ε
)¡¡!pvcv (15.2)

donde cv es el centro de la regi¶on de v, ε < 1 y C1 constantes. Esto puede ser
pensado como agregar un nodo ¯cticio ubicado en el centro de cada regi¶on, con
una ¶unica arista incidente que lo conecta con el nodo perteneciente a dicha regi¶on.

La longitud ideal de la arista que conecta dichos nodos es un valor ε muy
peque~no (porque idealmente deber¶³a ser cero, pero el cociente no lo permite), para
que de esta forma el nodo tenga una atracci¶on hacia el centro.

Podr¶³a haberse usado una fuerza de otro tipo, por ejemplo, una fuerza lineal,
en lugar de una logar¶³tmica, pero en un principio preferimos esta ¶ultima para que
esta arista ¯cticia est¶e en igual condiciones que las aristas reales.

Esto mismo motiv¶o la elecci¶on del valor de la constante C1. En una primera
instancia consideramos que deber¶³a tener su propia constante de fuerza, pero los
resultados de esto fueron que cuando el valor de C1 era mayor que para las dem¶as
aristas, los nodos tend¶³an a alejarse muy poco de sus correspondientes centros,
mientras que cuando el valor era menor, la fuerza era superada ampliamente lo
cual hac¶³a que fuese ignorada y no pueda cumplir con su prop¶osito. El delicado
equilibrio buscado lo encontramos reci¶en al hacer que la constante tenga el mismo
valor que C1 para las dem¶as aristas.

Con esta fuerza se obtienen resultado bastante buenos. En la Figura 15.5 se
muestran dos situaciones en las cuales la ¯gura y las longitudes resultantes son las
mismas pero en una se utilizan fuerzas hacia el centro y en la otra no.

Posteriormente introdujimos una mejora m¶as para intentar que la fuerza sea
m¶as intensa cuando el v¶ertice est¶a muy cerca del borde. Esto fue motivado por la



155

Figura 15.5. Ejemplo de mejoras causadas por utilizar fuerza centr¶³peta.

observaci¶on de que el principal efecto que produce esta fuerza es alejar los v¶ertices
de los bordes. Para aumentar la velocidad de convergencia modi¯camos el c¶alculo
de la fuerza hacia el centro elevando al cuadrado dicha fuerza.

Este cambio tambi¶en requiri¶o cambiar la constante C1, ya que al estar elevada
al cuadrado las fuerzas centr¶³petas resultaban demasiado fuertes como para tener
la misma constante que las otras. Los valores apropiados de C1 surgen de la ex-
perimentaci¶on, y estuvieron entre 0, 5 y 0, 8, aunque no se encontr¶o ning¶un valor
que pueda ser considerado ideal.

Adem¶as de implementar esto en el spring embedder, tambi¶en lo hicimos en DH.
Para esto se agreg¶o en la funci¶on de energ¶³a un t¶ermino que penaliza la distancia
entre el v¶ertice y el centro de su regi¶on. El potencial agregado se bas¶o la fuerza
anterior, y es similar al usado para penalizar longitud de aristas largas en DH (ver
secci¶on 4.5), pero en lugar de utilizar un t¶ermino cuadr¶atico usamos uno c¶ubico,
que de manera similar al caso anterior, dio mejor resultado. El potencial se de¯ne
para todo v¶ertice v 2 V :

Uc(v) = d3cvv

La constante usada para darle peso fue tambi¶en menor que uno, siendo 1/3 la
usada ¯nalmente en nuestra implementaci¶on.

Es importante analizar el impacto que poseen estos cambio en el orden de
complejidad del algoritmo. Considerando que los centros de las regiones son cal-
culados previamente, el c¶alculo de las fuerzas centr¶³petas no supera en costo al de
las atractivas, por lo tanto el orden de complejidad no cambia.

El costo total de calcular los centros con el algoritmo anterior es O(jrmjn),
donde n es la cantidad de v¶ertices y jrmj la cantidad m¶axima de v¶ertices en una
regi¶on, que no depende del grafo. Por lo tanto la complejidad total queda ex-
presada como O(jrmjn + n3). Es importante ver c¶omo para el caso de regiones
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circulares o segmentos, el c¶alculo del centro se puede realizar en O(1), sin afectar
la complejidad del algoritmo.

15.3. Minimizar n¶umero de cruces entre aristas
El problema de minimizar el n¶umero de cruces entre las aristas es uno de

los criterios m¶as dif¶³ciles de atacar, y son pocos los algoritmos (generales) que
contemplan este criterio.

Sin embargo, tambi¶en es uno de los que m¶as afecta a la est¶etica del grafo
resultante, y creemos que en nuestro problema este criterio es tan o m¶as importante
que en el caso general, y decidimos atacarlo de forma expl¶³cita. Nuestra forma de
encarar el problema fue adaptando DH para que considere no s¶olo la cantidad de
cruces entre las aristas, sino que tambi¶en se pudiese dar cuenta si ese cruce se
podr¶³a evitar f¶acilmente o no. Lo primero ya ha sido usado en otros algoritmos
(incluido DH). Lo segundo, en cambio, no ha sido muy estudiado y es sobre lo que
se concentrar¶a esta secci¶on.

El primer acercamiento a lograr esto fue reutilizar ideas de otros algoritmos de
la literatura. Al igual que en DH, a la funci¶on de energ¶³a se le agreg¶o un t¶ermino
que penaliza los cruces entre aristas, pero en lugar de ser simplemente la cantidad
de cruces decidimos utilizar una funci¶on inversamente proporcional a la distancia
entre los pares de aristas. Esto hace que cuando dos aristas se cruzan, queden a
distancia cero, por lo tanto sean muy penalizadas, pero cuando dejan de estarlo
pasan a tener una distancia positiva que penaliza mucho menos. Lo importante de
esto es que permite un tratamiento continuo para el problema de la cantidad de
cruces de aristas.

Consideramos que este nuevo potencial s¶olo debe ser considerado en la etapa
de ¯ne tuning visto que cuando se est¶a construyendo la topolog¶³a del trazado es
muy com¶un que las aristas se crucen, y agregar esta fuerza va a di¯cultar esto,
no pudiendo arribar a una buena estructura topol¶ogica. Una vez iniciada la fase
de ¯ne tuning, la estructura del grafo ya est¶a de¯nida, por lo tanto s¶³ es bueno
intentar disminuir la cantidad de cruces. N¶otese que este problema se debe a que la
misma fuerza que se encarga de revertir los cruces entre aristas de forma indirecta
tambi¶en impide que si dos aristas no se cruzan, pasen a hacerlo. El potencial
propuesto se de¯ne para todo par de aristas e1, e2 2 E y tiene la siguiente forma:

Uee(e1, e2) =
1

d2e1e2
donde de1e2 es la distancia entre las aristas e1 y e2. Adem¶as, al igual que todos

los potenciales en DH, va multiplicado por su peso relativo, constante cee.
Los resultados obtenidos con esta modi¯caci¶on fueron muy buenos pero aun se

pueden mejorar considerando otros factores.
Si bien con lo anterior ya contamos con un t¶ermino continuo que nos per-

mite discriminar en la energ¶³a si dos aristas se cruzan o no, la forma en la que
est¶a de¯nido hace que cuando no existe el cruce, sea poco probable que un nodo
atraviese una arista creando un nuevo cruce, y cuando s¶³ existe, s¶olo se deshace
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Figura 15.6. Las cuatro distancias asociadas con cada cruces. El de distancia
menor (d2), ser¶a movido.

si el nodo se encuentra lo su¯cientemente cerca como para deshacerlo en un solo
paso, visto que de lo contrario, la distancia entre aristas continuar¶a siendo cero
haciendo in¯nita la sumatoria.

En una l¶³nea similar a la del algoritmo de Bertault, [Ber00] (ver secci¶on 12.1.2),
decidimos agregar otro potencial que nos permita eliminar de manera m¶as efectiva
ciertos cruces sencillos, pero muy frecuentes.

La intenci¶on fue crear un potencial que para cada cruce se~nalara de alguna
forma qu¶e v¶ertice mover para eliminarlo.

Inicialmente pensamos en usar la suma de las cuatro distancias entre los re-
spectivos nodos y el cruce. Este t¶ermino no gener¶o buenos resultados, visto que
toda la ¯gura tiende a acercarse a los centros de los cruces, pero modi¯cando
levemente la idea logramos obtener lo deseado.

El potencial que ¯nalmente agregamos fue la distancia m¶³nima entre los v¶ertices
que forman el cruce y el cruce mismo. Para dos aristas que se cruzan, e1 = (u1, v1),
e2 = (u2, v2), de¯nimos el potencial como:

Ucr(e1, e2) = m¶³n
v2fu1,v1,u2,v2g

kx ¡ vk2

donde x 2 R2 es el punto de intersecci¶on entre las dos aristas.
De esta forma el ¶unico nodo que tender¶a a moverse ser¶a el que se encuentra

m¶as cercano al cruce, mientras que el resto no lo har¶a porque su movimiento en
ese sentido no modi¯car¶a la funci¶on objetivo. Lo importante de este potencial es
que en muchos casos existe un nodo que de ¶el depende que se deshaga el cruce, y
¶este suele ser el que se encuentra m¶as cercano a dicho punto. En la Figura 15.6
se ilustra la idea. Es muy importante notar que este potencial, al igual que el
anterior, tambi¶en es continuo.

Debido a la continuidad y a que este potencial contribuye a de¯nir la topolog¶³a
del trazado sin restringir la libertad de movimiento, nos pareci¶o adecuado incluirlo
en todo momento y no s¶olo en la etapa de ¯ne tuning y ha mostrado dar muy
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buenos resultados. Es importante notar que no hemos encontramos precedente
alguno de un tipo de potencial como ¶este en la literatura.

La funci¶on objetivo resultante, incluyendo los dos nuevos potenciales aqu¶³ pre-
sentados, queda de¯nida como:

E = cr

X

u,v2V,u6=v

Ur(u, v) + ce

X

(u,v)2E

Ue(u, v) + ccUc (15.3)

+cen

X

e=(u,v)2E,w2V

Uen(e, w) + cee

X

(e1,e2)2E

Uee(e1, e2) + ccr

X

(e1,e2)2CrE

Ucr(e1, e2)

donde los primeros cuatro potenciales son los mismos que en DH (secci¶on 4.5),
CrE es el conjunto de pares de aristas que se cruzan, y cee, ccr son los pesos
relativos de los nuevos potenciales.

Desde el punto de vista de la complejidad, esta estrategia no empeora la com-
plejidad de DH cuando se utiliza la versi¶on que considera la cantidad de cruces
de aristas, visto que cuando se calcula la cantidad de cruces, se puede calcular la
distancia entre ¶estos en O(1) y como la cantidad de nodos que posiblemente sean
los m¶as cercanos al centro de un cruce son cuatro (los extremos de las aristas),
calcular la distancia del m¶³nimo de ¶estos tambi¶en se puede realizar en O(1). El
problema radica en tener que considerar en cada iteraci¶on todos los posibles pares
de aristas, lo cual tiene un alto orden de complejidad (hasta O(n4) ), mayor al
t¶³pico O(n3) de la mayor¶³a de los algoritmos cl¶asicos.

Sin embargo, creemos que en nuestro problema, donde los v¶ertices est¶an re-
stringidos a una regi¶on del plano, es razonable pensar que para un gran n¶umero de
aplicaciones la cantidad de v¶ertices va a ser peque~na (hasta unos pocos cientos),
debido a que si todo el grafo debe entrar en el espacio de trabajo, para que tenga
sentido aplicar estos algoritmos cada regi¶on debe ser su¯cientemente grande como
para que haya libertad acerca de d¶onde ubicar a los v¶ertices (si no se los podr¶³a
ubicar siempre en el centro de la regi¶on), y el lugar disponible limita el n¶umero
de v¶ertices.

Por otro lado, si el n¶umero de v¶ertices es muy grande creemos que puede ser
m¶as f¶acil que en el caso general aproximar las fuerzas lejanas de manera e¯ciente,
debido a que la posici¶on de los v¶ertices est¶a muy limitada por las regiones. Si bien
en este trabajo no se consideran t¶ecnicas para lidiar con grafos grandes en este
problema con regiones, una breve discusi¶on se presenta en la secci¶on de trabajo
futuro.

15.4. Evitar v¶ertices muy cercanos a los bordes de las re-
giones

Otro criterio est¶etico importante que nace del hecho de que los nodos se en-
cuentren contenidos en regiones es evitar distancias muy chicas entre los nodos y
los bordes de sus regiones. Este criterio es similar pero no equivalente al criterio
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previamente comentado de que los nodos se encuentren cerca del centro de la re-
gi¶on. Analizando ambos problemas en detalle se observa que las caracter¶³sticas que
presentan hacen que sean dos problemas diferentes, aunque no son independientes.

Para que nuestro algoritmo considere este criterio decidimos agregar un poten-
cial a DH que penalice cuando un nodo se encuentra muy cerca del borde de la
regi¶on.

La primer idea y la m¶as intuitiva es agregar un t¶ermino de la forma

U(v) = cdistBorde ¤ distABorde¡1

con cdistBorde cierta constante y distABorde la distancia entre el v¶ertice v y
el borde de su regi¶on. Implementamos esta modi¯caci¶on en DH pero no pudimos
encontrar un valor para la constante cdistBorde que se comportara de forma ade-
cuada. En algunos casos cuando era muy peque~na no produc¶³a casi efecto alguno,
y cuando era aumentada repel¶³a al nodo hasta el centro de la regi¶on.

Analizando los resultados obtenidos nos dimos cuenta de que el problema no era
el valor de la constante, sino que era un problema intr¶³nseco del tipo de potencial.
Es necesaria una funci¶on que cuando el nodo se encuentra muy cerca de la frontera
lo repela fuertemente, pero que esta fuerza no sea proporcional a la distancia, sino
que vaya decreciendo m¶as abruptamente a medida que el nodo se aleja. Luego
de experimentar con varios, elegimos el siguiente potencial (de¯nido para cada
v 2 V ):

U(v) = cdistBordee(¡2¤β¤distABorde) (15.4)

Esta funci¶on tiende a cdistBorde cuando la distancia al borde tiende a cero,
mientras que cuando el nodo se aleja, la funci¶on exponencial hace que todo el
potencial tienda a cero. La constante β es el factor de ajuste de cu¶an lentamente
se tender¶a a cero.

Con esta fuerza se consigue alejar en¶ergicamente al nodo de la frontera cuando
¶este se encuentra cerca, pero a medida que se aleja la fuerza pierde importancia,
dej¶andole libertad para que pueda encontrar su punto de equilibrio. Emp¶³ricamente
utilizamos β = 0,2 y cdistBorde ¼ 105, visto que la intenci¶on es que este crecimiento
sea marcado. Si se quisiera hacer que el efecto de la fuerza sea m¶as duradero con
respecto a la distancia del nodo al borde, bastar¶³a con ajustar el valor de β.

15.5. Los nodos no deben estar cerca de las aristas - SET
Este criterio es uno de los m¶as antiguos pero menos tratados en el ¶area. Pese

a que existe una gran variedad de ideas al respecto, no suele tratarse de forma
directa en los algoritmos derivados del SE { n¶otese que DH s¶³ lo considera pero
de una forma totalmente diferente a la que presentaremos {, nosotros decidimos
atacar de forma expl¶³cita este problema.

Nuestro algoritmo, que decidimos llamar SET (por SE Triangulado), agrega
una fuerza de repulsi¶on nodo-arista. Esta fuerza se agrega en el c¶alculo de las
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Figura 15.7. Ejemplo de c¶omo se ve un nodo cerca o lejos de una arista, inde-
pendientemente de su contexto. Consideramos que la forma equil¶atera (izq.) es la
m¶as armoniosa.

fuerzas ejercidas sobre cada nodo. Explicaremos c¶omo funciona para un nodo y
una arista aunque en el algoritmo este proceso se aplica a todos los nodos y todas
las aristas.

Para incluir esta fuerza analizamos a qu¶e distancia deber¶³a estar un nodo de
una arista en caso de no estar conectado y si no interactuase con ning¶un otro nodo
ni arista. Consideremos un ejemplo de un nodo y una arista. Claramente, como se
ve en la Figura 15.7, no todas las distancias son equivalentes, hay distancias que
quedan mejor { est¶eticamente { que otras.

Nos preguntamos porqu¶e es que a uno le parece mejor una que otra y llegamos a
la conclusi¶on de que se mantiene cierta armon¶³a cuando el nodo est¶a en la posici¶on
que formar¶³a un tri¶angulo equil¶atero con la arista como se muestra en la Figura
15.7. Con este ¯n consideramos que la distancia ideal de un nodo a una arista es
la que tendr¶³a que tener si formase dicho tri¶angulo. Es f¶acil calcular la distancia
de un nodo a una arista suponiendo que es un tri¶angulo equil¶atero: la distancia
ser¶a

p
3/2 veces la longitud de la arista; entonces penalizamos al nodo por lo que

di¯era de esta longitud.
Los resultados obtenidos, como se podr¶a apreciar en el pr¶oximo cap¶³tulo, son

muy buenos pero tiene una falencia y es que en la etapa en que se est¶a de¯niendo la
topolog¶³a del grafo esta fuerza di¯culta que un nodo atraviese una barrera formada
por una arista.

El algoritmo resultante tiene otro problema que es su alto costo computacional,
pero creemos que eso podr¶³a mejorarse en un futuro y no es la idea central de
este trabajo presentar implementaciones e¯cientes sino ideas que puedan luego
mejorarse.

La expresi¶on de esta fuerza de repulsi¶on nodo-arista se presenta a continuaci¶on.
Se calcula para todo par (u, e) con u 2 V y e 2 E.

fSET (u, e) = C1 log

Ã
kpv ¡ pk2

(kek
p
3
2 )2

!

Donde p es el punto m¶as cercano a pv de la arista e, kek es la longitud de la
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arista e en el trazado y C1 es una constante.

15.6. SER2 y DHR2

Con las ideas presentadas anteriormente armamos nuestros dos algoritmos m¶as
importantes, SER2 y DHR2 (SE y DH Restringidos a Regiones) que permiten
probar todo lo presentado en este trabajo sobre restricciones dadas por regiones
y cuentan con una implementaci¶on realizada en Java (detalles sobre la misma se
pueden encontrar en el ap¶endice). Es importante marcar que SER2 y DHR2 no
cuentan con la fuerza repulsiva nodo-arista presentada en SET, pero puede ser
que en trabajos futuros sea agregada. SER2 fue dise~nado con las fuerzas comunes
de SE pero utilizando la distancia ideal de¯nida en la secci¶on 15.1 y agreg¶andole
las fuerzas centr¶³petas de la secci¶on 15.2. DHR2 cuenta tambi¶en con casi todas las
ideas presentadas en este cap¶³tulo y fue de¯nido como se indica en la secci¶on 15.3
agreg¶andole el potencial de distancia a bordes de la secci¶on 15.4.

15.7. Observaciones para regiones que son segmentos

Como se mencion¶o en el cap¶³tulo anterior, es de inter¶es el caso particular en el
que las regiones son segmentos de recta. Muchos de los criterios presentados para
regiones poligonales siguen siendo v¶alidos, por lo que las adaptaciones propuestas
al spring embedder y a DH sirven tambi¶en para este sub-problema. Sin embargo,
queremos mencionar que la importancia relativa de cada criterio es levemente
distinta para este problema. Las pruebas que hicimos nos hacen pensar que el
centro no es tan importante en los segmentos como lo es en los pol¶³gonos, mientras
que evitar que las aristas sean paralelas a segmentos surge como un nuevo criterio
de importancia.

Por otro lado, nos pareci¶o interesante considerar tambi¶en qu¶e resultados se
pueden obtener adaptando el algoritmo KK a cuando los v¶ertices est¶an restringidos
anal¶³ticamente a sus segmentos, aprovechando que la restricci¶on de que un v¶ertice
v 2 V est¶e sobre una recta de¯nida por (dv, hv) puede incluirse usando que

pv = λdv + (1 ¡ λ)hv λ 2 R (15.5)

De esta forma, introducimos esta expresi¶on en la funci¶on de energ¶³a de KK:

E =
n¡1X

i=1

nX

j=i+1

1
2
ki,j(jpi ¡ pjj ¡ li,j)2 (15.6)

Recordemos que para el caso de grafos generales, KK es uno de los mejores
algoritmos tanto sea porque converge a los mejores resultados como por la veloci-
dad con que lo hace. Al poder integrar las restricciones de regiones al algoritmo,
se puede restringir el espacio de b¶usqueda a uno muy \parecido" al deseado (no
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Figura 15.8. El trazado de la izq. fue creado con la versi¶on adaptada de KK,
mientras que el de la derecha con la versi¶on que aproxima con par¶abolas. No hay
casi diferencia.

es igual porque la ecuaci¶on (15.5) obliga a que el v¶ertice est¶e sobre una recta, en
lugar de un segmento).

Se reemplaz¶o en la funci¶on de energ¶³a de KK cada pv seg¶un (15.5), y se cal-
cularon las derivadas primeras y segundas para poder realizar Newton-Raphson.
Las expresiones de las derivadas resultaron extremadamente engorrosas, y no tiene
sentido presentarlas aqu¶³.

De todas formas, el hallazgo m¶as notable no est¶a relacionado con las derivadas,
sino con la funci¶on de energ¶³a (15.6), ya que cuando las posiciones de los v¶ertices
cumplen la ecuaci¶on (15.5) y se ¯jan todos los v¶ertices excepto uno, la funci¶on E,
que pasa a depender s¶olo de λ, tiene una forma muy similar a la de una par¶abola.
Esto hace que pueda ser aproximada con una par¶abola y aproximar su m¶³nimo
con el v¶ertice de la funci¶on cuadr¶atica.

Esto nos lleva a proponer un algoritmo extremadamente e¯ciente y sencillo:

KKSegmentosParabola(Grafo G, Regiones R)
1. Repetir n veces

1.1. Para cada v¶ertice v 2 V
1.1.1 Fijar las posiciones de todos los v¶ertices distintos de v
1.1.2. Aproximar E(λ) con una par¶abola P(λ)
1.1.3. Calcular el λm¶³n= λ corresp. al v¶ertice de P(λ)
1.1.4. Hacer pv = λm¶³ndv+(1 ¡ λm¶³n)hv

Las pruebas realizadas muestran que el resultado de este simple algoritmo es
muy parecido al obtenido utilizando las expresiones de las derivadas y haciendo
Newton-Raphson. En la Figura 15.8 puede observarse para un mismo grafo con
segmentos la similitud entre los dos resultados.

La calidad de los trazados que se obtienen con esta adaptaci¶on suele ser muy
inferior a la obtenida con las adaptaciones presentadas en las secciones anteriores,
sin embargo este algoritmo no deja de ser digno de menci¶on debido a su e¯cien-
cia. Un posible uso es para generar r¶apidamente un trazado inicial para otros
algoritmos mejores, como el spring embedder.
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15.8. Otros criterios est¶eticos
Existen otros criterios est¶eticos v¶alidos como presentamos al comienzo, pero

no ser¶an tratados en este trabajo. Estos criterios son:

Maximizar el ¶angulo entre aristas adyacentes.

Maximizar el ¶angulo entre aristas que se cruzan.

Mostrar simetr¶³a.

Algunos de estos criterios, tal es el caso de \mostrar simetr¶³a", no suelen ser
tratados de forma expl¶³cita (hemos encontrado en la literatura una ¶unica excep-
ci¶on, ver secci¶on 12.1.2), pero los algoritmos utilizados los consideran en cierta
medida, por ser dirigidos por fuerzas. Adem¶as volvemos a se~nalar que al estar
tan limitada la topolog¶³a del grafo por las regiones, es mucho menos lo que puede
lograrse en lo que respecta a la simetr¶³a.

Un conjunto de criterios que, aunque no abordamos, nos parecen muy intere-
santes para desarrollar son los que consideran el ¶angulo de las aristas adyacentes.
Comentaremos acerca de ¶estos en la secci¶on de trabajo futuro.
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Cap¶³tulo 16

Resultados

Habiendo presentado ya nuestros algoritmos, veremos ¯guras con resultados
generados por ¶estos. Como ya hemos dicho reiteradas veces, es importante notar
que pese a que tomamos como base los algoritmos cl¶asicos de trazado de grafos,
estos deben ser adaptados para el problema espec¶³¯co porque si no los resultados
que generan no son satisfactorios. Por este motivo en los resultados compararemos
nuestros algoritmos con los cl¶asicos y mostraremos las bondades y utilidad de cada
uno.

16.1. Resultados cualitativos
Como primer ejemplo consideramos un grafo con regiones sencillo como el

presentado en la Figura 16.1, donde se aplic¶o el spring embedder (SE) y DH,
obteniendo los trazados de m¶as a la derecha.

Como se puede observar los resultados distan de ser est¶eticamente buenos.
Ignoran criterios como la distancia de los nodos a los bordes y las distancias a
los centros de las regiones que son muy importantes en nuestro contexto. Las
primeras soluciones generadas por nuestros algoritmos son bastante simples, por
ejemplo se pueden ver en la Figura 16.2 que muestra los resultados generados por
SE considerando las distancias ideales como las distancias m¶³nimas entre regiones
(izq.) o SE considerando la longitud ideal de las aristas como la distancia promedio
(der.).

Claramente se ve c¶omo pese a no ser el mejor resultado que podr¶³a esperarse,
el de la derecha supera a los generados por los algoritmos cl¶asicos. En 16.2 (izq.)
se puede apreciar que utilizar la distancia m¶³nima entre regiones trae resultados
contraproducentes como juntar todos los nodos en una frontera, y en este ejemplo
es peor aun visto que todas las regiones tienen un punto fronterizo muy cercano.

Figura 16.1. SE y DH proyectados a regiones.
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Figura 16.2. SE considerando distancia m¶³nima y distancia promedio.

Figura 16.3. Un grafo (a) y un trazado del mismo (b) luego de agregar una
regi¶on m¶as, que ilustran uno de los problemas de usar distancias promedio: la
sensibilidad a los valores at¶³picos.

Se ve como se desperdicia el resto de la regi¶on y se produce un resultado en el cual
es poco claro qu¶e regi¶on es representada por cada nodo o cu¶antos nodos hay. La
Figura 16.2 (der.) muestra resultados aceptables porque al estar todas las regiones
a una distancia similar, y ser el grafo sim¶etrico, la distancia promedio da un buen
resultado. No es as¶³ en el caso de la Figura 16.3, donde se pueden apreciar las
carencias de este m¶etodo. En la Figura 16.3-a se muestra una malla de 2£2 luego
de haber utilizado el algoritmo de promedio. Al agregarle un nodo m¶as conectado
con el extremo opuesto se obtiene la Figura 16.3-b.

Como suele pasar en los algoritmos que utilizan el promedio, son propensos
a ser afectados de forma signi¯cativa por los valores alejados (outliers). Se ve
claramente como toda la estructura del grafo se vio afectada por la incorporaci¶on
de un solo nodo.

Todos estos problemas aparecen por no considerar una verdadera distancia
natural entre las regiones, que son las que determinan la longitud de las aristas.

Las ¯guras siguientes (Figura 16.4) son las que s¶³ consideran las cualidades
propias de las regiones, y se puede apreciar c¶omo al considerar m¶as criterios se ob-
tienen cada vez mejores trazados. Las primeras consideran s¶olo modi¯caciones en
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Figura 16.4. Resultados de algoritmos adaptados para regiones (SE y DH), agre-
gando distintos criterios est¶eticos.

las longitudes ideales como el promedio de los centros, la distancia de compromiso
de¯nida en 15.1 tanto sea para SE como para DH. Las siguientes tambi¶en consid-
eran las distancias a los centros, llegando por ¶ultimo a los resultados generados
por DHR2 y SER2.

El siguiente resultado que mostraremos (Figura 16.5) es el cl¶asico grafo de un
camino. Consideraremos un camino formado por 5 nodos y 4 aristas. Nuevamente
en este resultado se aprecia la necesidad de un algoritmo que considere los criterios
est¶eticos propios de nuestro dominio. Pese a que SE com¶un o DH obtienen buenos
resultados formando una l¶³nea casi recta, la hacen sobre uno de los bordes lo cual
di¯culta la comprensi¶on de qu¶e es lo que se est¶a viendo.

Es interesante entender porqu¶e pasa esto. La ubicaci¶on de la recta en sentido
horizontal est¶a dada por los equilibrios de fuerzas entre las aristas, pero la ubi-
caci¶on vertical es independiente de esto, por lo tanto aquellos algoritmos que no
consideren otro criterio no podr¶an lograr buenos resultados verticales. A simple
vista la ubicaci¶on vertical es importante, y esto se debe principalmente a dos mo-
tivos: la distancia a los centros y la distancia a los bordes. Se puede apreciar que
los algoritmos que consideran estos criterios obtienen mejores resultados (Figura
16.6).
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Figura 16.5. Grafo de un camino simple producido con SE (arriba) y DH (abajo).

Figura 16.6. Camino simple considerando las regiones. SE Repulsi¶on nodo-eje
(a), DH-R2 (b), SE-R2 (c), SE longitud m¶³nima (d).
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Figura 16.7. Nodo encerrado por una arista. DH (arriba), SE-R2 (abajo izq.) y
DH-R2 (abajo der.).

Otro ejemplo interesante es el que se puede ver a continuaci¶on (Figura 16.7),
en el cual se comparan varios algoritmos de los propuestos que consideran las
regiones.

El primer ejemplo fue generado por DH sin considerar las regiones, y como
puede verse result¶o en una forma muy particular a la cual ninguno de los otros
algoritmos lleg¶o. Dicha ¯gura es poco interesante en nuestro contexto porque da la
idea de un tri¶angulo en una regi¶on y un punto en otra, con dos regiones vac¶³as ar-
riba y abajo. No se transmite realmente la informaci¶on de que hay cuatro regiones
que est¶an relacionadas. Por este motivo es que los otros algoritmos ignoraron esta
soluci¶on y mantuvieron una topolog¶³a semejante.

Otro dato importante para ver en esta ¯gura es que hay una arista que puede ser
cruzada o no. En caso de cruzarla se puede acercar el nodo al centro mostrando m¶as
claramente su pertenencia a la regi¶on, en caso contrario se disminuye la cantidad
de cruces de aristas. En la Figura 16.7-a se utiliz¶o el algoritmo SE con repulsi¶on
nodo-arista, por lo tanto el nodo intenta mantener distancia de la arista y no
rompe dicha frontera. En los casos b y c (SER2 y DHR2) la frontera se pasa
en pos de obtener una posici¶on m¶as representativa de la regi¶on. Una pregunta
inmediata es cu¶al de estas soluciones es mejor. En realidad ambas son buenas y
si una es mejor que la otra depende del contexto para el cual se las desee utilizar,
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Figura 16.8. SE-R2 disminuyendo la fuerza hacia el centro.

pero en ambos casos se transmite de forma clara la relaci¶on entre las regiones
participantes. Se puede ver tambi¶en la Figura 16.8 en la cual se utiliz¶o SE al igual
que en 16.7-b, pero en este caso disminuyendo el peso que se le da a la fuerza del
centro. En el caso anterior se multiplic¶o la fuerza hacia el centro por un factor de
0, 2, mientras que en el segundo se us¶o 0, 0002. Es importante notar que el valor
de las constantes no es ¯jo para todo grafo, y ciertos valores funcionan mejor en
algunos casos que en otros. Emp¶³ricamente obtuvimos que valores entre 0, 2 y 0, 8
son apropiados para una gran cantidad de grafos, pero este ejemplo muestra que
siempre hay excepciones.

En estos ejemplos vimos casos sencillos donde se notan poco las diferencias de
rendimiento, pero es importante ver c¶omo en ejemplos levemente m¶as grandes ya
se empieza a notar la gran diferencia entre DH y SE.

En el grafo que se ve en la Figura 16.9 ya no es tan sencillo determinar cu¶al es
la mejor representaci¶on gr¶a¯ca.

Probando con los algoritmos m¶as importantes se obtuvieron los resultados de
la Figura 16.10.

Se ve como en la Figura 16.10, b y c son superiores. Esto se debe a que el
algoritmo de la Figura 16.10-a no considera estar alejado de los bordes de las
regiones como un criterio est¶etico. Tambi¶en es importante ver c¶omo ya en un
grafo de estas dimensiones empieza a notarse la diferencia en tiempo entre DH y
SE. Mientras que SE termin¶o luego de 235 ms., DH tard¶o 3875 ms. Esta diferencia
se hace cada vez m¶as notoria a medida que se consideran grafos de mayor tama~no.

Otra caracter¶³stica importante de nuestros algoritmos es la estrategia imple-
mentada en DH que permite evitar cruces. En la Figura 16.11 se presenta una
situaci¶on en la cual el nodo es atra¶³do en un sentido por su centro y por otro
nodo, y en el otro sentido por dos aristas. Las fuerzas son m¶as o menos seme-
jantes, visto que el centro est¶a con¯gurado para pesar como un nodo m¶as, pero
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Figura 16.9. Ejemplo de grafo donde es dif¶³cil determinar buenos criterios
est¶eticos.

lo que marca la diferencia es la existencia de una arista en el medio que seg¶un en
qu¶e sector del trazado se coloque formar¶a un cruce o dos.

La Figura 16.12 (izq.) muestra el resultado luego de utilizar DH sin considerar
la estrategia para detectar cruces de aristas, mientras que en 16.12 (der.) s¶³ se la
utiliza.

Hay que destacar que este caso no es equivalente al de la Figura 16.7 porque
aqu¶³ no se trata simplemente que el nodo no cruce la frontera sino todo lo contrario,
que la cruce para de esta forma poder disminuir la cantidad de cruces de aristas.

Tambi¶en probamos dise~nar una malla, la cual es una prueba est¶andar en el
¶area de trazado de grafos a la hora de probar nuevos algoritmos. Los resultados,
muy buenos con ambos algoritmos, se muestran en la Figura 16.13. Es importante
ver c¶omo el caso de la malla que para muchos algoritmos es dif¶³cil, en nuestro
contexto es mucho m¶as f¶acil, dado que se posee una gran cantidad de informaci¶on
sobre las posiciones de los v¶ertices, debido a sus regiones.

La Figura 16.14 muestra en un mismo escenario la respuesta de SER2, DHR2

y DH con fuerzas nodo-arista. Es interesante ver la disposici¶on ¯nal. El primer
trazado es el inicial, y el segundo y tercero son los producidos con SER2 y DHR2,
respectivamente. Pese a que estos dos son claramente mejores que el ¶ultimo, ¶este
logra dibujar un tri¶angulo equil¶atero, pero como no posee ning¶un sistema de de-
tecci¶on de bordes tiende a irse hacia alguno de ellos y no poder solucionarlo.

Aparte de los algoritmos que presentamos para trabajar con regiones que sean
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Figura 16.10. Soluciones de SE con fuerza nodo-eje (arriba izq.), SER2 (arriba
der.) y DHR2 (abajo).



172

Figura 16.11. Nodo atra¶³do por su centro y por aristas opuestas.

Figura 16.12. Resultado no detectando cruces (a) y detect¶andolos (b).

Figura 16.13. Malla de 4 £ 4 utilizando SE-R2 (a) y DH-R2 (b).
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Figura 16.14. Triangulaci¶on utilizando SE-R2, DH-R2 y SE con fuerzas nodo-
arista.
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Figura 16.15. Ejemplo de trazado donde las regiones son segmentos, usando los
algoritmos SER2 (a), DHR2 (b), KKAdaptado (c) Y KKParabola (d).

pol¶³gonos o discos, tambi¶en hemos presentado algoritmos para trabajar en re-
giones que son segmentos. A continuaci¶on mostramos un ejemplo de los resultados
obtenidos probando todos los algoritmos propuestos para segmentos.

Es interesante ver como pese a que todos los resultados son muy similares, la
diferencia de tiempo de c¶omputo es signi¯cativa. Mientras que los tres primeros
tardaron 125 ms, 62 ms y125 ms, respectivamente, el cuarto tard¶o s¶olo 15 ms. Esto
se debe a que la forma de procesar de este ¶ultimo, que aproxima las funciones de
energ¶³a con par¶abolas, es mucho m¶as e¯ciente que la de los otros. Si bien ¶este es
un ejemplo peque~no, ilustra la diferencia que se har¶a m¶as evidente a medida que
los grafos aumenten su tama~no.

Por ¶ultimo a modo de ejemplos de dimensiones m¶as reales, mostraremos un
grafo que representa a la Rep¶ublica Argentina (Figura 16.16) con determinada
relaci¶on entre provincias y uno de Espa~na (Figura 16.17) considerando las au-
tonom¶³as como regiones.

Los resultados de estos casos son mas dif¶³ciles de analizar visto la cantidad de
aristas y las grandes limitaciones dadas por las regiones, pero es muy interesante
ver como en el caso de Argentina, pese a que se comienza con el nodo de Buenos
Aires provocando muchos cruces de aristas, con ambos algoritmos esto se intenta
solucionar, logr¶andose mejores resultados con SER2 que logr¶o anularlos en su
mayor¶³a. El caso de Espa~na es m¶as dif¶³cil de determinar si el trazado es mejor
visto que no se realizaron muchos cambios debido a la buena posici¶on inicial y las
grandes limitaciones de las regiones.

16.2. Tiempos de ejecuci¶on

Aunque nuestro objetivo es presentar nuevos algoritmos que permitan encarar
el problema de los nodos restringidos a regiones, sin profundizar en la optimizaci¶on
de rendimiento que se puede hacer, para resaltar las diferencias relativas en tiempo
de ejecuci¶on de nuestros algoritmos y los cl¶asicos, presentamos los tiempos de las
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Figura 16.16. Ejemplo de un mapa de Argentina con SE-R2 (medio) y DH-R2

(der.).

Figura 16.17. Ejemplo de Espa~na utilizando SE-R2 (medio) y DH-R2 (der.).
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pruebas anteriores, recalcando que todas las implementaciones fueron hechas sin
ning¶un tipo de optimizaci¶on en los algoritmos.

Se muestran tiempos de corrida de los algoritmos DH y SE con el ¶unico agre-
gado de las limitaciones en las posiciones, y de nuestros algoritmos DHR2 y SER2,
todos de acuerdo a nuestra implementaci¶on en Java.

Los resultados de tiempo (en milisegundos) de las pruebas { por orden de
aparici¶on { son los siguientes:

DH SE DHR2 SER2

Prueba Figura 16.4 172 360 172 187
Prueba Figura 16.6 219 219 203 422
Prueba Figura 16.7 141 219 172 182
Prueba Figura 16.10 3735 641 3875 235
Prueba Figura 16.13 13468 812 14141 797
Prueba Figura 16.14 109 156 172 266

Prueba mapa Argentina 33953 891 33468 188
Prueba mapa Espa~na 11297 610 12375 204

Los resultados fueron medidos en una computadora Pentium 4 2,8Ghz. Es im-
portante notar c¶omo en los grafos de peque~no tama~no los tiempos de ejecuci¶on
son similares, mientras que en los casos de mayor cantidad de nodos la diferencia
entre SE y DH empieza a ser cada vez m¶as notoria. Tambi¶en es importante se~nalar
que nuestros algoritmos, a pesar de que consideran varios criterios est¶eticos m¶as,
no son mucho m¶as lentos que los originales, e inclusive en algunos casos son m¶as
r¶apidos. Esto se atribuye a que debido a los criterios est¶eticos adicionales consid-
erados se restringe de forma efectiva el espacio de b¶usqueda, lo cual permite que
la convergencia se alcance m¶as r¶apidamente.
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Cap¶³tulo 17

Conclusiones

17.1. Conclusiones
Este trabajo ha sido estructurado en dos partes bien de¯nidas. Se present¶o por

un lado una revisi¶on del estado del arte de los m¶etodos de trazado de grafos dirigi-
dos por fuerzas, y por el otro un conjunto de algoritmos para el problema concreto
de c¶omo trazar grafos cuando los v¶ertices representan regiones geogr¶a¯cas.

La primera parte del trabajo es un relevamiento minucioso del estado del arte
del trazado de grafos mediante m¶etodos dirigidos por fuerzas. El mismo constituye
un valioso marco de referencia para futuros trabajos, as¶³ como tambi¶en sirve como
material de consulta para quienes necesiten implementar algoritmos de trazado de
grafos para grafos generales, y/o que necesiten adaptar los algoritmos existentes
a sus necesidades puntuales.

La segunda parte provee soluciones efectivas para el problema de tener grafos
con v¶ertices que representan regiones geogr¶a¯cas. El an¶alisis que se presenta del
problema logra identi¯car qu¶e es lo que se busca (criterios est¶eticos) en este tipo
de trazados. Los algoritmos que proponemos, todas extensiones de los algoritmos
cl¶asicos, permiten lograr trazados con las caracter¶³sticas buscadas.

Los criterios que hacen que un trazado sea mejor que otro son sin duda sub-
jetivos, pero creemos que los resultados que se han obtenido muestran que los
algoritmos aqu¶³ propuestos apuntan en la direcci¶on correcta. Si bien todav¶³a hay
mucho por mejorar (algunas ideas se dan m¶as adelante), los avances en la calidad
de los trazados que se han logrado con los algoritmos aqu¶³ presentados constituyen
un logro importante, ya que superan ampliamente a los que se pod¶³an lograr hasta
ahora.

17.2. Contribuciones principales
Ambas partes de este trabajo contienen contribuciones de valor. La primera

parte constituye un relevamiento y an¶alisis del estado del arte de los algoritmos
dirigidos por fuerzas. Es la primera revisi¶on que se concentra exclusivamente en la
familia de t¶ecnicas m¶as usada para el trazado de grafos { los dirigidos por fuerzas.
La misma es un aporte valioso al ¶area del trazado de grafos, ya que:

Abarca todos los trabajos relevantes sobre el tema. Se revisan todos los
algoritmos importantes publicados hasta el momento, present¶andolos con
claridad y con un nivel de profundidad su¯ciente como para poder llevarlos
a la pr¶actica, pero sin entrar en detalles innecesarios que ensombrecen la
esencia de los m¶etodos. A la vez, se muestra la evoluci¶on de los mismos,
ayudando a comprender los existentes y mostrando hacia d¶onde apuntan los
que est¶an por venir.
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Incluye trabajos muy recientes, que hasta ahora no hab¶³an sido analizados,
y que son los que est¶an marcando nuevos rumbos en el trazado de grafos.

Provee una visi¶on consistente, comparativa y transversal del tema. No s¶olo
se presentan los algoritmos, sino que se los sit¶ua en el contexto en el que
son ¶utiles y se los compara con otros similares. Varias secciones (como los
cap¶³tulos 5 y 10) se dedican a dar una visi¶on global sobre aspectos vitales de
los m¶etodos dirigidos por fuerzas, pero que sin embargo suelen ser tratados
s¶olo como temas accesorios en la literatura.

La segunda parte del trabajo se centra en un problema no explorado, el traza-
do de grafos en el que los v¶ertices representan regiones geogr¶a¯cas, y deben re-
stringirse a ellas. Al respecto, en esta tesis:

Se presenta un an¶alisis de este problema, mostrando que los algoritmos
existentes no son su¯cientes para abordarlo, y explicando porqu¶e limitar
cada v¶ertice a su regi¶on no es su¯ciente para obtener trazados de calidad.

Se estudian los criterios est¶eticos que de¯nen cu¶ando un trazado de estas
caracter¶³sticas es bueno. Se revisan los existentes y se proponen dos nuevos
criterios est¶eticos (cercan¶³a al centro y lejan¶³a de los bordes) para este prob-
lema en el que cada v¶ertice representa una regi¶on geogr¶a¯ca.

Se proponen algoritmos para obtener trazados que se ajusten a estos nuevos
criterios. Se presentan fuerzas y potenciales para extender dos de los algorit-
mos cl¶asicos m¶as usados, el spring embedder y DH, que responden expl¶³cita-
mente a cada uno de los nuevos criterios.

Se propone un nuevo potencial para evitar cruces de aristas, que no s¶olo
penaliza los cruces sino que gu¶³a al algoritmo de Simulated Annealing para
deshacer algunos tipos de cruces muy comunes, usando el v¶ertice m¶as cercano
al cruce. El potencial propuesto es ¶util no s¶olo para cuando hay regiones,
sino para el problema general de trazado de grafos.

Se propone una nueva fuerza para evitar que los nodos se superpongan con
las aristas (SET). El criterio que ataca no es propio del problema de regiones,
sino que tambi¶en se encuentra presente en el problema de grafos generales.

17.3. Trabajo futuro
En lo que respecta a la primera parte de este trabajo, hay dos aspectos im-

portantes donde creemos que se puede avanzar. Por un lado nos hubiera gustado
dedicar m¶as espacio a algunos algoritmos (como los mencionados en el cap¶³tulo 12,
y muchos otros que no fueron nombrados) que nos parecieron valiosos pero que por
limitaciones de tiempo y espacio no fue posible cubrir con profundidad. Tambi¶en
creemos que ser¶³a importante no s¶olo limitar la b¶usqueda de trabajos relevantes a
los publicados en las publicaciones especializadas, sino intentar abarcar tambi¶en
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paquetes de software comerciales que usan trazado de grafos. Es un hecho que la
visualizaci¶on de grafos surge en muchos ¶ambitos durante el desarrollo de distintos
tipos de software y muchas veces se crean algoritmo ad-hoc muy buenos que nun-
ca llegan a ser publicados. Debido a la °exibilidad de los algoritmos dirigidos por
fuerzas, es posible que existan muchas adaptaciones y extensiones relevantes sin
publicar.

Otro trabajo que es necesario es realizar una comparaci¶on experimental de
los distintos algoritmos, especialmente de los de los ¶ultimos a~nos. La ¶unica pub-
licaci¶on importante al respecto es [BHR95], y s¶olo incluye a algunos de los al-
goritmos cl¶asicos. A pesar de esto es citada muy a menudo debido a ser casi la
¶unica existente. Realmente hace falta una nueva comparaci¶on que compare algo-
ritmos de distintos tipos, por ejemplo, algoritmos para clusters, algoritmos para
grafos din¶amicos, y en particular una para algoritmos para grafos grandes ser¶³a
un inmenso aporte.

En lo que respecta a la segunda parte, el hecho de estudiar un problema casi
inexplorado nos deja con un sinf¶³n de cosas que hubi¶eramos querido hacer o probar.
Aqu¶³ listamos las principales.

Optimizaci¶on de los algoritmos. Como ya se ha comentado anteriormente,
en ninguna de las implementaciones de nuestros algoritmos consideramos primor-
dial la e¯ciencia. Nuestro trabajo se centr¶o en dar soluciones algor¶³tmicas a un
problema particular (para el cual no exist¶³an algoritmos), e implementarlos para
mostrar los resultados que se pueden alcanzar. Aun as¶³ pensamos que hay muchas
formas de mejorar los tiempos que hemos obtenido. Una de las cuestiones a op-
timizar es el c¶alculo de las fuerzas repulsivas entre nodos, porque al igual que
cuando s¶olo se consideran los nodos cercanos para calcular la repulsi¶on, en nuestro
problema particular las mismas regiones hacen que los movimientos se encuentren
limitados, haciendo que los nodos de regiones lejanas nunca in°uyan mucho en ese
tipo de fuerza. Un concepto que no hemos explotado y que servir¶³a con este ¯n es
la \distancia entre regiones". Para las fuerzas repulsivas podr¶³an s¶olo tenerse en
cuenta los nodos de las regiones vecinas o de aquellas que se encuentran a lo sumo
a una distancia menor a cierto umbral.

Otros aspectos donde se puede optimizar es en las operaciones geom¶etricas
relacionadas con las regiones, como el c¶alculo del centroide. Nuestra forma de cal-
cularlo es la m¶as inmediata y no hemos profundizado en optimizarlo, pero creemos
que se podr¶³a hacer de forma m¶as e¯ciente, lo cual es un factor importante en nue-
stros algoritmos debido a que el orden de complejidad se encuentra multiplicado
por un factor de cantidad de v¶ertices de las regiones. Otras operaciones geom¶etri-
cas como las proyecciones sobre las regiones tambi¶en pueden ser hechas de forma
m¶as e¯ciente.

Grafos grandes. Los algoritmos presentados en este trabajo no se escalan
bien a grafos de miles de nodos, ya que tienen la complejidad de los algoritmos
cl¶asicos dirigidos por fuerzas (que tampoco escalan). Si bien en el caso general
de trazado de grafos es clara la necesidad de algoritmos para grafos grandes, en
nuestro problema no parece ser tan evidente. Sin duda que puede haber grafos de
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regiones muy grandes que necesiten ser visualizados. Pero recordemos que en el
caso del trazado general, el principal objetivo de los algoritmos para grafos grandes
es visualizar la estructura global del grafo. Sin embargo, cuando los v¶ertices son
regiones con un ¶area bien delimitada, la estructura global ya est¶a ¯ja de antemano,
y el algoritmo intenta mostrar de mejor manera las relaciones entre las regiones.
Es por esto que nos cuesta encontrar instancias, con sentido, del problema con
regiones donde los grafos puedan ser tan grandes.

Por otro lado, si lo que se necesita es ver el trazado \en detalle", las ideas de la
secci¶on anterior para aproximar el c¶alculo de las fuerzas repulsivas podr¶³an usarse
para trabajar s¶olo con sectores del grafo, evitando trabajar con muchos nodos al
mismo tiempo.

Otros tipos de regiones. Creemos que hay una gran cantidad de trabajos
que se podr¶³an continuar a partir de ¶este. Ejemplos de estos son el an¶alisis de
regiones m¶as particulares para poder encontrar nuevos comportamientos o criterios
est¶eticos. Un ejemplo importante es el de las regiones c¶oncavas. Analizando estas
regiones concluimos que su comportamiento di¯ere ampliamente del de las regiones
convexas, ya que debido a que los algoritmos tipo spring embedder hacen b¶usqueda
local, es posible que haya sectores de las regiones a los que nunca se acceda debido
a que son necesarias movidas en subida.

Una primera forma de aplicar nuestros algoritmos ser¶³a considerando la envol-
vente convexa de la regi¶on y luego encontrar alguna funci¶on que proyecte el resul-
tado a la verdadera regi¶on. Esto evitar¶³a el problema antes mencionado, aunque
se corre el riesgo de no poder proyectar de manera adecuada el punto ¶optimo en
la envolvente convexa a la regi¶on c¶oncava.

Otro caso que consideramos podr¶³a ser interesante es el caso en el cual las
regiones se solapan. Hemos probado nuestros algoritmos y en muchos casos dan
buenos resultados, pero ser¶³a importante antes de pensar un algoritmo para este
problema hacer un an¶alisis de sus criterios est¶eticos propios, porque seguramente
diferir¶an de los que hemos estudiado (ej. podr¶³a ser que las ¶areas con mayor can-
tidad de intersecciones atraigan o repelan al nodo). Junto con este problema se
puede ver uno casi opuesto y es que las regiones sean una partici¶on del plano.
Este es un problema muy interesante visto que tiene una asociaci¶on directa con
casi cualquier mapa real. Muchas de nuestras pruebas se han hecho sobre casos de
este tipo, pero ninguno de los algoritmos optimiza con esta informaci¶on. Es intere-
sante explorar si se pueden lograr algoritmos mejores que utilicen expl¶³citamente
el hecho de que las regiones forman una partici¶on.

Trazado inicial. Otro aspecto del problema que no consideramos fue el traza-
do inicial. Es sabido que determinar el trazado inicial es un paso muy importante
(hemos dedicado un cap¶³tulo entero a esto en la primera parte). Sin embargo,
nosotros decidimos considerar un trazado al azar1que, como se ha visto, es lo que
se usa en la mayor¶³a de los casos. Igualmente es muy interesante en nuestro caso
porque existe cierta informaci¶on sobre la posici¶on de los nodos que en otros casos
no la hay, y esto se debe a que sabemos que representan regiones, y que deben

1El trazado inicial que se usa es al azar dentro de la regi¶on de cada v¶ertice.
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estar dentro. El trazado inicial m¶as intuitivo ser¶³a colocar todos los nodos en sus
respectivos centros de regi¶on, pero no podemos garantizar que esto traiga mejores
resultados (en un principio no nos parece que as¶³ sea) y como no lo hemos estu-
diado en profundidad se pre¯ri¶o no incluirlo en este trabajo. Una posible variante
de esta idea podr¶³a ser que el nodo se encuentre a una distancia r de su cen-
tro, de¯niendo r al azar con cierta distribuci¶on de probabilidad. De esta forma se
podr¶³a dar m¶as importancia al centro pero evitando caer siempre en los mismos
¶optimos locales.

Fuerzas angulares. Otras fuerzas que estudiamos son las fuerzas angulares.
Es un criterio est¶etico importante en el trazado de grafos maximizar los ¶angulos
que forman las aristas incidentes a un mismo v¶ertice. En nuestro caso particular
tambi¶en creemos que es muy importante, pero es una cuesti¶on delicada. Si un nodo
se encuentra conectado por dos aristas claramente en el problema general lo m¶as
est¶etico es que se encuentren a 180 grados, pero si las regiones se encuentran en
forma de tri¶angulo podr¶³a preferible que el ¶angulo no sea ese. Esto lleva a la idea de
que hay cierta relaci¶on entre el ¶angulo ideal de las aristas y el de los centros de las
regiones correspondientes. Creemos que profundizar en criterios que contemplen
¶angulos puede ser uno de los trabajos futuros m¶as fruct¶³feros, al menos en lo que
respecta a mejorar la calidad de los trazados.

Otros puntos centrales. Ser¶³a interesante probar los resultados que se ob-
tienen al considerar otros centros, como podr¶³a ser el punto tal que minimiza
la suma de las distancias a los v¶ertices, o el centro de la mayor circunferencia in-
scripta, entre otros. La gran cantidad de centros existentes deja abierto un enorme
campo de pruebas a realizar. Es importante notar que algunos centros son dif¶³ciles
de calcular, as¶³ que se debe tener cuidado de no considerar alguno que termine
haciendo que el c¶alculo del centro sea m¶as costoso que el algoritmo en s¶³ mismo.

Otros. Se puede ver que salvo DHR2 y el trazado inicial, todos nuestros aportes
son determin¶³sticos. Hay ciertos aspectos que podr¶³an tener un factor estoc¶astico
pero debe ser estudiado con mucho cuidado antes de hacerlo.

Aparte de todas las ideas que quedan por explorar gracias a ser un problema
poco tratado, tambi¶en se pueden mejorar muchas cosas de nuestros propios algo-
ritmos. Tal es el caso de SET que consideramos que podr¶³a solamente triangular
con las aristas que se encuentren a una distancia menor que cierto umbral r. El
orden de complejidad no se ver¶³a afectado pero creemos que puede favorecer a la
est¶etica del grafo.

Dentro de los posibles trabajos a futuro, otro es probar qu¶e resultados se pueden
obtener con diversos valores de λ para DHR2 (en la distancia de compromiso). En
nuestras pruebas dio los mejores resultados usar λ = 0, 5, pero pueden existir
familias de grafos o de regiones para los cuales cierto valor se comporte mejor que
otro. Es importante notar que as¶³ como en el problema general se buscan familias
de grafos, en nuestros problema es mayor la diversidad de casos, visto que existen
familias de grafos y familias de regiones asociadas, lo cual hace que las posibles
entradas para el algoritmo sean muchas m¶as.
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Ap¶endice A

Implementaci¶on de los algoritmos

Este ap¶endice tiene como objetivo explicar el funcionamiento del programa
realizado en Java que implementa todos los algoritmos propuestos y algunos de
los cl¶asicos (para poder comparar).

La aplicaci¶on fue construida en base a la herramienta de dominio p¶ublico VGJ
(Visualizing Graphs with Java)1. La misma provee un entorno en Java que permite
el ingreso de grafos, junto a algunos algoritmos de trazado. La aplicaci¶on que
presentamos con la implementaci¶on de nuestros algoritmos mantiene la interfaz
gr¶a¯ca de VGJ, pero se ha quitado todo lo que no se aplica a nuestro problema
de trazado de grafos con regiones, de la misma forma que se agreg¶o todo lo que
fue necesario para permitir el ingreso de las regiones y la con¯guraci¶on de los
algoritmos.

El programa est¶a encapsulado en un archivo .jar (TGrafosConRegiones.jar) y
requiere tener instalada la m¶aquina virtual de Java (J2SE JRE)2. El programa en
s¶³ mismo no requiere ning¶un tipo de instalaci¶on. Para iniciarlo hay que \ejecutar"
el archivo .jar (que debe estar asociado con la m¶aquina virtual de Java).

A continuaci¶on explicaremos brevemente c¶omo utilizar la aplicaci¶on. El pro-
grama se ve como se presenta en la Figura A.1.

El panel de la derecha (1) es un ¶area en blanco donde se pueden dibujar los
grafos para probar los algoritmos o guardarlos en formato GML. El panel de la
izquierda (2) consta de 5 opciones que describiremos a continuaci¶on:

1. Create Nodes permite crear nuevos nodos con s¶olo hacer clic en el ¶area de
dibujo.

2. Create Edges permite crear aristas haciendo clic en un nodo ya existente y
luego clic en otro nodo existente. De esta forma se genera una arista entre
ambos nodos.

3. Select Nodes permite seleccionar un nodo para operar sobre ¶el. Al momento
de seleccionarlo se puede ver en la barra de estado (3) la posici¶on actual del
nodo seleccionado y su nombre interno.

4. Select Edges permite seleccionar una arista para poder operar sobre ella.

5. Select Nodes or Edges permite seleccionar de forma indistinta un nodo o una
arista para operar sobre ellos.

1La herramienta VGJ puede descargarse gratuitamente desde
http://www.eng.auburn.edu/department/cse/ research/graph drawing/vgj.html.

2Disponible para bajar en http://java.sun.com.
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Figura A.1. Pantalla principal de la aplicaci¶on.

Las operaciones v¶alidas sobre un objeto seleccionado no son muchas pero son
las necesarias para trabajar. ¶Estas se detallan en la siguiente tabla:

Acci¶on Forma de realizar la acci¶on
Eliminar Presionando la tecla SUPR.
Mover Arrastrando con el mouse.
De¯nir regi¶on disco Presionando la tecla D e indicando el radio con

el mouse, al hacer clic el disco queda de¯nido.
De¯nir regi¶on pol¶³gono Presionando la tecla P y haciendo clic donde

se desea ubicar cada v¶ertice. Para ¯nalizar pre-
sionar ESC.

No existe un m¶etodo directo para ingresar regiones en forma de segmentos,
pero esto es debido a que los segmentos se ingresan como un pol¶³gono de s¶olo dos
v¶ertices.

Es importante notar que al crear un nuevo nodo autom¶aticamente se lo crea
con una regi¶on circular de cierto radio. Esto se debe a que todos nuestros algorit-
mos propuestos tienen como precondici¶on que todo nodo debe tener asignada una
regi¶on, y se tom¶o esa como regi¶on predeterminada.

Por ¶ultimo, la parte (4) del panel izquierdo sirve para realizar zoom y de esta
forma poder visualizar mejor los grafos.
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El programa consta de tres men¶ues. El primer men¶u (Archivo) permite abrir y
guardar archivos en formato GML, los cuales contienen informaci¶on de grafos an-
teriormente realizados. Esto permite poder generar pruebas y luego almacenarlas
para su posterior uso. Cuando se guarda un archivo GML autom¶aticamente se
genera un archivo .rgn que guarda las regiones asignadas para el grafo guarda-
do. Otras dos opciones que se pueden encontrar en el men¶u son \Cargar imagen
de fondo..." que permite poner de fondo una imagen para de esta forma mostrar
el grafo de una forma m¶as amena y cercana a su contexto (ej. en el ejemplo de
Argentina (Figura. 16.16) podr¶³a ponerse de fondo un mapa real de la Rep¶ubli-
ca Argentina). Esta opci¶on tambi¶en fue usada para poder dibujar los mapas. La
¶ultima opci¶on permite exportar el trazado del grafo a formato Postscript (usado
para generar las im¶agenes de este trabajo).

El siguiente men¶u { \Algoritmos" { contiene los algoritmos m¶as importantes
presentados en este trabajo. Desde ah¶³ se puede seleccionar un algoritmo random,
c¶omodo para generar casos de prueba, SE tal como fue presentado en la secci¶on
4.1, SET , nuestro algoritmo de triangulaci¶on presentado en la secci¶on 15.5, DH
presentado en la secci¶on 4.5, SER2 y DHR2 como fueron descriptos en la secci¶on
15.6. Finalmente, los dos algoritmos espec¶³¯cos derivados de KK para regiones
que son segmentos: KK para segmentos aproximando con una par¶abola, y KK
adaptado para segmentos (usando las derivadas y Newton-Raphson), como se los
explic¶o en la secci¶on 15.7.

El ¶ultimo men¶u es donde se pueden con¯gurar todos los par¶ametros que se
comentaron en este trabajo ingresando en la opci¶on \De¯nir par¶ametros" y mod-
i¯cando los valores de la ventana que se muestra en la Figura A.2.

Todos los par¶ametros que se pueden ingresar son num¶ericos, lo cual permite
que si se desea no utilizar alguna fuerza o alg¶un potencial, se le puede asignar 0 a
su peso asociado en los par¶ametros. Aunque todos los par¶ametros de los algoritmos
fueron explicados a lo largo de este trabajo, describiremos brevemente cada uno.
Los par¶ametros se encuentran divididos en tres grupos.

Par¶ametros generales, comunes a todos los algoritmos

\Porcentaje m¶³nimo de cambio para continuar": Si la funci¶on de costo no se
reduce en al menos el porcentaje indicado, el algoritmo ¯naliza.

\Umbral para corte": Valor absoluto m¶³nimo que debe valer la funci¶on de
energ¶³a. En caso de valer menos, el algoritmo termina.

Par¶ametros propios de DH y DHR2

\T0 - Temperatura inicial": Temperatura con la que comienza el algoritmo.

\Gamma - Fracci¶on con que se reduce la temperatura": Fracci¶on en la que
se va reduciendo la temperatura en cada iteraci¶on.

\Cr - Repulsi¶on entre nodos": Peso del potencial de repulsi¶on de nodos (ver
ecuaci¶on 4.16).
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Figura A.2. Pantalla de con¯guraci¶on de par¶ametros.
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\Ce - Longitud de aristas": Peso del potencial que penaliza las aristas de
gran longitud (ver ecuaci¶on 4.18).

\Cc - Cantidad cruces": Peso del potencial que indica la cantidad de cruces
entre aristas (ver ecuaci¶on 4.19).

\Cen - Distancia nodo-arista": Peso del potencial que penaliza la distancia
entre nodos y aristas (ver ecuaci¶on 4.20).

\Cee - Distancia arista-arista": Peso del potencial que penaliza aristas no
adyacentes cercanas (ver secci¶on 15.3).

\Ccr - V¶ertice m¶as cercano al cruce". Peso del potencial que penaliza la
distancia m¶³nima entre cada cruce y los v¶ertices involucrados (ver secci¶on
15.3).

\Cc - Fuerza Centr¶³peta": Peso del potencial que penaliza la distancia entre
cada v¶ertices y el centro de su regi¶on (ver secci¶on 15.2).

\Peso regi¶on - Peso del potencial que repele los bordes" (ver secci¶on 15.4).

\CdistBorde - Penalizaci¶on borde". Penalizaci¶on de v¶ertices muy cercanos a
los bordes (ver secci¶on 15.4).

\Beta - Velocidad con la que se ignora el potencial de bordes". Factor que
ajusta cu¶an lentamente la energ¶³a de repulsi¶on de bordes disminuye (ver
secci¶on 15.4).

Par¶ametros del spring embedder (SE) y SER2

\C1 - Fuerza del resorte". Constante que regula el peso de las fuerzas atrac-
tivas (ver ecuaci¶on 4.1).

\C2 - Longitud ideal de aristas". Longitud ideal de las aristas (s¶olo se usa
en SE) (ver ecuaci¶on 4.1).

\C3 - Constante de repulsi¶on". Constante que regula el peso de las fuerzas
repulsivas (ver ecuaci¶on 4.2).

\C4 - Longitud del paso". Constante que regula cu¶anto mover cada v¶ertice
(ver algoritmo en secci¶on 4.1).

\M - Cantidad m¶axima de iteraciones". Cantidad m¶axima de iteraciones
(que se combina con los criterios de corte generales).

\Tiempo de refresco de frames". Tiempo de pausa (en milisegundos) entre
cada iteraci¶on del algoritmo. Para ver paso a paso c¶omo evoluciona la corrida
del algoritmo.
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\Fuerza hacia el centroide". Constante que regula el peso de las fuerzas
centr¶³petas (ver secci¶on 15.2).

\Repulsi¶on de las aristas". Constante que regula el peso de las fuerzas de
repulsi¶on entre aristas (ver secci¶on 15.3).

\Lambda para ponderar distancia de compromiso". Par¶ametro que regula el
balance entre la distancia m¶³nima entre regiones y la distancia entre centros
(ver ecuaci¶on 15.1).
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