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CERTIFICACION DE TELEPORTACION CUANTICA EN
ESCENARIOS CON RUIDO: DESARROLLO DE UNA
HERRAMIENTA DE QISKIT PARA ESTIMAR LA DISTANCIA
MEDIA DE TELEPORTACION EN SIMULADORES Y
COMPUTADORAS CUANTICAS

La teleportacién cuéntica es un protocolo fundamental en la computacién cuantica, el
cual permite la transferencia de estados cuénticos entre sistemas distantes. En condicio-
nes ideales, el estado transferido permanece inalterado, pero en aplicaciones précticas, el
ruido ambiental afecta el proceso, alterando el estado recibido. En este trabajo se estudia
el desempenio de la teleportacion cuéntica en escenarios con diferentes tipos y niveles de
ruido. Se evaltian la certificacion cuantica y el rendimiento del protocolo mediante distintas
métricas. Asimismo, se presenta una herramienta basada en Qiskit para estimar experimen-
talmente la distancia media de teleportaciéon en entornos ruidosos. Los resultados obtenidos
en simuladores y computadoras cuanticas reales confirman su correcto funcionamiento.

Palabras claves: Teleportacion cuéntica, ruido cuantico, computacién cuantica, Qiskit,
certificacion de teleportacion.



QUANTUM TELEPORTATION CERTIFICATION IN NOISY
SCENARIOS: DEVELOPMENT OF A QISKIT TOOL TO ESTIMATE
THE AVERAGE DISTANCE OF TELEPORTATION IN
SIMULATORS AND QUANTUM COMPUTERS

Quantum teleportation is a key protocol in quantum computing, allowing the transfer of
quantum states between distant systems. In ideal conditions, the transferred state remains
unchanged; however, in practical applications, environmental noise affects the process,
altering the received state. In this work, the performance of quantum teleportation in va-
rious noisy scenarios is studied, assessing the protocol’s accuracy using multiple metrics.
A Qiskit-based tool is developed to experimentally estimate the average distance of te-
leportation under noisy conditions. Results obtained from simulators and real quantum
computers confirm its correct operation.

Keywords: Quantum teleportation, quantum noise, quantum computing, Qiskit, telepor-
tation certification.
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1. INTRODUCCION

La teleportacion cuéantica |1| es un protocolo fundamental en el campo de la informa-
cion, la comunicacion y la computacion cuantica [2]. El mismo permite transferir el estado
de un sistema cuéntico desconocido a otro sistema alejado en el espacio, utilizando un par
entrelazado previamente distribuido. La imposibilidad de realizar operaciones béasicas de
la teoria de la informacion clasica, como el copiado de informacion |3}, |4], lo convierte en
una herramienta indispensable a la hora de implementar una amplia gama de algoritmos
y técnicas |547].

En el caso ideal, al finalizar el protocolo el estado del sistema receptor es exactamente
igual al estado a transferir. Sin embargo, en aplicaciones reales, las interacciones del par
entrelazado con el ambiente (conocidas como ruido) afectan su funcionamiento, causando
que el sistema receptor exhiba un estado tipicamente diferente al del emisor. Es por esto
de gran interés el estudio del comportamiento del protocolo de teleportaciéon cuéntica bajo
distintos escenarios de ruido [811].

Desde su primera realizacion experimental en 1997 [12], se han logrado avances signifi-
cativos en su implementacion, tanto en la extension de las distancias entre los sistemas [13],
como en el uso de redes urbanas de fibras 6ptica para la distribucién del canal de comuni-
cacion cuantico |14, |15]. Asimismo, gran parte de dichos avances se enfocaron en mejorar la
eficacia de la implementacién del protocolo. No obstante, la evaluaciéon de su rendimiento
resulta no ser un problema trivial.

Historicamente, se utilizdé una figura de mérito basada en la fidelidad entre estados
cuanticos no solo para cuantificar la eficacia de un protocolo dado, sino para otorgarle cer-
tificacién cuantica; la cual ocurre cuando el rendimiento del protocolo supera su contraparte
clasica dada por el protocolo 6ptimo de tipo “medir y preparar” |16} [17]. Recientemente, se
han introducido otras figuras de mérito basadas en diferentes nociones de distancias entre
estados cuanticos [18] y se demostrd que diferentes métricas certifican de forma contradic-
toria un mismo protocolo [19]. Esto nos indica que el criterio utilizado hasta ahora no es
universal y que cada figura evalaa distintos aspectos del rendimiento de un protocolo dado.

En este trabajo se lleva a cabo un estudio sistematico del comportamiento del protocolo
afectado por distintos tipos de ruidos generalmente encontrados en escenarios reales, em-
pleando diferentes métricas para observar como varia su rendimiento y certificacién. Como
parte de dicho estudio se amplia lo sabido hasta el momento sobre fenémeno conocido como
“combatir ruido con ruido” [10] y se discute el rol del entrelazamiento en la certificacion de
un protocolo. Asimismo, se presenta una herramienta de codigo abierto [20] que permite
estimar experimentalmente la distancia media de teleportaciéon para cualquier protocolo
ruidoso y cualquier funcion de distancia utilizando Qiskit [21]. El correcto funcionamiento
de la misma es evaluado ejecutandola tanto en simuladores como en computadoras cuén-
ticas reales y contrastando sus resultados con los valores tebricos esperados.



2. MARCO TEORICO

2.1. Introduccion a la mecanica cuantica

La mecénica cuantica es esencialmente un marco matemético, un conjunto de reglas
que permiten el desarrollo de teorias de la fisica tales como la teoria cuantica de campos
y la electrodinamica cuantica. Como con toda teoria, comenzamos con un conjunto de
axiomas o postulados, a partir de los cuales se desarrollaran teoremas, algoritmos, proto-
colos, técnicas y métodos. A diferencia de algunas teorfas embleméticas como las de la
relatividad especial y general de Einstein o la ley de gravitacién universal de Newton, la
concepcion de la teoria de la mecénica cuantica no se reduce a una publicacién de un so-
lo autor. Por el contrario, fue el resultado de décadas de desarrollo en conjunto, iniciado
en 1900 cuando Max Planck describié por primera vez la energia de la radiaciéon térmica
en quanta, o cantidades discretas [22]|. La teoria carecia de un formalismo unificado que
abarque todos los hallazgos hechos en el campo hasta que, a principios de la década de
1930 y gracias a los aportes de Dirac, Hilbert y von Neumann, se consolidaron varios de los
fundamentos matematicos que se utilizan hoy en dia en el estudio de la mecénica cuantica.
Este formalismo matemaético utiliza el lenguaje del dlgebra lineal, por lo que es necesario
poseer conocimientos basicos sobre el estudio de los espacios vectoriales para comprender
los postulados de esta teoria y sus subsiguientes resultados.

En su trabajo Fundamentos Matemdticos de la Mecdnica Cudntica de 1932 |23|, John
von Neumann describié por primera vez de forma rigurosa a la mecanica cuéntica como
una teoria de operadores hermiticos y espacios de Hilbert. En este formalismo los sistemas
fisicos se caracterizan en términos de los llamados estados, los observables y su dinamica.
En los postulados del proximo apartado trazaremos los paralelismos correspondientes entre
estas caracterizaciones y las herramientas matematicas que las modelan.

Existen varias formulaciones equivalentes para referirse al estado y comportamiento de
los sistemas cuanticos, las cuales pueden llegar a ser de més o menos utilidad a la hora de
estudiar distintos aspectos de la teoria. Las dos formas canoénicas para describir un estado
cuéntico son a través del uso del vector de estado y la matriz densidad, que corresponden
a vectores en un espacio de Hilbert y a operadores positivos con traza igual a uno sobre
dicho espacio, respectivamente.

Antes de comenzar con la enumeracion de los postulados, es conveniente introducir la
notacién estandar que se utiliza en el campo, llamada notacion de Dirac:

Notacién Descripcién
1) Vector. También llamado ket
(Y] Vector dual. También llamado bra
(o|v) Producto interno entre los vectores |¢) y 1)
|p) @ ) Producto tensorial entre los vectores |¢) y |¢)
|#) |) Notacién abreviada para |¢) ® [1))
|p1)) Notacion abreviada para |¢) ® |1)
A* Conjugado complejo de la matriz A
Af Conjugado complejo o adjunto de la matriz A. AT = (AT)*
(9| A1) | Producto interno entre |¢) y A |¢)). Idem entre AT |¢) y |4)).
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2.1.1. Postulados de la mecanica cuantica

En esta seccién reproduciremos los postulados fundamentales de la mecanica cuéntica,
tal como se presentan en el libro de Nielsen y Chuang [24]. Estos establecen una conexion
entre el mundo fisico y el formalismo matematico de la mecéanica cuantica.

El primer postulado de la mecanica cuantica define el marco donde esta teoria se
desarrolla: el espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial sobre ntimeros complejos
con un producto interno. En este espacio, los estados cuénticos pueden representarse tanto
por vectores como por operadores densidad, lo que permite describir sistemas puros y
mixtos de manera generalizada.

Postulado 1. Cada sistema fisico aislado estd asociado a un espacio de Hilbert, conocido
como el espacio de estados. El estado del sistema es representado por un operador p positivo
con traza igual a 1 que actia en dicho espacio, llamado operador densidad. Si un sistema
estd en el estado p; con probabilidad p;, entonces su operador densidad es )y, p;p;.

La geometria del espacio de estados cuénticos corresponde a la de un conjunto convexo,
en cuyo borde se encuentran los llamados estados puros, que satisfacen p? = p y pueden
ser expresados alternativamente como vectores en el espacio de Hilbert. Estos estados son
aquellos que se conocen con exactitud, por lo que la informacién que aportan es maxima.
Por otro lado, en el interior de dicho espacio se encuentran los estados mixtos, los cuales
son combinaciones convexas de estados puros.

El segundo postulado explica la dinamica de los sistemas cuanticos, es decir, como se
comportan las transformaciones que sufren en un intervalo de tiempo determinado.

Postulado 2. La evolucion de un sistema cudntico cerrado es descrita por UpUt = pf,
donde p es el estado del sistema en el instante t1, p’ es el estado del sistema en el instante
to y U es un operador unitario que depende unicamente de t1 y to

Si bien, en términos generales, ningun sistema es cerrado (salvo el universo mismo),
existen diversos escenarios de interés donde es una aproximacion suficientemente buena
describir un sistema como si lo fuese.

Es evidente que esta formulaciéon del postulado describe el paso del tiempo en inter-
valos discretos lo cual, para el alcance de este trabajo, resulta suficiente. No obstante, es
importante destacar que existe una versién mas refinada de este postulado que explica la
evoluciéon de un sistema cuéntico en tiempo continuo, llamada ecuacion de Schridinger,
que depende de una constante fisica determinada experimentalmente llamada constante de
Planck y de un operador H llamado Hamiltoniano del sistema.

A la hora de realizar un experimento, resulta logico que luego de evolucionar un sistema
mediante operadores unitarios se desee observar la propiedad de interés que este exhibe.
En la mecanica cuantica la medicién es un proceso irreversible que le asigna un valor
real a un sistema cuéntico, a su vez interactuando con este, de manera que deja de ser
cerrado. El tercer postulado define el comportamiento y las repercusiones de este proceso
que transforma el sistema de manera tal que los operadores unitarios ya no son suficientes
para describir su evolucién.

Postulado 3. Las mediciones de un sistema cudntico estdn descritas por un conjunto de
operadores { My} que actian en el espacio de estados del mismo llamados operadores de
medicion, donde el indice m hace referencia a los posibles resultados de la medicion en el
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experimento. Sea p el estado del sistema inmediatamente antes de efectuar la medicion,
entonces la probabilidad de que se obtenga el resultado m estd dada por la ecuacion

p(m) = tr(M], Mpp), (2.1)

y el estado del sistema inmediatamente después de la medicion es

T
M. (2.2)
tr( My M, p)
Los operadores de medicion deben satisfacer la ecuacion de completitud
> MMy, =1. (2.3)
m

La ecuaciéon de completitud expresa el hecho de que las probabilidades deben sumar
uno, y es equivalente a que valga para todo p la siguiente ecuacion:

1= p(m) = 3 (M, Myup). (2.4)

Existe también una version especial del Postulado 3 que describe un tipo de medicién
llamada medicion proyectiva, la cual provee una mayor comodidad a la hora de hacer
célculos en varias de las aplicaciones de la computacion en informacioén cuéntica, siendo
a su vez equivalente al postulado general de medicion (siempre y cuando se le otorgue la
posibilidad de efectuar transformaciones unitarias). Este tipo de medicion se define de la
siguiente manera:

Mediciones Proyectivas. Una medicion proyectiva es descrita por un observable, M, un
operador hermitico en el estado de espacios del sistema observado. El observable posee una
descomposicion espectral

M =Y "mPp, (2.5)

donde P, es el proyector sobre el autoespacio de M con autovalor m. Los posibles resultados
de la medicion corresponden a los autovalores m del observable. La probabilidad de obtener
el resultado m de la medicion del estado p estd dada por

p(m) = tr(Pnp), (2.6)
dejando al sistema medido en el estado

PpP,
LmpPlm (2.7)
p(m)
Una de las ventajas de las mediciones proyectivas es su facilidad para calcular los valores
medios de mediciéon de un estado con respecto a un observable:

E(M) = tr(pM). (2.8)

Pocos son los casos en los que pretendemos estudiar s6lo un sistema cuantico. El altimo
postulado nos otorga la herramienta que precisamos para describir sistemas compuestos
por més de un sistema fisico, lo cual resulta indispensable para modelar algoritmos y
procedimientos tales como la teleportacion cuantica.
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Postulado 4. El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial
de los espacios de estados que lo componen. Luego, si disponemos de los sistemas numerados
del 1 aln y el i-ésimo sistema estd preparado en el estado p;, entonces el estado conjunto
del sistema compuesto es p1 @ p2 ® ... ® pn

A la hora de estudiar sistemas compuestos, frecuentemente nos vemos en la necesidad
de describir los subsistemas que lo componen. Es en estos casos cuando mas 1til resulta la
matriz densidad como forma de representacion, ya que nos permite utilizar una herramienta
de suma utilidad llamada operador densidad reducido. Sean Ay B sistemas fisicos descritos
por el operador densidad pAB. Luego, el operador densidad reducido para el sistema A esta
definido por

pt = tep(p??), (2.9)

donde trp es un mapa de operadores conocido como la traza parcial sobre el sistema B. A
su vez, esta se define como

trp(lar) (az| @ [br) (b2]) = |ar) {aa| tr(|b1) (ba)- (2.10)

2.1.2.  Qubit

El quantum bit o qubit es la unidad bésica de informacién en las dreas de computacién
cuantica e informacién cuantica. Se trata del sistema cuantico més simple posible ya que
su espacio de estados consta de dos dimensiones, por lo que podemos representar el estado
de un qubit como un vector unitario en C2.

Para describir un qubit es necesario primero elegir una base en el espacio de estados.
Usualmente se suele pensar en términos de la llamada base computacional, la cual esta
compuesta por los estados |0) y |1) que, a su vez, corresponden a los vectores (1,0) y (0, 1),
respectivamente. Una vez elegidos los estados que conformardn nuestra base, podemos
crear combinaciones lineales de estos, usualmente llamadas superposiciones. Dados «, 5 € C
representamos el vector de estado de un qubit |¢) como

) = al0) + 8 11). (2.11)

En esta representacion se observan a simple vista las probabilidades de medir los elementos
|0) ¥ |1) de la base computacional: |a|? y |3/|?, respectivamente, por lo que los coeficientes
utilizados en los vectores de estado deberan cumplir con |a|? + 3| = 1.

De esta forma representamos un qubit puro como un vector de estado en la base compu-
tacional. Analogamente, podemos hacer lo propio en formato matriz densidad calculando
|¢) (¢|. En la base computacional, esto se expresa como

2 *
{aaﬁ* aﬂf} . (2.12)

En el caso de los qubits, existe una forma adicional para representar estados cuénticos:
como puntos en una esfera tridimensional de radio 1, llamada esfera de Bloch. Para intro-
ducir esta representacion es conveniente primero reformular la ecuacion (2.11)) en términos
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de la forma polar de o y 5. Asi,

s (2.13)
B = T[gei%, (2.14)
[¥) = rae’® |0) + rge' |1) (2.15)

con T, ¢a, 78, P € R.
Ahora, si reescribimos (2.15)), tenemos que r2 + 7“% = 1y podemos aplicar la identidad

Pitagorica para hacer el cambio de variable r, = cosg yrg = sing. Adicionalmente,

podemos sacar factor comun e*®e y renombrar ¢ = z—z para obtener la expresion
iba (g 0 o
|) = e"P(cos B |0) + sin 2¢ [1)). (2.16)

Nos referimos a e*®> como un factor de fase global, el cual no tiene efectos observables.
Esto significa que, al momento de realizar una medicién del sistema, la existencia de ese
factor no modificara el resultado observado, por lo que podemos obviarlo.

Finalmente, llegamos a que podemos describir el estado de un qubit con dos ntmeros
reales, lo cual nos permite pensar en términos de dos angulos que componen un sistema
de coordenadas polares en R?. Sin embargo, notemos que la derivacion solo admite puntos
sobre la superficie de la esfera, los cuales se corresponden con el conjunto de estados pu-
ros. Para representar estados mixtos (combinaciones convexas de estados puros), debemos
contemplar los puntos en su interior. Esto se puede lograr para un estado p cualquiera
considerando un tercer parametro |r| (la norma del vector), o mediante la ecuacion

p==(1+1-5), (2.17)

donde £, con |f] < 1 es el vector de Bloch del estado y & = (01,02, 03) es el vector de las
matrices de Pauli. Estas se definen como

o1 =|1) (0] + |0) (1], (2.18)
o2 = 1) (0] =0 (1] (2.19)
o5 = [0) (0] — 1) (1] (2.20)

y junto con la identidad forman una base del espacio de matrices densidad de un qubit
(ver seccion [2.2.1)). Observando la ecuacion vemos que el vector de Bloch (0,0,0) es
equivalente a la matriz de densidad 1/2 y corresponde a un estado maximamente mezclado,
es decir, que provee minima informacion.

2.1.3. Entrelazamiento

En el Postulado 4 se establecié al producto tensorial como la herramienta para describir
sistemas compuestos. Decimos que un sistema compuesto es separable cuando se puede
escribir como una combinacién convexa de sus productos. Es decir,

pAP separable = pAB = mef@piB. (2.21)
i

Al hablar de estados puros, la condicién se expresa como 1) = |a) |b).
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Aquellos estados que no son separables se denominan entrelazados, y son unos de los
fendomenos mas interesantes y caracteristicos de la mecanica cuantica. Estos son una parte
clave en la formulaciéon de varios protocolos pertenecientes a las areas de informacion y
computacion cuantica, como la criptografia cuantica [25], la codificacion superdensa [26]
y la teleportacion cuantica [1|. Es por ello que se considera al entrelazamiento un recurso
fundamental de la naturaleza, como lo es la energia, la informacion o la entropia.

Los ejemplos paradigmaticos de estados entrelazados son los llamados estados de Bell
y se definen como

|Boo) = m\}}'n), (2.22)
|Bo1) = W\—gm)’ (2.23)
|B10) = ’00>\;§|11> y (2.24)
B11) = 101) ~ 110, (2.25)

V2

Estos estados se denominan “méximamente entrelazados”, ya que partir de ellos se pueden
generar cualquier otro estado de dos qubits por medio de operaciones locales y comunicacién
clasica.

Una manera de medir el grado de entrelazamiento es mediante el calculo de su negati-
vidad |27|, definida como

Cajl, —
Npy= =1 !1 L (2.26)
donde
2 2
P =(Twid)(p)= > > (iaiglpliajs)T(ia) (jal) @ lis) (isl
t4.Ja=1lip,jp=1 (2.27)

2 2
= Z Z (taip|pliajp) lia) (ial ® |ig) (iB]

ia,ja=1lip,jp=1

es la traspuesta parcial |28] de p con respecto al subsistema A y || X||; = tr|X| = trvV XTX
es la norma traza. Para estados de dos qubits, se tiene que pA? separable <= N (pAB ) =
0 [27].

2.1.4. Sistemas de dos qubits

Hasta ahora solo vimos cémo representar un sistema arbitrario de dos qubits utilizando
vectores de estado y matrices de densidad. En esta seccién introduciremos otra manera
de expresar estos sistemas, que nos serd de gran utilidad para describir el proceso de
teleportacion mas adelante: la forma de Fano, dada por [29|

3
1 S B =
P= 1®1+TTA'O'®1+1®TB~U+ZTZ‘]'O'Z'@O']' , (2.28)
ij—=1
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donde 1 es la matriz identidad en el espacio de estados del sistema correspondiente, 7 y
7B son los vectores de Bloch de los estados reducidos y 7;; = tr(po; ® o) son los elementos
de la matriz de correlacion.

Observemos que calcular el estado reducido de cualquier qubit que compone cualquier
estado de Bell nos da como resultado 1/2 el cual, como se vio en la seccion m es
un estado con méxima incertidumbre (o minima informaciéon). Esto se condice con la
afirmacion hecha en que no se pueden describir por separado.

Finalizamos esta seccion dando la féormula para la forma de Fano de un par de Bell, la

cual nos sera de gran utilidad més adelante:

3
|5xy> <6:vy‘ (1 ®1+ Z Wzy ii0i & Jz) (229)

=1

donde

Wopo = dlag( ,—1, 1) (230)
Wo1 = dlag( , 1, — 1) (2.31)
Wio = dla'g( 1,1, 1)7 y (232)
wip = diag(—1, —1, —1) (2.33)

son las matrices de correlaciéon correspondientes.

2.1.5. Canales cuanticos

En la secciéon se describio la evoluciéon de sistemas cerrados, aislados de interaccio-
nes con sistemas externos. En escenarios de esta naturaleza, los algoritmos y procedimientos
que dependen de la manipulaciéon de qubits obtienen resultados ideales, como es el caso del
protocolo de teleportacion (explicado en el apartado , que logra transmitir el estado
exacto del qubit inicial al sistema receptor.

En aplicaciones reales no existen sistemas perfectamente cerrados, sino que sufren in-
teracciones indeseadas con el mundo exterior, las cuales se manifiestan como ruido en
sistemas de procesamiento de informacion cuéntica. No obstante, para comprender en ma-
yor profundidad los efectos del mismo sobre los procesos cuénticos e intentar mitigarlos
en la medida de lo posible, es de nuestro interés estudiar y caracterizar los tipos de ruidos
mas comunes.

Este fenémeno no es exclusivo del estudio de sistemas cuanticos: de forma analoga
podemos observar como el ruido altera sistemas clasicos, producto de interacciones con
el ambiente. De hecho, se pueden trazar varios paralelismos entre los formalismos para
describir dichas interacciones y los que estudiaremos a continuacién, que analizan el caso
cuantico.

Existen distintas caracterizaciones del ruido en los canales cuénticos; las cuales, depen-
diendo del contexto, pueden ser de mayor o menor utilidad. De cualquier forma, todas ellas
se basan sobre los fundamentos del formalismo de operaciones cudnticas. Este formalismo
no se limita al modelado de canales ruidosos; sino que, de forma mucho més general, ex-
presa el cambio que sufre un estado, producto de algin proceso fisico. Tal es su alcance,
que tanto las transformaciones unitarias como las mediciones son ejemplos de operaciones
cuanticas, cuya notacién se suele expresar como

Ep)=7r". (2.34)
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Definimos una operaciéon cuantica & como un mapeo desde el conjunto de operadores
densidad del espacio de entrada Q1 al conjunto de operadores densidad del espacio de salida
()2 con las siguientes tres propiedades axiomaticas (tomando Q1 = Q2 por simplicidad):

1. La operacion descrita por € preserva la traza del estado inicial. Por ende, tr[€(p)] = 1
para cualquier p

2. & es una transformacion lineal convexa sobre el conjunto de matrices de densidad.
Es decir, para probabilidades {p;},

g (me) = Zpig(/)i) (2.35)

3. £ es una transformacion completamente positiva. Es decir, si £ mapea operadores de
densidad del sistema 1 a operadores de densidad del sistema )2, entonces £(A) debe
ser positivo para cualquier operador positivo A. Adicionalmente, si introducimos un
sistema extra R de dimensionalidad arbitraria, debe valer que (Z ® £)(A) es positivo
para cualquier operador positivo A en el sistema combinado RQ)1, donde Z denota el
operador identidad en el sistema R.

A lo largo de esta seccion enumeraremos distintas maneras de modelar los efectos
del ruido y proveeremos ejemplos de estas representaciones aplicados a canales ruidosos
usualmente encontrados en escenarios realistas.

Operadores de Kraus (o representacién como suma de operadores)

Son una forma de representar las operaciones cuanticas en la cual solo se describen
los operadores que acttian sobre el espacio de Hilbert del sistema principal, y no sobre el
espacio de Hilbert del ambiente. De esta forma, escribimos la operacién cuantica £ como

E(p) =Y EwpE] (2.36)
k

donde los {E}}, llamados elementos de operacion u operadores de Kraus son operadores
en el espacio de Hilbert del sistema principal y satisfacen la siguiente condicién:

Y EE[ =1 (2.37)
k

que se deriva de pedir 1 = tr(€(p)), también llamada relacion de completitud.

Un canal cuéntico muy utilizado en el modelado de procesos fisicos es el llamado Ampli-
tude Damping Channel, el cual describe el fenomeno de disipacion de energia (por ejemplo
la de un 4tomo emitiendo espontdneamente un fotén). Los operadores de Kraus de un canal
de tipo Amplitude Damping Channel son

By = <(1) \/10?]) By = <8 \@ . (2.38)
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Descomposicion Afin

Es un método para representar operaciones cuénticas sobre un solo qubit, describiendo
la transformacién que sufre su vector de Bloch. Cualquier operacion cuéntica que preserva
traza es equivalente a una operaciéon de la forma

E(F) = MF+ ¢, (2.39)

donde M es una matriz real de 3 x 3 y € es un vector constante. FEsta expresion mapea la
esfera de Bloch a si misma, y los valores de M y ¢ se pueden derivar de los operadores E;
que generan la representacion de suma de operadores para &.

Asi se ve la descomposicion afin de un Amplitude Damping Channel:

Vi-=p 0 0 0
t—tyg = 0 VI—-p 0 |t+]0 (2.40)
0 0 1—p P

Modelo sistema-ambiente

También existe la posibilidad de expresar un canal ruidoso como una transformaciéon
unitaria U que opera sobre el espacio de Hilbert donde vive p® pen, donde p es el estado del
sistema que queremos transformar y pen, es un estado que modela el ambiente, con quien
interacciona p. Luego de que el estado producto p® peny sea transformado por U, el sistema
deja de interactuar con el ambiente, por lo que hacemos una traza parcial del resultado
para quedarnos con el estado reducido de nuestro sistema. De esta forma, expresamos a la
operacion cuantica £ como

E(p) = tTenu[U(p @ peny)UT]. (2.41)

La transformacion U que representa a un Amplitude Damping Channel, suponiendo
que el ambiente comienza en el estado |0) es

10 0 0
0 0 1—0p VP
0 0 VA =k (2.42)
01 0 0

Las tres caracterizaciones descritas son equivalentes y es posible derivar cada una a
partir de otra.

2.1.6. Distancias

En el campo del procesamiento de informacién cuantica es indispensable poder cuan-
tificar la similitud de dos elementos de informacién o en qué medida la informacién es
preservada por un proceso. Para eso, en esta seccién introduciremos el concepto de me-
didas de distancia, de las cuales existen tanto estaticas como dindmicas. Las medidas de
distancia estaticas miden la proximidad de dos estados cuanticos, mientras que las dina-
micas utilizan las anteriores para analizar como varia un estado luego de ser sujeto a una
operacién cuéantica £.

Como veremos més adelante, la elecciéon de la medida de distancia utilizada en un cierto
anélisis tiene una alta incidencia en los resultados del mismo. Esto nos da la pauta de que
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cada medida nos aporta informacién sobre algin aspecto en particular de la relacién entre
dos estados. Es por eso conveniente, para que el analisis sea lo més integral posible, emplear
una variedad de medidas de distancia y asi mitigar la arbitrariedad de la informacién que
provee cada una en solitario.

Las medidas de distancia que fueron empleadas en este trabajo para estudiar la precisién
del protocolo de teleportacién son las siguientes:

= Trace distance [24]: Dy, (p,0) = 2 tr|p — o] con |O] = VOio
= Fidelity [24]: F(p,0) = tr[\/\/po/p)?

» Wootters distance [30]: Dy (p, o) = arccos+/F(p, o)

» Affinity [31]: A(p,0) = tr/p\/o

A lo largo del trabajo se utilizara de forma genérica el término “medida de distancia”
por simplicidad, si bien es importante notar que Fidelity y Affinity no cumplen con la
definicién de funcién de distancia, sino que aportan una nocién de similitud y su imagen
es el rango [0, 1]. En particular, alcanzan su maximo cuando los estados son iguales y su
minimo cuando son maximamente disimiles.

2.1.7. Tomografia

La tomografia de estado cuéntico es un método utilizado para determinar experimen-
talmente el estado de un sistema desconocido [32]. Puesto que es imposible determinar
de forma directa su estado exacto (ya que cualquier medicion lo colapsa a algun estado
de la base en la que se la realiza), este proceso requiere de la capacidad de preparar el
mismo estado consistentemente para luego medirlo de diferentes maneras y asi formar una
descripcion del mismo, como se puede ver en la figura 2.1}

En la seccidén [2.1.2] se present6 la esfera de Bloch y la representacion geométrica del
estado de un qubit p en términos de las matrices de Pauli 01,02 y 03:

P %(1 LT85, (2.43)
donde t = (t1,t2,t3) es el vector de Bloch asociado al estado p (con |f] < 1, alcanzando
la igualdad para estados puros). Debido a la propiedad de ortogonalidad de las trazas de
las matrices de Pauli, tr(c;0;) = 20y, cada coordenada tj del vector de Bloch se puede
expresar como:

tr = tr(poyg). (2.44)

Esta expresion se interpreta como el valor esperado del observable o para el estado p
(ver ecuacion ([2.8])). Por lo tanto, al medir repetidas veces dicho observable y calcular el
promedio estadistico de los resultados, todos pertenecientes al conjunto {£1}, es posible
estimar tj y, de esa manera, reconstruir el vector de Bloch del estado p.

De esta forma, el algoritmo para realizar tomografia sobre un qubit es:

1. Preparar un experimento con la capacidad de realizar mediciones de los observables

01,02y 03.

2. Correr repetidas veces el experimento para cada observable y promediar sus resulta-
dos. Por ejemplo, para el caso del observable o3 (la base computacional), los resul-
tados z1, ..., z, se promedian para obtener zZ = > z;/n.
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3. Reconstruir el vector de Bloch ¢ = (Z,7,z). Notar que, al ser un proceso estadistico,
puede darse que 2 + 52 + 22 > 1. En tal caso, debe renormalizarse t.

Matriz densidad
Amplitud real (p) Amplitud imaginaria (p)

0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4

Fig. 2.1: Representaciéon del operador densidad reconstruido luego de hacer tomografia de un cir-
cuito que prepara el estado |0>_\—/%p_)

2.1.8. No clonacion

Uno de los hechos principales de la mecanica cuantica y que, en parte, le da sentido
al protocolo de teleportacion cuantica es la imposibilidad de clonar un estado cuéntico; es
decir, crear un estado equivalente a uno desconocido. Este resultado nos distancia atin méas
de la teoria clasica de la informacion, donde copiar una unidad de informacion (un bit) es
una operacién sumamente trivial.

Este hallazgo, publicado a principio de la década de los 80 , , tiene una demostracion
sencilla que consiste en suponer que existe un operador unitario U capaz de tomar un estado
origen 1), uno destino |s) y aplicar una transformacion U(|1)) ® |s)) = [1) ® 1) tal que su
resultado sean dos copias del estado origen. Considerando la accién de U sobre dos estados
puros [¢) y |¢) de forma que

U(ld) ©1s)) = ) @ |) (2.45)
U(lo) @ 1s)) = |¢) @ |9), (2.46)

vemos que al tomar el producto interno de las ecuaciones y se obtiene
(Wle) = ((¥]¢))?, (2.47)

de solucion (¥|p) = 1 o (P|¢) = 0. De esta forma se llega a que dicho operador solo es
capaz de clonar estados que son ortogonales entre si, lo cual no es de mucha utilidad.

Al no ser capaces de duplicar un estado cuéntico desconocido recurrimos a un protocolo
que, si bien termina destruyendo el estado original, nos permite transferir el estado de un
sistema a otro arbitrariamente alejado del original.

2.2. Introduccién a la computaciéon cuantica

Las computadoras clésicas son dispositivos capaces de manipular unidades de informa-
cion clasica (denominadas bits) implementando asi algoritmos que resuelven cualquier tipo
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de problema computable. Resulta que, al igual que con el caso clasico, es posible construir
sistemas de procesamiento de informacion cuantica (usualmente en forma de qubits) que
resuelvan los mismos tipos de problemas. De hecho, las computadoras clasicas y cuanticas
pueden simularse mutuamente.

De la afirmacién anterior surge naturalmente la pregunta ;de qué nos puede ser ttil una
computadora cuantica si ya disponemos de una clasica? Esta es atin una pregunta abierta
en el campo. A priori, existen problemas para los cuales el mejor algoritmo cuéntico es
més eficiente que el mejor algoritmo clasico conocido hasta el momento. Méas atn, existen
problemas cuyas soluciones en computadoras cuanticas son mas eficientes que cualquier
solucion posible en una clasica; aunque, en esos casos, la diferencia no es tan significativa
(més concretamente, el salto en complejidad temporal no es exponencial).

Otra pregunta abierta [33] igual de importante en el area es la tesis de Church-Turing
fuerte, la cual afirma que una méquina de Turing probabilistica es capaz de simular eficien-
temente (es decir, en tiempo polinomial) cualquier proceso algoritmico. De ser verdadera,
esto implicaria la capacidad de una computadora clésica de simular en tiempo razonable
a una cuantica, poniendo en duda su utilidad.

Dejando de lado algunos algoritmos diseniados especificamente para resaltar la ventaja
cuantica (tales como el de Deutsch-Jozsa [34] o el de Simon [35]), existen ejemplos des-
tacables de problemas reales y aplicables cuyos algoritmos cuénticos exhiben una mejora
significativa. Tal es el caso del algoritmo de Shor [36], capaz de encontrar los factores primos
de un ntmero en tiempo polinémico; y el algoritmo de Grover |37], el cual logra realizar
busquedas sobre secuencias no ordenadas de datos en tiempo sublineal. Intuitivamente,
es posible que una de las mejores aplicaciones de las computadoras cuénticas sea llevar a
cabo simulaciones de sistemas cuanticos demasiado dificiles de simular en computadoras
clésicas.

2.2.1. Compuertas cuanticas

Para comenzar a estudiar la caracterizaciéon de los algoritmos cuénticos, es necesario
definir primero sus operaciones mas elementales: las compuertas. Es inmediata la asociacién
con las compuertas légicas que componen las bases de la computacion clasica. Estas son
dispositivos fisicos capaces de implementar funciones booleanas sobre sus bits de entrada,
tales como las funciones NOT, OR o AND, y devolver el resultado sobre su o sus bits
de salida. Por el primer postulado de la mecéanica cuantica, sabemos que los sistemas
evolucionan a través de operadores unitarios, los cuales poseen una representaciéon como
matrices cuadradas en los complejos. Es la aplicacion sucesiva de estas matrices (analogas
a las funciones booleanas) la que nos permitird manipular los estados de los qubits de
entrada para llevar a cabo cémputos.

Si bien son muchos los paralelismos entre las compuertas clasicas y las cuénticas, existe
un hecho que las diferencia fundamentalmente: como se mencioné, las primeras pueden
representar cualquier funcién booleana computable, mientras que las segundas estan res-
tringidas exclusivamente a las operaciones unitarias sobre el espacio de estados del sistema
de entrada.

Al operar sobre un continuo, existen infinitas posibles compuertas que acttien sobre 1,
2 o n qubits. No obstante, hay un subconjunto de ellas que destacan por su utilidad en el
estudio de la computacién e informacion cuéntica. Algunas de ellas son las llamadas com-
puertas (o matrices, u operadores) de Pauli, anteriormente definidas, cuya representacion
matricial en la base computacional es la siguiente:
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I . v 0 1
0 —1 1 0
O'QEJyEYE|:Z, 0} UgEJzEZE[O _J

Es 1util pensar a las matrices X,Y y Z como rotaciones de 180° sobre los ejes =,y v z,
respectivamente, de la esfera de Bloch. Otras compuertas relevantes en este trabajo son la
compuerta Hadamard H y la compuerta de fase S

_ 10
10 1

=gl )
) S e

y la compuerta universal

€'? sin

U9, ¢,\) = [ .

capaz de generar cualquier compuerta de un qubit.

Si nos limitaramos a compuertas que acttian sobre solo un qubit probablemente no
serfamos capaces de realizar ningin computo significativo. Para usufructuar las posibilida-
des que nos da, por ejemplo, el entrelazamiento, necesitamos poder operar sobre miltiples
qubits. El ejemplo introductorio por excelencia a este tipo de operadores es la compuerta
CNOT (por “controlled-NOT"), la cual toma de entrada un qubit de control y otro objetivo,
el cual es invertido si el primero estaba en el estado |1). Podemos definir el comportamiento
de la misma mediante su representacién como matriz

1 000
Uen = 8 (1) 8 (1] ; (2.49)
0010
0, de forma més intuitiva, mediante las ecuaciones
|00) — ]00) ;]01) — |01);|10) — |11);]11) — |10). (2.50)

La compuerta CNOT es un caso especifico de compuerta controlada, donde la operaciéon
no es otra que la X definida més arriba. Este concepto puede ser generalizado para obtener
toda una familia de compuertas controladas, donde la operaciéon a ser aplicada al qubit
objetivo es cualquier operador U unitario. Por motivos de alcance de este trabajo, basta
con mencionar compuertas de hasta dos qubits, si bien no hay limite en la dimensién de
las mismas y sus comportamientos pueden ser muy variados. Mas atn, sin importar su
dimensién o comportamiento, cualquier operador unitario U posee una descomposiciéon en
términos de la compuerta CNOT y la compuerta universal de un qubit U(6, ¢, A) [38].

2.2.2. Circuitos cuanticos

A la hora de representar algoritmos cuanticos, colocamos las compuertas que lo compo-
nen en el marco de un circuito, tal como podemos ver en la figura En esta representa-
cion, los qubits que seran utilizados se disponen verticalmente y a cada uno le corresponde
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un cable, el cual acarrearéd su estado a través de todas las transformaciones que sufra, de
izquierda a derecha. En el ejemplo podemos observar que el circuito consiste de dos qubits
inicializados en |0). La primer operacion aplicada es una compuerta H sobre el segundo
qubit. Luego, le sigue la compuerta CNOT en su representacion més comin, donde el
segundo qubit acttia como control y el primero como objetivo.

<
~
Fan)
)

Fig. 2.2: Circuito cuantico para crear el par de Bell Sy a partir de dos qubits no entrelazados

En la figura encontramos ejemplificada la operaciéon de mediciéon. Esta convierte el
estado de un qubit [¢p) = a|0) + B |1) en un bit clasico M (cuya distincién de un qubit se
da por el cable dibujado con dos lineas), el cual es igual a 0 con probabilidad |«|? y 1 con

probabilidad |3]2.

) — A= M

Fig. 2.3: Medicién y bits clasicos en un circuito cuantico

Usualmente encontraremos en circuitos cuénticos una compuerta controlada por un bit
clasico, producto de una medicion intermedia (esto es, una medicion realizada cuando el
algoritmo atn no finalizo). Por el principio de medicion diferida [24], todas las mediciones
en etapas intermedias de un circuito pueden ser trasladadas al final del mismo. En con-
secuencia, cualquier operaciéon controlada por un bit clasico puede reemplazarse por una
controlada por un qubit, al cual se le realiza una medicioén al final del circuito.

2.2.3. Qiskit

Qiskit es un SDK (software development kit) desarrollado por IBM Research [21] pa-
ra trabajar con computadoras cuanticas. Su biblioteca para el lenguaje de programaciéon
Python permite la construccién de circuitos cuanticos para su posterior ejecucién tan-
to en computadoras cuanticas propias (mediante la plataforma Qiskit Runtime) como en
simuladores.

El SDK provee, entre otras cosas, utilidades para representar estados cuénticos, ope-
radores, canales, funciones de distancia, circuitos y una amplia gama de compuertas. La
biblioteca permite no solo ejecutar los circuitos y obtener los resultados de sus mediciones,
sino también adaptarlos y optimizarlos para su ejecucién en hardware especifico.
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A continuacion, la implementacién del circuito de la figura 2.2

from gqiskit import QuantumCircuit
from gqiskit.primitives import StatevectorSampler

gc = QuantumCircuit(2) #Creo un circuito cudntico con dos qubits

gc.h(1l) #Aplico una compuerta Hadamard sobre el segundo qubtit

qc.cx(l, 0) #Aplico una compuerta CNOT donde el segundo qubit controla el primero
qgc.measure_all() #4plico el operador de medicidn sobre todos los qubits

sampler = StatevectorSampler(default_shots=10000)

print (sampler.run([qc]) .result() [0] .data['meas'].get_counts())
#Corro el circutto 10000 veces y analizo el histograma

#de los resultados de las mediciones

Al ejecutar este programa, podemos obtener resultados tales como
{'11': 5004, '00': 4996}.

Podemos apreciar como, luego de realizar 10000 mediciones, obtenemos aproximada-
mente % de probabilidad de obtener 11 y % de obtener 00.

2.2.4. Computadoras Cuanticas

Desde 2016, IBM ha puesto a disposicion sus unidades de procesamiento cuantico (QPU
por sus siglas en inglés) mediante la plataforma Qiskit Runtime. Existen diversas maneras
de implementar el constructo matematico al que llamamos qubit, las cuales pueden ser
mas o menos adecuadas para distintos tipos de tareas a realizar. En el caso de IBM, sus
QPUs utilizan qubits superconductores, aunque la topologia de estos varia dependiendo de
su generacion.

Cada familia de QPUs tiene una base de compuertas nativas, las cuales son las tinicas
operaciones que pueden ser aplicadas sobre sus qubits. Por ende, cada circuito que se
quiera ejecutar en el procesador debe pasar por un proceso de transpilacién para traducir la
secuencia de compuertas a una equivalente utilizando tnicamente las de la base soportada.
Este proceso introduce compuertas adicionales en el circuito, lo que puede aumentar su
profundidad (la mayor cantidad de compuertas sobre un qubit) y, por ende, la probabilidad
de errores.

Las QPUs utilizadas en este trabajo son ibm_sherbrooke y ibm_brisbane, ambas per-
tenecientes a la familia de procesadores Eagle y cuentan con una arquitectura de 127 qubits,
como se puede apreciar en la figura Su conjunto base de compuertas esta conformado
por ECR,SX,RZ(\),ID y X, donde ECR = %(IX — XY), SX = VX, RZ()\) aplica
una rotacién sobre el eje Z e ID es la identidad. Estas pueden ser compuestas para generar
cualquier compuerta cuantica.

Las computadoras cuanticas actuales son susceptibles al ruido, la decoherencia y los
errores de compuerta. Estas limitaciones imponen restricciones en la complejidad y pre-
cisiéon de los experimentos que se pueden realizar en las mismas. Por lo tanto, si bien las
QPUs ofrecen una plataforma para la experimentaciéon cuantica, sus limitaciones deben
tenerse en cuenta al interpretar los resultados obtenidos.
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Fig. 2.4: Grafo de conectividad de los qubits del equipo ibm__sherbrooke. Los colores de los qubits
y de las conexiones entre ellos denotan el grado de error que poseen, producto del ruido
y la decoherencia.



3. PROTOCOLO DE TELEPORTACION CUANTICA

3.1. Protocolo estandar

Al final el apartado se dio una breve introducciéon al protocolo de teleportacion
cuantica [1], el cual es el centro de este trabajo. En esta seccion se presentara una caracte-
rizacion formal y una explicaciéon detallada de su funcionamiento en el caso ideal, es decir,
sin la presencia de ruidos que alteren su funcionamiento.

El protocolo consta de dos partes, denominadas Alice y Bob, las cuales comparten un
recurso en la forma de un estado de Bell |5yp) generado en algiin momento del pasado
utilizando el circuito en la figura Una vez generado el par, Alice y Bob toman un qubit
cada uno y se alejan arbitrariamente. Eventualmente, Alice pretende transmitirle a Bob el
estado de un qubit desconocido [¢) = «|0) + 1), para lo cual aplica operaciones locales
y luego le transmite dos bits de informacion clésica, los cuales Bob utiliza para efectuar
ciertas correcciones y asi reconstruir el estado original de [)).

En la figura podemos ver el procedimiento y debajo cinco marcadores con los que
denotaremos el estado del sistema en diferentes momentos. Comenzamos con el estado de
entrada

[Y0) = [4) [Boo) = \}5 [a[0) (00) +[11)) + B 1) (|00) + [11))], (3.1)

en donde los dos primeros qubits estan en poder de Alice y el tercero de Bob. La pri-
mer operacién que realiza Alice consiste en aplicar una compuerta CNOT a sus qubits,
controlada por el qubit a transferir, de modo tal que el sistema resulta en la siguiente
expresion:

1
[¥1) = \ﬁ[a 10) (100) + [11)) + B[1) (]10) + |01))]. (3:2)

Luego pasa su primer qubit a través de una compuerta Hadamard, representada por la
letra H (definida en la seccion [2.2.1]), obteniendo:

[¥2) = 5 [a(10) +[1))(100) + [11)) + B(|0) — [1))(]10) + [01))], (3:3)

N |

¥) ———1HA

) =

a
U

X —{Z}—— W)

T T T T
[Po) Y1) [Y2)  |¥s)

Fig. 3.1: Circuito cuantico que implementa el protocolo de teleportacion. Los dos primeros cables
representan el sistema de Alice mientras que el tltimo representa el sistema de Bob.
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el cual puede ser reescrito como

[92) = 3100} (@0} + 811)) + [01) (a 1) + 810))
+110) (a]0) — 1) + 1) (a]1) ~ 5 10))]

reagrupando los términos. Cada uno de los cuatro posibles resultados ij € {0,1}? de medir
los qubits de Alice en la base computacional determinaran de forma precisa el estado
del qubit de Bob, como se puede observar en los términos de la ecuaciéon . De esta
forma, luego de la medicién, el sistema de Bob serd descrito por el estado condicional
|13(i7)). Al recibir los dos bits de informacion clasica enviados por Alice, Bob conocera
con certeza el estado de su sistema, el cual deber4 ser transformado por operaciones locales
para reconstruir el estado de |¢) (recordar que o y 8 son las amplitudes que lo describian).

El procedimiento que debe seguir Bob una vez recibidas las mediciones de Alice es el
siguiente:

(3.4)

= si recibe 00, el estado de su qubit es [¢)) = «|0) + 5 |1), por lo que no necesita hacer
nada

» sirecibe 01, el estado de su qubit es a [1)43 |0), por lo que debe aplicar una compuerta
X

= sirecibe 10, el estado de su qubit es a|0)—/3 |1), por lo que debe aplicar una compuerta
Z

= sirecibe 11, el estado de su qubit es a|1)—/3 |0), por lo que debe aplicar una compuerta
X y luego una Z

3.2. Esquema con ruidos

La descripcion del protocolo de teleportacién cuéntica provista en la seccion [3.1] asu-
me sistemas perfectamente cerrados, los cuales no sufren de interacciones indeseadas con el
mundo exterior. El caso es que cualquier implementacion real del protocolo se veré afectada
por ruidos que alteran los estados de los qubits empleados en el mismo. Es por eso que es
de vital importancia comenzar a medir el rendimiento del protocolo bajo dichos escenarios
empleando las medidas de distancia estudiadas en el apartado las cuales usaremos
para cuantificar la disparidad entre el qubit a transmitir y el resultado del proceso. Al mis-
mo tiempo, utilizaremos los formalismos descritos en el apartado para contemplar en
la caracterizacion del protocolo el efecto que pueden tener dos canales cuanticos diferentes
aplicados a cada qubit del estado recurso compartido por Alice y Bob, y como se pueden
optimizar las correcciones locales del tltimo para minimizar el error de transmision.

Antes de comenzar con el marco tebrico de la teleportaciéon ruidosa es conveniente
explicitar la notacion utilizada a partir de ahora. Sean a, A y B los sistemas del qubit a
transmitir, el qubit recurso de Alice y el qubit recurso de Bob, respectivamente. Los estados
seran expresados como operadores densidad o como vectores de Bloch ocasionalmente. Los
resultados de la medicién en la base de Bell que realiza Alice seran etiquetados con los
indices ij € {0, 1}2. Luego de la medicién, el sistema de Bob queda en el estado p” liJ con
probabilidad p;; (la cual, como se puede ver en la ecuacion , en el caso ideal vale %)
Una vez que Bob recibe la informacion de la medicion, le aplica a su estado el operador
unitario U;;, para dejar su sistema en el estado ,05. = UijpB i UZ-Tj.
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Consideremos la ecuaciéon , la cual describe la forma de Fano para un estado
de Bell cualquiera y representa sistema p“Z en ausencia de ruidos. Si contemplamos a
los canales £(t) = ¢t + bey F )= Ft+ br caracterizados como transformacion afin,
actuando sobre el estado recurso, la expresion se transforma de la siguiente manera:

3

1 A o B -
(€ @ F)(|Bay)(Bayl) = 1 1Ll +7 ¢doly+ 1,078 .7+ Z ry o @ oy (3.5)
k=1
con
A = be, (3.6)
B =bry (3.7)
r= 525]: + E-me F- (3.8)

Ahora, si Alice obtiene el resultado 7j en su mediciéon, podemos representar al estado
del sistema B como

] g
pP = 2 (1 + ¢Blid '&) , con (3.9)

=B 7

. w;;ir)Tt
Bl — M, donde a su vez (3.10)

4pi;
1+ (wit

pij = i a”), (3.11)

Para finalizar la descripciéon del protocolo de teleportacién con ruidos aplicados al
estado recurso solo resta llegar a la expresion pg , la cual resulta de aplicarle las correcciones
optimas a pPl7 (la nocion de optimalidad sera discutida en el proximo apartado). Estas
correcciones pueden ser expresadas como operadores unitarios U;; que operan sobre B lij ¢
como operadores ortogonales R;; actuando sobre su correspondiente vector de Bloch Bl



4. DISTANCIA MEDIA DE TELEPORTACION Y CERTIFICACION

Dada una medida de distancia D y dos canales ruidosos &£, F actuando respectivamente
sobre los qubits de un estado de Bell, ;como se expresa la precision del protocolo? La figura
de mérito elegida es la llamada distancia media de teleportacion [19]

(D) = / D(p")dy (4.1)

donde p® = |[¢) ()| y D(p®) = Zijzo pi; D(p%, pﬁ) es el puntaje de calificacion del protocolo
para un estado dado, el cual consiste en un promedio ponderado de las distancias de
teleportacion para cada estado condicional, acompanado de su respectiva probabilidad. La
media se toma sobre todos los estados puros con diy una medida de Haar normalizada:
[dyp =1.

En el esquema sin ruidos, las correcciones de Bob sobre su qubit son U;; = Z'X7 o,
expresadas como rotaciones en la esfera de Bloch, R;; = w;;. Al considerar el esquema
con ruidos aplicados sobre el estado recurso, las correcciones no son fijas, sino que se
debe aplicar aquella operaciéon que maximiza el rendimiento del protocolo. Se dice que un
protocolo es incondicionalmente dptimo si las rotaciones R;; que maximizan el rendimiento
no dependen de la métrica D utilizada. Sin embargo, en los protocolos condicionalmente
dptimos, el célculo de R;; depende tanto del protocolo como de la eleccion de D [19]. El
analisis llevado a cabo en este trabajo utilizara rotaciones que optimizan el protocolo para
la medida de Fidelity.

Las rotaciones de Bob que optimizan la medida de Fidelity son de la forma R;; =
w;;W, donde W € {Wgo, Wo1, W10, W11} es la matriz de correlacion asociada al estado de Bell
correspondiente al maximo autovalor de la matriz i(14 + 22:1 TKOL ® Ok), y T son los
elementos de la diagonalizaciéon de r. Notar que W es una funcién de los canales £, F y del
estado de Bell en el que se inicializ6 el recurso fy.

4.1. Criterio estandar de certificacion

Contamos de ahora en méas con la distancia media de teleportacion como instrumento
para cuantificar el rendimiento del protocolo. No obstante, disponer de su valor en términos
absolutos, sin un marco de referencia adecuado, no aporta informacioén significativa. ;Con
qué criterio puede uno afirmar que el rendimiento del protocolo es bueno? Trivialmente,
cuando el valor de la distancia es 0 (o 1 en los casos de la Fidelity y Affinity) sabemos que los
estados son idénticos (hecho altamente improbable en escenarios reales). También podemos
observar con facilidad cuando una implementacién es superior a otra, lo cual tampoco es
muy util ya que carecemos de una referencia (ambas implementaciones podrian ser malas).

Un criterio a priori razonable consiste en considerar la distancia media de teleportacion
del mejor protocolo clésico, es decir, un protocolo que no utiliza recursos cuanticos (tal
como lo es el entrelazamiento). Luego, cualquier protocolo cuyo rendimiento supere el del
mejor protocolo clésico se considera “certificado cuantico” |16, [17].

Cualquier protocolo clasico de teleportacion se basa en la técnica de medir y preparar,
utilizando exclusivamente un canal de comunicacion clasico. En esta variante, Alice realiza
una medicién del sistema que desea transmitir y comunica el resultado a Bob. Este tultimo,
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Medida de distancia gd ropt (D)
Trace Distance [24] V1=Zrate M% ~ 0.441 8(11;7?\@ ~ 0.461
Wootters Distance [30]  arccos/v12(1 + 7z) 1 ~ 0.589
: — _l4raVi-r? 3 V5
Fidelity |24 2(1+4r2) 1 2

Tab. 4.1: Valores de gq, 7°P* y (D). para cada medida de distancia utilizada.

a su vez, prepara el estado de su qubit de acuerdo con el resultado obtenido y con una
estrategia de preparacion previamente acordada con Alice.

El protocolo clasico éptimo se define como aquel que optimiza la distancia media de te-
leportacion, ecuaciéon , entre todas las mediciones posibles de Alice y las preparaciones
de Bob. En [19] se ha caracterizado este protocolo éptimo clésico, demostrando que, para
cualquier distancia media de teleportacion, la estrategia 6ptima con el minimo nimero de
mediciones de Alice es una medicién proyectiva arbitraria sobre su qubit, caracterizada
por vectores de Bloch unitarios antiparalelos si y $3. Luego, dada esta medicion y la co-
municacion del resultado i-ésimo (i = 1,2), la estrategia de preparacion 6ptima de Bob se
describe mediante la preparacion del estado

1
pPt = 5 (L+77'5-5), (4.2)
donde Bob ajusta la pureza de su estado de acuerdo con el problema de optimizacion
1
rPt = arg min/ ga(z,m)(1 + 2)dz, (4.3)
0<r<1 J-1

siendo gq(z,7;) = D(pa, pP) una reformulaciéon de la distancia D en términos del coseno
del dngulo entre los vectores de Bloch de pg4, pf y la norma del vector de Bloch de p? .
Finalmente, la distancia media 6ptima para un protocolo clasico de teleportacion se expresa
como |19]

_ 1

1
(D)o = B /_1 ga(z, 7P (1 + 2)dz. (4.4)

En la tabla podemos observar las expresiones de gg y los valores de 7Pt y (D)
para las medidas de distancia utilizadas en este trabajo.

Histéricamente, la medida de distancia utilizada en la bibliografia para analizar el
rendimiento del protocolo de teleportacion es la Fidelity, lo cual llevaria a suponer que si
un protocolo dado exhibe (F) > 2 [5,16] entonces puede ser concluyentemente clasificado
como cuantico. Sin embargo, en el apartado siguiente se observara cémo dicha clasificacion
dependera también de la funcion D elegida, lo cual impide declarar a (D) < (D)y (o

(D) > (D) en el caso de medidas de similitud) como criterio universal para decidir si un
protocolo puede ser certificado cuantico o no.

4.2. Contradicciones en la certificacion

Para evaluar el comportamiento del criterio estandar de certificacién detallado en la
seccion se emplearon las cuatro medidas de distancia presentadas en la seccién [2.1.0



4. Distancia media de teleportacién y certificacion 23

con el fin de calcular la distancia media de teleportacion del protocolo afectado por ruidos.
Fueron elegidos cuatro tipos de canales ruidosos tipicamente encontrados en escenarios
experimentales, los cuales actiian tanto sobre el qubit de Alice como sobre el de Bob,
generando un total de dieciséis instancias diferentes del protocolo de teleportacion.

El primero de los canales ruidosos utilizados en este trabajo se denomina Amplitude
Damping Channel y su efecto sobre la esfera de Bloch es el de colapsar todos los puntos
hacia el (0,0, 1), equivalente al estado |0). Su transformacion afin se expresa como

vVi-p 0 0 o 0
ADCp(t_):< 0 vip 0 >t+(o). (4.5)
0 0 1-p p
El segundo canal ruidoso es el Mirrored Amplitude Damping Channel, el cual acttia de
forma analoga al anterior, salvo que la esfera se colapsa sobre el punto (0,0, —1), equivalente
al estado |1) y se puede calcular mediante la formula

VTP 0 0\
MADCp(f):< 0 JIh >t+(8
0 0 -

0
1-p p

) . (4.6)

El tercer canal se denomina Depolarizing Channel y, de forma similar a los anteriores,
su efecto es el de colapsar la esfera sobre el origen de la siguiente manera:

0 1-p

DC,(#) = (lgp 1% 0 ) . (4.7)

Por ultimo, contamos con el denominado Phase Damping Channel, cuya accién sobre
un vector de Bloch actta de acuerdo a la ecuaciéon

V1— 0 0\ o
PDC,(#) = ( o VTP 0) i (4.8)
0 0 1

En los graficos de contorno de la figura podemos observar como varia la distancia
media de teleportacion en funcion de los parametros de intensidad p, v pp, que corresponden
a los canales ruidosos de Alice y Bob. La zona de color rojo denota la regién de parametros
para la cual el protocolo es certificado cuantico (segin la medida de distancia utilizada),
mientras que la zona azul indica que el rendimiento es peor que la cota clasica. Un hecho
notable es que el grafico exhibe una simetria que no es propia del problema (en las
ecuaciones y se observa claramente que los canales tienen roles distintos en la
expresion del estado final del qubit de Bob), lo cual fortalece la motivacion para considerar
diversas medidas de distancia a la hora de evaluar un protocolo.

De los resultados surgidos de la consideracion de las diferentes medidas, se observa
que el criterio de certificacion a partir del establecimiento de un umbral clasico para la
distancia media no es universal. Més atn, para los diferentes protocolos analizados no
existe una medida que sea siempre la mas restrictiva, de modo que no es posible establecer
una jerarquia entre ellas.
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Fig. 4.1: Distancia media de teleportacion en funciéon de los parametros p, y pp de dos Amplitude
Damping Channels. La zona de color rojo denota certificaciéon cuantica y la azul, un
rendimiento peor a la cota cléasica. La linea punteada amarilla muestra un posible camino
por el cual se puede transicionar de certificacion clasica a cuéntica aumentando el ruido
en uno de los qubits.

En el Apéndice[A]se encuentran los graficos de contornos para todas las combinaciones
de los ruidos empleados.

4.3. Combatiendo ruido con ruido

En trabajos anteriores EI, se identificaron escenarios puntuales en los que ocurria
otro fenémeno destacable: era posible mejorar el rendimiento de un protocolo al punto de
pasar de no certificado a certificado cuantico por medio de un aumento en la intensidad del
ruido en uno de los dos qubits. Esto es de especial relevancia ya que, si bien en aplicaciones
reales no es posible deshacerse de ruidos que afecten el protocolo, si es verosimil pensar
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que, en ambientes controlados, se puede aumentar la intensidad del ruido de alguno de los
dos qubits. Esto podria no s6lo mejorar la precisiéon de la teleportaciéon sino también, en
ciertos casos, promover el protocolo a “certificado cuantico”. El fenémeno de “combatir rui-
do con ruido” se habia observado anteriormente solo para la funcién Fidelity; sin embargo,
las figuras .12l f.1d y [f.1d] indican que la misma no es exclusiva de esta medida de dis-
tancia, sino que ocurre también para otras figuras de mérito. En ese sentido, los resultados
fortalecen la hipoétesis de que el fendémeno de combatir ruido con ruido es genuino.

4.4. Entrelazamiento y certificacion

La formulacién original del protocolo utiliza un estado de Bell como canal de comuni-
cacion cuéntico entre Alice y Bob. Como se mencioné en la seccion [2.1.3] estos estados se
denominan méximamente entrelazados. A medida que aumenta la intensidad de los ruidos
que actian sobre el sistema, el grado de entrelazamiento del mismo naturalmente disminu-
ye. En la ﬁgura se puede observar el comportamiento de la negatividad del estado |5),
a medida que aumentan las intensidades de dos canales de tipo Depolarizing Channel y
Amplitude Damping Channel actuando sobre los qubits de Alice y Bob, respectivamente.

Db
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Fig. 4.2: Negatividad del estado recurso en funcién de los pardmetros de intensidad p,, pp de un
Depolarizing Channel actuando sobre el qubit de Alice y un Amplitude Damping Channel
actuando sobre el de Bob. La regién delimitada por la linea negra denota que el estado
es separable.

Si se aumentan lo suficiente los parametros de intensidad de los canales que acttan
sobre el par, eventualmente ocurrird que el mismo pasari a ser separable, es decir, no
entrelazado. A pesar de ser un recurso necesario para la teleportacion en el caso ideal, se
han estudiado familias de estados recursos entrelazados que no dan lugar a una certificacién
cuéntica del protocolo . Por el contrario, otros trabajos han mostrado evidencia de que
al ir mas alla del criterio de certificacién por fidelidad, existen estados recursos separables
que si dan lugar a teleportacién cuéntica certificada . De estos hechos se deriva que,
contrario a la intuicién, la propiedad de entrelazamiento del estado recurso no determina
la certificacion de un protocolo. En la figura[£.3]se aprecia como ambos escenarios conviven
en una misma configuracién de canales ruidosos.

En el Apéndice [B]se encuentran las regiones de separabilidad y certificacién para todas
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Fig. 4.3: Separabilidad y certificacién en funciéon de los parametros de intensidad p,,p, de un
Depolarizing Channel actuando sobre el qubit de Alice y un Amplitude Damping Channel
actuando sobre el de Bob, utilizando Trace Distance. La regién roja indica que el estado
recurso es separable y el protocolo es certificado cuéntico, mientras que la regién azul

implica un estado entrelazado que no alcanza la certificacion.

las combinaciones de los ruidos empleados.



5. ESTIMACION EXPERIMENTAL DE LA DISTANCIA MEDIA DE
TELEPORTACION

Se utilizé la biblioteca de Qiskit para Python para desarrollar una herramienta que
permite estimar la distancia media de teleportaciéon para cualquier configuracién de ruido
sobre el estado recurso y cualquier medida de distancia de estados cuanticos [20]. Esta
fue posteriormente evaluada contrastando los resultados obtenidos con los valores tebricos
esperados, calculados en la seccion Dichos resultados fueron el producto de ejecutar la
herramienta utilizando tanto simuladores como QPUs provistas por la plataforma Qiskit
Runtime.

5.1. Esquema de la herramienta

Dada una configuraciéon de ruidos aplicados al estado recurso, la herramienta genera un
conjunto de circuitos cuya ejecuciéon permite estimar los estados pg, junto con sus respec-
tivas probabilidades p;;. Luego, para cualquier medida de distancia D), podemos calcular
el puntaje de calificacion D(p?) del estado de entrada p®. Para lograr esto fue necesa-
rio aumentar el circuito estdndar de teleportacion (figura con cuatro componentes
adicionales, como se puede observar en la figura [5.1

= un componente de inicializacién del qubit a transmitir
= componentes capaces de simular canales ruidosos
= un componente capaz de aplicar las nuevas correcciones 6ptimas al qubit de Bob

= un componente de cambio de base previo a la medicion.

Otra modificacién en cuanto al circuito de la figura [3.1] es el reemplazo de compuertas
controladas por bits clasicos a compuertas controladas por qubits, trasladando las medicio-
nes de Alice al final del circuito. Este cambio, realizado por simplicidad en la construccién
del circuito, es permitido por el principio de medicién diferida, presentado en la seccién
2.2.7]

A continuacion se detallaran los funcionamientos de los nuevos componentes.

pa =y -
Ruido A _
Alice e E):
| Boo)
Ruido Correccion | | Cambio
Bob X2 Bob de base
s
Pij

Fig. 5.1: Circuito esquematico de la implementacién en Qiskit del protocolo de teleportacién con
ruidos. Las cajas etiquetadas abstraen operaciones que pueden estar implementadas tanto
con compuertas universales paramétricas o con circuitos embebidos, como en el caso de
los ruidos.

27
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5.1.1. Inicializacién

La primera adicién que podemos observar en el nuevo circuito es un componente de
inicializaciéon del qubit a transmitir, ya que serfa imposible estudiar el comportamiento real
de un protocolo si inicamente intentamos transmitir el qubit |0), que es el valor inicial por
default en Qiskit.

Con el objetivo de aproximar la integral sobre la medida de Haar (que en este caso quiere
decir integrar uniformemente sobre una esfera tridimensional) como indica la ecuacion (4.1]),
se toman muestras de puntos uniformemente distribuidos sobre la esfera de Bloch. Para
lograr esto debemos recurrir a la compuerta cuantica universal, conocida en Qiskit como
UGate y definida en la ecuaciéon . Eligiendo apropiadamente los parametros 6, ¢ y A
generaremos compuertas que llevan el estado inicial |0) a un punto al azar sobre la esfera
de Bloch; es decir, un qubit puro aleatorio. Esta eleccion consta de tomar ¢, A ~ U(0,27) y
0 ~ L sin(U(0, 7)) [40] siendo U(a,b) una distribucién uniforme en el intervalo [a, b]. Esta
compuerta se aplica sobre el qubit a transmitir, dejando un circuito como el de la figura
EIl

Asimismo, existen algunos escenarios especificos [41] para los cuales vale la siguiente
igualdad:

(D)= 3 D) (51)
lv)eP
donde p®* = |¥) (10| y P es el conjunto de los autovectores de las matrices de Pauli. Este es un
hecho destacable ya que nos permite calcular de forma exacta (salvo errores estadisticos en
la tomografia) la distancia media de teleportacion tomando el promedio sobre seis estados,
lo cual es de especial utilidad a la hora de correr los experimentos en QPUs debido al
limitado tiempo de ejecucion disponible.

En particular, la férmula vale cuando la medida de distancia es la Fidelity, por lo que

los experimentos en computadoras cuanticas serédn limitados a esos casos particulares.

5.1.2. Ruidos

Como se detallo en la seccion [2.1.5] una operacion cuantica puede modelarse conside-
rando su transformacién como la interaccién entre un sistema y su entorno, a través de un
operador unitario. En consecuencia, su representacién como circuito debe incluir al me-
nos un qubit adicional para poder caracterizar al entorno. Estos qubits auxiliares forman
parte del circuito final de teleportacién; sin embargo, por simplicidad, fueron omitidos y
considerados dentro de las cajas de ruido de Alice y Bob en la figura [5.1

En la figura[5.2)se presentan los circuitos cuanticos para los cuatro tipos de ruido aplica-
dos, Amplitude Damping Channel (Fig. , Depolarizing Channel (Fig. , Mirrored
Amplitude Channel (Fig. y Phase Damping Channel (Fig. [5.2d)), respectivamente,
en funcion de un angulo de rotacion 6. Este dngulo depende de p € [0,1], el parametro
que mide la intensidad del ruido en el canal. Para los circuitos de las figuras
y se tiene O(p) = 2arcsin,/p [24]. En cambio, para el circuito de la figura |§_2b}
0(p) = 2arccos /1 — z, donde z es la menor de las raices del polinomio —2% + 2z —p/4 [42].
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P (X {v}—{Z]
p & |0) — Ry(0) T ]
0) —{ R,(0) [ A— 0) — Ry(6) A
0) — Ry(0) A

(a) Amplitude Damping Channel (b) Depolarizing Channel

P —X] P p
0) R, (6) = 0) —]Ry(6)

(c) Mirrored Amplitude Damping Channel (d) Phase Damping Channel

Fig. 5.2: Circuitos cuanticos correspondientes a los canales ruidosos utilizados en este trabajo.

5.1.3. Correccion Optima

En el protocolo de teleportacion cuantica sin ruidos, las correcciones de Bob a su sistema
dependen exclusivamente de la mediciéon de Alice. Sin embargo, en la seccion se observo
que en la version ruidosa del protocolo optimizado para la Fidelity, la correccién de Bob
es de la forma R;; = w;;W. Esto indica que dicha correccién depende tanto de la medicion
de Alice como de W, que es una funcién del protocolo.

Para realizar las rotaciones descritas por R;; debemos encontrar la forma de expresarlas
como una compuerta cuéntica. Considerando el caso més simple, en el cual no actia ningin
ruido sobre el estado recurso, tenemos que W = Wqg. Esto implica R;; = W;; y la correccién
es idéntica a la del protocolo estandar. Luego, al generalizar para otros valores de W,
observamos que la transformacion es equivalente a corregir como el protocolo original y
luego aplicar una compuerta como indica la tabla [5.1]

W ‘ Correccién extra de Bob

Woo I
Wo1 X
W10 A
W11 ZX

Tab. 5.1: Compuerta a aplicar al qubit de Bob en funcién del valor de W definido en la seccion

5.1.4. Cambio de base

Para poder comparar el estado del qubit recibido por Bob con el del transmitido por
Alice, es necesario utilizar el procedimiento conocido como tomografia de estado, detallado
en la seccién Este método nos permite reconstruir estadisticamente las coordenadas
del vector de Bloch de un qubit mediante repetidas preparaciones y mediciones del mismo.
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Sin embargo, Qiskit solo permite medir en la base computacional y la tomografia requiere
estimar el valor medio de los observables 01,02 y 03. Es por eso que debemos realizar
manualmente las operaciones descritas en la tabla[5.2] inmediatamente antes de la operacion
de medicién para que los resultados de la misma estén expresados en la base deseada.

Al ser esta una estimacion, la precision de cada coordenada del vector de Bloch re-
sultante de la tomografia aumentara a medida que se aumenten las repeticiones de cada
experimento, convergiendo en el limite al valor real de dicha coordenada.

Observable | Transformacion

o1 H
09 HST
o3 I

Tab. 5.2: Compuertas necesarias para efectuar el cambio de base sobre el qubit de Bob

Si se realizara tomografia estandar sobre el qubit de Bob, estarfamos estimando el esta-
do Zije {0,1)2 Pij pg, un ensamble de los estados condicionales del resultado del protocolo.
No obstante, si deseamos calcular (D) debemos obtener las probabilidades p;; y los estados
pf; por separado. Para lograr esto se deben realizar tomografias condicionadas a las medi-
ciones de Alice, lo cual consiste en analizar los resultados de las tres mediciones partiendo
en casos.

Dado un experimento, una vez realizadas n mediciones con cada uno de los tres ob-
servables, contaremos con tres multiconjuntos R1, Ro y R3. Cada uno estd compuesto de
n instancias de cadenas ijk € {0,1}3, donde los primeros dos simbolos corresponden a la
medicion de Alice y el ultimo, a la de Bob.

Por un lado, debemos estimar los correspondientes p;;, que representan la probabilidad
de Alice de obtener ij de la mediciéon de sus qubits. Para ello utilizaremos la siguiente
formula, donde ||, denota la cantidad de apariciones de un elemento z en un multiconjunto:

1
Dij = %(|R1|ij0 + |Rilij1 + |Ralijo + | R2lij1 + |R3lijo + |Rslijn)- (5.2)

De esta forma estamos calculando la cantidad de veces que Alice midi6 ij y dividiendo por
el total. Notar que la medicion de Alice es independiente del observable utilizado.
Por otro lado, para reconstruir los estados condicionales
p_ 1 1.2 3y, =
pij = 5(1 + (rijs 1555 755) - ©), (5.3)
podemos calcular cualquier componente rfj para k € {1,2,3} utilizando la siguiente ecua-
cion:
k_ [Rlijo — [Relijn
Y | Relijo + | Relijn
Esta se asemeja mas al procedimiento visto en la seccion [2.1.7], solo que acotamos el espacio
de resultados a aquellos en los que Alice midi6 ij. Recordar que el bit 0 representa el
autovalor 1 y el bit 1 representa el autovalor -1 de los observables.
Una observacion importante es que el denominador de la ecuacion ((5.4) se anula si

y solo si p;; = 0, para valores de n lo suficientemente grandes. Esto implica que no es
necesario estimar el estado pg, ya que tiene probabilidad 0 de ocurrir.

(5.4)
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Fig. 5.3: Representacion de 500 muestras aleatorias dispuestas sobre la esfera de Bloch

5.2. Resultados simulacién

Se corrieron simulaciones utilizando el circuito descrito en la figura [5.1] para calcular la
distancia media de teleportaciéon bajo todas las medidas de distancia y canales ruidosos,
instanciando sus parametros de intensidad p, y p, sobre una cuadricula de [0, 1] x [0, 1]
con incrementos de 0.1, lo que equivale a 121 pares de (p,,py) por cada combinacion de
canales ruidosos.

Los experimentos fueron llevados a cabo tomando 500 muestras aleatorias, ilustradas
en la figura lo cual se consider6 lo suficientemente bueno para el alcance de este
trabajo. Es importante destacar que el nimero de muestras tiene un impacto significativo
en los tiempos de ejecucién de cada experimento; por lo que, si bien aumentarlo mejora
considerablemente la exactitud de la estimacién, las restricciones de recursos disponibles
(tanto de computo como de tiempo) fueron un factor determinante a la hora de elegir
ese valor. Anélogamente, el nimero de ejecuciones (o shots) para todas las simulaciones
realizadas es de 2000 y fueron tenidas en cuenta las mismas limitaciones que aplicaron en
la eleccion de cantidad de muestras.

Luego, se tomo el valor absoluto de la diferencia entre cada resultado de la simulacién
y su correspondiente valor teérico utilizando la formula , como se puede apreciar en la
figura Finalmente, para cada configuracién de ruido y medida de distancia se calculd
el promedio y el desvio estandar de los errores. Los resultados se pueden encontrar en la

tabla del Apéndice [C]
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(a) Diferencias entre valores esperados y simulados utilizando Affinity para dos canales de tipo
Depolarizing Channel actuando sobre los qubits de Alice y Bob.
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(b) Diferencias entre valores esperados y simulados utilizando Fidelity para canales de tipo Am-
plitude Damping Channel y Depolarizing Channel actuando sobre los qubits de Alice y Bob,
respectivamente.

Fig. 5.4: Diferencias entre valores esperados y simulados para distintas métrica y configuraciones
de ruido.

El minimo error obtenido se encontré al exponer tanto a Alice como a Bob a un canal
de tipo Depolarizing Channel y utilizar como medida la Fidelity, obteniendo una diferencia
de promedio de 3.81 x 107%. A su vez, el maximo error fue de 5.34 x 10793, el cual ocurri6
al exponer ambos qubits a un Phase Damping Channel y evaluar el rendimiento con la
Wooters Distance.

5.3. Resultados experimentales

Para esta seccién se disenaron experimentos més acotados que los ejecutados en si-
muladores debido a las limitaciones al tiempo de ejecucion en QPUs provistas por Qiskit
Runtime. Por un lado, dejé de ser factible simular la integral sobre la medida de Haar
tomando 500 muestras uniformemente aleatorias debido a dichas limitaciones. En conse-
cuencia, se recurrié a la equivalencia presentada en , logrando asi calcular la distancia
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media de teleportacion realizando tomografia de estado sobre solo seis estados. Esto impli-
ca otra serie de restricciones, ya que la ecuacién no vale para todos los casos analizados en
la seccion [5.2] Por ello, se decidi6 utilizar inicamente la funciéon Fidelity para evaluar el
caso donde ambos qubits fueron expuestos a ruido de tipo Amplitude Damping Channel.
Por otro lado, el espacio de parametros de intensidad (pg,py) de los ruidos se redujo a
rectas dentro de la region [0, 1] x [0, 1].

Para los experimentos ejecutados en QPUs fueron puestas a prueba diferentes técnicas
de generacién y ejecucion de los circuitos con el objetivo de optimizar la precisiéon de estos.
Podemos apreciar en la figura [5.5] que distintas optimizaciones produjeron mejoras en los
resultados obtenidos.

Los puntos amarillos corresponden a ejecuciones sobre circuitos idénticos a los utilizados
en la seccién y son los que mas difieren con los valores tedricos esperados.

Los puntos verdes corresponden a circuitos que, si bien respetan el esquema de la figura
evitan el uso de la compuerta paramétrica UGate y lo reemplaza por secuencias de
compuertas fijas equivalentes. Se observa que el rendimiento mejora considerablemente,
aunque algunos puntos se alejan de la curva esperada. La hipotesis es que el uso extensivo
de compuertas UGate impide realizar grandes optimizaciones sobre el circuito, lo cual es
crucial para reducir la profundidad del mismo y asi disminuir los errores producidos durante
su ejecucion.

Por ultimo, a los circuitos optimizados se adicionaron mecanismos de mitigacién de
errores provistos por Qiskit Runtime conocidos como “Pauli Twirling” [43] y “Dynamical
Decoupling” [44], los cuales aplican técnicas que alteran el circuito para hacerlo mas re-
siliente a errores. Los resultados fueron marginalmente superiores y pueden apreciarse en
los puntos rojos de la figura [5.5

ibm_brisbane ibm_sherbrooke

0.97 096

0.8 08

0.7
0.7

0.6
0.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
—— tedrico sin optimizar optimizado —— optimizado y mitigacién de errores

Fig. 5.5: Experimentos corridos en QPUs analizando dos canales expuestos a Amplitude Damping
Channel con parametros de intensidad p mediante la funcion Fidelity. Los experimentos
fueron repetidos 2000 veces en cada base de medicién del proceso de tomografia de estado.

Adicionalmente, se dese6 observar el fenémeno mencionado al final de la seccion [£.2]
donde se logra una certificacién cuantica aumentando el ruido en uno de los dos qubits. Para
lograr esto se fijo uno de los parametros de intensidad p = 0.85 en pos de transicionar de
certificacion clasica a cuantica a medida que el otro parametro es incrementado (ver figura

4.1b)). Los resultados observados en la figura indican que no se dispone de la precision
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necesaria para apreciar dicho fenémeno, a pesar de haber incrementado la cantidad de
shots a 10000.

0.66
I tedrico

0.64 -

ibm_sherbrooke

0.62#

ibm_brisbane

p

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 5.6: Experimentos corridos en QPUs analizando dos canales expuestos a Amplitude Damping
Channel con parametros de intensidad 0.85 y p, mediante la funcion Fidelity. Cada expe-
rimento fue repetido 10000 veces.



6. CONCLUSIONES

En este trabajo se llevo a cabo un estudio sistemético del protocolo de teleportaciéon
cuéntica bajo distintos escenarios de ruido, cuantificando su desempefnio a través de la
distancia media de teleportacion (seccion [3.2)).

Los resultados obtenidos en el capitulo [4| fortalecen el argumento hecho en [19], con-
firmando la necesidad de explorar diferentes figuras de rendimiento del protocolo, dado
que la distancia media de teleportacién se muestra susceptible al sesgo introducido por
cada métrica utilizada. Esto impacta en que la certificacién del protocolo depende de la
métrica aplicada, lo que la convierte en un criterio no universal (seccion . Ademas, se
hall6 que el fenémeno de “combatir ruido con ruido”, previamente identificado en canales
de tipo Amplitude Damping Channel utilizando la medida de Fidelity [9, [10], también se
manifiesta con otras métricas, lo que sugiere que es un fendémeno intrinseco del protocolo,
independiente de la métrica empleada (seccion . Paralelamente, se cuestion6 el rol del
entrelazamiento en el protocolo de teleportacion (seccion , observando una falta de
correspondencia entre la separabilidad del estado recurso y la certificacién del protocolo.

Por otro lado, se desarroll6 una herramienta [20] que permite estimar experimentalmen-
te la distancia media de teleportacién para cualquier protocolo ruidoso y cualquier funcién
de distancia utilizando Qiskit (capitulo . La misma fue ejecutada tanto en simuladores
como en computadoras cuanticas, y los resultados obtenidos se contrastaron con los valo-
res teoricos esperados para validar su correcto funcionamiento. Las simulaciones (seccion
mostraron que los circuitos de la herramienta lograron una alta precisiéon respecto a
los valores tedricos, estando limitados principalmente por variables estadisticas, como la
cantidad de repeticiones por experimento o el nimero de muestras a teleportar.

En cuanto a las ejecuciones en QPUs, las mismas exhibieron un menor rendimiento
debido a los ruidos inherentes de las plataformas cuanticas disponibles (seccion [5.3). Sin
embargo, las discrepancias con los valores esperados fueron coherentes y revelaron un pa-
tréon consistente a medida que se incrementd el ruido inyectado en el circuito que generaba
el estado recurso de Alice y Bob.

Este trabajo resalta la necesidad de explorar otras figuras de mérito y criterios de cer-
tificacion de protocolos de teleportacion. Una posible linea de investigacion es contemplar
momentos diferentes a la media [45], o estudiar la distribucion de probabilidad de una
métrica aplicada al rendimiento de la teleportacion.

Por otra parte, seria de interés identificar méas escenarios realistas en los que se observa
el fenémeno de combatir ruido con ruido; o, en su defecto, definir las condiciones que debe
cumplir un par de canales ruidosos para exhibir dicho fenémeno.

En paralelo, surge la pregunta de cuales son las propiedades cuanticas que debe poseer
el recurso para determinar la certificacion. Dado que no se encontré una correspondencia
con el entrelazamiento, pueden ser consideradas otras correlaciones cuanticas [46].

Por dltimo, resta poner a prueba la herramienta de estimacion de la distancia media
de teleportaciéon bajo mas canales ruidosos y medidas de distancia.
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A. CONTORNOS DISTANCIA MEDIA DE TELEPORTACION

En este apéndice se presentan todos los graficos generados en el marco del estudio
de la distancia media de teleportacién, encontrado en la seccién En estos se pueden
visualizar los contornos de (D) en funciéon de los pardmetros de intensidad p, y p, de
los ruidos analizados en este trabajo. Para cada configuracion de ruido se aprecia como
las distintas métricas certifican de forma contradictoria al protocolo, segin el color de la
region.
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Trace Distance Fidelity Affinity Wooters Distance
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Fig. A.1: Distancia media de teleportacion para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la seccién en funcién de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La linea punteada marca el contorno (D), que divide
la regién roja “certificada cuéntica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento

peor al mejor protocolo clasico.
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Trace Distance Fidelity Affinity Wooters Distance
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Fig. A.2: Distancia media de teleportacion para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la seccién en funcién de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La linea punteada marca el contorno (D), que divide
la regién roja “certificada cuéntica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento

peor al mejor protocolo clasico.
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Trace Distance Fidelity Affinity Wooters Distance

A: DC B: ADC

A: DC B: MADC

A: DC B: DC

A: DC B: PDC

Pa Pa Pa

: : : Pa
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. A.3: Distancia media de teleportacion para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la seccién en funcién de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La linea punteada marca el contorno (D), que divide
la regién roja “certificada cuéntica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento

peor al mejor protocolo clasico.
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Trace Distance Fidelity Affinity Wooters Distance
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Fig. A.4: Distancia media de teleportacion para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la seccién en funcién de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La linea punteada marca el contorno (D), que divide
la regién roja “certificada cuéntica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento

peor al mejor protocolo clasico.



B. REGIONES SEPARABILIDAD Y CERTIFICACION

En esta seccién se encuentran los graficos del estudio de la negatividad y separabilidad
del estado recurso y su rol en la certificaciéon del protocolo, llevado a cabo en la seccién
En la figura podemos apreciar como disminuye la negatividad (una medida del
entrelazamiento) del par de Alice y Bob a medida que aumentan las intensidades de los
canales ruidosos que acttian sobre sus sistemas.

ADC MADC DC PDC

ADC

PDC

02 04 06 08

Fig. B.1: Negatividad del sistema compuesto de Alice y Bob sometido a diferentes combinaciones
de canales ruidosos en funciéon de p, y pp

A continuacién se presentan, para todas las configuraciones de ruido y medidas de
distancia, las regiones para las cuales el protocolo obtiene certificaciéon cuantica a partir de
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un sistema separable y las regiones en las cuales, a pesar de contar con un par entrelazado,
no se consigue la certificacion.
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Fig. B.2: Separabilidad y certificacién para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
seccion [£.2] en funcién de p, y pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La region roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuéntico, mientras que la regiéon azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificacion clasica.
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Fig. B.3: Separabilidad y certificacion para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
seccion [4.2] en funcion de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La region roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuéntico, mientras que la regiéon azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificacion clasica.
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Fig. B.4: Separabilidad y certificacién para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
seccion [4.2] en funcion de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La region roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuéntico, mientras que la regiéon azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificacion clasica.
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Fig. B.5: Separabilidad y certificacion para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
seccion [4.2] en funcion de p, v pp, los parametros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La region roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuéntico, mientras que la regiéon azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificacion clasica.



C. RESULTADOS DE LA SIMULACION

En este apéndice se presentan los errores de la estimacion de (D) utilizando simuladores
de computadores cuénticas. Los resultados se encuentran agrupados por configuraciéon de
ruido y métrica utilizada, y los datos presentados son el promedio y el desvio estandar de
los errores de cada grupo, respectivamente.

Canal Alice Canal Bob Distancia Media Desvio Estandar
ADC ADC affinity 1.15 x 1079 1.57 x 10793
ADC ADC fidelity 1.37x 1079 1.67 x 10793
ADC ADC trace distance 2.94 x 10793 3.35 x 10793
ADC ADC wooters distance 2.15 x 1079 4.64 x 10793
ADC DC affinity 5.69 x 1079 414 x 107%
ADC DC fidelity 6.92 x 1079 6.65 x 107%
ADC DC trace distance 2.07 x 10793 2.99 x 10703
ADC DC wooters distance 1.16 x 10793 4.14 x 10703
ADC MADC affinity 1.59 x 1079 1.70 x 10793
ADC MADC fidelity 1.98 x 10793 1.94 x 10793
ADC MADC trace distance 3.25 x 10703 3.32 x 10793
ADC MADC wooters distance 2.56 x 107093 4.62 x 10793
ADC PDC affinity 7.64 x 1079 833 x 107
ADC PDC fidelity 1.22 x 10793 1.56 x 10793
ADC PDC trace distance 3.14x 1079 341 x107%
ADC PDC wooters distance 2.40 x 10793 4.89 x 10793
DC ADC affinity 7.14 x107% 585 x 107
DC ADC fidelity 6.64 x 1079 7.35 x 107%
DC ADC trace distance 1.93 x 10793 2.79 x 10793
DC ADC wooters distance 1.10 x 10793 4.21 x 10703
DC DC affinity 4.56 x 1079 3.05 x 107
DC DC fidelity 3.81 x 1079 527 x107%
DC DC trace distance 1.75 x 10793 2.70 x 10793
DC DC wooters distance 8.60 x 1074 4.36 x 10703
DC MADC affinity 7.46 x 1079 556 x 107
DC MADC fidelity 6.41 x 1079 728 x 107"
DC MADC trace distance 1.98 x 10793 2.75 x 10793
DC MADC wooters distance 1.04 x 10793 4.09 x 10703
DC PDC affinity 755 x 1079 6.62 x 107
DC PDC fidelity 1.02x 1079 1.13 x 10793
DC PDC trace distance 2.55 x 10793 3.18 x 10793
DC PDC wooters distance 1.82 x 107093 4.52 x 10793
MADC ADC affinity 1.82x 1079  1.79 x 10793
MADC ADC fidelity 244 x 1079 222 x 1079
MADC ADC trace distance 3.62x 1079 345 x 1079
MADC ADC wooters distance 2.93 x 10793 4.53 x 10793
MADC DC affinity 513 x 107%  4.06 x 1074
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MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
MADC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
PDC
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DC

DC
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MADC
MADC
MADC
PDC
PDC
PDC
PDC
ADC
ADC
ADC
ADC
DC

DC

DC

DC
MADC
MADC
MADC
MADC
PDC
PDC
PDC
PDC

fidelity

trace distance
wooters distance
affinity

fidelity

trace distance
wooters distance
affinity

fidelity

trace distance
wooters distance
affinity

fidelity

trace distance
wooters distance
affinity

fidelity

trace distance
wooters distance
affinity

fidelity

trace distance
wooters distance
affinity

fidelity

trace distance
wooters distance

6.28 x 10704
2.02 x 10793
1.15 x 10793
1.28 x 10793
1.36 x 10793
3.06 x 10793
2.19 x 10793
8.16 x 10704
1.28 x 10793
3.22 x 10793
2.34 x 10793
7.91 x 10794
1.06 x 10793
2.32 x 10703
2.33 x 10793
7.21 x 10704
1.05 x 10793
2.45 x 10703
1.87 x 10793
8.24 x 10704
1.10 x 10793
2.64 x 10793
2.26 x 10793
1.79 x 10793
3.18 x 10793
4.12 x 107093
5.34 x 10703

6.72 x 10704
2.98 x 10703
4.19 x 10793
1.81 x 10793
2.16 x 10793
3.72 x 10793
4.90 x 10793
8.38 x 10704
1.42 x 10793
3.42 x 10793
4.67 x 10793
6.24 x 10704
1.03 x 10793
3.13 x 10793
4.31 x 10793
6.40 x 10704
1.24 x 10793
3.19 x 10793
4.73 x 10793
7.84 x 10704
1.22 x 10793
3.11 x 10793
4.43 x 10793
1.83 x 10793
3.24 x 10793
3.74 x 10793
5.40 x 10793

Tab. C.1: Media y Desvio Estandar de la diferencia entre el resultado de la simulacién y el valor
tedrico esperado para todas las posibles combinaciones de canales ruidosos y medidas de
distancia sobre una cuadricula de [0,1] x [0, 1] con incrementos de 0.1 para los valores
de p de los canales.
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