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CERTIFICACIÓN DE TELEPORTACIÓN CUÁNTICA EN
ESCENARIOS CON RUIDO: DESARROLLO DE UNA

HERRAMIENTA DE QISKIT PARA ESTIMAR LA DISTANCIA
MEDIA DE TELEPORTACIÓN EN SIMULADORES Y

COMPUTADORAS CUÁNTICAS

La teleportación cuántica es un protocolo fundamental en la computación cuántica, el
cual permite la transferencia de estados cuánticos entre sistemas distantes. En condicio-
nes ideales, el estado transferido permanece inalterado, pero en aplicaciones prácticas, el
ruido ambiental afecta el proceso, alterando el estado recibido. En este trabajo se estudia
el desempeño de la teleportación cuántica en escenarios con diferentes tipos y niveles de
ruido. Se evalúan la certificación cuántica y el rendimiento del protocolo mediante distintas
métricas. Asimismo, se presenta una herramienta basada en Qiskit para estimar experimen-
talmente la distancia media de teleportación en entornos ruidosos. Los resultados obtenidos
en simuladores y computadoras cuánticas reales confirman su correcto funcionamiento.

Palabras claves: Teleportación cuántica, ruido cuántico, computación cuántica, Qiskit,
certificación de teleportación.
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QUANTUM TELEPORTATION CERTIFICATION IN NOISY
SCENARIOS: DEVELOPMENT OF A QISKIT TOOL TO ESTIMATE

THE AVERAGE DISTANCE OF TELEPORTATION IN
SIMULATORS AND QUANTUM COMPUTERS

Quantum teleportation is a key protocol in quantum computing, allowing the transfer of
quantum states between distant systems. In ideal conditions, the transferred state remains
unchanged; however, in practical applications, environmental noise affects the process,
altering the received state. In this work, the performance of quantum teleportation in va-
rious noisy scenarios is studied, assessing the protocol’s accuracy using multiple metrics.
A Qiskit-based tool is developed to experimentally estimate the average distance of te-
leportation under noisy conditions. Results obtained from simulators and real quantum
computers confirm its correct operation.

Keywords: Quantum teleportation, quantum noise, quantum computing, Qiskit, telepor-
tation certification.
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1. INTRODUCCIÓN

La teleportación cuántica [1] es un protocolo fundamental en el campo de la informa-
ción, la comunicación y la computación cuántica [2]. El mismo permite transferir el estado
de un sistema cuántico desconocido a otro sistema alejado en el espacio, utilizando un par
entrelazado previamente distribuido. La imposibilidad de realizar operaciones básicas de
la teoría de la información clásica, como el copiado de información [3, 4], lo convierte en
una herramienta indispensable a la hora de implementar una amplia gama de algoritmos
y técnicas [5-7].

En el caso ideal, al finalizar el protocolo el estado del sistema receptor es exactamente
igual al estado a transferir. Sin embargo, en aplicaciones reales, las interacciones del par
entrelazado con el ambiente (conocidas como ruido) afectan su funcionamiento, causando
que el sistema receptor exhiba un estado típicamente diferente al del emisor. Es por esto
de gran interés el estudio del comportamiento del protocolo de teleportación cuántica bajo
distintos escenarios de ruido [8-11].

Desde su primera realización experimental en 1997 [12], se han logrado avances signifi-
cativos en su implementación, tanto en la extensión de las distancias entre los sistemas [13],
como en el uso de redes urbanas de fibras óptica para la distribución del canal de comuni-
cación cuántico [14, 15]. Asimismo, gran parte de dichos avances se enfocaron en mejorar la
eficacia de la implementación del protocolo. No obstante, la evaluación de su rendimiento
resulta no ser un problema trivial.

Históricamente, se utilizó una figura de mérito basada en la fidelidad entre estados
cuánticos no solo para cuantificar la eficacia de un protocolo dado, sino para otorgarle cer-
tificación cuántica; la cual ocurre cuando el rendimiento del protocolo supera su contraparte
clásica dada por el protocolo óptimo de tipo “medir y preparar” [16, 17]. Recientemente, se
han introducido otras figuras de mérito basadas en diferentes nociones de distancias entre
estados cuánticos [18] y se demostró que diferentes métricas certifican de forma contradic-
toria un mismo protocolo [19]. Esto nos indica que el criterio utilizado hasta ahora no es
universal y que cada figura evalúa distintos aspectos del rendimiento de un protocolo dado.

En este trabajo se lleva a cabo un estudio sistemático del comportamiento del protocolo
afectado por distintos tipos de ruidos generalmente encontrados en escenarios reales, em-
pleando diferentes métricas para observar cómo varía su rendimiento y certificación. Como
parte de dicho estudio se amplía lo sabido hasta el momento sobre fenómeno conocido como
“combatir ruido con ruido” [10] y se discute el rol del entrelazamiento en la certificación de
un protocolo. Asimismo, se presenta una herramienta de código abierto [20] que permite
estimar experimentalmente la distancia media de teleportación para cualquier protocolo
ruidoso y cualquier función de distancia utilizando Qiskit [21]. El correcto funcionamiento
de la misma es evaluado ejecutándola tanto en simuladores como en computadoras cuán-
ticas reales y contrastando sus resultados con los valores teóricos esperados.
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2. MARCO TEÓRICO

2.1. Introducción a la mecánica cuántica

La mecánica cuántica es esencialmente un marco matemático, un conjunto de reglas
que permiten el desarrollo de teorías de la física tales como la teoría cuántica de campos
y la electrodinámica cuántica. Como con toda teoría, comenzamos con un conjunto de
axiomas o postulados, a partir de los cuales se desarrollarán teoremas, algoritmos, proto-
colos, técnicas y métodos. A diferencia de algunas teorías emblemáticas como las de la
relatividad especial y general de Einstein o la ley de gravitación universal de Newton, la
concepción de la teoría de la mecánica cuántica no se reduce a una publicación de un so-
lo autor. Por el contrario, fue el resultado de décadas de desarrollo en conjunto, iniciado
en 1900 cuando Max Planck describió por primera vez la energía de la radiación térmica
en quanta, o cantidades discretas [22]. La teoría carecía de un formalismo unificado que
abarque todos los hallazgos hechos en el campo hasta que, a principios de la década de
1930 y gracias a los aportes de Dirac, Hilbert y von Neumann, se consolidaron varios de los
fundamentos matemáticos que se utilizan hoy en día en el estudio de la mecánica cuántica.
Este formalismo matemático utiliza el lenguaje del álgebra lineal, por lo que es necesario
poseer conocimientos básicos sobre el estudio de los espacios vectoriales para comprender
los postulados de esta teoría y sus subsiguientes resultados.

En su trabajo Fundamentos Matemáticos de la Mecánica Cuántica de 1932 [23], John
von Neumann describió por primera vez de forma rigurosa a la mecánica cuántica como
una teoría de operadores hermíticos y espacios de Hilbert. En este formalismo los sistemas
físicos se caracterizan en términos de los llamados estados, los observables y su dinámica.
En los postulados del próximo apartado trazaremos los paralelismos correspondientes entre
estas caracterizaciones y las herramientas matemáticas que las modelan.

Existen varias formulaciones equivalentes para referirse al estado y comportamiento de
los sistemas cuánticos, las cuales pueden llegar a ser de más o menos utilidad a la hora de
estudiar distintos aspectos de la teoría. Las dos formas canónicas para describir un estado
cuántico son a través del uso del vector de estado y la matriz densidad, que corresponden
a vectores en un espacio de Hilbert y a operadores positivos con traza igual a uno sobre
dicho espacio, respectivamente.

Antes de comenzar con la enumeración de los postulados, es conveniente introducir la
notación estándar que se utiliza en el campo, llamada notación de Dirac:

Notación Descripción
|ψ⟩ Vector. También llamado ket
⟨ψ| Vector dual. También llamado bra
⟨ϕ|ψ⟩ Producto interno entre los vectores |ϕ⟩ y |ψ⟩

|ϕ⟩ ⊗ |ψ⟩ Producto tensorial entre los vectores |ϕ⟩ y |ψ⟩
|ϕ⟩ |ψ⟩ Notación abreviada para |ϕ⟩ ⊗ |ψ⟩
|ϕψ⟩ Notación abreviada para |ϕ⟩ ⊗ |ψ⟩
A∗ Conjugado complejo de la matriz A
A† Conjugado complejo o adjunto de la matriz A. A† = (AT )∗

⟨ϕ|A|ψ⟩ Producto interno entre |ϕ⟩ y A |ψ⟩. Idem entre A† |ϕ⟩ y |ψ⟩.
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2.1.1. Postulados de la mecánica cuántica

En esta sección reproduciremos los postulados fundamentales de la mecánica cuántica,
tal como se presentan en el libro de Nielsen y Chuang [24]. Estos establecen una conexión
entre el mundo físico y el formalismo matemático de la mecánica cuántica.

El primer postulado de la mecánica cuántica define el marco donde esta teoría se
desarrolla: el espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial sobre números complejos
con un producto interno. En este espacio, los estados cuánticos pueden representarse tanto
por vectores como por operadores densidad, lo que permite describir sistemas puros y
mixtos de manera generalizada.

Postulado 1. Cada sistema físico aislado está asociado a un espacio de Hilbert, conocido
como el espacio de estados. El estado del sistema es representado por un operador ρ positivo
con traza igual a 1 que actúa en dicho espacio, llamado operador densidad. Si un sistema
está en el estado ρi con probabilidad pi, entonces su operador densidad es

∑
i piρi.

La geometría del espacio de estados cuánticos corresponde a la de un conjunto convexo,
en cuyo borde se encuentran los llamados estados puros, que satisfacen ρ2 = ρ y pueden
ser expresados alternativamente como vectores en el espacio de Hilbert. Estos estados son
aquellos que se conocen con exactitud, por lo que la información que aportan es máxima.
Por otro lado, en el interior de dicho espacio se encuentran los estados mixtos, los cuales
son combinaciones convexas de estados puros.

El segundo postulado explica la dinámica de los sistemas cuánticos, es decir, cómo se
comportan las transformaciones que sufren en un intervalo de tiempo determinado.

Postulado 2. La evolución de un sistema cuántico cerrado es descrita por UρU † = ρ′,
donde ρ es el estado del sistema en el instante t1, ρ′ es el estado del sistema en el instante
t2 y U es un operador unitario que depende únicamente de t1 y t2

Si bien, en términos generales, ningún sistema es cerrado (salvo el universo mismo),
existen diversos escenarios de interés donde es una aproximación suficientemente buena
describir un sistema como si lo fuese.

Es evidente que esta formulación del postulado describe el paso del tiempo en inter-
valos discretos lo cual, para el alcance de este trabajo, resulta suficiente. No obstante, es
importante destacar que existe una versión más refinada de este postulado que explica la
evolución de un sistema cuántico en tiempo continuo, llamada ecuación de Schrödinger,
que depende de una constante física determinada experimentalmente llamada constante de
Planck y de un operador H llamado Hamiltoniano del sistema.

A la hora de realizar un experimento, resulta lógico que luego de evolucionar un sistema
mediante operadores unitarios se desee observar la propiedad de interés que este exhibe.
En la mecánica cuántica la medición es un proceso irreversible que le asigna un valor
real a un sistema cuántico, a su vez interactuando con este, de manera que deja de ser
cerrado. El tercer postulado define el comportamiento y las repercusiones de este proceso
que transforma el sistema de manera tal que los operadores unitarios ya no son suficientes
para describir su evolución.

Postulado 3. Las mediciones de un sistema cuántico están descritas por un conjunto de
operadores {Mm} que actúan en el espacio de estados del mismo llamados operadores de
medición, donde el índice m hace referencia a los posibles resultados de la medición en el
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experimento. Sea ρ el estado del sistema inmediatamente antes de efectuar la medición,
entonces la probabilidad de que se obtenga el resultado m está dada por la ecuación

p(m) = tr(M †
mMmρ), (2.1)

y el estado del sistema inmediatamente después de la medición es

MmρM
†
m

tr(M †
mMmρ)

. (2.2)

Los operadores de medición deben satisfacer la ecuación de completitud∑
m

M †
mMm = I. (2.3)

La ecuación de completitud expresa el hecho de que las probabilidades deben sumar
uno, y es equivalente a que valga para todo ρ la siguiente ecuación:

1 =
∑
m

p(m) =
∑
m

tr(M †
mMmρ). (2.4)

Existe también una versión especial del Postulado 3 que describe un tipo de medición
llamada medición proyectiva, la cuál provee una mayor comodidad a la hora de hacer
cálculos en varias de las aplicaciones de la computación en información cuántica, siendo
a su vez equivalente al postulado general de medición (siempre y cuando se le otorgue la
posibilidad de efectuar transformaciones unitarias). Este tipo de medición se define de la
siguiente manera:

Mediciones Proyectivas. Una medición proyectiva es descrita por un observable, M , un
operador hermítico en el estado de espacios del sistema observado. El observable posee una
descomposición espectral

M =
∑
m

mPm, (2.5)

donde Pm es el proyector sobre el autoespacio de M con autovalor m. Los posibles resultados
de la medición corresponden a los autovalores m del observable. La probabilidad de obtener
el resultado m de la medición del estado ρ está dada por

p(m) = tr(Pmρ), (2.6)

dejando al sistema medido en el estado

PmρPm√
p(m)

. (2.7)

Una de las ventajas de las mediciones proyectivas es su facilidad para calcular los valores
medios de medición de un estado con respecto a un observable:

E(M) = tr(ρM). (2.8)

Pocos son los casos en los que pretendemos estudiar sólo un sistema cuántico. El último
postulado nos otorga la herramienta que precisamos para describir sistemas compuestos
por más de un sistema físico, lo cual resulta indispensable para modelar algoritmos y
procedimientos tales como la teleportación cuántica.
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Postulado 4. El espacio de estados de un sistema físico compuesto es el producto tensorial
de los espacios de estados que lo componen. Luego, si disponemos de los sistemas numerados
del 1 al n y el i-ésimo sistema está preparado en el estado ρi, entonces el estado conjunto
del sistema compuesto es ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ...⊗ ρn

A la hora de estudiar sistemas compuestos, frecuentemente nos vemos en la necesidad
de describir los subsistemas que lo componen. Es en estos casos cuando más útil resulta la
matriz densidad como forma de representación, ya que nos permite utilizar una herramienta
de suma utilidad llamada operador densidad reducido. Sean A y B sistemas físicos descritos
por el operador densidad ρAB. Luego, el operador densidad reducido para el sistema A está
definido por

ρA ≡ trB(ρ
AB), (2.9)

donde trB es un mapa de operadores conocido como la traza parcial sobre el sistema B. A
su vez, esta se define como

trB(|a1⟩ ⟨a2| ⊗ |b1⟩ ⟨b2|) ≡ |a1⟩ ⟨a2| tr(|b1⟩ ⟨b2|). (2.10)

2.1.2. Qubit

El quantum bit o qubit es la unidad básica de información en las áreas de computación
cuántica e información cuántica. Se trata del sistema cuántico más simple posible ya que
su espacio de estados consta de dos dimensiones, por lo que podemos representar el estado
de un qubit como un vector unitario en C2.

Para describir un qubit es necesario primero elegir una base en el espacio de estados.
Usualmente se suele pensar en términos de la llamada base computacional, la cual está
compuesta por los estados |0⟩ y |1⟩ que, a su vez, corresponden a los vectores (1, 0) y (0, 1),
respectivamente. Una vez elegidos los estados que conformarán nuestra base, podemos
crear combinaciones lineales de estos, usualmente llamadas superposiciones. Dados α, β ∈ C
representamos el vector de estado de un qubit |ψ⟩ como

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ . (2.11)

En esta representación se observan a simple vista las probabilidades de medir los elementos
|0⟩ y |1⟩ de la base computacional: |α|2 y |β|2, respectivamente, por lo que los coeficientes
utilizados en los vectores de estado deberán cumplir con |α|2 + |β|2 = 1.

De esta forma representamos un qubit puro como un vector de estado en la base compu-
tacional. Análogamente, podemos hacer lo propio en formato matriz densidad calculando
|ψ⟩ ⟨ψ|. En la base computacional, esto se expresa como[

α2 α∗β
αβ∗ β2

]
. (2.12)

En el caso de los qubits, existe una forma adicional para representar estados cuánticos:
como puntos en una esfera tridimensional de radio 1, llamada esfera de Bloch. Para intro-
ducir esta representación es conveniente primero reformular la ecuación (2.11) en términos
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de la forma polar de α y β. Así,

α = rαe
iϕα , (2.13)

β = rβe
iϕβ , (2.14)

|ψ⟩ = rαe
iϕα |0⟩+ rβe

iϕβ |1⟩ (2.15)

con rα, ϕα, rβ, ϕβ ∈ R.
Ahora, si reescribimos (2.15), tenemos que r2α + r2β = 1 y podemos aplicar la identidad

Pitagórica para hacer el cambio de variable rα = cos θ2 y rβ = sin θ
2 . Adicionalmente,

podemos sacar factor común eiϕα y renombrar ϕ =
ϕβ
ϕα

para obtener la expresión

|ψ⟩ = eiϕα(cos
θ

2
|0⟩+ sin

θ

2
eiϕ |1⟩). (2.16)

Nos referimos a eiϕα como un factor de fase global, el cual no tiene efectos observables.
Esto significa que, al momento de realizar una medición del sistema, la existencia de ese
factor no modificará el resultado observado, por lo que podemos obviarlo.

Finalmente, llegamos a que podemos describir el estado de un qubit con dos números
reales, lo cual nos permite pensar en términos de dos ángulos que componen un sistema
de coordenadas polares en R3. Sin embargo, notemos que la derivación solo admite puntos
sobre la superficie de la esfera, los cuales se corresponden con el conjunto de estados pu-
ros. Para representar estados mixtos (combinaciones convexas de estados puros), debemos
contemplar los puntos en su interior. Esto se puede lograr para un estado ρ cualquiera
considerando un tercer parámetro |r| (la norma del vector), o mediante la ecuación

ρ =
1

2
(1 + t⃗ · σ⃗), (2.17)

donde t⃗, con |⃗t| ≤ 1 es el vector de Bloch del estado y σ⃗ = (σ1, σ2, σ3) es el vector de las
matrices de Pauli. Estas se definen como

σ1 = |1⟩ ⟨0|+ |0⟩ ⟨1| , (2.18)
σ2 = i |1⟩ ⟨0| − i |0⟩ ⟨1| y (2.19)
σ3 = |0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1| (2.20)

y junto con la identidad forman una base del espacio de matrices densidad de un qubit
(ver sección 2.2.1). Observando la ecuación (2.17) vemos que el vector de Bloch (0, 0, 0) es
equivalente a la matriz de densidad 1/2 y corresponde a un estado máximamente mezclado,
es decir, que provee mínima información.

2.1.3. Entrelazamiento

En el Postulado 4 se estableció al producto tensorial como la herramienta para describir
sistemas compuestos. Decimos que un sistema compuesto es separable cuando se puede
escribir como una combinación convexa de sus productos. Es decir,

ρAB separable ⇐⇒ ρAB =
∑
i

piρ
A
i ⊗ ρBi . (2.21)

Al hablar de estados puros, la condición se expresa como |ψ⟩ab = |a⟩ |b⟩.
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Aquellos estados que no son separables se denominan entrelazados, y son unos de los
fenómenos más interesantes y característicos de la mecánica cuántica. Estos son una parte
clave en la formulación de varios protocolos pertenecientes a las áreas de información y
computación cuántica, como la criptografía cuántica [25], la codificación superdensa [26]
y la teleportación cuántica [1]. Es por ello que se considera al entrelazamiento un recurso
fundamental de la naturaleza, como lo es la energía, la información o la entropía.

Los ejemplos paradigmáticos de estados entrelazados son los llamados estados de Bell
y se definen como

|β00⟩ =
|00⟩+ |11⟩√

2
, (2.22)

|β01⟩ =
|01⟩+ |10⟩√

2
, (2.23)

|β10⟩ =
|00⟩ − |11⟩√

2
y (2.24)

|β11⟩ =
|01⟩ − |10⟩√

2
. (2.25)

Estos estados se denominan “máximamente entrelazados”, ya que partir de ellos se pueden
generar cualquier otro estado de dos qubits por medio de operaciones locales y comunicación
clásica.

Una manera de medir el grado de entrelazamiento es mediante el cálculo de su negati-
vidad [27], definida como

N (ρ) ≡ ||ρΓA ||1 − 1

2
, (2.26)

donde

ρΓA = (T ⊗ id)(ρ) =

2∑
iA,jA=1

2∑
iB ,jB=1

⟨iAiB| ρ |jAjB⟩T (|iA⟩ ⟨jA|)⊗ |iB⟩ ⟨jB|

=
2∑

iA,jA=1

2∑
iB ,jB=1

⟨iAiB| ρ |jAjB⟩ |jA⟩ ⟨iA| ⊗ |iB⟩ ⟨jB|

(2.27)

es la traspuesta parcial [28] de ρ con respecto al subsistema A y ||X||1 = tr|X| = tr
√
X†X

es la norma traza. Para estados de dos qubits, se tiene que ρAB separable ⇐⇒ N (ρAB) =
0 [27].

2.1.4. Sistemas de dos qubits

Hasta ahora solo vimos cómo representar un sistema arbitrario de dos qubits utilizando
vectores de estado y matrices de densidad. En esta sección introduciremos otra manera
de expresar estos sistemas, que nos será de gran utilidad para describir el proceso de
teleportación más adelante: la forma de Fano, dada por [29]

ρ =
1

4

1 ⊗ 1 + r⃗A · σ⃗ ⊗ 1 + 1 ⊗ r⃗B · σ⃗ +

3∑
i,j=1

rijσi ⊗ σj

 , (2.28)
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donde 1 es la matriz identidad en el espacio de estados del sistema correspondiente, r⃗A y
r⃗B son los vectores de Bloch de los estados reducidos y rij = tr(ρσi⊗σj) son los elementos
de la matriz de correlación.

Observemos que calcular el estado reducido de cualquier qubit que compone cualquier
estado de Bell nos da como resultado 1/2 el cual, como se vio en la sección 2.1.2, es
un estado con máxima incertidumbre (o mínima información). Esto se condice con la
afirmación hecha en 2.1.3: que no se pueden describir por separado.

Finalizamos esta sección dando la fórmula para la forma de Fano de un par de Bell, la
cual nos será de gran utilidad más adelante:

|βxy⟩ ⟨βxy| =
1

4
(1 ⊗ 1 +

3∑
i=1

(wxy)ii σi ⊗ σi) (2.29)

donde

w00 = diag(1,−1, 1), (2.30)
w01 = diag(1, 1,−1), (2.31)
w10 = diag(−1, 1, 1), y (2.32)
w11 = diag(−1,−1,−1) (2.33)

son las matrices de correlación correspondientes.

2.1.5. Canales cuánticos

En la sección 2.1.1 se describió la evolución de sistemas cerrados, aislados de interaccio-
nes con sistemas externos. En escenarios de esta naturaleza, los algoritmos y procedimientos
que dependen de la manipulación de qubits obtienen resultados ideales, como es el caso del
protocolo de teleportación (explicado en el apartado 3.1), que logra transmitir el estado
exacto del qubit inicial al sistema receptor.

En aplicaciones reales no existen sistemas perfectamente cerrados, sino que sufren in-
teracciones indeseadas con el mundo exterior, las cuales se manifiestan como ruido en
sistemas de procesamiento de información cuántica. No obstante, para comprender en ma-
yor profundidad los efectos del mismo sobre los procesos cuánticos e intentar mitigarlos
en la medida de lo posible, es de nuestro interés estudiar y caracterizar los tipos de ruidos
más comunes.

Este fenómeno no es exclusivo del estudio de sistemas cuánticos: de forma análoga
podemos observar cómo el ruido altera sistemas clásicos, producto de interacciones con
el ambiente. De hecho, se pueden trazar varios paralelismos entre los formalismos para
describir dichas interacciones y los que estudiaremos a continuación, que analizan el caso
cuántico.

Existen distintas caracterizaciones del ruido en los canales cuánticos; las cuales, depen-
diendo del contexto, pueden ser de mayor o menor utilidad. De cualquier forma, todas ellas
se basan sobre los fundamentos del formalismo de operaciones cuánticas. Este formalismo
no se limita al modelado de canales ruidosos; sino que, de forma mucho más general, ex-
presa el cambio que sufre un estado, producto de algún proceso físico. Tal es su alcance,
que tanto las transformaciones unitarias como las mediciones son ejemplos de operaciones
cuánticas, cuya notación se suele expresar como

E(ρ) = ρ′. (2.34)
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Definimos una operación cuántica E como un mapeo desde el conjunto de operadores
densidad del espacio de entrada Q1 al conjunto de operadores densidad del espacio de salida
Q2 con las siguientes tres propiedades axiomáticas (tomando Q1 = Q2 por simplicidad):

1. La operación descrita por E preserva la traza del estado inicial. Por ende, tr[E(ρ)] = 1
para cualquier ρ

2. E es una transformación lineal convexa sobre el conjunto de matrices de densidad.
Es decir, para probabilidades {pi},

E

(∑
i

piρi

)
=
∑
i

piE(ρi) (2.35)

3. E es una transformación completamente positiva. Es decir, si E mapea operadores de
densidad del sistema Q1 a operadores de densidad del sistema Q2, entonces E(A) debe
ser positivo para cualquier operador positivo A. Adicionalmente, si introducimos un
sistema extra R de dimensionalidad arbitraria, debe valer que (I ⊗E)(A) es positivo
para cualquier operador positivo A en el sistema combinado RQ1, donde I denota el
operador identidad en el sistema R.

A lo largo de esta sección enumeraremos distintas maneras de modelar los efectos
del ruido y proveeremos ejemplos de estas representaciones aplicados a canales ruidosos
usualmente encontrados en escenarios realistas.

Operadores de Kraus (o representación como suma de operadores)

Son una forma de representar las operaciones cuánticas en la cual sólo se describen
los operadores que actúan sobre el espacio de Hilbert del sistema principal, y no sobre el
espacio de Hilbert del ambiente. De esta forma, escribimos la operación cuántica E como

E(ρ) =
∑
k

EkρE
†
k (2.36)

donde los {Ek}, llamados elementos de operación u operadores de Kraus son operadores
en el espacio de Hilbert del sistema principal y satisfacen la siguiente condición:∑

k

EkE
†
k = I (2.37)

que se deriva de pedir 1 = tr(E(ρ)), también llamada relación de completitud.
Un canal cuántico muy utilizado en el modelado de procesos físicos es el llamado Ampli-

tude Damping Channel, el cual describe el fenómeno de disipación de energía (por ejemplo
la de un átomo emitiendo espontáneamente un fotón). Los operadores de Kraus de un canal
de tipo Amplitude Damping Channel son

E1 =

(
1 0
0

√
1− p

)
, E2 =

(
0

√
p

0 0

)
. (2.38)
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Descomposición Afín

Es un método para representar operaciones cuánticas sobre un sólo qubit, describiendo
la transformación que sufre su vector de Bloch. Cualquier operación cuántica que preserva
traza es equivalente a una operación de la forma

E(r⃗) =Mr⃗ + c⃗, (2.39)

donde M es una matriz real de 3× 3 y c⃗ es un vector constante. Esta expresión mapea la
esfera de Bloch a sí misma, y los valores de M y c⃗ se pueden derivar de los operadores Ei
que generan la representación de suma de operadores para E .

Así se ve la descomposición afín de un Amplitude Damping Channel:

t⃗ −→ t⃗ad =

√
1− p 0 0
0

√
1− p 0

0 0 1− p

 t⃗+

0
0
p

 (2.40)

Modelo sistema-ambiente

También existe la posibilidad de expresar un canal ruidoso como una transformación
unitaria U que opera sobre el espacio de Hilbert donde vive ρ⊗ρenv donde ρ es el estado del
sistema que queremos transformar y ρenv es un estado que modela el ambiente, con quien
interacciona ρ. Luego de que el estado producto ρ⊗ρenv sea transformado por U , el sistema
deja de interactuar con el ambiente, por lo que hacemos una traza parcial del resultado
para quedarnos con el estado reducido de nuestro sistema. De esta forma, expresamos a la
operación cuántica E como

E(ρ) = trenv[U(ρ⊗ ρenv)U
†]. (2.41)

La transformación U que representa a un Amplitude Damping Channel, suponiendo
que el ambiente comienza en el estado |0⟩ es

1 0 0 0
0 0

√
1− p

√
p

0 0
√
p −

√
1− p

0 1 0 0

 . (2.42)

Las tres caracterizaciones descritas son equivalentes y es posible derivar cada una a
partir de otra.

2.1.6. Distancias

En el campo del procesamiento de información cuántica es indispensable poder cuan-
tificar la similitud de dos elementos de información o en qué medida la información es
preservada por un proceso. Para eso, en esta sección introduciremos el concepto de me-
didas de distancia, de las cuales existen tanto estáticas como dinámicas. Las medidas de
distancia estáticas miden la proximidad de dos estados cuánticos, mientras que las diná-
micas utilizan las anteriores para analizar cómo varía un estado luego de ser sujeto a una
operación cuántica E .

Como veremos más adelante, la elección de la medida de distancia utilizada en un cierto
análisis tiene una alta incidencia en los resultados del mismo. Esto nos da la pauta de que
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cada medida nos aporta información sobre algún aspecto en particular de la relación entre
dos estados. Es por eso conveniente, para que el análisis sea lo más integral posible, emplear
una variedad de medidas de distancia y así mitigar la arbitrariedad de la información que
provee cada una en solitario.

Las medidas de distancia que fueron empleadas en este trabajo para estudiar la precisión
del protocolo de teleportación son las siguientes:

Trace distance [24]: DTr(ρ, σ) =
1
2 tr |ρ− σ| con |O| =

√
O†O

Fidelity [24]: F (ρ, σ) = tr[
√√

ρσ
√
ρ]2

Wootters distance [30]: DW (ρ, σ) = arc cos
√
F (ρ, σ)

Affinity [31]: A(ρ, σ) = tr
√
ρ
√
σ

A lo largo del trabajo se utilizará de forma genérica el término “medida de distancia”
por simplicidad, si bien es importante notar que Fidelity y Affinity no cumplen con la
definición de función de distancia, sino que aportan una noción de similitud y su imagen
es el rango [0, 1]. En particular, alcanzan su máximo cuando los estados son iguales y su
mínimo cuando son máximamente disímiles.

2.1.7. Tomografía

La tomografía de estado cuántico es un método utilizado para determinar experimen-
talmente el estado de un sistema desconocido [32]. Puesto que es imposible determinar
de forma directa su estado exacto (ya que cualquier medición lo colapsa a algún estado
de la base en la que se la realiza), este proceso requiere de la capacidad de preparar el
mismo estado consistentemente para luego medirlo de diferentes maneras y así formar una
descripción del mismo, como se puede ver en la figura 2.1.

En la sección 2.1.2 se presentó la esfera de Bloch y la representación geométrica del
estado de un qubit ρ en términos de las matrices de Pauli σ1, σ2 y σ3:

ρ =
1

2
(1 + t⃗ · σ⃗), (2.43)

donde t⃗ = (t1, t2, t3) es el vector de Bloch asociado al estado ρ (con |⃗t| ≤ 1, alcanzando
la igualdad para estados puros). Debido a la propiedad de ortogonalidad de las trazas de
las matrices de Pauli, tr(σkσj) = 2δkj , cada coordenada tk del vector de Bloch se puede
expresar como:

tk = tr(ρσk). (2.44)

Esta expresión se interpreta como el valor esperado del observable σk para el estado ρ
(ver ecuación (2.8)). Por lo tanto, al medir repetidas veces dicho observable y calcular el
promedio estadístico de los resultados, todos pertenecientes al conjunto {±1}, es posible
estimar tk y, de esa manera, reconstruir el vector de Bloch del estado ρ.

De esta forma, el algoritmo para realizar tomografía sobre un qubit es:

1. Preparar un experimento con la capacidad de realizar mediciones de los observables
σ1, σ2 y σ3.

2. Correr repetidas veces el experimento para cada observable y promediar sus resulta-
dos. Por ejemplo, para el caso del observable σ3 (la base computacional), los resul-
tados z1, ..., zn se promedian para obtener z̄ =

∑n
i zi/n.
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3. Reconstruir el vector de Bloch t⃗ = (x̄, ȳ, z̄). Notar que, al ser un proceso estadístico,
puede darse que x̄2 + ȳ2 + z̄2 > 1. En tal caso, debe renormalizarse t⃗.

Fig. 2.1: Representación del operador densidad reconstruido luego de hacer tomografía de un cir-
cuito que prepara el estado |0⟩−i|1⟩√

2

2.1.8. No clonación

Uno de los hechos principales de la mecánica cuántica y que, en parte, le da sentido
al protocolo de teleportación cuántica es la imposibilidad de clonar un estado cuántico; es
decir, crear un estado equivalente a uno desconocido. Este resultado nos distancia aún más
de la teoría clásica de la información, donde copiar una unidad de información (un bit) es
una operación sumamente trivial.

Este hallazgo, publicado a principio de la década de los 80 [3, 4], tiene una demostración
sencilla que consiste en suponer que existe un operador unitario U capaz de tomar un estado
origen |ψ⟩, uno destino |s⟩ y aplicar una transformación U(|ψ⟩⊗ |s⟩) = |ψ⟩⊗ |ψ⟩ tal que su
resultado sean dos copias del estado origen. Considerando la acción de U sobre dos estados
puros |ψ⟩ y |ϕ⟩ de forma que

U(|ψ⟩ ⊗ |s⟩) = |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩ (2.45)
U(|ϕ⟩ ⊗ |s⟩) = |ϕ⟩ ⊗ |ϕ⟩ , (2.46)

vemos que al tomar el producto interno de las ecuaciones (2.45) y (2.46) se obtiene

⟨ψ|ϕ⟩ = (⟨ψ|ϕ⟩)2, (2.47)

de solución ⟨ψ|ϕ⟩ = 1 o ⟨ψ|ϕ⟩ = 0. De esta forma se llega a que dicho operador solo es
capaz de clonar estados que son ortogonales entre sí, lo cual no es de mucha utilidad.

Al no ser capaces de duplicar un estado cuántico desconocido recurrimos a un protocolo
que, si bien termina destruyendo el estado original, nos permite transferir el estado de un
sistema a otro arbitrariamente alejado del original.

2.2. Introducción a la computación cuántica

Las computadoras clásicas son dispositivos capaces de manipular unidades de informa-
ción clásica (denominadas bits) implementando así algoritmos que resuelven cualquier tipo
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de problema computable. Resulta que, al igual que con el caso clásico, es posible construir
sistemas de procesamiento de información cuántica (usualmente en forma de qubits) que
resuelvan los mismos tipos de problemas. De hecho, las computadoras clásicas y cuánticas
pueden simularse mutuamente.

De la afirmación anterior surge naturalmente la pregunta ¿de qué nos puede ser útil una
computadora cuántica si ya disponemos de una clásica? Esta es aún una pregunta abierta
en el campo. A priori, existen problemas para los cuales el mejor algoritmo cuántico es
más eficiente que el mejor algoritmo clásico conocido hasta el momento. Más aún, existen
problemas cuyas soluciones en computadoras cuánticas son más eficientes que cualquier
solución posible en una clásica; aunque, en esos casos, la diferencia no es tan significativa
(más concretamente, el salto en complejidad temporal no es exponencial).

Otra pregunta abierta [33] igual de importante en el área es la tesis de Church-Turing
fuerte, la cual afirma que una máquina de Turing probabilística es capaz de simular eficien-
temente (es decir, en tiempo polinomial) cualquier proceso algorítmico. De ser verdadera,
esto implicaría la capacidad de una computadora clásica de simular en tiempo razonable
a una cuántica, poniendo en duda su utilidad.

Dejando de lado algunos algoritmos diseñados específicamente para resaltar la ventaja
cuántica (tales como el de Deutsch–Jozsa [34] o el de Simon [35]), existen ejemplos des-
tacables de problemas reales y aplicables cuyos algoritmos cuánticos exhiben una mejora
significativa. Tal es el caso del algoritmo de Shor [36], capaz de encontrar los factores primos
de un número en tiempo polinómico; y el algoritmo de Grover [37], el cual logra realizar
búsquedas sobre secuencias no ordenadas de datos en tiempo sublineal. Intuitivamente,
es posible que una de las mejores aplicaciones de las computadoras cuánticas sea llevar a
cabo simulaciones de sistemas cuánticos demasiado difíciles de simular en computadoras
clásicas.

2.2.1. Compuertas cuánticas

Para comenzar a estudiar la caracterización de los algoritmos cuánticos, es necesario
definir primero sus operaciones más elementales: las compuertas. Es inmediata la asociación
con las compuertas lógicas que componen las bases de la computación clásica. Estas son
dispositivos físicos capaces de implementar funciones booleanas sobre sus bits de entrada,
tales como las funciones NOT, OR o AND, y devolver el resultado sobre su o sus bits
de salida. Por el primer postulado de la mecánica cuántica, sabemos que los sistemas
evolucionan a través de operadores unitarios, los cuales poseen una representación como
matrices cuadradas en los complejos. Es la aplicación sucesiva de estas matrices (análogas
a las funciones booleanas) la que nos permitirá manipular los estados de los qubits de
entrada para llevar a cabo cómputos.

Si bien son muchos los paralelismos entre las compuertas clásicas y las cuánticas, existe
un hecho que las diferencia fundamentalmente: como se mencionó, las primeras pueden
representar cualquier función booleana computable, mientras que las segundas están res-
tringidas exclusivamente a las operaciones unitarias sobre el espacio de estados del sistema
de entrada.

Al operar sobre un continuo, existen infinitas posibles compuertas que actúen sobre 1,
2 o n qubits. No obstante, hay un subconjunto de ellas que destacan por su utilidad en el
estudio de la computación e información cuántica. Algunas de ellas son las llamadas com-
puertas (o matrices, u operadores) de Pauli, anteriormente definidas, cuya representación
matricial en la base computacional es la siguiente:
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σ0 ≡ I ≡
[
1 0
0 1

]
σ1 ≡ σx ≡ X ≡

[
0 1
1 0

]
σ2 ≡ σy ≡ Y ≡

[
0 −i
i 0

]
σ3 ≡ σz ≡ Z ≡

[
1 0
0 −1

]
Es útil pensar a las matrices X,Y y Z como rotaciones de 180° sobre los ejes x, y y z,

respectivamente, de la esfera de Bloch. Otras compuertas relevantes en este trabajo son la
compuerta Hadamard H y la compuerta de fase S

H ≡ 1√
2

[
1 1
1 −1

]
, S ≡

[
1 0
0 i

]
y la compuerta universal

U(θ, ϕ, λ) =

[
cos
(
θ
2

)
−eiλ sin

(
θ
2

)
eiϕ sin

(
θ
2

)
ei(ϕ+λ) cos

(
θ
2

)] , (2.48)

capaz de generar cualquier compuerta de un qubit.
Si nos limitáramos a compuertas que actúan sobre solo un qubit probablemente no

seríamos capaces de realizar ningún cómputo significativo. Para usufructuar las posibilida-
des que nos da, por ejemplo, el entrelazamiento, necesitamos poder operar sobre múltiples
qubits. El ejemplo introductorio por excelencia a este tipo de operadores es la compuerta
CNOT (por “controlled-NOT ”), la cual toma de entrada un qubit de control y otro objetivo,
el cual es invertido si el primero estaba en el estado |1⟩. Podemos definir el comportamiento
de la misma mediante su representación como matriz

UCN =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ; (2.49)

o, de forma más intuitiva, mediante las ecuaciones

|00⟩ → |00⟩ ; |01⟩ → |01⟩ ; |10⟩ → |11⟩ ; |11⟩ → |10⟩ . (2.50)

La compuerta CNOT es un caso específico de compuerta controlada, donde la operación
no es otra que la X definida más arriba. Este concepto puede ser generalizado para obtener
toda una familia de compuertas controladas, donde la operación a ser aplicada al qubit
objetivo es cualquier operador U unitario. Por motivos de alcance de este trabajo, basta
con mencionar compuertas de hasta dos qubits, si bien no hay límite en la dimensión de
las mismas y sus comportamientos pueden ser muy variados. Más aún, sin importar su
dimensión o comportamiento, cualquier operador unitario U posee una descomposición en
términos de la compuerta CNOT y la compuerta universal de un qubit U(θ, ϕ, λ) [38].

2.2.2. Circuitos cuánticos

A la hora de representar algoritmos cuánticos, colocamos las compuertas que lo compo-
nen en el marco de un circuito, tal como podemos ver en la figura 2.2. En esta representa-
ción, los qubits que serán utilizados se disponen verticalmente y a cada uno le corresponde
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un cable, el cual acarreará su estado a través de todas las transformaciones que sufra, de
izquierda a derecha. En el ejemplo podemos observar que el circuito consiste de dos qubits
inicializados en |0⟩. La primer operación aplicada es una compuerta H sobre el segundo
qubit. Luego, le sigue la compuerta CNOT en su representación más común, donde el
segundo qubit actúa como control y el primero como objetivo.

|0⟩

|0⟩ H •

Fig. 2.2: Circuito cuántico para crear el par de Bell β00 a partir de dos qubits no entrelazados

En la figura 2.3 encontramos ejemplificada la operación de medición. Esta convierte el
estado de un qubit |ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ en un bit clásico M (cuya distinción de un qubit se
da por el cable dibujado con dos líneas), el cual es igual a 0 con probabilidad |α|2 y 1 con
probabilidad |β|2.

|ψ⟩ M

Fig. 2.3: Medición y bits clásicos en un circuito cuántico

Usualmente encontraremos en circuitos cuánticos una compuerta controlada por un bit
clásico, producto de una medición intermedia (esto es, una medición realizada cuando el
algoritmo aún no finalizó). Por el principio de medición diferida [24], todas las mediciones
en etapas intermedias de un circuito pueden ser trasladadas al final del mismo. En con-
secuencia, cualquier operación controlada por un bit clásico puede reemplazarse por una
controlada por un qubit, al cual se le realiza una medición al final del circuito.

2.2.3. Qiskit

Qiskit es un SDK (software development kit) desarrollado por IBM Research [21] pa-
ra trabajar con computadoras cuánticas. Su biblioteca para el lenguaje de programación
Python permite la construcción de circuitos cuánticos para su posterior ejecución tan-
to en computadoras cuánticas propias (mediante la plataforma Qiskit Runtime) como en
simuladores.

El SDK provee, entre otras cosas, utilidades para representar estados cuánticos, ope-
radores, canales, funciones de distancia, circuitos y una amplia gama de compuertas. La
biblioteca permite no solo ejecutar los circuitos y obtener los resultados de sus mediciones,
sino también adaptarlos y optimizarlos para su ejecución en hardware específico.
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A continuación, la implementación del circuito de la figura 2.2:

from qiskit import QuantumCircuit
from qiskit.primitives import StatevectorSampler

qc = QuantumCircuit(2) #Creo un circuito cuántico con dos qubits
qc.h(1) #Aplico una compuerta Hadamard sobre el segundo qubit
qc.cx(1, 0) #Aplico una compuerta CNOT donde el segundo qubit controla el primero
qc.measure_all() #Aplico el operador de medición sobre todos los qubits

sampler = StatevectorSampler(default_shots=10000)
print(sampler.run([qc]).result()[0].data['meas'].get_counts())
#Corro el circuito 10000 veces y analizo el histograma
#de los resultados de las mediciones

Al ejecutar este programa, podemos obtener resultados tales como

{'11': 5004, '00': 4996}.

Podemos apreciar como, luego de realizar 10000 mediciones, obtenemos aproximada-
mente 1

2 de probabilidad de obtener 11 y 1
2 de obtener 00.

2.2.4. Computadoras Cuánticas

Desde 2016, IBM ha puesto a disposición sus unidades de procesamiento cuántico (QPU
por sus siglas en inglés) mediante la plataforma Qiskit Runtime. Existen diversas maneras
de implementar el constructo matemático al que llamamos qubit, las cuales pueden ser
más o menos adecuadas para distintos tipos de tareas a realizar. En el caso de IBM, sus
QPUs utilizan qubits superconductores, aunque la topología de estos varía dependiendo de
su generación.

Cada familia de QPUs tiene una base de compuertas nativas, las cuales son las únicas
operaciones que pueden ser aplicadas sobre sus qubits. Por ende, cada circuito que se
quiera ejecutar en el procesador debe pasar por un proceso de transpilación para traducir la
secuencia de compuertas a una equivalente utilizando únicamente las de la base soportada.
Este proceso introduce compuertas adicionales en el circuito, lo que puede aumentar su
profundidad (la mayor cantidad de compuertas sobre un qubit) y, por ende, la probabilidad
de errores.

Las QPUs utilizadas en este trabajo son ibm_sherbrooke y ibm_brisbane, ambas per-
tenecientes a la familia de procesadores Eagle y cuentan con una arquitectura de 127 qubits,
como se puede apreciar en la figura 2.4. Su conjunto base de compuertas está conformado
por ECR,SX,RZ(λ), ID y X, donde ECR = 1√

2
(IX −XY ), SX =

√
X, RZ(λ) aplica

una rotación sobre el eje Z e ID es la identidad. Estas pueden ser compuestas para generar
cualquier compuerta cuántica.

Las computadoras cuánticas actuales son susceptibles al ruido, la decoherencia y los
errores de compuerta. Estas limitaciones imponen restricciones en la complejidad y pre-
cisión de los experimentos que se pueden realizar en las mismas. Por lo tanto, si bien las
QPUs ofrecen una plataforma para la experimentación cuántica, sus limitaciones deben
tenerse en cuenta al interpretar los resultados obtenidos.
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Fig. 2.4: Grafo de conectividad de los qubits del equipo ibm_sherbrooke. Los colores de los qubits
y de las conexiones entre ellos denotan el grado de error que poseen, producto del ruido
y la decoherencia.



3. PROTOCOLO DE TELEPORTACIÓN CUÁNTICA

3.1. Protocolo estándar

Al final el apartado 2.1.8 se dio una breve introducción al protocolo de teleportación
cuántica [1], el cual es el centro de este trabajo. En esta sección se presentará una caracte-
rización formal y una explicación detallada de su funcionamiento en el caso ideal, es decir,
sin la presencia de ruidos que alteren su funcionamiento.

El protocolo consta de dos partes, denominadas Alice y Bob, las cuales comparten un
recurso en la forma de un estado de Bell |β00⟩ generado en algún momento del pasado
utilizando el circuito en la figura 2.2. Una vez generado el par, Alice y Bob toman un qubit
cada uno y se alejan arbitrariamente. Eventualmente, Alice pretende transmitirle a Bob el
estado de un qubit desconocido |ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩, para lo cual aplica operaciones locales
y luego le transmite dos bits de información clásica, los cuales Bob utiliza para efectuar
ciertas correcciones y así reconstruir el estado original de |ψ⟩.

En la figura 3.1 podemos ver el procedimiento y debajo cinco marcadores con los que
denotaremos el estado del sistema en diferentes momentos. Comenzamos con el estado de
entrada

|ψ0⟩ = |ψ⟩ |β00⟩ =
1√
2

[
α |0⟩ (|00⟩+ |11⟩) + β |1⟩ (|00⟩+ |11⟩)

]
, (3.1)

en donde los dos primeros qubits están en poder de Alice y el tercero de Bob. La pri-
mer operación que realiza Alice consiste en aplicar una compuerta CNOT a sus qubits,
controlada por el qubit a transferir, de modo tal que el sistema resulta en la siguiente
expresión:

|ψ1⟩ =
1√
2

[
α |0⟩ (|00⟩+ |11⟩) + β |1⟩ (|10⟩+ |01⟩)

]
. (3.2)

Luego pasa su primer qubit a través de una compuerta Hadamard, representada por la
letra H (definida en la sección 2.2.1), obteniendo:

|ψ2⟩ =
1

2

[
α(|0⟩+ |1⟩)(|00⟩+ |11⟩) + β(|0⟩ − |1⟩)(|10⟩+ |01⟩)

]
, (3.3)

|ψ⟩ • H •

•

X Z |ψ⟩

|β00⟩

↑
|ψ0⟩

↑
|ψ1⟩

↑
|ψ2⟩

↑
|ψ3⟩

Fig. 3.1: Circuito cuántico que implementa el protocolo de teleportación. Los dos primeros cables
representan el sistema de Alice mientras que el último representa el sistema de Bob.

18
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el cual puede ser reescrito como

|ψ2⟩ =
1

2

[
|00⟩ (α |0⟩+ β |1⟩) + |01⟩ (α |1⟩+ β |0⟩)

+ |10⟩ (α |0⟩ − β |1⟩) + |11⟩ (α |1⟩ − β |0⟩)
] (3.4)

reagrupando los términos. Cada uno de los cuatro posibles resultados ij ∈ {0, 1}2 de medir
los qubits de Alice en la base computacional determinarán de forma precisa el estado
del qubit de Bob, como se puede observar en los términos de la ecuación (3.4). De esta
forma, luego de la medición, el sistema de Bob será descrito por el estado condicional
|ψ3(ij)⟩. Al recibir los dos bits de información clásica enviados por Alice, Bob conocerá
con certeza el estado de su sistema, el cual deberá ser transformado por operaciones locales
para reconstruir el estado de |ψ⟩ (recordar que α y β son las amplitudes que lo describían).

El procedimiento que debe seguir Bob una vez recibidas las mediciones de Alice es el
siguiente:

si recibe 00, el estado de su qubit es |ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩, por lo que no necesita hacer
nada

si recibe 01, el estado de su qubit es α |1⟩+β |0⟩, por lo que debe aplicar una compuerta
X

si recibe 10, el estado de su qubit es α |0⟩−β |1⟩, por lo que debe aplicar una compuerta
Z

si recibe 11, el estado de su qubit es α |1⟩−β |0⟩, por lo que debe aplicar una compuerta
X y luego una Z

3.2. Esquema con ruidos

La descripción del protocolo de teleportación cuántica provista en la sección 3.1 asu-
me sistemas perfectamente cerrados, los cuales no sufren de interacciones indeseadas con el
mundo exterior. El caso es que cualquier implementación real del protocolo se verá afectada
por ruidos que alteran los estados de los qubits empleados en el mismo. Es por eso que es
de vital importancia comenzar a medir el rendimiento del protocolo bajo dichos escenarios
empleando las medidas de distancia estudiadas en el apartado 2.1.6, las cuales usaremos
para cuantificar la disparidad entre el qubit a transmitir y el resultado del proceso. Al mis-
mo tiempo, utilizaremos los formalismos descritos en el apartado 2.1.5 para contemplar en
la caracterización del protocolo el efecto que pueden tener dos canales cuánticos diferentes
aplicados a cada qubit del estado recurso compartido por Alice y Bob, y cómo se pueden
optimizar las correcciones locales del último para minimizar el error de transmisión.

Antes de comenzar con el marco teórico de la teleportación ruidosa es conveniente
explicitar la notación utilizada a partir de ahora. Sean a,A y B los sistemas del qubit a
transmitir, el qubit recurso de Alice y el qubit recurso de Bob, respectivamente. Los estados
serán expresados como operadores densidad o como vectores de Bloch ocasionalmente. Los
resultados de la medición en la base de Bell que realiza Alice serán etiquetados con los
índices ij ∈ {0, 1}2. Luego de la medición, el sistema de Bob queda en el estado ρB|ij con
probabilidad pij (la cual, como se puede ver en la ecuación (3.4), en el caso ideal vale 1

4).
Una vez que Bob recibe la información de la medición, le aplica a su estado el operador
unitario Uij , para dejar su sistema en el estado ρBij = Uijρ

B|ijU †
ij .
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Consideremos la ecuación (2.29), la cual describe la forma de Fano para un estado
de Bell cualquiera y representa sistema ρAB en ausencia de ruidos. Si contemplamos a
los canales E (⃗t) = ΛE t⃗ + b⃗E y F (⃗t) = ΛF t⃗ + b⃗F caracterizados como transformación afín,
actuando sobre el estado recurso, la expresión se transforma de la siguiente manera:

(E ⊗ F)(|βxy⟩⟨βxy|) =
1

4

12 ⊗ 12 + r⃗A · σ⃗ ⊗ 12 + 12 ⊗ r⃗B · σ⃗ +
3∑

k,l=1

rklσk ⊗ σl

 (3.5)

con

r⃗A = b⃗E , (3.6)

r⃗B = b⃗F y (3.7)

r = b⃗tE b⃗F + ΛtEwxyΛF . (3.8)

Ahora, si Alice obtiene el resultado ij en su medición, podemos representar al estado
del sistema B como

ρB|ij =
1

2

(
1 + t⃗B|ij · σ⃗

)
, con (3.9)

t⃗B|ij =
r⃗B + (wijr)T t⃗

4pij
, donde a su vez (3.10)

pij =
1 + t⃗ · (wij r⃗A)

4
. (3.11)

Para finalizar la descripción del protocolo de teleportación con ruidos aplicados al
estado recurso solo resta llegar a la expresión ρBij , la cual resulta de aplicarle las correcciones
óptimas a ρB|ij (la noción de optimalidad será discutida en el próximo apartado). Estas
correcciones pueden ser expresadas como operadores unitarios Uij que operan sobre ρB|ij o
como operadores ortogonales Rij actuando sobre su correspondiente vector de Bloch t⃗B|ij .



4. DISTANCIA MEDIA DE TELEPORTACIÓN Y CERTIFICACIÓN

Dada una medida de distancia D y dos canales ruidosos E ,F actuando respectivamente
sobre los qubits de un estado de Bell, ¿cómo se expresa la precisión del protocolo? La figura
de mérito elegida es la llamada distancia media de teleportación [19]

⟨D̄⟩ =
∫
D̄(ρa)dψ (4.1)

donde ρa = |ψ⟩⟨ψ| y D̄(ρa) =
∑1

i,j=0 pijD(ρa, ρBij) es el puntaje de calificación del protocolo
para un estado dado, el cual consiste en un promedio ponderado de las distancias de
teleportación para cada estado condicional, acompañado de su respectiva probabilidad. La
media se toma sobre todos los estados puros con dψ una medida de Haar normalizada:∫
dψ = 1.

En el esquema sin ruidos, las correcciones de Bob sobre su qubit son Uij = ZiXj o,
expresadas como rotaciones en la esfera de Bloch, Rij = wij . Al considerar el esquema
con ruidos aplicados sobre el estado recurso, las correcciones no son fijas, sino que se
debe aplicar aquella operación que maximiza el rendimiento del protocolo. Se dice que un
protocolo es incondicionalmente óptimo si las rotaciones Rij que maximizan el rendimiento
no dependen de la métrica D utilizada. Sin embargo, en los protocolos condicionalmente
óptimos, el cálculo de Rij depende tanto del protocolo como de la elección de D [19]. El
análisis llevado a cabo en este trabajo utilizará rotaciones que optimizan el protocolo para
la medida de Fidelity.

Las rotaciones de Bob que optimizan la medida de Fidelity son de la forma Rij =
wijw̃, donde w̃ ∈ {w00,w01,w10,w11} es la matriz de correlación asociada al estado de Bell
correspondiente al máximo autovalor de la matriz 1

4(14 +
∑3

k=1 rkσk ⊗ σk), y rk son los
elementos de la diagonalización de r. Notar que w̃ es una función de los canales E ,F y del
estado de Bell en el que se inicializó el recurso βxy.

4.1. Criterio estándar de certificación

Contamos de ahora en más con la distancia media de teleportación como instrumento
para cuantificar el rendimiento del protocolo. No obstante, disponer de su valor en términos
absolutos, sin un marco de referencia adecuado, no aporta información significativa. ¿Con
qué criterio puede uno afirmar que el rendimiento del protocolo es bueno? Trivialmente,
cuando el valor de la distancia es 0 (o 1 en los casos de la Fidelity y Affinity) sabemos que los
estados son idénticos (hecho altamente improbable en escenarios reales). También podemos
observar con facilidad cuándo una implementación es superior a otra, lo cual tampoco es
muy útil ya que carecemos de una referencia (ambas implementaciones podrían ser malas).

Un criterio a priori razonable consiste en considerar la distancia media de teleportación
del mejor protocolo clásico, es decir, un protocolo que no utiliza recursos cuánticos (tal
como lo es el entrelazamiento). Luego, cualquier protocolo cuyo rendimiento supere el del
mejor protocolo clásico se considera “certificado cuántico” [16, 17].

Cualquier protocolo clásico de teleportación se basa en la técnica de medir y preparar,
utilizando exclusivamente un canal de comunicación clásico. En esta variante, Alice realiza
una medición del sistema que desea transmitir y comunica el resultado a Bob. Este último,

21
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Medida de distancia gd ropt ⟨D̄⟩cl
Trace Distance [24]

√
1−2rz+r2

2
2
√
10−5
3 ≈ 0.441 8(11−2

√
10)

81 ≈ 0.461

Wootters Distance [30] arc cos
√√

12(1 + rz) 1 ≈ 0.589

Affinity [31] A(z, r) = 1+rz+
√
1−r2√

2(
√
1+r+

√
1−r)

3
5

√
5
3 ≈ 0.745

Fidelity [24] 1
2(1 + rz) 1 2

3

Tab. 4.1: Valores de gd, ropt y ⟨D̄⟩cl para cada medida de distancia utilizada.

a su vez, prepara el estado de su qubit de acuerdo con el resultado obtenido y con una
estrategia de preparación previamente acordada con Alice.

El protocolo clásico óptimo se define como aquel que optimiza la distancia media de te-
leportación, ecuación (4.1), entre todas las mediciones posibles de Alice y las preparaciones
de Bob. En [19] se ha caracterizado este protocolo óptimo clásico, demostrando que, para
cualquier distancia media de teleportación, la estrategia óptima con el mínimo número de
mediciones de Alice es una medición proyectiva arbitraria sobre su qubit, caracterizada
por vectores de Bloch unitarios antiparalelos s⃗1 y s⃗2. Luego, dada esta medición y la co-
municación del resultado i-ésimo (i = 1, 2), la estrategia de preparación óptima de Bob se
describe mediante la preparación del estado

ρopti =
1

2

(
1 + ropts⃗i · σ⃗

)
, (4.2)

donde Bob ajusta la pureza de su estado de acuerdo con el problema de optimización

ropt = argmin
0<r≤1

∫ 1

−1
gd(z, r)(1 + z)dz, (4.3)

siendo gd(z, ri) = D(ρA, ρ
B
i ) una reformulación de la distancia D en términos del coseno

del ángulo entre los vectores de Bloch de ρA, ρBi y la norma del vector de Bloch de ρBi .
Finalmente, la distancia media óptima para un protocolo clásico de teleportación se expresa
como [19]

⟨D̄⟩cl =
1

2

∫ 1

−1
gd(z, r

opt)(1 + z)dz. (4.4)

En la tabla 4.1, podemos observar las expresiones de gd y los valores de ropt y ⟨D̄⟩cl
para las medidas de distancia utilizadas en este trabajo.

Históricamente, la medida de distancia utilizada en la bibliografía para analizar el
rendimiento del protocolo de teleportación es la Fidelity, lo cual llevaría a suponer que si
un protocolo dado exhibe ⟨F̄ ⟩ > 2

3 [5, 16] entonces puede ser concluyentemente clasificado
como cuántico. Sin embargo, en el apartado siguiente se observará cómo dicha clasificación
dependerá también de la función D elegida, lo cual impide declarar a ⟨D̄⟩ < ⟨D̄⟩cl (o
⟨D̄⟩ > ⟨D̄⟩cl en el caso de medidas de similitud) como criterio universal para decidir si un
protocolo puede ser certificado cuántico o no.

4.2. Contradicciones en la certificación

Para evaluar el comportamiento del criterio estándar de certificación detallado en la
sección 4.1, se emplearon las cuatro medidas de distancia presentadas en la sección 2.1.6
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con el fin de calcular la distancia media de teleportación del protocolo afectado por ruidos.
Fueron elegidos cuatro tipos de canales ruidosos típicamente encontrados en escenarios
experimentales, los cuales actúan tanto sobre el qubit de Alice como sobre el de Bob,
generando un total de dieciséis instancias diferentes del protocolo de teleportación.

El primero de los canales ruidosos utilizados en este trabajo se denomina Amplitude
Damping Channel y su efecto sobre la esfera de Bloch es el de colapsar todos los puntos
hacia el (0, 0, 1), equivalente al estado |0⟩. Su transformación afín se expresa como

ADCp(⃗t) =

(√
1−p 0 0
0

√
1−p 0

0 0 1−p

)
t⃗+

(
0
0
p

)
. (4.5)

El segundo canal ruidoso es el Mirrored Amplitude Damping Channel, el cual actúa de
forma análoga al anterior, salvo que la esfera se colapsa sobre el punto (0, 0,−1), equivalente
al estado |1⟩ y se puede calcular mediante la fórmula

MADCp(⃗t) =

(√
1−p 0 0
0

√
1−p 0

0 0 1−p

)
t⃗+

(
0
0
−p

)
. (4.6)

El tercer canal se denomina Depolarizing Channel y, de forma similar a los anteriores,
su efecto es el de colapsar la esfera sobre el origen de la siguiente manera:

DCp(⃗t) =

(
1−p 0 0
0 1−p 0
0 0 1−p

)
t⃗. (4.7)

Por último, contamos con el denominado Phase Damping Channel, cuya acción sobre
un vector de Bloch actúa de acuerdo a la ecuación

PDCp(⃗t) =

(√
1−p 0 0
0

√
1−p 0

0 0 1

)
t⃗. (4.8)

En los gráficos de contorno de la figura 4.1 podemos observar cómo varía la distancia
media de teleportación en función de los parámetros de intensidad pa y pb, que corresponden
a los canales ruidosos de Alice y Bob. La zona de color rojo denota la región de parámetros
para la cual el protocolo es certificado cuántico (según la medida de distancia utilizada),
mientras que la zona azul indica que el rendimiento es peor que la cota clásica. Un hecho
notable es que el gráfico 4.1b exhibe una simetría que no es propia del problema (en las
ecuaciones (3.10) y (3.11) se observa claramente que los canales tienen roles distintos en la
expresión del estado final del qubit de Bob), lo cual fortalece la motivación para considerar
diversas medidas de distancia a la hora de evaluar un protocolo.

De los resultados surgidos de la consideración de las diferentes medidas, se observa
que el criterio de certificación a partir del establecimiento de un umbral clásico para la
distancia media no es universal. Más aún, para los diferentes protocolos analizados no
existe una medida que sea siempre la más restrictiva, de modo que no es posible establecer
una jerarquía entre ellas.
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Fig. 4.1: Distancia media de teleportación en función de los parámetros pa y pb de dos Amplitude
Damping Channels. La zona de color rojo denota certificación cuántica y la azul, un
rendimiento peor a la cota clásica. La línea punteada amarilla muestra un posible camino
por el cual se puede transicionar de certificación clásica a cuántica aumentando el ruido
en uno de los qubits.

En el Apéndice A se encuentran los gráficos de contornos para todas las combinaciones
de los ruidos empleados.

4.3. Combatiendo ruido con ruido

En trabajos anteriores [9, 10] se identificaron escenarios puntuales en los que ocurría
otro fenómeno destacable: era posible mejorar el rendimiento de un protocolo al punto de
pasar de no certificado a certificado cuántico por medio de un aumento en la intensidad del
ruido en uno de los dos qubits. Esto es de especial relevancia ya que, si bien en aplicaciones
reales no es posible deshacerse de ruidos que afecten el protocolo, sí es verosímil pensar
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que, en ambientes controlados, se puede aumentar la intensidad del ruido de alguno de los
dos qubits. Esto podría no sólo mejorar la precisión de la teleportación sino también, en
ciertos casos, promover el protocolo a “certificado cuántico”. El fenómeno de “combatir rui-
do con ruido” se había observado anteriormente solo para la función Fidelity; sin embargo,
las figuras 4.1a, 4.1c y 4.1d indican que la misma no es exclusiva de esta medida de dis-
tancia, sino que ocurre también para otras figuras de mérito. En ese sentido, los resultados
fortalecen la hipótesis de que el fenómeno de combatir ruido con ruido es genuino.

4.4. Entrelazamiento y certificación

La formulación original del protocolo utiliza un estado de Bell como canal de comuni-
cación cuántico entre Alice y Bob. Como se mencionó en la sección 2.1.3, estos estados se
denominan máximamente entrelazados. A medida que aumenta la intensidad de los ruidos
que actúan sobre el sistema, el grado de entrelazamiento del mismo naturalmente disminu-
ye. En la figura 4.2 se puede observar el comportamiento de la negatividad del estado |β⟩00
a medida que aumentan las intensidades de dos canales de tipo Depolarizing Channel y
Amplitude Damping Channel actuando sobre los qubits de Alice y Bob, respectivamente.

Fig. 4.2: Negatividad del estado recurso en función de los parámetros de intensidad pa, pb de un
Depolarizing Channel actuando sobre el qubit de Alice y un Amplitude Damping Channel
actuando sobre el de Bob. La región delimitada por la línea negra denota que el estado
es separable.

Si se aumentan lo suficiente los parámetros de intensidad de los canales que actúan
sobre el par, eventualmente ocurrirá que el mismo pasará a ser separable, es decir, no
entrelazado. A pesar de ser un recurso necesario para la teleportación en el caso ideal, se
han estudiado familias de estados recursos entrelazados que no dan lugar a una certificación
cuántica del protocolo [39]. Por el contrario, otros trabajos han mostrado evidencia de que
al ir más allá del criterio de certificación por fidelidad, existen estados recursos separables
que sí dan lugar a teleportación cuántica certificada [19]. De estos hechos se deriva que,
contrario a la intuición, la propiedad de entrelazamiento del estado recurso no determina
la certificación de un protocolo. En la figura 4.3 se aprecia cómo ambos escenarios conviven
en una misma configuración de canales ruidosos.

En el Apéndice B se encuentran las regiones de separabilidad y certificación para todas
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Fig. 4.3: Separabilidad y certificación en función de los parámetros de intensidad pa, pb de un
Depolarizing Channel actuando sobre el qubit de Alice y un Amplitude Damping Channel
actuando sobre el de Bob, utilizando Trace Distance. La región roja indica que el estado
recurso es separable y el protocolo es certificado cuántico, mientras que la región azul
implica un estado entrelazado que no alcanza la certificación.

las combinaciones de los ruidos empleados.



5. ESTIMACIÓN EXPERIMENTAL DE LA DISTANCIA MEDIA DE
TELEPORTACIÓN

Se utilizó la biblioteca de Qiskit para Python para desarrollar una herramienta que
permite estimar la distancia media de teleportación para cualquier configuración de ruido
sobre el estado recurso y cualquier medida de distancia de estados cuánticos [20]. Esta
fue posteriormente evaluada contrastando los resultados obtenidos con los valores teóricos
esperados, calculados en la sección 4.2. Dichos resultados fueron el producto de ejecutar la
herramienta utilizando tanto simuladores como QPUs provistas por la plataforma Qiskit
Runtime.

5.1. Esquema de la herramienta

Dada una configuración de ruidos aplicados al estado recurso, la herramienta genera un
conjunto de circuitos cuya ejecución permite estimar los estados ρBij , junto con sus respec-
tivas probabilidades pij . Luego, para cualquier medida de distancia D, podemos calcular
el puntaje de calificación D̄(ρa) del estado de entrada ρa. Para lograr esto fue necesa-
rio aumentar el circuito estándar de teleportación (figura 3.1) con cuatro componentes
adicionales, como se puede observar en la figura 5.1:

un componente de inicialización del qubit a transmitir

componentes capaces de simular canales ruidosos

un componente capaz de aplicar las nuevas correcciones óptimas al qubit de Bob

un componente de cambio de base previo a la medición.

Otra modificación en cuanto al circuito de la figura 3.1 es el reemplazo de compuertas
controladas por bits clásicos a compuertas controladas por qubits, trasladando las medicio-
nes de Alice al final del circuito. Este cambio, realizado por simplicidad en la construcción
del circuito, es permitido por el principio de medición diferida, presentado en la sección
2.2.2.

A continuación se detallarán los funcionamientos de los nuevos componentes.

ρa Inicialización • H •

Ruido
Alice

•

Ruido
Bob X Z

Corrección
Bob

Cambio
de base

|β00⟩

↑
ρBij

Fig. 5.1: Circuito esquemático de la implementación en Qiskit del protocolo de teleportación con
ruidos. Las cajas etiquetadas abstraen operaciones que pueden estar implementadas tanto
con compuertas universales paramétricas o con circuitos embebidos, como en el caso de
los ruidos.

27
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5.1.1. Inicialización

La primera adición que podemos observar en el nuevo circuito es un componente de
inicialización del qubit a transmitir, ya que sería imposible estudiar el comportamiento real
de un protocolo si únicamente intentamos transmitir el qubit |0⟩, que es el valor inicial por
default en Qiskit.

Con el objetivo de aproximar la integral sobre la medida de Haar (que en este caso quiere
decir integrar uniformemente sobre una esfera tridimensional) como indica la ecuación (4.1),
se toman muestras de puntos uniformemente distribuidos sobre la esfera de Bloch. Para
lograr esto debemos recurrir a la compuerta cuántica universal, conocida en Qiskit como
UGate y definida en la ecuación (2.48). Eligiendo apropiadamente los parámetros θ, ϕ y λ
generaremos compuertas que llevan el estado inicial |0⟩ a un punto al azar sobre la esfera
de Bloch; es decir, un qubit puro aleatorio. Esta elección consta de tomar ϕ, λ ∼ U(0, 2π) y
θ ∼ 1

2 sin(U(0, π)) [40] siendo U(a, b) una distribución uniforme en el intervalo [a, b]. Esta
compuerta se aplica sobre el qubit a transmitir, dejando un circuito como el de la figura
5.1.

Asimismo, existen algunos escenarios específicos [41] para los cuales vale la siguiente
igualdad:

⟨D̄⟩ = 1

|P |
∑
|ψ⟩∈P

D̄(ρa), (5.1)

donde ρa = |ψ⟩⟨ψ| y P es el conjunto de los autovectores de las matrices de Pauli. Este es un
hecho destacable ya que nos permite calcular de forma exacta (salvo errores estadísticos en
la tomografía) la distancia media de teleportación tomando el promedio sobre seis estados,
lo cual es de especial utilidad a la hora de correr los experimentos en QPUs debido al
limitado tiempo de ejecución disponible.

En particular, la fórmula vale cuando la medida de distancia es la Fidelity, por lo que
los experimentos en computadoras cuánticas serán limitados a esos casos particulares.

5.1.2. Ruidos

Como se detalló en la sección 2.1.5, una operación cuántica puede modelarse conside-
rando su transformación como la interacción entre un sistema y su entorno, a través de un
operador unitario. En consecuencia, su representación como circuito debe incluir al me-
nos un qubit adicional para poder caracterizar al entorno. Estos qubits auxiliares forman
parte del circuito final de teleportación; sin embargo, por simplicidad, fueron omitidos y
considerados dentro de las cajas de ruido de Alice y Bob en la figura 5.1.

En la figura 5.2 se presentan los circuitos cuánticos para los cuatro tipos de ruido aplica-
dos, Amplitude Damping Channel (Fig. 5.4b), Depolarizing Channel (Fig. 5.2b), Mirrored
Amplitude Channel (Fig. 5.2c) y Phase Damping Channel (Fig. 5.2d), respectivamente,
en función de un ángulo de rotación θ. Este ángulo depende de p ∈ [0, 1], el parámetro
que mide la intensidad del ruido en el canal. Para los circuitos de las figuras 5.4b, 5.2c
y 5.2d, se tiene θ(p) = 2 arcsin

√
p [24]. En cambio, para el circuito de la figura 5.2b,

θ(p) = 2 arc cos
√
1− z, donde z es la menor de las raíces del polinomio −z2+ z− p/4 [42].
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ρ •

|0⟩ Ry(θ) •

(a) Amplitude Damping Channel

ρ X Y Z

|0⟩ Ry(θ) •

|0⟩ Ry(θ) •

|0⟩ Ry(θ) •

(b) Depolarizing Channel

ρ X •

|0⟩ X Ry(θ) •

(c) Mirrored Amplitude Damping Channel

ρ •

|0⟩ Ry(θ)

(d) Phase Damping Channel

Fig. 5.2: Circuitos cuánticos correspondientes a los canales ruidosos utilizados en este trabajo.

5.1.3. Corrección Óptima

En el protocolo de teleportación cuántica sin ruidos, las correcciones de Bob a su sistema
dependen exclusivamente de la medición de Alice. Sin embargo, en la sección 3.2 se observó
que en la versión ruidosa del protocolo optimizado para la Fidelity, la corrección de Bob
es de la forma Rij = wijw̃. Esto indica que dicha corrección depende tanto de la medición
de Alice como de w̃, que es una función del protocolo.

Para realizar las rotaciones descritas por Rij debemos encontrar la forma de expresarlas
como una compuerta cuántica. Considerando el caso más simple, en el cual no actúa ningún
ruido sobre el estado recurso, tenemos que w̃ = w00. Esto implica Rij = wij y la corrección
es idéntica a la del protocolo estándar. Luego, al generalizar para otros valores de w̃,
observamos que la transformación es equivalente a corregir como el protocolo original y
luego aplicar una compuerta como indica la tabla 5.1.

w̃ Corrección extra de Bob
w00 I
w01 X
w10 Z
w11 ZX

Tab. 5.1: Compuerta a aplicar al qubit de Bob en función del valor de w̃ definido en la sección 3.2

5.1.4. Cambio de base

Para poder comparar el estado del qubit recibido por Bob con el del transmitido por
Alice, es necesario utilizar el procedimiento conocido como tomografía de estado, detallado
en la sección 2.1.7. Este método nos permite reconstruir estadísticamente las coordenadas
del vector de Bloch de un qubit mediante repetidas preparaciones y mediciones del mismo.
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Sin embargo, Qiskit solo permite medir en la base computacional y la tomografía requiere
estimar el valor medio de los observables σ1, σ2 y σ3. Es por eso que debemos realizar
manualmente las operaciones descritas en la tabla 5.2 inmediatamente antes de la operación
de medición para que los resultados de la misma estén expresados en la base deseada.

Al ser esta una estimación, la precisión de cada coordenada del vector de Bloch re-
sultante de la tomografía aumentará a medida que se aumenten las repeticiones de cada
experimento, convergiendo en el límite al valor real de dicha coordenada.

Observable Transformación
σ1 H
σ2 HS†

σ3 I

Tab. 5.2: Compuertas necesarias para efectuar el cambio de base sobre el qubit de Bob

Si se realizara tomografía estándar sobre el qubit de Bob, estaríamos estimando el esta-
do
∑

ij∈{0,1}2 pijρ
B
ij , un ensamble de los estados condicionales del resultado del protocolo.

No obstante, si deseamos calcular ⟨D̄⟩ debemos obtener las probabilidades pij y los estados
ρBij por separado. Para lograr esto se deben realizar tomografías condicionadas a las medi-
ciones de Alice, lo cual consiste en analizar los resultados de las tres mediciones partiendo
en casos.

Dado un experimento, una vez realizadas n mediciones con cada uno de los tres ob-
servables, contaremos con tres multiconjuntos R1, R2 y R3. Cada uno está compuesto de
n instancias de cadenas ijk ∈ {0, 1}3, donde los primeros dos símbolos corresponden a la
medición de Alice y el último, a la de Bob.

Por un lado, debemos estimar los correspondientes pij , que representan la probabilidad
de Alice de obtener ij de la medición de sus qubits. Para ello utilizaremos la siguiente
fórmula, donde |·|x denota la cantidad de apariciones de un elemento x en un multiconjunto:

pij =
1

3n
(|R1|ij0 + |R1|ij1 + |R2|ij0 + |R2|ij1 + |R3|ij0 + |R3|ij1). (5.2)

De esta forma estamos calculando la cantidad de veces que Alice midió ij y dividiendo por
el total. Notar que la medición de Alice es independiente del observable utilizado.

Por otro lado, para reconstruir los estados condicionales

ρBij =
1

2
(1 + (r1ij , r

2
ij , r

3
ij) · σ⃗), (5.3)

podemos calcular cualquier componente rkij para k ∈ {1, 2, 3} utilizando la siguiente ecua-
ción:

rkij =
|Rk|ij0 − |Rk|ij1
|Rk|ij0 + |Rk|ij1

. (5.4)

Esta se asemeja más al procedimiento visto en la sección 2.1.7, solo que acotamos el espacio
de resultados a aquellos en los que Alice midió ij. Recordar que el bit 0 representa el
autovalor 1 y el bit 1 representa el autovalor -1 de los observables.

Una observación importante es que el denominador de la ecuación (5.4) se anula si
y sólo si pij = 0, para valores de n lo suficientemente grandes. Esto implica que no es
necesario estimar el estado ρBij , ya que tiene probabilidad 0 de ocurrir.
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Fig. 5.3: Representación de 500 muestras aleatorias dispuestas sobre la esfera de Bloch

5.2. Resultados simulación

Se corrieron simulaciones utilizando el circuito descrito en la figura 5.1 para calcular la
distancia media de teleportación bajo todas las medidas de distancia y canales ruidosos,
instanciando sus parámetros de intensidad pa y pb sobre una cuadrícula de [0, 1] × [0, 1]
con incrementos de 0.1, lo que equivale a 121 pares de (pa, pb) por cada combinación de
canales ruidosos.

Los experimentos fueron llevados a cabo tomando 500 muestras aleatorias, ilustradas
en la figura 5.3, lo cual se consideró lo suficientemente bueno para el alcance de este
trabajo. Es importante destacar que el número de muestras tiene un impacto significativo
en los tiempos de ejecución de cada experimento; por lo que, si bien aumentarlo mejora
considerablemente la exactitud de la estimación, las restricciones de recursos disponibles
(tanto de cómputo como de tiempo) fueron un factor determinante a la hora de elegir
ese valor. Análogamente, el número de ejecuciones (o shots) para todas las simulaciones
realizadas es de 2000 y fueron tenidas en cuenta las mismas limitaciones que aplicaron en
la elección de cantidad de muestras.

Luego, se tomó el valor absoluto de la diferencia entre cada resultado de la simulación
y su correspondiente valor teórico utilizando la fórmula (4.1), como se puede apreciar en la
figura 5.4. Finalmente, para cada configuración de ruido y medida de distancia se calculó
el promedio y el desvío estándar de los errores. Los resultados se pueden encontrar en la
tabla C.1 del Apéndice C.
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(a) Diferencias entre valores esperados y simulados utilizando Affinity para dos canales de tipo
Depolarizing Channel actuando sobre los qubits de Alice y Bob.

(b) Diferencias entre valores esperados y simulados utilizando Fidelity para canales de tipo Am-
plitude Damping Channel y Depolarizing Channel actuando sobre los qubits de Alice y Bob,
respectivamente.

Fig. 5.4: Diferencias entre valores esperados y simulados para distintas métrica y configuraciones
de ruido.

El mínimo error obtenido se encontró al exponer tanto a Alice como a Bob a un canal
de tipo Depolarizing Channel y utilizar como medida la Fidelity, obteniendo una diferencia
de promedio de 3.81×10−04. A su vez, el máximo error fue de 5.34×10−03, el cual ocurrió
al exponer ambos qubits a un Phase Damping Channel y evaluar el rendimiento con la
Wooters Distance.

5.3. Resultados experimentales

Para esta sección se diseñaron experimentos más acotados que los ejecutados en si-
muladores debido a las limitaciones al tiempo de ejecución en QPUs provistas por Qiskit
Runtime. Por un lado, dejó de ser factible simular la integral sobre la medida de Haar
tomando 500 muestras uniformemente aleatorias debido a dichas limitaciones. En conse-
cuencia, se recurrió a la equivalencia presentada en (5.1), logrando así calcular la distancia
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media de teleportación realizando tomografía de estado sobre solo seis estados. Esto impli-
ca otra serie de restricciones, ya que la ecuación no vale para todos los casos analizados en
la sección 5.2. Por ello, se decidió utilizar únicamente la función Fidelity para evaluar el
caso donde ambos qubits fueron expuestos a ruido de tipo Amplitude Damping Channel.
Por otro lado, el espacio de parámetros de intensidad (pa, pb) de los ruidos se redujo a
rectas dentro de la región [0, 1]× [0, 1].

Para los experimentos ejecutados en QPUs fueron puestas a prueba diferentes técnicas
de generación y ejecución de los circuitos con el objetivo de optimizar la precisión de estos.
Podemos apreciar en la figura 5.5 que distintas optimizaciones produjeron mejoras en los
resultados obtenidos.

Los puntos amarillos corresponden a ejecuciones sobre circuitos idénticos a los utilizados
en la sección 5.2 y son los que más difieren con los valores teóricos esperados.

Los puntos verdes corresponden a circuitos que, si bien respetan el esquema de la figura
5.1, evitan el uso de la compuerta paramétrica UGate y lo reemplaza por secuencias de
compuertas fijas equivalentes. Se observa que el rendimiento mejora considerablemente,
aunque algunos puntos se alejan de la curva esperada. La hipótesis es que el uso extensivo
de compuertas UGate impide realizar grandes optimizaciones sobre el circuito, lo cual es
crucial para reducir la profundidad del mismo y así disminuir los errores producidos durante
su ejecución.

Por último, a los circuitos optimizados se adicionaron mecanismos de mitigación de
errores provistos por Qiskit Runtime conocidos como “Pauli Twirling” [43] y “Dynamical
Decoupling” [44], los cuales aplican técnicas que alteran el circuito para hacerlo más re-
siliente a errores. Los resultados fueron marginalmente superiores y pueden apreciarse en
los puntos rojos de la figura 5.5.
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Fig. 5.5: Experimentos corridos en QPUs analizando dos canales expuestos a Amplitude Damping
Channel con parámetros de intensidad p mediante la función Fidelity. Los experimentos
fueron repetidos 2000 veces en cada base de medición del proceso de tomografía de estado.

Adicionalmente, se deseó observar el fenómeno mencionado al final de la sección 4.2,
donde se logra una certificación cuántica aumentando el ruido en uno de los dos qubits. Para
lograr esto se fijó uno de los parámetros de intensidad p = 0.85 en pos de transicionar de
certificación clásica a cuántica a medida que el otro parámetro es incrementado (ver figura
4.1b). Los resultados observados en la figura 5.6 indican que no se dispone de la precisión
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necesaria para apreciar dicho fenómeno, a pesar de haber incrementado la cantidad de
shots a 10000.
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Fig. 5.6: Experimentos corridos en QPUs analizando dos canales expuestos a Amplitude Damping
Channel con parámetros de intensidad 0.85 y p, mediante la función Fidelity. Cada expe-
rimento fue repetido 10000 veces.



6. CONCLUSIONES

En este trabajo se llevó a cabo un estudio sistemático del protocolo de teleportación
cuántica bajo distintos escenarios de ruido, cuantificando su desempeño a través de la
distancia media de teleportación (sección 3.2).

Los resultados obtenidos en el capítulo 4 fortalecen el argumento hecho en [19], con-
firmando la necesidad de explorar diferentes figuras de rendimiento del protocolo, dado
que la distancia media de teleportación se muestra susceptible al sesgo introducido por
cada métrica utilizada. Esto impacta en que la certificación del protocolo depende de la
métrica aplicada, lo que la convierte en un criterio no universal (sección 4.2). Además, se
halló que el fenómeno de “combatir ruido con ruido”, previamente identificado en canales
de tipo Amplitude Damping Channel utilizando la medida de Fidelity [9, 10], también se
manifiesta con otras métricas, lo que sugiere que es un fenómeno intrínseco del protocolo,
independiente de la métrica empleada (sección 4.3). Paralelamente, se cuestionó el rol del
entrelazamiento en el protocolo de teleportación (sección 4.4), observando una falta de
correspondencia entre la separabilidad del estado recurso y la certificación del protocolo.

Por otro lado, se desarrolló una herramienta [20] que permite estimar experimentalmen-
te la distancia media de teleportación para cualquier protocolo ruidoso y cualquier función
de distancia utilizando Qiskit (capítulo 5). La misma fue ejecutada tanto en simuladores
como en computadoras cuánticas, y los resultados obtenidos se contrastaron con los valo-
res teóricos esperados para validar su correcto funcionamiento. Las simulaciones (sección
5.2) mostraron que los circuitos de la herramienta lograron una alta precisión respecto a
los valores teóricos, estando limitados principalmente por variables estadísticas, como la
cantidad de repeticiones por experimento o el número de muestras a teleportar.

En cuanto a las ejecuciones en QPUs, las mismas exhibieron un menor rendimiento
debido a los ruidos inherentes de las plataformas cuánticas disponibles (sección 5.3). Sin
embargo, las discrepancias con los valores esperados fueron coherentes y revelaron un pa-
trón consistente a medida que se incrementó el ruido inyectado en el circuito que generaba
el estado recurso de Alice y Bob.

Este trabajo resalta la necesidad de explorar otras figuras de mérito y criterios de cer-
tificación de protocolos de teleportación. Una posible línea de investigación es contemplar
momentos diferentes a la media [45], o estudiar la distribución de probabilidad de una
métrica aplicada al rendimiento de la teleportación.

Por otra parte, sería de interés identificar más escenarios realistas en los que se observa
el fenómeno de combatir ruido con ruido; o, en su defecto, definir las condiciones que debe
cumplir un par de canales ruidosos para exhibir dicho fenómeno.

En paralelo, surge la pregunta de cuáles son las propiedades cuánticas que debe poseer
el recurso para determinar la certificación. Dado que no se encontró una correspondencia
con el entrelazamiento, pueden ser consideradas otras correlaciones cuánticas [46].

Por último, resta poner a prueba la herramienta de estimación de la distancia media
de teleportación bajo más canales ruidosos y medidas de distancia.

35



BIBLIOGRAFíA

[1] C. H. Bennett et al. «Teleporting an unknown quantum state via dual classical and
Einstein-Podolsky-Rosen channels». Physical review letters 70.13 (1993), pág. 1895.

[2] D. Gottesman e I. L. Chuang. «Demonstrating the viability of universal quantum
computation using teleportation and single-qubit operations». Nature 402.6760 (1999),
págs. 390-393.

[3] W. K. Wootters y W. H. Zurek. «A single quantum cannot be cloned». Nature
299.5886 (1982), págs. 802-803.

[4] D. Dieks. «Communication by EPR devices». Physics Letters A 92.6 (1982), págs. 271-272.
issn: 0375-9601.

[5] S. Pirandola et al. «Advances in quantum teleportation». Nature photonics 9.10
(2015), págs. 641-652.

[6] T. Liu. «The applications and challenges of quantum teleportation». Journal of Phy-
sics: Conference Series. Vol. 1634. 1. IOP Publishing. 2020, pág. 012089.

[7] X.-M. Hu et al. «Progress in quantum teleportation». Nature Reviews Physics 5.6
(2023), págs. 339-353.

[8] S. Oh, S. Lee y H.-w. Lee. «Fidelity of quantum teleportation through noisy chan-
nels». Physical Review A 66.2 (2002), pág. 022316.

[9] L. T. Knoll, C. T. Schmiegelow y M. A. Larotonda. «Noisy quantum teleportation:
An experimental study on the influence of local environments». Physical Review A
90.4 (2014), pág. 042332.

[10] R. Fortes y G. Rigolin. «Fighting noise with noise in realistic quantum teleportation».
Physical Review A 92.1 (2015), pág. 012338.

[11] D.-G. Im et al. «Optimal teleportation via noisy quantum channels without additio-
nal qubit resources». npj Quantum Information 7.1 (2021), pág. 86.

[12] D. Bouwmeester et al. «Experimental quantum teleportation». Nature 390.6660
(1997), págs. 575-579.

[13] J.-G. Ren et al. «Ground-to-satellite quantum teleportation». Nature 549.7670 (2017),
págs. 70-73.

[14] Q.-C. Sun et al. «Quantum teleportation with independent sources and prior entan-
glement distribution over a network». Nature Photonics 10.10 (2016), págs. 671-675.

[15] R. Valivarthi et al. «Quantum teleportation across a metropolitan fibre network».
Nature Photonics 10.10 (2016), págs. 676-680.

[16] S. Massar y S. Popescu. «Optimal extraction of information from finite quantum
ensembles». Physical review letters 74.8 (1995), pág. 1259.

[17] X.-M. Hu et al. «Experimental certification for nonclassical teleportation». Quantum
Engineering 1.2 (2019), e13.

[18] A. Gilchrist, N. K. Langford y M. A. Nielsen. «Distance measures to compare real
and ideal quantum processes». Physical Review A 71.6 (2005), pág. 062310.

36



BIBLIOGRAFÍA 37

[19] D. Bussandri, G. M. Bosyk y F. Toscano. «Challenges in certifying quantum tele-
portation: moving beyond conventional fidelity benchmark». aceptado en Physical
Review A (2024).

[20] Bruno, Patricio (2024). url: https://github.com/pdbruno/tesis.

[21] IBM Quantum (2024). url: https://quantum.ibm.com.

[22] H. Kragh. «Max Planck: the reluctant revolutionary». Physics World (2020).

[23] J. Von Neumann. Mathematical foundations of quantum mechanics: New edition.
Vol. 53. Princeton university press, 2018.

[24] M. A. Nielsen e I. L. Chuang. Quantum computation and quantum information.
Cambridge university press, 2010.

[25] A. K. Ekert. «Quantum cryptography and Bell’s theorem». Quantum Measurements
in Optics (1991), págs. 413-418.

[26] C. H. Bennett y S. J. Wiesner. «Communication via one- and two-particle ope-
rators on Einstein-Podolsky-Rosen states». Phys. Rev. Lett. 69 (20 nov. de 1992),
págs. 2881-2884.

[27] K. Życzkowski et al. «Volume of the set of separable states». Phys. Rev. A 58 (2
ago. de 1998), págs. 883-892.

[28] J. Maziero. «Computing partial transposes and related entanglement functions».
Brazilian Journal of Physics 46.6 (2016), págs. 605-611.

[29] I. Bengtsson y K. Życzkowski. Geometry of quantum states: an introduction to quan-
tum entanglement. Cambridge university press, 2017.

[30] W. K. Wootters. «Statistical distance and Hilbert space». Phys. Rev. D 23 (2 ene. de
1981), págs. 357-362.

[31] S. Luo y Q. Zhang. «Informational distance on quantum-state space». Phys. Rev. A
69 (3 mar. de 2004), pág. 032106.

[32] M. A. Nielsen e I. L. Chuang. Quantum computation and quantum information.
Cambridge university press, 2010. Cap. 8.

[33] D. Deutsch. «Quantum theory, the Church–Turing principle and the universal quan-
tum computer». Proceedings of the Royal Society of London. A. Mathematical and
Physical Sciences 400.1818 (1985), págs. 97-117.

[34] D. Deutsch y R. Jozsa. «Rapid solution of problems by quantum computation».
Proceedings of the Royal Society of London. Series A: Mathematical and Physical
Sciences 439 (1907 1992), págs. 553-558.

[35] D. R. Simon. «On the power of quantum computation». SIAM journal on computing
26.5 (1997), págs. 1474-1483.

[36] P. Shor. «Algorithms for quantum computation: discrete logarithms and factoring».
Proceedings 35th Annual Symposium on Foundations of Computer Science. 1994,
págs. 124-134.

[37] L. K. Grover. «A fast quantum mechanical algorithm for database search». Procee-
dings of the twenty-eighth annual ACM symposium on Theory of computing. 1996,
págs. 212-219.

https://github.com/pdbruno/tesis
https://quantum.ibm.com


BIBLIOGRAFÍA 38

[38] A. Barenco et al. «Elementary gates for quantum computation». Phys. Rev. A 52 (5
nov. de 1995), págs. 3457-3467.

[39] D. Cavalcanti, P. Skrzypczyk e I. Šupi ć. «All Entangled States can Demonstrate
Nonclassical Teleportation». Phys. Rev. Lett. 119 (11 sep. de 2017), pág. 110501.

[40] Di Matteo, Olivia. «Understanding the Haar measure» (2021). url: https : / /
pennylane.ai/qml/demos/tutorial_haar_measure/.

[41] C. Dankert et al. «Exact and approximate unitary 2-designs and their application to
fidelity estimation». Physical Review A 80.1 (jul. de 2009). issn: 1094-1622.

[42] url: https://quantumcomputing.stackexchange.com/a/4369.

[43] J. J. Wallman y J. Emerson. «Noise tailoring for scalable quantum computation via
randomized compiling». Phys. Rev. A 94 (5 nov. de 2016), pág. 052325.

[44] N. Ezzell et al. «Dynamical decoupling for superconducting qubits: A performance
survey». Phys. Rev. Appl. 20 (6 dic. de 2023), pág. 064027.

[45] J. Bang, J. Ryu y D. Kaszlikowski. «Fidelity deviation in quantum teleportation».
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 51.13 (feb. de 2018), pág. 135302.

[46] Y. Fan, C. Jia y L. Qiu. «Quantum steering as resource of quantum teleportation».
Phys. Rev. A 106 (1 jul. de 2022), pág. 012433.

https://pennylane.ai/qml/demos/tutorial_haar_measure/
https://pennylane.ai/qml/demos/tutorial_haar_measure/
https://quantumcomputing.stackexchange.com/a/4369


Apéndice



A. CONTORNOS DISTANCIA MEDIA DE TELEPORTACIÓN

En este apéndice se presentan todos los gráficos generados en el marco del estudio
de la distancia media de teleportación, encontrado en la sección 4.2. En estos se pueden
visualizar los contornos de ⟨D̄⟩ en función de los parámetros de intensidad pa y pb de
los ruidos analizados en este trabajo. Para cada configuración de ruido se aprecia cómo
las distintas métricas certifican de forma contradictoria al protocolo, según el color de la
región.
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Fig. A.1: Distancia media de teleportación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La línea punteada marca el contorno ⟨D̄⟩cl, que divide
la región roja “certificada cuántica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento
peor al mejor protocolo clásico.
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Fig. A.2: Distancia media de teleportación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La línea punteada marca el contorno ⟨D̄⟩cl, que divide
la región roja “certificada cuántica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento
peor al mejor protocolo clásico.
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Fig. A.3: Distancia media de teleportación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La línea punteada marca el contorno ⟨D̄⟩cl, que divide
la región roja “certificada cuántica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento
peor al mejor protocolo clásico.
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Fig. A.4: Distancia media de teleportación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en
la sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La línea punteada marca el contorno ⟨D̄⟩cl, que divide
la región roja “certificada cuántica” de la azul, a la cual le corresponde un rendimiento
peor al mejor protocolo clásico.



B. REGIONES SEPARABILIDAD Y CERTIFICACIÓN

En esta sección se encuentran los gráficos del estudio de la negatividad y separabilidad
del estado recurso y su rol en la certificación del protocolo, llevado a cabo en la sección
4.4. En la figura B.1 podemos apreciar como disminuye la negatividad (una medida del
entrelazamiento) del par de Alice y Bob a medida que aumentan las intensidades de los
canales ruidosos que actúan sobre sus sistemas.
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Fig. B.1: Negatividad del sistema compuesto de Alice y Bob sometido a diferentes combinaciones
de canales ruidosos en función de pa y pb

A continuación se presentan, para todas las configuraciones de ruido y medidas de
distancia, las regiones para las cuales el protocolo obtiene certificación cuántica a partir de
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un sistema separable y las regiones en las cuales, a pesar de contar con un par entrelazado,
no se consigue la certificación.
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Fig. B.2: Separabilidad y certificación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La región roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuántico, mientras que la región azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificación clásica.
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Fig. B.3: Separabilidad y certificación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La región roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuántico, mientras que la región azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificación clásica.
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Fig. B.4: Separabilidad y certificación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La región roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuántico, mientras que la región azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificación clásica.
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Fig. B.5: Separabilidad y certificación para los canales ruidosos y las distancias presentadas en la
sección 4.2 en función de pa y pb, los parámetros de intensidad del ruido en los canales
de Alice y Bob, respectivamente. La región roja indica que el estado recurso es separable
y el protocolo es certificado cuántico, mientras que la región azul implica un estado
entrelazado que teleporta con certificación clásica.



C. RESULTADOS DE LA SIMULACIÓN

En este apéndice se presentan los errores de la estimación de ⟨D̄⟩ utilizando simuladores
de computadores cuánticas. Los resultados se encuentran agrupados por configuración de
ruido y métrica utilizada, y los datos presentados son el promedio y el desvío estándar de
los errores de cada grupo, respectivamente.

Canal Alice Canal Bob Distancia Media Desvío Estándar

ADC ADC affinity 1.15× 10−03 1.57× 10−03

ADC ADC fidelity 1.37× 10−03 1.67× 10−03

ADC ADC trace distance 2.94× 10−03 3.35× 10−03

ADC ADC wooters distance 2.15× 10−03 4.64× 10−03

ADC DC affinity 5.69× 10−04 4.14× 10−04

ADC DC fidelity 6.92× 10−04 6.65× 10−04

ADC DC trace distance 2.07× 10−03 2.99× 10−03

ADC DC wooters distance 1.16× 10−03 4.14× 10−03

ADC MADC affinity 1.59× 10−03 1.70× 10−03

ADC MADC fidelity 1.98× 10−03 1.94× 10−03

ADC MADC trace distance 3.25× 10−03 3.32× 10−03

ADC MADC wooters distance 2.56× 10−03 4.62× 10−03

ADC PDC affinity 7.64× 10−04 8.33× 10−04

ADC PDC fidelity 1.22× 10−03 1.56× 10−03

ADC PDC trace distance 3.14× 10−03 3.41× 10−03

ADC PDC wooters distance 2.40× 10−03 4.89× 10−03

DC ADC affinity 7.14× 10−04 5.85× 10−04

DC ADC fidelity 6.64× 10−04 7.35× 10−04

DC ADC trace distance 1.93× 10−03 2.79× 10−03

DC ADC wooters distance 1.10× 10−03 4.21× 10−03

DC DC affinity 4.56× 10−04 3.05× 10−04

DC DC fidelity 3.81× 10−04 5.27× 10−04

DC DC trace distance 1.75× 10−03 2.70× 10−03

DC DC wooters distance 8.60× 10−04 4.36× 10−03

DC MADC affinity 7.46× 10−04 5.56× 10−04

DC MADC fidelity 6.41× 10−04 7.28× 10−04

DC MADC trace distance 1.98× 10−03 2.75× 10−03

DC MADC wooters distance 1.04× 10−03 4.09× 10−03

DC PDC affinity 7.55× 10−04 6.62× 10−04

DC PDC fidelity 1.02× 10−03 1.13× 10−03

DC PDC trace distance 2.55× 10−03 3.18× 10−03

DC PDC wooters distance 1.82× 10−03 4.52× 10−03

MADC ADC affinity 1.82× 10−03 1.79× 10−03

MADC ADC fidelity 2.44× 10−03 2.22× 10−03

MADC ADC trace distance 3.62× 10−03 3.45× 10−03

MADC ADC wooters distance 2.93× 10−03 4.53× 10−03

MADC DC affinity 5.13× 10−04 4.06× 10−04
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MADC DC fidelity 6.28× 10−04 6.72× 10−04

MADC DC trace distance 2.02× 10−03 2.98× 10−03

MADC DC wooters distance 1.15× 10−03 4.19× 10−03

MADC MADC affinity 1.28× 10−03 1.81× 10−03

MADC MADC fidelity 1.36× 10−03 2.16× 10−03

MADC MADC trace distance 3.06× 10−03 3.72× 10−03

MADC MADC wooters distance 2.19× 10−03 4.90× 10−03

MADC PDC affinity 8.16× 10−04 8.38× 10−04

MADC PDC fidelity 1.28× 10−03 1.42× 10−03

MADC PDC trace distance 3.22× 10−03 3.42× 10−03

MADC PDC wooters distance 2.34× 10−03 4.67× 10−03

PDC ADC affinity 7.91× 10−04 6.24× 10−04

PDC ADC fidelity 1.06× 10−03 1.03× 10−03

PDC ADC trace distance 2.32× 10−03 3.13× 10−03

PDC ADC wooters distance 2.33× 10−03 4.31× 10−03

PDC DC affinity 7.21× 10−04 6.40× 10−04

PDC DC fidelity 1.05× 10−03 1.24× 10−03

PDC DC trace distance 2.45× 10−03 3.19× 10−03

PDC DC wooters distance 1.87× 10−03 4.73× 10−03

PDC MADC affinity 8.24× 10−04 7.84× 10−04

PDC MADC fidelity 1.10× 10−03 1.22× 10−03

PDC MADC trace distance 2.64× 10−03 3.11× 10−03

PDC MADC wooters distance 2.26× 10−03 4.43× 10−03

PDC PDC affinity 1.79× 10−03 1.83× 10−03

PDC PDC fidelity 3.18× 10−03 3.24× 10−03

PDC PDC trace distance 4.12× 10−03 3.74× 10−03

PDC PDC wooters distance 5.34× 10−03 5.40× 10−03

Tab. C.1: Media y Desvío Estándar de la diferencia entre el resultado de la simulación y el valor
teórico esperado para todas las posibles combinaciones de canales ruidosos y medidas de
distancia sobre una cuadrícula de [0, 1] × [0, 1] con incrementos de 0.1 para los valores
de p de los canales.
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